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公平配分理論の歴史
可分財

➢ ケーキ分割問題を数学的に定式化 [Steinhaus, 1948]

➢ 任意人数に対する比例配分を求めるナイフ移動法 [Dubins and Spanier, 1961]

➢ 3人に対する無羨望配分を求める手順 [Selfridge, 1960; Conway, 1963]

➢ 適切な仮定のもとで，無羨望かつパレート最適な配分の存在 [Varian, 1974]

➢ 任意人数に対して，無羨望配分が存在 [Stromquist, 1980; Woodall, 1980]

➢ 任意人数に対する有限だが非有界な無羨望配分を求める手順 [Brams and Taylor, 1995]

➢ 任意人数に対する有限かつ有界な無羨望配分を求める手順 

      [Aziz and Mackenzie, FOCS 2016]

不可分財

➢ 羨望を１財分に抑える

      [Lipton, Markakis, Mossel, and Saberi, EC 2004]

➢ さまざまな公平性概念の提案 [Budish, 2011]

➢ 公平性と効率性の両立 

     [Caragiannis, Kurokawa, Moulin, Procaccia, Shah, and Wang, EC 2016]

[Brams and Taylor, 1996]
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➢ 1限.  不可分財の公平配分理論：基礎と主要概念

➢ 2限.  EFX配分の存在問題

➢ 3限.  不可分な負担の公平かつ効率的な配分

目次
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➢ ポイント： 各エージェントはそれぞれ個別の選好をもつ

➢ 論点：   

• 望ましい配分とは何か？                        (公平性，効率性などの定義)

• 望ましい配分は存在するか？                 (存在性)  

• 望ましい配分は高速に求められるか？   (アルゴリズム)

➢ 例： 授業配属，遺産分割，家事分担，査読割り当て，etc.

財(モノやサービス)の公平配分メカニズムを数理的に設計・解析

公平配分理論
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1 2 3

不可分財の公平配分問題

𝑁 = {1, … , 𝑛}: エージェントの集合

𝑀 = {1, … , 𝑚}: 不可分な財の集合

問題設定

(アイテム)

𝑣𝑖 ∶ 2𝑀 → ℝ≥0 (エージェント 𝑖 の評価関数)

• 𝑣𝑖 ∅ = 0

• ∀𝑆, ∀𝑇 ⊆ 𝑀, 𝑆 ⊆ 𝑇 ⇒ 𝑣𝑖 𝑆 ≤ 𝑣𝑖 𝑇

• ∀𝑆 ⊆ 𝑀, 𝑣𝑖 𝑆 = σ𝑔∈𝑆 𝑣𝑖 {𝑔}

一般的
加法的 単調性

加法性
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1 2 3

3 15 2 2 6

7 5 5 5 7

20 3 3 3 3

1

2

3

不可分財の公平配分問題

𝑁 = {1, … , 𝑛}: エージェントの集合

𝑀 = {1, … , 𝑚}: 不可分な財の集合
(アイテム)

2 3 4 5

例:  𝑣1 2,3 = 𝑣1 2 + 𝑣1 3 = 15 + 2 = 17

問題設定

1

𝑣𝑖 ∶ 2𝑀 → ℝ≥0 (エージェント 𝑖 の評価関数)
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1 2 3

目標：できる限り 「公平な」 配分 𝐴 = 𝐴1, … , 𝐴𝑛  を求めたい

𝐴1 = {2,3} 𝐴2 = {4,5} 𝐴3 = {1}

不可分財の公平配分問題

• 𝐴𝑖 ∶ エージェント 𝑖 のアイテム集合
• 𝑖=1ڂ

𝑛 𝐴𝑖 = 𝑀

• 相異なる 𝑖, 𝑖′ に対して,  𝐴𝑖 ∩ 𝐴𝑖′ = ∅

𝐴 = 𝐴1, … , 𝐴𝑛  : 配分
def
⟺
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➢ 比較型: 

各エージェントは，自分の配分と他人の配分を比較して，

公平かどうかを評価する．

無羨望性 (Envy-Freeness) 

➢ 絶対評価型: 

各エージェントはある閾値を設定し，その値以上の配分を

公平と評価する．

比例性 (Proportionality)

∀ 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑁, 𝑣𝑖 𝐴𝑖  ≥  𝑣𝑖(𝐴𝑗)

∀ 𝑖 ∈ 𝑁, 𝑣𝑖 𝐴𝑖  ≥
𝑣𝑖(𝑀)

𝑛

(自分の持ち分で得られる嬉しさ) ≥ (他人の持ち分で得られる嬉しさ)

(自分の持ち分で得られる嬉しさ) ≥ (全体で得られる嬉しさの一人分)

公平性の指標

[Steinhaus, 1948]

[Foley, 1967]

[Brams and Taylor, 1996]
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1

1

1

2

無羨望配分や比例配分は必ずしも存在しない!

公平性の緩和

EF1, EFX, EFL, EFR, 

PROP1, PROPx, PRORavg, 

MMS, PMMS, GMMS, 

MXS, EEFX, etc.

EF/PROP

緩和

➢ 本講義ではEF1とEFXに注目する
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どのエージェントも他のエージェントの

あるアイテムをひとつ取り除けば羨望しない

厳密には 𝐴𝑗 ≠  ∅ のとき

15 3 2 2 6

7 5 5 5 7

20 3 3 3 3

1

2

3

無羨望配分が存在しない例

EF1配分(Envy-freeness up to one item) [Budish, 2011]

∀𝑖, ∀𝑗 ∈ 𝑁, ∃𝑔 ∈ 𝐴𝑗 ,  𝑣𝑖 (𝐴𝑖) ≥ 𝑣𝑖(𝐴𝑗 ∖ {𝑔})

配分 𝐴 = 𝐴1, … , 𝐴𝑛 ∶ EF1 ⟺
def
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厳密には 𝐴𝑗 ≠  ∅ のとき

2 3

EF1 配分

EF1配分(Envy-freeness up to one item) [Budish, 2011]

15 3 2 2 6

7 5 5 5 7

20 3 3 3 3

1

2

3

どのエージェントも他のエージェントの

あるアイテムをひとつ取り除けば羨望しない

1

∀𝑖, ∀𝑗 ∈ 𝑁, ∃𝑔 ∈ 𝐴𝑗 ,  𝑣𝑖 (𝐴𝑖) ≥ 𝑣𝑖(𝐴𝑗 ∖ {𝑔})

配分 𝐴 = 𝐴1, … , 𝐴𝑛 ∶ EF1 ⟺
def
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EF1 配分はどのような入力に対しても常に存在して，

多項式時間で求めることができる.

EF1配分(Envy-freeness up to one item) [Budish, 2011]

どのエージェントも他のエージェントの

あるアイテムをひとつ取り除けば羨望しない

➢ Envy-Cycle Elimination Algorithm (一般的)
[Lipton, Markakis, Mossel, and Saberi, EC 2004; Budish, 2011]

➢ Round-Robin Algorithm (加法的)
[Caragiannis, Kurokawa, Moulin, Procaccia, Shah, and Wang, EC 2016]

∀𝑖, ∀𝑗 ∈ 𝑁, ∃𝑔 ∈ 𝐴𝑗 ,  𝑣𝑖 (𝐴𝑖) ≥ 𝑣𝑖(𝐴𝑗 ∖ {𝑔})

配分 𝐴 = 𝐴1, … , 𝐴𝑛 ∶ EF1 ⟺
def
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Round-Robin Algorithm
[Caragiannis, Kurokawa, Moulin, Procaccia, Shah, and Wang, EC 2016]

15 3 2 2 6

7 5 5 5 7

20 3 3 3 3

1

2

3

すべてのアイテムが配分されるまで，以下を繰り返す:

エージェント 1,2, … , 𝑛 の順に，各エージェントは残っているアイテムの

中から，自分にとって評価値が最も高いアイテムをひとつ選び，受け取る．
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Round-Robin Algorithm

15 3 2 2 6

7 5 5 5 7

20 3 3 3 3

1

2

3

[Caragiannis, Kurokawa, Moulin, Procaccia, Shah, and Wang, EC 2016]
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Round-Robin Algorithm

15 3 2 2 6

7 5 5 5 7

20 3 3 3 3

1

2

3

[Caragiannis, Kurokawa, Moulin, Procaccia, Shah, and Wang, EC 2016]
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Round-Robin Algorithm

15 3 2 2 6

7 5 5 5 7

20 3 3 3 3

1

2

3

[Caragiannis, Kurokawa, Moulin, Procaccia, Shah, and Wang, EC 2016]
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Round-Robin Algorithm

15 3 2 2 6

7 5 5 5 7

20 3 3 3 3

1

2

3

[Caragiannis, Kurokawa, Moulin, Procaccia, Shah, and Wang, EC 2016]
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Round-Robin Algorithm

15 3 2 2 6

7 5 5 5 7

20 3 3 3 3

1

2

3

EF1 配分

各エージェントの評価関数が加法的であるとき，

     Round-Robin Algorithm はEF1 配分を出力する.

定理

[Caragiannis, Kurokawa, Moulin, Procaccia, Shah, and Wang, EC 2016]
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Round-Robin Algorithm

各エージェントの評価関数が加法的であるとき，

     Round-Robin Algorithm はEF1 配分を出力する.

定理

𝑖

𝑗

•  𝑖, 𝑗 ∈ 𝑁 𝑖 < 𝑗  を任意に固定

• 「 𝑖 から 𝑗 」および「 𝑗 から 𝑖 」へのEF1の羨望がないことを示せばよい

ラウンド1 2
𝑚

𝑛
− 1⋯

⋯

⋯

𝑚

𝑛

証明

[Caragiannis, Kurokawa, Moulin, Procaccia, Shah, and Wang, EC 2016]
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エージェント 1,2, … , 𝑛 の順に，各エージェントは残っているアイテムの

中から，自分にとって評価値が最も高いアイテムをひとつ選び，受け取る．

𝑗 が最後のラウンドでアイテムを

受け取るなら， 𝑖 も受け取る．



Round-Robin Algorithm

各エージェントの評価関数が加法的であるとき，

     Round-Robin Algorithm はEF1 配分を出力する.

定理

𝑖

𝑗

ラウンド1 2
𝑚

𝑛
− 1⋯

⋯

⋯

𝑚

𝑛

≥ ≥ ≥ ≥
•  𝑖, 𝑗 ∈ 𝑁 𝑖 < 𝑗  を任意に固定

• 「 𝑖 から 𝑗 」および「 𝑗 から 𝑖 」へのEF1の羨望がないことを示せばよい

証明

[Caragiannis, Kurokawa, Moulin, Procaccia, Shah, and Wang, EC 2016]

⋯
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Round-Robin Algorithm

各エージェントの評価関数が加法的であるとき，

     Round-Robin Algorithm はEF1 配分を出力する.

定理

証明

𝑖

𝑗

ラウンド1 2
𝑚

𝑛
− 1⋯

⋯

⋯

𝑚

𝑛

𝑗 が最後のラウンドでアイテムを

受け取るなら， 𝑖 も受け取る．

•  𝑖, 𝑗 ∈ 𝑁 𝑖 < 𝑗  を任意に固定

• 「 𝑖 から 𝑗 」および「 𝑗 から 𝑖 」へのEF1の羨望がないことを示せばよい

[Caragiannis, Kurokawa, Moulin, Procaccia, Shah, and Wang, EC 2016]

⋯
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Envy-Cycle Elimination Algorithm

部分配分 𝐴 = (𝐴1, … , 𝐴𝑛) に対する羨望グラフ 𝐺𝐴

• 頂点集合 𝑉 𝐺𝐴 = 𝑁

• 辺集合 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐸 𝐺𝐴 ⟺ 𝑣𝑖 𝐴𝑖 < 𝑣𝑖(𝐴𝑗)

• 𝐴𝑖 ∶ エージェント 𝑖 のアイテム集合
• 𝑖=1ڂ

𝑛 𝐴𝑖 ⊆ 𝑀

• 相異なる 𝑖, 𝑖′ に対して,  𝐴𝑖 ∩ 𝐴𝑖′ = ∅

𝐴 = 𝐴1, … , 𝐴𝑛  : 部分配分
def
⟺

def
⟺

1

2 3

(𝑖 は 𝑗 を羨む) 𝐺𝐴

➢  羨望サイクル：羨望グラフにおける有向サイクル 

[Lipton, Markakis, Mossel, and Saberi, EC 2004; Budish, 2011]
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1.  𝐴 ← ∅, ⋯ , ∅ .

2.    For  𝑡 = 1,2, … , 𝑚 do

3.    羨望グラフ 𝐺𝐴  における入次数 0 のエージェントに，アイテム  𝑡 を配分する．

4.    羨望サイクルがある限り，サイクルに沿ってアイテム集合を交換する．

5.  Return 配分 𝐴

1

2 3

1 2 3 4 5

Envy-Cycle Elimination Algorithm

12 6 15 9 11

14 2 8 7 5

13 10 3 4 1

1

2

3

1 2 3 4 5

[Lipton, Markakis, Mossel, and Saberi, EC 2004; Budish, 2011]
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1

2 3

1

2 3 4 5

Envy-Cycle Elimination Algorithm
[Lipton, Markakis, Mossel, and Saberi, EC 2004; Budish, 2011]

12 6 15 9 11

14 2 8 7 5

13 10 3 4 1

1

2

3

1 2 3 4 5
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2 3

1

2

3 4 5

Envy-Cycle Elimination Algorithm
[Lipton, Markakis, Mossel, and Saberi, EC 2004; Budish, 2011]
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1

2 3

1

2

4 5

Envy-Cycle Elimination Algorithm

3

[Lipton, Markakis, Mossel, and Saberi, EC 2004; Budish, 2011]
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1

2 3

1

2

4 5

Envy-Cycle Elimination Algorithm

3

[Lipton, Markakis, Mossel, and Saberi, EC 2004; Budish, 2011]
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Envy-Cycle Elimination Algorithm
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Envy-Cycle Elimination Algorithm

3
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Envy-Cycle Elimination Algorithm

3

[Lipton, Markakis, Mossel, and Saberi, EC 2004; Budish, 2011]
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5.  Return 配分 𝐴
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Line 4 の羨望サイクル除去は，高々 𝛰(𝑛2) 回の交換で終了する．補題

• 𝑁 ∖ 𝑉 𝐶  内の辺は変わらない

• 𝑁 ∖ 𝑉 𝐶  から 𝑉 𝐶  への辺数は変わらない

       (𝐶 上のバンドルが並び替えられるだけ)

• 𝑉 𝐶  から𝑁 ∖ 𝑉 𝐶  への辺数は増加しない

      (𝐶 上のエージェントはより好ましいバンドルを得る)

• 𝑉 𝐶  内の辺数は少なくとも |𝑉 𝐶 | 本減少する(なぜか?)

𝑉 𝐶 𝑁 ∖ 𝑉 𝐶

Envy-Cycle Elimination Algorithm

証明 羨望サイクル 𝐶 に沿ってバンドルを交換すると，辺数が真に減少する．

[Lipton, Markakis, Mossel, and Saberi, EC 2004; Budish, 2011]
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1.  𝐴 ← ∅, ⋯ , ∅ .

2.    For  𝑡 = 1,2, … , 𝑚 do

3.    羨望グラフ 𝐺𝐴  における入次数 0 のエージェントに，アイテム  𝑡 を配分する．

4.    羨望サイクルがある限り，サイクルに沿ってアイテム集合を交換する．

5.  Return 配分 𝐴

𝑖

𝑗 𝑘



各エージェントの評価関数が一般的であるとき，

     Envy-Cycle Elimination Algorithm はEF1 配分を出力する.

定理

証明 𝐴𝑡 = (𝐴1
𝑡 , … , 𝐴𝑛

𝑡 ): 𝑡 回目の反復終了時の部分配分

𝐴𝑡−1 がEF1であるとき，𝐴𝑡 もEF1であることを示せばよい.

𝑖: アイテム 𝑡 を受け取るエージェント. 𝐵𝑡: 𝑡 回目の反復のLine 3の終了時の部分配分

各エージェント 𝑗 ∈ 𝑁 ∖ {𝑖}について，𝑗 から 𝑖 へのEF1の羨望がないことを示す．

 𝑣𝑗 𝐴𝑗
𝑡 ≥ 𝑣𝑗 𝐵𝑗

𝑡 = 𝑣𝑗 𝐴𝑗
𝑡−1 ≥ 𝑣𝑗 𝐴𝑖

𝑡−1 = 𝑣𝑗 𝐴𝑖
𝑡 ∖ 𝑡 .

その他の関係についても示せる．よって，EF1は保たれる．

Envy-Cycle Elimination Algorithm
[Lipton, Markakis, Mossel, and Saberi, EC 2004; Budish, 2011]
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1.  𝐴 ← ∅, ⋯ , ∅ .

2.    For  𝑡 = 1,2, … , 𝑚 do

3.    羨望グラフ 𝐺𝐴  における入次数 0 のエージェントに，アイテム  𝑡 を配分する．

4.    羨望サイクルがある限り，サイクルに沿ってアイテム集合を交換する．

5.  Return 配分 𝐴



演習問題１
すべてのエージェントは加法的評価関数をもつとする．

任意の 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑁 に対して，次のいずれかが成り立つ：

• 𝐴𝑗 に含まれる，𝑖 にとって正の価値のアイテムが高々ひとつ．

• あるアイテム 𝑔 ∈ 𝐴𝑗  が存在して，

     𝑣𝑖(𝐴𝑖) ≥ 𝑣𝑖(𝐴𝑗 ∖ 𝑔) かつ 𝑣𝑖(𝐴𝑖) ≥ 𝑣𝑖(𝑔) 

配分 𝐴 = 𝐴1, … , 𝐴𝑛 ∶ EFL ⟺
def

Envy-Cycle Elimination Algorithmを，各反復において，入次数 0 である

エージェント 𝑖 を一人選び，未配分アイテムの中から 𝑖 にとって最も価値の

高いアイテムを与えるように修正する．この修正版アルゴリズムがEFL配分

を出力することを示せ．
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公平性と効率性の両立

➢  公平性：財が各人に公正に分配されること

➢  効率性：財が無駄なく効果的に活用されていること

EF1配分 EF1配分
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def
配分 𝑌 が配分 𝑋 を パレート支配 ⇔

➢ ∀𝑖 ∈ 𝑁,  𝑣𝑖 𝑌𝑖 ≥ 𝑣𝑖 𝑋𝑖

➢ ∃𝑗 ∈ 𝑁,  𝑣𝑗 𝑌𝑗 > 𝑣𝑗 𝑋𝑗

配分 𝐴 = 𝐴1, … , 𝐴𝑛 ∶ パレート最適 (PO)   ⟺

𝐴 はどの配分にもパレート支配されない

def

だれの評価値も下げることなく，少なくともひとりの

評価値を上げることがもはやできない

だれの評価値も下げることなく，

少なくともひとりの評価値を上げること

パレート最適配分
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Nash Social Welfare

各エージェントが加法的評価関数をもつとする． このとき，

Nash social welfareを最大化する配分はEF1かつパレート最適である．

定理

𝐴 = 𝐴1, … , 𝐴𝑛  ：配分

ς𝑖∈𝑁 𝑣𝑖(𝐴𝑖)
1

𝑛：配分 𝐴 に対するNash social welfare 

[Caragiannis, Kurokawa, Moulin, Procaccia, Shah, and Wang, EC 2016]

Kalai Prize 2024 

➢ Nash social welfare の最大値が 0 のときは，

    正の評価値を得るエージェント数を最大化し，その中で正の評価値の積を最大化．

簡単のため， Nash social welfareの最大値は正とする．
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各エージェントが加法的評価関数をもつとする． このとき，

Nash social welfareを最大化する配分はEF1かつパレート最適である．

定理 [Caragiannis, Kurokawa, Moulin, Procaccia, Shah, and Wang, EC 2016]

証明 𝐴 = 𝐴1, … , 𝐴𝑛  ：Nash social welfare を最大化する配分

𝐴 がパレート最適であること

MNW ⇒ EF1 + PO

𝐴 がパレート最適でないとすると，次を満たす配分 𝐵 が存在する．

ෑ

𝑖∈𝑁

𝑣𝑖(𝐵𝑖)

1
𝑛

> ෑ

𝑖∈𝑁

𝑣𝑖(𝐴𝑖)

1
𝑛

となり，𝐴 のNash social welfare の最大性に矛盾．

• ∀𝑖 ∈ 𝑁,  𝑣𝑖 𝐵𝑖 ≥ 𝑣𝑖 𝐴𝑖

• ∃𝑗 ∈ 𝑁,  𝑣𝑗 𝐵𝑗 > 𝑣𝑗 𝐴𝑗
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各エージェントが加法的評価関数をもつとする． このとき，

Nash social welfareを最大化する配分はEF1かつパレート最適である．

定理 [Caragiannis, Kurokawa, Moulin, Procaccia, Shah, and Wang, EC 2016]

証明 𝐴 = 𝐴1, … , 𝐴𝑛  ：Nash social welfare を最大化する配分

𝐴 がEF1であること

あるエージェント 𝑖, 𝑗 が存在して，任意の 𝑔 ∈ 𝐴𝑗 に対して，𝑣𝑖 𝐴𝑖 < 𝑣𝑖 𝐴𝑗 ∖ 𝑔 .

𝑔∗ ∈ arg min
𝑔∈𝐴𝑗:𝑣𝑖 𝑔 >0

𝑣𝑗 𝑔

𝑣𝑖 𝑔
 を選ぶ．𝑔∗ を 𝑗 から 𝑖 へ移した配分を 𝐴′ とする．

𝑔∗の選び方から，
𝑣𝑗 𝑔∗

𝑣𝑖 𝑔∗ ≤
𝑣𝑗 𝐴𝑗

𝑣𝑖 𝐴𝑗
 が成り立つ(なぜか?) ．

よって，
𝑣𝑗 𝑔∗

𝑣𝑖 𝑔∗ 𝑣𝑖 𝐴𝑖 + 𝑣𝑖 𝑔∗ < 𝑣𝑗 𝐴𝑗 ⇔ 1 +
𝑣𝑖 𝑔∗

𝑣𝑖 𝐴𝑖
1 −

𝑣𝑗 𝑔∗

𝑣𝑗 𝐴𝑗
> 1

⇔ ς𝑖∈𝑁 𝑣𝑖(𝐴′𝑖) > ς𝑖∈𝑁 𝑣𝑖(𝐴𝑖)  となり， 𝐴  のNash social welfare の最大性に矛盾．

𝐴 がEF1でないとすると，

また，𝐴 はEF1でないので， 𝑣𝑖 𝐴𝑖 + 𝑣𝑖 𝑔∗ < 𝑣𝑖 𝐴𝑗 .

MNW ⇒ EF1 + PO
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➢  [Caragiannis, Kurokawa, Moulin, Procaccia, Shah and Wang, EC 2016]

• EF1+PO配分は必ず存在 

  (Nash social welfare 最大化→EF1+PO配分)

➢  [Barman, Krishanmurthy, and Vaish, EC 2018]

• EF1+PO配分を求める擬多項式時間アルゴリズムを提案

➢  [Murhekar and Garg AAAI 2021; Mahara, WINE 2025]

• 𝑛 が定数のとき, EF1+PO配分を求める多項式時間アルゴリズムを提案

NP困難

EF1 + PO配分

未解決問題：EF1とパレート最適性を同時に満たす配分を求める

                     多項式時間アルゴリズムは存在するか？

未解決問題：加法的よりも広い評価関数クラスで，

                     EF1とパレート最適性を同時に満たす配分は存在するか？42



演習問題２
すべてのエージェントは同一の加法的評価関数 𝑣 をもつとする．

𝐴 = 𝐴1, … , 𝐴𝑛  を任意のEF1配分，

𝐴∗をNash social welfare 最大の配分，NSW 𝐴∗ > 0 とする．ただし，

NSW 𝐴 ≔ ෑ

𝑖∈𝑁

𝑣 𝐴𝑖

1
𝑛

.

(1) 各 𝑖 ∈ 𝑁  について，𝐴𝑖  に含まれる最大価値のアイテムを𝑔𝑖 とする．

ℓ ≔ min
𝑖∈𝑁

𝑣 𝐴𝑖 , 𝐻 ≔ {𝑔1, … , 𝑔𝑛} とおく．

𝐻 の任意の分割 𝐻1, … , 𝐻𝑛 に対して，

(2)  NSW 𝐴 ≥
1

4
NSW 𝐴∗  を示せ．

ෑ

𝑖∈𝑁

(ℓ + 𝑣 𝐻𝑖 ) ≤ ෑ

𝑖∈𝑁

(ℓ + 𝑣 𝑔𝑖 )

が成り立つことを示せ．
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➢ 2限.  EFX配分の存在問題

目次
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厳密には 𝐴𝑗 ≠  ∅ のとき

2

EF1 配分

EF1配分(Envy-freeness up to one item) [Budish, 2011]

15 3 2 2 6

7 5 5 5 7

20 3 3 3 3

1

2

3

∀𝑖, ∀𝑗 ∈ 𝑁, ∃𝑔 ∈ 𝐴𝑗 ,  𝑣𝑖 (𝐴𝑖) ≥ 𝑣𝑖(𝐴𝑗 ∖ {𝑔})

配分 𝐴 = 𝐴1, … , 𝐴𝑛 ∶ EF1 ⟺
def

どのエージェントも他のエージェントの

あるアイテムをひとつ取り除けば羨望しない

1

3
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どのエージェントも他のエージェントの

任意のアイテムをひとつ取り除けば羨望しない

EFX配分(Envy-freeness up to any item)

[Caragiannis, Kurokawa, Moulin, Procaccia, Shah, and Wang, EC 2016]

∀𝑖, ∀𝑗 ∈ 𝑁, ∀𝑔 ∈ 𝐴𝑗 ,  𝑣𝑖 (𝐴𝑖) ≥ 𝑣𝑖(𝐴𝑗 ∖ {𝑔})

配分 𝐴 = 𝐴1, … , 𝐴𝑛 ∶ EFX ⟺
def
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EF1 配分だが，

EFX 配分でない

EFX配分(Envy-freeness up to any item)

どのエージェントも他のエージェントの

任意のアイテムをひとつ取り除けば羨望しない

15 3 2 2 6

7 5 5 5 7

20 3 3 3 3

1

2

3

1

2 3

[Caragiannis, Kurokawa, Moulin, Procaccia, Shah, and Wang, EC 2016]
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∀𝑖, ∀𝑗 ∈ 𝑁, ∀𝑔 ∈ 𝐴𝑗 ,  𝑣𝑖 (𝐴𝑖) ≥ 𝑣𝑖(𝐴𝑗 ∖ {𝑔})

配分 𝐴 = 𝐴1, … , 𝐴𝑛 ∶ EFX ⟺
def



EF1 配分だが，

EFX 配分でない

EFX配分(Envy-freeness up to any item)

どのエージェントも他のエージェントの

任意のアイテムをひとつ取り除けば羨望しない

15 3 2 2 6

7 5 5 5 7

20 3 3 3 3

1

2

3

2 3

1

エージェント3のアイテムを1個取り除いても
エージェント1はエージェント3を羨む

(2+2)< 15

[Caragiannis, Kurokawa, Moulin, Procaccia, Shah, and Wang, EC 2016]
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∀𝑖, ∀𝑗 ∈ 𝑁, ∀𝑔 ∈ 𝐴𝑗 ,  𝑣𝑖 (𝐴𝑖) ≥ 𝑣𝑖(𝐴𝑗 ∖ {𝑔})

配分 𝐴 = 𝐴1, … , 𝐴𝑛 ∶ EFX ⟺
def



EFX配分(Envy-freeness up to any item)

どのエージェントも他のエージェントの

任意のアイテムをひとつ取り除けば羨望しない

15 3 2 2 6

7 5 5 5 7

20 3 3 3 3

1

2

3

3

EFX 配分

2

1

[Caragiannis, Kurokawa, Moulin, Procaccia, Shah, and Wang, EC 2016]
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∀𝑖, ∀𝑗 ∈ 𝑁, ∀𝑔 ∈ 𝐴𝑗 ,  𝑣𝑖 (𝐴𝑖) ≥ 𝑣𝑖(𝐴𝑗 ∖ {𝑔})

配分 𝐴 = 𝐴1, … , 𝐴𝑛 ∶ EFX ⟺
def



EFX配分は存在するか？
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“ In my view, it (EFX existence) is the successor of envy-free cake cutting as fair 
division’s biggest problem. ”

“ Despite significant effort, we were not able to settle the question of 
whether an EFX allocation always exists (assuming all items must be 
allocated), and leave it as an enigmatic open question.”

“ Arguably, EFX is the best fairness analog of envy-freeness of indivisible items.”
[Caragiannis, Gravin, and Huang, EC 2019]

[Procaccia, 2020]

重要な未解決問題: 限られた場合以外 あまりよくわかっていない

「多大な努力にも関わらず， （すべてのアイテムを配分する仮定のもとで）

EFX 配分が常に存在するかどうかを解決するには至らず，

この問題を謎めいた未解決問題として残す．」

「 EFX は，不可分財における無羨望性の最も優れた対応概念と言えるでしょう．」

「 私の考えでは，EFX の存在問題は，公平配分における最大の問題として，無羨望

ケーキ分割問題に続くものです．」

EFX配分は存在するか？

[Caragiannis, Kurokawa, Moulin, Procaccia, Shah, and Wang, EC 2016]
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➢ エージェントの人数

• ２人，一般的 [Plaut and Roughgarden, SODA 2018]

• ３人，加法的 [Chaudhury, Garg, and Mehlhorn, EC 2020]

➢ 評価関数の種類

• 1 種類，一般的 [Plaut and Roughgarden, SODA 2018]

• ２種類，加法的 [Mahara, 2023]

• ２種類，一般的 [Mahara, ESA 2021]

• ３種類，加法的 [H.V., Ghosal, Nimbhorkar, and Varma, EC 2025]

EFX配分の存在

未解決問題：４人，加法的な場合に，EFX配分は常に存在するか？

Best Paper with a Student Lead Author Award

未解決問題：３人，加法的な場合に，EFX配分を求める多項式時間    

    アルゴリズムは存在するか？

52



➢ 完全な EFX 配分：特殊な評価関数/少数エージェント
• 2人／同一評価／同一ランキング [Plaut and Roughgarden, SODA 2018]
• 同一の加法的評価+高いNash welfare [Barman, Krishnamurthy, and Vaish, AAMAS 2018]
• 2値評価関数 [Amanatidis, Birmpas, Filos-Ratsikas, Hollender, and Voudouris, IJCAI 2020]
• 3人・加法的評価 [Chaudhury, Garg, and Mehlhorn, EC 2020]
• 2種類・加法的評価 [Mahara, 2023]
• 0,1限界価値をもつ劣モジュラ評価 [Babaioff, Ezra, and Feige, AAAI 2021]
• 2種類・一般的評価 [Mahara, ESA 2021]
• 辞書的選好 [Hosseini, Sikdar, Vaish, and Xia, AAAI 2021]
• 財が2種類 [Gorantla, Marwaha, and Velusamy, SODA 2023]
• 3人：1人は MMS-feasible、残り2人は一般的評価 [Akrami, Alon, Chaudhury, Garg, Mehlhorn, and Mehta, EC 2023]
• 0,1限界価値をもつ一般的評価 [Bu, Song, and Yu, IJTCS-FAW 2023]
• レベル評価 [Christodoulou and Christoforidis, 2025]
• 3種類・加法的評価 [HV, Ghosal, Nimbhorkar, and Varma, EC 2025]
• 個別2値評価 [Jin and Tao, WINE 2025]
• 財が2種類：EFX＋PO [Davidiuk, Dementiev, Ignatiev, and Sagunov, AAAI 2026]
• 単純グラフ・一般的評価 [Christodoulou, Fiat, Koutsoupias, and Sgouritsa, EC 2023]
• 二部多重グラフ評価[Afshinmehr, Danaei, Kazemi, Mehlhorn, and Rathi, AAMAS 2025]
• 特定の多重グラフクラス・一般的評価 [Sgouritsa and Sotiriou, AAMAS 2025]
• 三角形を含まない多重グラフ評価 [Afshinmehr, Ashuri, Mahmoudkhan, and Mehlhorn, AAMAS 2026]
• 一般の多重グラフ評価
     [Christodoulou, Mastrakoulis, Sgouritsa, and Sotiriou, EC 2026; Afshinmehr, Ashuri, Mahmoudkhan, Mehlhorn, and Shahrezaei, EC 2026]

➢ 一部の財を未配分にする
• EFX＋高いNash welfare [Caragiannis, Gravin, and Huang, EC 2019]
• 高々 (n-1) 個を未配分 [Chaudhury, Kavitha, Mehlhorn, and Sgouritsa, SODA 2020]
• 高々 (n-2) 個を未配分 [Mahara, ESA 2021; Berger, Cohen, Feldman, and Fiat, AAAI 2022]
• 4人：高々1個を未配分 [Berger, Cohen, Feldman, and Fiat, AAAI 2022]
• (1-𝝐)-EFX＋劣線形個の未配分財 [Chaudhury, Garg, Mehlhorn, Mehta, and Misra, EC 2021; Akrami, Alon, Chaudhury, Garg, Mehlhorn, and Mehta, EC 2023]
• (k) 種類の評価関数：高々 (k-2) 個を未配分 [Ghosal, HV, Nimbhorkar, and Varma, AAAI 2025]

➢ 近似・関連する EFX 概念
• (0.618)-EFX [Amanatidis, Markakis, and Ntokos, AAAI 2020]
• パラメータ化された近似 EFX [Barman, Kar, and Pathak, AAMAS 2024]
• (2/3)-EFX：7人以下／3値／多重グラフ評価 [Amanatidis, Filos, Ratsikas, and Sgouritsa, EC 2024]
• Epistemic EFX：一般的評価[Akrami and Rathi, AAAI 2025]
• EF1 + Epistemic EFX：加法的評価 [Akrami, Mahara, Mehlhorn and Rathi, 2026]

EFX配分の存在をめぐる多様な進展
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最近の進展

➢  [Akrami, Mayorov, Mehlhorn, Srinivas, and Weidenbach, 2026]

• 一般的な場合にEFX配分が必ずしも存在しないことを示した！ 
    (3人，8アイテム)

• SAT solverを用いた計算機支援証明により反例を構成

➢  [Mackenzie and Suzuki, 2026]

• 上記の結果を大幅に簡略化

• さらに単調劣モジュラ関数である場合にも反例を構成

54

“ We suspect that at least for general valuations, there exist instances where no EFX 
allocation exists, and it may be easier to find a counterexample in that setting. ”

[Plaut and Roughgarden, SODA 2018]

「 少なくとも一般的評価関数では，EFX配分が存在しないインスタンスがあるのではないか

と予想しており，その設定では反例を見つけることがより容易かもしれない．」



𝑔1 𝑔2 𝑔3 𝑔4 𝑔5 𝑔6 𝑔7

20 17 9 8 6 4 1

𝐴1

𝐴2

𝐴3

例 (𝑛 = 3, 𝑚 = 7)

0

0

0

各エージェントが同一の加法的評価関数をもつ場合
[Plaut and Roughgarden, SODA 2018; Barman, Krishnamurthy, and Vaish, AAMAS 2018]

評価値が降順になるように各アイテムを整列する:
𝑣 𝑔1 ≥ 𝑣 𝑔2 ≥ ⋯ ≥ 𝑣 𝑔𝑚 .

 𝐴 ← ∅, ⋯ , ∅ .

 For ラウンド 𝑡 = 1,2, … , 𝑚 do

     𝐴1, … , 𝐴𝑛  の中で評価値が最小のアイテム集合にアイテム 𝑔𝑡 を追加する．

 Return 配分 𝐴
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各エージェントが同一の加法的評価関数をもつ場合

𝐴1

𝐴2

𝐴3

𝑔1 20

0

0

[Plaut and Roughgarden, SODA 2018; Barman, Krishnamurthy, and Vaish, AAMAS 2018]

評価値が降順になるように各アイテムを整列する:
𝑣 𝑔1 ≥ 𝑣 𝑔2 ≥ ⋯ ≥ 𝑣 𝑔𝑚 .

 𝐴 ← ∅, ⋯ , ∅ .

 For ラウンド 𝑡 = 1,2, … , 𝑚 do

     𝐴1, … , 𝐴𝑛  の中で評価値が最小のアイテム集合にアイテム 𝑔𝑡 を追加する．

 Return 配分 𝐴

𝑔1 𝑔2 𝑔3 𝑔4 𝑔5 𝑔6 𝑔7

20 17 9 8 6 4 1

例 (𝑛 = 3, 𝑚 = 7)
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各エージェントが同一の加法的評価関数をもつ場合

𝐴1

𝐴2

𝐴3

𝑔1

𝑔2

20

17

0

[Plaut and Roughgarden, SODA 2018; Barman, Krishnamurthy, and Vaish, AAMAS 2018]

評価値が降順になるように各アイテムを整列する:
𝑣 𝑔1 ≥ 𝑣 𝑔2 ≥ ⋯ ≥ 𝑣 𝑔𝑚 .

 𝐴 ← ∅, ⋯ , ∅ .

 For ラウンド 𝑡 = 1,2, … , 𝑚 do

     𝐴1, … , 𝐴𝑛  の中で評価値が最小のアイテム集合にアイテム 𝑔𝑡 を追加する．

 Return 配分 𝐴

𝑔1 𝑔2 𝑔3 𝑔4 𝑔5 𝑔6 𝑔7

20 17 9 8 6 4 1

例 (𝑛 = 3, 𝑚 = 7)
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各エージェントが同一の加法的評価関数をもつ場合

𝐴1

𝐴2

𝐴3

𝑔1

𝑔2

𝑔3

20

17

9

[Plaut and Roughgarden, SODA 2018; Barman, Krishnamurthy, and Vaish, AAMAS 2018]

評価値が降順になるように各アイテムを整列する:
𝑣 𝑔1 ≥ 𝑣 𝑔2 ≥ ⋯ ≥ 𝑣 𝑔𝑚 .

 𝐴 ← ∅, ⋯ , ∅ .

 For ラウンド 𝑡 = 1,2, … , 𝑚 do

     𝐴1, … , 𝐴𝑛  の中で評価値が最小のアイテム集合にアイテム 𝑔𝑡 を追加する．

 Return 配分 𝐴

𝑔1 𝑔2 𝑔3 𝑔4 𝑔5 𝑔6 𝑔7

20 17 9 8 6 4 1

例 (𝑛 = 3, 𝑚 = 7)

58



各エージェントが同一の加法的評価関数をもつ場合

𝐴1

𝐴2

𝐴3

𝑔1

𝑔2

𝑔3 𝑔4

20

17

17

[Plaut and Roughgarden, SODA 2018; Barman, Krishnamurthy, and Vaish, AAMAS 2018]

評価値が降順になるように各アイテムを整列する:
𝑣 𝑔1 ≥ 𝑣 𝑔2 ≥ ⋯ ≥ 𝑣 𝑔𝑚 .

 𝐴 ← ∅, ⋯ , ∅ .

 For ラウンド 𝑡 = 1,2, … , 𝑚 do

     𝐴1, … , 𝐴𝑛  の中で評価値が最小のアイテム集合にアイテム 𝑔𝑡 を追加する．

 Return 配分 𝐴

𝑔1 𝑔2 𝑔3 𝑔4 𝑔5 𝑔6 𝑔7

20 17 9 8 6 4 1

例 (𝑛 = 3, 𝑚 = 7)
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各エージェントが同一の加法的評価関数をもつ場合

𝐴1

𝐴2

𝐴3

𝑔1

𝑔2

𝑔3 𝑔4

𝑔5

20

23

17

[Plaut and Roughgarden, SODA 2018; Barman, Krishnamurthy, and Vaish, AAMAS 2018]

評価値が降順になるように各アイテムを整列する:
𝑣 𝑔1 ≥ 𝑣 𝑔2 ≥ ⋯ ≥ 𝑣 𝑔𝑚 .

 𝐴 ← ∅, ⋯ , ∅ .

 For ラウンド 𝑡 = 1,2, … , 𝑚 do

     𝐴1, … , 𝐴𝑛  の中で評価値が最小のアイテム集合にアイテム 𝑔𝑡 を追加する．

 Return 配分 𝐴

𝑔1 𝑔2 𝑔3 𝑔4 𝑔5 𝑔6 𝑔7

20 17 9 8 6 4 1

例 (𝑛 = 3, 𝑚 = 7)
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各エージェントが同一の加法的評価関数をもつ場合

𝐴1

𝐴2

𝐴3

𝑔1

𝑔2

𝑔3 𝑔4

𝑔5

𝑔6

20

23

21

[Plaut and Roughgarden, SODA 2018; Barman, Krishnamurthy, and Vaish, AAMAS 2018]

評価値が降順になるように各アイテムを整列する:
𝑣 𝑔1 ≥ 𝑣 𝑔2 ≥ ⋯ ≥ 𝑣 𝑔𝑚 .

 𝐴 ← ∅, ⋯ , ∅ .

 For ラウンド 𝑡 = 1,2, … , 𝑚 do

     𝐴1, … , 𝐴𝑛  の中で評価値が最小のアイテム集合にアイテム 𝑔𝑡 を追加する．

 Return 配分 𝐴

𝑔1 𝑔2 𝑔3 𝑔4 𝑔5 𝑔6 𝑔7

20 17 9 8 6 4 1

例 (𝑛 = 3, 𝑚 = 7)
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各エージェントが同一の加法的評価関数をもつ場合

𝐴1

𝐴2

𝐴3

𝑔1

𝑔2

𝑔3 𝑔4

𝑔5

𝑔6

𝑔7 21

23

21

[Plaut and Roughgarden, SODA 2018; Barman, Krishnamurthy, and Vaish, AAMAS 2018]

評価値が降順になるように各アイテムを整列する:
𝑣 𝑔1 ≥ 𝑣 𝑔2 ≥ ⋯ ≥ 𝑣 𝑔𝑚 .

 𝐴 ← ∅, ⋯ , ∅ .

 For ラウンド 𝑡 = 1,2, … , 𝑚 do

     𝐴1, … , 𝐴𝑛  の中で評価値が最小のアイテム集合にアイテム 𝑔𝑡 を追加する．

 Return 配分 𝐴

𝑔1 𝑔2 𝑔3 𝑔4 𝑔5 𝑔6 𝑔7

20 17 9 8 6 4 1

例 (𝑛 = 3, 𝑚 = 7)
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各エージェントが同一の加法的評価関数をもつ場合

証明 𝐴𝑡 = (𝐴1
𝑡 , … , 𝐴𝑛

𝑡 ): ラウンド 𝑡 の直後の部分配分

𝐴𝑡−1 がEFXであるとき，𝐴𝑡 もEFXであることを示せばよい.

𝑖: ラウンド 𝑡 でアイテム 𝑔𝑡 を受け取ったエージェント( 𝐴𝑖
𝑡 = 𝐴𝑖

𝑡−1 ∪ {𝑔𝑡} ).

各エージェント 𝑗 ∈ 𝑁 ∖ {𝑖}について，𝑖 へのEFXを違反する羨みがないことを示せばよい．

これは，任意の 𝑔 ∈ 𝐴𝑖
𝑡 について以下が成り立つことから従う．

𝑣 𝐴𝑖
𝑡 ∖ 𝑔 ≤ 𝑣 𝐴𝑖

𝑡 ∖ 𝑔𝑡 = 𝑣 𝐴𝑖
𝑡−1 ≤ 𝑣 𝐴𝑗

𝑡−1 = 𝑣 𝐴𝑗
𝑡 .

𝑖𝑁 ∖ {𝑖}定理 このアルゴリズムはEFX配分を出力する.
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[Plaut and Roughgarden, SODA 2018; Barman, Krishnamurthy, and Vaish, AAMAS 2018]

評価値が降順になるように各アイテムを整列する:
𝑣 𝑔1 ≥ 𝑣 𝑔2 ≥ ⋯ ≥ 𝑣 𝑔𝑚 .

 𝐴 ← ∅, ⋯ , ∅ .

 For ラウンド 𝑡 = 1,2, … , 𝑚 do

     𝐴1, … , 𝐴𝑛  の中で評価値が最小のアイテム集合にアイテム 𝑔𝑡 を追加する．

 Return 配分 𝐴



演習問題３

∀𝑖, 𝑗 ∈ 𝑁, ∀𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝑀, 𝑣𝑖(𝑔1) ≥ 𝑣𝑖(𝑔2) ⟺ 𝑣𝑗 𝑔1 ≥ 𝑣𝑗 𝑔2 .

インスタンス ℐ = (𝑁, 𝑀, {𝑣𝑖}𝑖∈𝑁): 同一ランキング ⟺
def

同一ランキングなインスタンスにおいて，EFX配分が存在することを示せ．

𝑔1 𝑔2 𝑔3 𝑔4 𝑔5 𝑔6

20 15 10 9 5 0

12 10 9 8 6 5

16 15 5 4 2 1

1

2

3

すべてのエージェントは加法的評価関数をもつとする．

64



1.   エージェント１の評価関数に対して，先ほどのアルゴリズムで

アイテム集合をふたつにわける (𝐴1, 𝐴2).

2.  𝐴1, 𝐴2のうちエージェント２にとって大きい方を２へ配分する．

3.   残ったアイテム集合をエージェント１へ配分する．

1 2

𝐴1 𝐴2

２人のエージェントに対するEFX配分

Cut-and-Choose Algorithm

定理 このアルゴリズムはEFX配分を出力する.
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３人のエージェントに対するEFX配分

➢  [Chaudhury, Garg, and Mehlhorn, EC 2020]

• ３人のエージェントが加法的評価関数をもつ場合に，

     EFX配分が必ず存在することを示した.

➢  [Akrami, Alon, Chaudhury, Garg, Mehlhorn, and Mehta, EC 2023]

• 上記の証明を大幅に簡略化

• さらに評価関数の仮定を拡張した

(1人がMMS-feasible 評価関数をもち，残り2人が一般的)

➢  [HV, Ghosal, Nimbhorkar, and Varma, EC 2025]

• 任意の人数で，評価関数が高々３種類の加法的評価関数であれば，

     EFX配分が必ず存在することを示した．

Best Paper with a Student Lead Author Award
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３人のエージェントに対するEFX配分

定理１ 1人が単調なMMS-feasible 評価関数をもち，残り2人が一般的

な評価関数をもつとき，EFX配分は存在する．

𝑣 ∶ 2𝑀 → ℝ≥0: MMS-feasible
def
⟺

任意の 𝑆 ⊆ 𝑀 と，任意の 𝑆 の分割 𝐴 = 𝐴1, 𝐴2 , 𝐵 = 𝐵1, 𝐵2  に対して，

max{𝑣 𝐴1 , 𝑣(𝐴2)} ≥ min{𝑣 𝐵1 , 𝑣(𝐵2)}

67

MMS-feasible 評価関数の例

𝑣 𝑆 = ෍

𝑔∈𝑆

𝑣(𝑔)

𝑣 𝑆 = max
𝑔∈𝑆

𝑣(𝑔) 𝑣 𝑆 = min ෍

𝑔∈𝑆

𝑣(𝑔) , 𝐵

𝑣 𝑆 = ෑ

𝑔∈𝑆

𝑣(𝑔)

以後，エージェント３の評価関数がMMS-feasibleであるとする



非退化なインスタンス

68

インスタンス ℐ = (𝑁, 𝑀, {𝑣𝑖}𝑖∈𝑁): 非退化 ⟺
def

任意の 𝑆, 𝑇 ⊆ 𝑀 と任意の 𝑖 ∈ 𝑁 に対して，𝑆 ≠ 𝑇 ⇒ 𝑣𝑖(𝑆) ≠ 𝑣𝑖(𝑇)

補題 任意の非退化なインスタンスにEFX配分が存在するならば，

任意のインスタンスにEFX配分が存在する．

以後，インスタンスは非退化であるとする

ℐ = 𝑁, 𝑀, 𝑣𝑖 𝑖∈𝑁  ℐ𝜀 = 𝑁, 𝑀, 𝑣𝑖
𝜀

𝑖∈𝑁 ：非退化

𝐴 = 𝐴1, … , 𝐴𝑛 :
ℐ𝜀においてEFX

𝐴 = 𝐴1, … , 𝐴𝑛 : 
ℐ においてEFX

評価関数を適切に摂動

𝜀 > 0 が十分小さい



PRアルゴリズム

69

補題 𝑋 = (𝑋1, … , 𝑋𝑛)：EFXでない配分．一般的評価関数 𝑣 に対して，

PRアルゴリズムを実行すると，次を満たすEFX配分 

𝑋′ = (𝑋1
′ , … , 𝑋𝑛

′ ) が得られる：

[Plaut and Roughgarden, SODA 2018]

すべてのエージェントが同一の一般的評価関数 𝑣 をもつとする

𝑋 = (𝑋1, … , 𝑋𝑛) ：配分，𝑣 𝑋1 < ⋯ < 𝑣(𝑋𝑛) 

𝑋：EFXでない⇒ 𝑣 𝑋1 < 𝑣(𝑋𝑗 ∖ 𝑔) for some 𝑗 ∈ {2,3, … , 𝑛} and some 𝑔 ∈ 𝑋𝑗 .

𝑋1 𝑋𝑗

𝑔

min 𝑣 𝑋1 , … , 𝑣 𝑋𝑛 < min 𝑣 𝑋1
′ , … , 𝑣 𝑋𝑛

′

𝑋′：𝑔 を 𝑋𝑗  から 𝑋1 へ移動した配分

min 𝑣 𝑋1 , … , 𝑣 𝑋𝑛 < min 𝑣 𝑋1
′ , … , 𝑣 𝑋𝑛

′



演習問題４

すなわち，全エージェントの最小評価値を減少させることなく，

EFX 配分へ変換する． 

この問題に対する多項式時間アルゴリズムを設計せよ．

問題

入力： 𝑋 = (𝑋1, … , 𝑋𝑛) ：任意の配分

出力： 𝑋′ = (𝑋1
′ , … , 𝑋𝑛

′ ) ：次を満たすEFX配分

min 𝑣 𝑋1 , … , 𝑣 𝑋𝑛 ≤ min 𝑣 𝑋1
′ , … , 𝑣 𝑋𝑛

′

すべてのエージェントは同一の加法的評価関数 𝑣 をもつとする．
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➢ 𝑖, 𝑘 ∈ 𝐸 ⟺ 𝑋𝑘：エージェント 𝑖 にとって，EFX-feasible

EFX-feasibility

𝑣𝑖 𝑋𝑘 ≥ max
𝑗∈𝑁

max
𝑔∈𝑋𝑗

𝑣𝑖(𝑋𝑗 ∖ 𝑔)

71

1

2

3

𝑋1

𝑋2

𝑋3

𝑋 = {𝑋1, 𝑋2, 𝑋3}: 𝑀 の分割

𝑋𝑘：エージェント 𝑖 にとって，EFX-feasible ⟺
def

𝐺𝑋 = 𝑁, 𝑁; 𝐸 ： EFX-feasible グラフ

𝐺𝑋

➢ 各エージェント 𝑖 に対して，評価値最大のアイテム集合はEFX-feasible

➢ 𝐺𝑋に完全マッチングが存在するならばEFX配分が存在する

⟺ ∀𝑗 ∈ 𝑁, ∀𝑔 ∈ 𝑋𝑗 ,  𝑣𝑖 (𝑋𝑘) ≥ 𝑣𝑖(𝑋𝑗 ∖ 𝑔)

⟺ エージェント 𝑖 は 𝑋𝑘を受け取ると，他をEFXの意味で羨望しない．



1

2

3

不変条件:

➢ エージェント１にとって，𝑋1, 𝑋2 はEFX-feasible

➢ エージェント２または３にとって 𝑋3 はEFX-feasible

ポテンシャル 𝜙 𝑋 : = min{𝑣1 𝑋1 , 𝑣1 𝑋2 } 
𝑋1

𝑋2

𝑋3

３人のエージェントに対するEFX配分

補題１ 𝑀の分割 𝑋 = {𝑋1, 𝑋2, 𝑋3} が不変条件を満たすとする．

𝑋 = {𝑋1, 𝑋2, 𝑋3}: 𝑀 の分割

補題１⇒定理１ 不変条件を満たす 𝑀 の分割は存在する．

実際，エージェント１について，EFX配分を求めればよい．

補題１よりEFX配分がみつからないときは，ポテンシャルが上昇する．

配分は有限通りしかないので，いずれ EFX配分がみつかる． 72

このとき，以下のいずれかが成り立つ．
• EFX配分が存在する．

• 不変条件を満たす𝑀の分割 𝑌 = {𝑌1, 𝑌2, 𝑌3}であって，

      𝜙 𝑋 < 𝜙 𝑌 を満たすものが存在する．



𝑋1

𝑋2

𝑋3

𝑋1

𝑋2

𝑋3

EFX配分が存在

or

For 𝑖 ∈ {2,3}, 𝒈𝒊 ∈ 𝑋3 s.t. 𝑣𝑖(𝑋3 ∖ 𝑔𝑖) ≥ 𝑣𝑖(𝑋3 ∖ ℎ) for ∀ℎ ∈ 𝑋3

For 𝑖 ∈ {2,3}, 𝑣𝑖 𝑋3 ∖ 𝑔𝑖 > max{𝑣𝑖(𝑋1), 𝑣𝑖(𝑋2)}観察１

３人のエージェントに対するEFX配分
𝑋 = {𝑋1, 𝑋2, 𝑋3}: 不変条件を満たす 𝑀 の分割

𝑣1 𝑋1 < 𝑣1 𝑋2  としてよい．

証明 𝑣𝑖 𝑋1 > 𝑣𝑖(𝑋2) とする．仮に主張が成り立たないとすると，

𝑣𝑖 𝑋1 > 𝑣𝑖 𝑋3 ∖ 𝑔𝑖 ≥ max
ℎ∈𝑋3

𝑣𝑖 𝑋3 ∖ ℎ . 

これは  𝑋1 がエージェント  𝑖 にとってEFX-feasible でないことに矛盾． 73



𝑋1

𝑋2

𝑋3

𝑋1

𝑋2

𝑋3

EFX配分が存在

or

３人のエージェントに対するEFX配分
𝑋 = {𝑋1, 𝑋2, 𝑋3}: 不変条件を満たす 𝑀 の分割

Case1： 𝑣2 𝑋3 ∖ 𝑔2 > 𝑣2 𝑋1 ∪ 𝑔2  or 𝑣3 𝑋3 ∖ 𝑔3 > 𝑣3 𝑋1 ∪ 𝑔3  

Case2： 𝑣2 𝑋3 ∖ 𝑔2 < 𝑣2 𝑋1 ∪ 𝑔2  and 𝑣3 𝑋3 ∖ 𝑔3 < 𝑣3 𝑋1 ∪ 𝑔3  

74

𝑣1 𝑋1 < 𝑣1 𝑋2  としてよい．

For 𝑖 ∈ {2,3}, 𝒈𝒊 ∈ 𝑋3 s.t. 𝑣𝑖(𝑋3 ∖ 𝑔𝑖) ≥ 𝑣𝑖(𝑋3 ∖ ℎ) for ∀ℎ ∈ 𝑋3



𝑋1

𝑋2

𝑋3

𝑣1 𝑋1 < 𝑣1 𝑋2

３人のエージェントに対するEFX配分

𝑋1 ∪ 𝑔2

𝑋2

𝑋3 ∖ 𝑔2

𝑋1
′ : 𝑣1 𝑋1

′ > 𝑣1 𝑋1 を満たす 𝑋1 ∪ 𝑔2 の極小な集合

𝑔2を 𝑋3 から 𝑋1 へ移動する．

𝑋1
′

𝑋2
′ = 𝑋2

𝑋3
′ = (𝑋3 ∖ 𝑔2) ∪ ((𝑋1 ∪ 𝑔2) ∖ 𝑋1

′)75

𝑣2 𝑋3 ∖ 𝑔2 > 𝑣2 𝑋1 ∪ 𝑔2  とする．

(𝑣3 𝑋3 ∖ 𝑔3 > 𝑣3 𝑋1 ∪ 𝑔3 の場合も同様)

Case1：𝑣2 𝑋3 ∖ 𝑔2 > 𝑣2 𝑋1 ∪ 𝑔2  or 𝑣3 𝑋3 ∖ 𝑔3 > 𝑣3 𝑋1 ∪ 𝑔3  



𝑋1

𝑋2

𝑋3

𝑣1 𝑋1 < 𝑣1 𝑋2

３人のエージェントに対するEFX配分

𝑋1 ∪ 𝑔2

𝑋2

𝑋3 ∖ 𝑔2

𝑋1
′ : 𝑣1 𝑋1

′ > 𝑣1 𝑋1 を満たす 𝑋1 ∪ 𝑔2 の極小な集合

𝑔2を 𝑋3 から 𝑋1 へ移動する．

𝑋1
′

𝑋2
′ = 𝑋2

𝑋3
′  = (𝑋3 ∖ 𝑔2) ∪ ((𝑋1 ∪ 𝑔2) ∖ 𝑋1

′)

𝑣1 𝑋1
′ > 𝑣1(𝑋2

′ ∖ 𝑔) for ∀𝑔 ∈ 𝑋2
′  and 𝑣1 𝑋2

′ > 𝑣1(𝑋1
′ ∖ ℎ) for ∀ℎ ∈ 𝑋1

′

76

𝑣2 𝑋3 ∖ 𝑔2 > 𝑣2 𝑋1 ∪ 𝑔2  とする．

(𝑣3 𝑋3 ∖ 𝑔3 > 𝑣3 𝑋1 ∪ 𝑔3 の場合も同様)

観察２

証明 • 𝑣1 𝑋1
′ > 𝑣1 𝑋1 > 𝑣1 𝑋2 ∖ 𝑔 = 𝑣1 𝑋2

′ ∖ 𝑔  for ∀𝑔 ∈ 𝑋2
′

• 𝑣1 𝑋2
′ = 𝑣1 𝑋2 > 𝑣1 𝑋1 > 𝑣1(𝑋1

′ ∖ ℎ) for ∀ℎ ∈ 𝑋1
′

Case1：𝑣2 𝑋3 ∖ 𝑔2 > 𝑣2 𝑋1 ∪ 𝑔2  or 𝑣3 𝑋3 ∖ 𝑔3 > 𝑣3 𝑋1 ∪ 𝑔3  



𝑋1

𝑋2

𝑋3

𝑣1 𝑋1 < 𝑣1 𝑋2

３人のエージェントに対するEFX配分

𝑋1 ∪ 𝑔2

𝑋2

𝑋3 ∖ 𝑔2

𝑋1
′ : 𝑣1 𝑋1

′ > 𝑣1 𝑋1 を満たす 𝑋1 ∪ 𝑔2 の極小な集合

𝑔2を 𝑋3 から 𝑋1 へ移動する．

𝑋1
′

𝑋2
′ = 𝑋2

𝑋3
′  = (𝑋3 ∖ 𝑔2) ∪ ((𝑋1 ∪ 𝑔2) ∖ 𝑋1

′)77

𝑣2 𝑋3 ∖ 𝑔2 > 𝑣2 𝑋1 ∪ 𝑔2  とする．

(𝑣3 𝑋3 ∖ 𝑔3 > 𝑣3 𝑋1 ∪ 𝑔3 の場合も同様)

観察３

証明 • 𝑣2 𝑋3
′ ≥ 𝑣2 𝑋3 ∖ 𝑔2 > 𝑣2 𝑋1 ∪ 𝑔2 ≥ 𝑣2 𝑋1

′

• 𝑣2 𝑋3
′ ≥ 𝑣2 𝑋3 ∖ 𝑔2 > 𝑣2 𝑋2 = 𝑣2 𝑋2

′

エージェント２にとって， 𝑋3
′はEFX-feasible

Case1：𝑣2 𝑋3 ∖ 𝑔2 > 𝑣2 𝑋1 ∪ 𝑔2  or 𝑣3 𝑋3 ∖ 𝑔3 > 𝑣3 𝑋1 ∪ 𝑔3  



𝑋1

𝑋2

𝑋3

𝑣1 𝑋1 < 𝑣1 𝑋2

３人のエージェントに対するEFX配分
Case1：𝑣2 𝑋3 ∖ 𝑔2 > 𝑣2 𝑋1 ∪ 𝑔2  or 𝑣3 𝑋3 ∖ 𝑔3 > 𝑣3 𝑋1 ∪ 𝑔3  

𝑋1 ∪ 𝑔2

𝑋2

𝑋3 ∖ 𝑔2

𝑋1
′ : 𝑣1 𝑋1

′ > 𝑣1 𝑋1 を満たす 𝑋1 ∪ 𝑔2 の極小な集合

𝑔2を 𝑋3 から 𝑋1 へ移動する．

𝑋1
′

𝑋2
′ = 𝑋2

𝑋3
′  = (𝑋3 ∖ 𝑔2) ∪ ((𝑋1 ∪ 𝑔2) ∖ 𝑋1

′)78

𝑣2 𝑋3 ∖ 𝑔2 > 𝑣2 𝑋1 ∪ 𝑔2  とする．

(𝑣3 𝑋3 ∖ 𝑔3 > 𝑣3 𝑋1 ∪ 𝑔3 の場合も同様)

Case1-1：エージェント１にとって，𝑋1
′  と 𝑋2

′  がEFX-feasibleであるとき

• 𝜙 𝑋 = 𝑣1 𝑋1 < min 𝑣1 𝑋1
′ , 𝑣1 𝑋2

′ = 𝜙 𝑋′

• 𝑋′ は不変条件を満たす．

→補題１は成立



𝑋1

𝑋2

𝑋3

𝑣1 𝑋1 < 𝑣1 𝑋2

３人のエージェントに対するEFX配分
Case1：𝑣2 𝑋3 ∖ 𝑔2 > 𝑣2 𝑋1 ∪ 𝑔2  or 𝑣3 𝑋3 ∖ 𝑔3 > 𝑣3 𝑋1 ∪ 𝑔3  

𝑋1 ∪ 𝑔2

𝑋2

𝑋3 ∖ 𝑔2

𝑔2を 𝑋3 から 𝑋1 へ移動する．

𝑋1
′

𝑋2
′ = 𝑋2

𝑋3
′  = (𝑋3 ∖ 𝑔2) ∪ ((𝑋1 ∪ 𝑔2) ∖ 𝑋1

′)79

𝑣2 𝑋3 ∖ 𝑔2 > 𝑣2 𝑋1 ∪ 𝑔2  とする．

(𝑣3 𝑋3 ∖ 𝑔3 > 𝑣3 𝑋1 ∪ 𝑔3 の場合も同様)

Case1-2：エージェント１にとって，𝑋′1または 𝑋′2がEFX-feasibleでないとき

𝑌1

𝑌2

𝑌3

• min 𝑣1 𝑋1
′ , 𝑣1 𝑋2

′ < 𝑣1(𝑋3
′ ∖ 𝑔) for some 𝑔 ∈ 𝑋3

′

• 𝑣1と(𝑋1
′ , 𝑋2

′ , 𝑋3
′ )に対して，PRアルゴリズムを適用

𝜙 𝑋 = 𝑣1 𝑋1 < 𝜙 𝑋′ < 𝜙 𝑌 →補題１は成立

𝑋1
′ : 𝑣1 𝑋1

′ > 𝑣1 𝑋1 を満たす 𝑋1 ∪ 𝑔2 の極小な集合



３人のエージェントに対するEFX配分

• 𝑣2(𝑋2) < 𝑣2 𝑋3 ∖ 𝑔2 < 𝑣2 𝑋1 ∪ 𝑔2

• 𝑣3(𝑋2) < 𝑣3 𝑋3 ∖ 𝑔3 < 𝑣3 𝑋1 ∪ 𝑔3  

𝑣2と(𝑋3 ∖ 𝑔2, 𝑋1 ∪ 𝑔2)に対して，PRアルゴリズムを適用→(𝑌2, 𝑌3)

Case2： 𝑣2 𝑋3 ∖ 𝑔2 < 𝑣2 𝑋1 ∪ 𝑔2  and 𝑣3 𝑋3 ∖ 𝑔3 < 𝑣3 𝑋1 ∪ 𝑔3  

エージェント３にとって 𝑌2, 𝑌3 のうち大きい方を 𝑌3 とする．

80

𝑋1

𝑋2

𝑋3

𝑣1 𝑋1 < 𝑣1 𝑋2

𝑋2

𝑌2

𝑌3



３人のエージェントに対するEFX配分

• 𝑣2(𝑋2) < 𝑣2 𝑋3 ∖ 𝑔2 < 𝑣2 𝑋1 ∪ 𝑔2

• 𝑣3(𝑋2) < 𝑣3 𝑋3 ∖ 𝑔3 < 𝑣3 𝑋1 ∪ 𝑔3  

𝑣2と(𝑋3 ∖ 𝑔2, 𝑋1 ∪ 𝑔2)に対して，PRアルゴリズムを適用→(𝑌2, 𝑌3)

Case2： 𝑣2 𝑋3 ∖ 𝑔2 < 𝑣2 𝑋1 ∪ 𝑔2  and 𝑣3 𝑋3 ∖ 𝑔3 < 𝑣3 𝑋1 ∪ 𝑔3  

エージェント３にとって 𝑌2, 𝑌3 のうち大きい方を 𝑌3 とする．

エージェント２にとって，𝑌2 (と𝑌3 )はEFX-feasible

81

観察４

証明 • 𝑣2 𝑌2 ≥ 𝑣2 𝑌3 ∖ 𝑔  for ∀𝑔 ∈ 𝑌2

• 𝑣2 𝑌2 ≥ min 𝑣2 𝑌2 , 𝑣2 𝑌3 ≥ min 𝑣2 𝑋3 ∖ 𝑔2 , 𝑣2 𝑋1 ∪ 𝑔2 > 𝑣2(𝑋2)

𝑋1

𝑋2

𝑋3

𝑣1 𝑋1 < 𝑣1 𝑋2

𝑋2

𝑌2

𝑌3



３人のエージェントに対するEFX配分

• 𝑣2(𝑋2) < 𝑣2 𝑋3 ∖ 𝑔2 < 𝑣2 𝑋1 ∪ 𝑔2

• 𝑣3(𝑋2) < 𝑣3 𝑋3 ∖ 𝑔3 < 𝑣3 𝑋1 ∪ 𝑔3  

𝑣2と(𝑋3 ∖ 𝑔2, 𝑋1 ∪ 𝑔2)に対して，PRアルゴリズムを適用→(𝑌2, 𝑌3)

Case2： 𝑣2 𝑋3 ∖ 𝑔2 < 𝑣2 𝑋1 ∪ 𝑔2  and 𝑣3 𝑋3 ∖ 𝑔3 < 𝑣3 𝑋1 ∪ 𝑔3  

エージェント３にとって 𝑌2, 𝑌3 のうち大きい方を 𝑌3 とする．
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観察５

証明 • 𝑣3 𝑌3 ≥ 𝑣3 𝑌2  

• 𝑣3 𝑌3 = max 𝑣3 𝑌2 , 𝑣3 𝑌3 ≥ min 𝑣3 𝑋3 ∖ 𝑔3 , 𝑣3 𝑋1 ∪ 𝑔3 > 𝑣3(𝑋2)

エージェント３にとって，𝑌3 はEFX-feasible

𝑋1

𝑋2

𝑋3

𝑣1 𝑋1 < 𝑣1 𝑋2

𝑋2

𝑌2

𝑌3



３人のエージェントに対するEFX配分

• 𝑣2(𝑋2) < 𝑣2 𝑋3 ∖ 𝑔2 < 𝑣2 𝑋1 ∪ 𝑔2

• 𝑣3(𝑋2) < 𝑣3 𝑋3 ∖ 𝑔3 < 𝑣3 𝑋1 ∪ 𝑔3  

𝑣2と(𝑋3 ∖ 𝑔2, 𝑋1 ∪ 𝑔2)に対して，PRアルゴリズムを適用→(𝑌2, 𝑌3)

Case2： 𝑣2 𝑋3 ∖ 𝑔2 < 𝑣2 𝑋1 ∪ 𝑔2  and 𝑣3 𝑋3 ∖ 𝑔3 < 𝑣3 𝑋1 ∪ 𝑔3  

エージェント３にとって 𝑌2, 𝑌3 のうち大きい方を 𝑌3 とする．
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Case2-1： max 𝑣1 𝑌2 , 𝑣1 𝑌3 < 𝑣1(𝑋2) のとき

𝑋2, 𝑌2, 𝑌3  はEFX配分

𝑋1

𝑋2

𝑋3

𝑣1 𝑋1 < 𝑣1 𝑋2

𝑋2

𝑌2

𝑌3



３人のエージェントに対するEFX配分

• 𝑣2(𝑋2) < 𝑣2 𝑋3 ∖ 𝑔2 < 𝑣2 𝑋1 ∪ 𝑔2

• 𝑣3(𝑋2) < 𝑣3 𝑋3 ∖ 𝑔3 < 𝑣3 𝑋1 ∪ 𝑔3  

𝑣2と(𝑋3 ∖ 𝑔2, 𝑋1 ∪ 𝑔2)に対して，PRアルゴリズムを適用→(𝑌2, 𝑌3)

Case2： 𝑣2 𝑋3 ∖ 𝑔2 < 𝑣2 𝑋1 ∪ 𝑔2  and 𝑣3 𝑋3 ∖ 𝑔3 < 𝑣3 𝑋1 ∪ 𝑔3  

エージェント３にとって 𝑌2, 𝑌3 のうち大きい方を 𝑌3 とする．
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Case2-2： 𝑣1 𝑋2 < min 𝑣1 𝑌2 , 𝑣1 𝑌3  のとき

𝑣1と(𝑋2, 𝑌2, 𝑌3)に対して，PRアルゴリズムを適用

𝜙 𝑋 = 𝑣1 𝑋1 < 𝑣1 𝑋2 ≤ 𝜙 𝑍 →補題１は成立

𝑋1

𝑋2

𝑋3

𝑣1 𝑋1 < 𝑣1 𝑋2

𝑋2

𝑌2

𝑌3

𝑍1

𝑍2

𝑍3



３人のエージェントに対するEFX配分

• 𝑣2(𝑋2) < 𝑣2 𝑋3 ∖ 𝑔2 < 𝑣2 𝑋1 ∪ 𝑔2

• 𝑣3(𝑋2) < 𝑣3 𝑋3 ∖ 𝑔3 < 𝑣3 𝑋1 ∪ 𝑔3  

𝑣2と(𝑋3 ∖ 𝑔2, 𝑋1 ∪ 𝑔2)に対して，PRアルゴリズムを適用→(𝑌2, 𝑌3)

Case2： 𝑣2 𝑋3 ∖ 𝑔2 < 𝑣2 𝑋1 ∪ 𝑔2  and 𝑣3 𝑋3 ∖ 𝑔3 < 𝑣3 𝑋1 ∪ 𝑔3  

エージェント３にとって 𝑌2, 𝑌3 のうち大きい方を 𝑌3 とする．

Case2-3： min 𝑣1 𝑌2 , 𝑣1 𝑌3 < 𝑣1 𝑋2 < max 𝑣1 𝑌2 , 𝑣1 𝑌3  のとき

𝑋1

𝑋2

𝑋3

𝑣1 𝑋1 < 𝑣1 𝑋2

𝑋2

𝑌2

𝑌3

𝑋2

𝑌′2

𝑌3 ∪ (𝑌2 ∖ 𝑌2
′)

𝑣1 𝑌3 < 𝑣1 𝑋2 < 𝑣1 𝑌2 とする.

𝑌2
′: 𝑣1 𝑌2

′ > 𝑣1 𝑋2 を満たす 𝑌2 の極小な集合

残りの部分はCase1と同様
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➢ 3限.  不可分な負担の公平かつ効率的な配分

目次
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➢ 3限.  不可分な負担の公平かつ効率的な配分

目次

87

Ryoga Mahara: Existence of fair and efficient allocation of indivisible chores. 
In Proceedings of the 2026 Annual ACM-SIAM Symposium on Discrete Algorithms (SODA26).

SODA 2026 Best Paper Award



1 2 3

不可分な負担の公平配分問題

𝑁 = {1, … , 𝑛}: エージェントの集合

𝑀 = {1, … , 𝑚}: 不可分な負担の集合

問題設定

(アイテム)

𝑣𝑖 ∶ 2𝑀 → ℝ≤0 (エージェント 𝑖 の加法的評価関数)
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1 2 3

不可分な負担の公平配分問題

𝑁 = {1, … , 𝑛}: エージェントの集合

𝑀 = {1, … , 𝑚}: 不可分な負担の集合

問題設定

(アイテム)

𝑐𝑖 ∶ 2𝑀 → ℝ≥0 (エージェント 𝑖 の加法的コスト関数)

𝑐𝑖 ≔ −𝑣𝑖

89



重要な未解決問題:  EF1かつPOを満たす配分が存在するか？

背景 (不可分な負担の公平配分理論)

➢  EF1 (Envy-freeness up to one item)： 代表的な公平性の指標

➢  パレート最適性 ： 代表的な効率性の指標

各エージェントが加法的なコスト関数をもつ場合に，

EF1とパレート最適性を同時に満たす配分の存在を証明.

本研究の主結果

手法： 不動点定理+離散アルゴリズム

概要
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EF1 配分はどのような入力に対しても常に存在して，

多項式時間で求めることができる.

EF1配分(Envy-freeness up to one item) [Budish, 2011]

どのエージェントも自身のあるアイテムを

ひとつ取り除けば他のエージェントを羨望しない

∀𝑖, ∀𝑖′ ∈ 𝑁, ∃𝑗 ∈ 𝐴𝑖 ,  𝑐𝑖 (𝐴𝑖 ∖ {𝑗}) ≤ 𝑐𝑖(𝐴𝑖′)

配分 𝐴 = 𝐴1, … , 𝐴𝑛 ∶ EF1 ⟺
def

➢ Round-Robin Algorithm (加法的)
      [Caragiannis, Kurokawa, Moulin, Procaccia, Shah, and Wang, EC 2016]

➢ Top-Trading Envy-Cycle Elimination Algorithm (一般的)
      [Bhaskar, Sricharan, and Vaish, APPROX 2021] 91



配分 𝐴 = 𝐴1, … , 𝐴𝑛 ∶ パレート最適 (PO)   ⟺

𝐴 はどの配分にもパレート支配されない

def

だれのコストも上げることなく，少なくともひとりの

コストを下げることがもはやできない

パレート最適配分

def
配分 𝑌 が配分 𝑋 を パレート支配 ⇔

➢ ∀𝑖 ∈ 𝑁,  𝑐𝑖 𝑌𝑖 ≤ 𝑐𝑖 𝑋𝑖

➢ ∃𝑖′ ∈ 𝑁,  𝑐𝑖′ 𝑌𝑖′ < 𝑐𝑖′ 𝑋𝑖′

だれのコストも上げることなく，

少なくともひとりのコストを下げること
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def
𝑘 個の配分 𝑌1, … , 𝑌𝑘  が配分 𝑋 を 小数パレート支配 ⇔

次を満たす𝜆1, … , 𝜆𝑘が存在する

➢ σ𝑟=1
𝑘 𝜆𝑟 = 1 かつ 𝜆𝑟 ≥ 0 𝑟 = 1,2, … , 𝑘

➢ ∀𝑖 ∈ 𝑁,  σ𝑟=1
𝑘 𝜆𝑟 ∙ 𝑐𝑖 𝑌𝑖

𝑟 ≤ 𝑐𝑖 𝑋𝑖

➢ ∃𝑗 ∈ 𝑁,  σ𝑟=1
𝑘 𝜆𝑟 ∙ 𝑐𝑗 𝑌𝑗

𝑟 < 𝑐𝑗(𝑋𝑗)

配分 𝐴 = 𝐴1, … , 𝐴𝑛 ∶ 小数パレート最適 (fPO)   ⟺

𝐴 は任意の有限個の配分によって，小数パレート支配されない

def

➢ fPO配分 ⟹ PO配分

➢ fPOやPO配分は常に存在( たとえば，σ𝑖∈𝑁 𝑐𝑖(𝐴𝑖)を最小化する配分はfPO ).

➢ fPOはPOよりも扱いやすい(良い特徴づけがある).

➢ 小数パレート支配: パレート支配の定義を複数の配分の凸結合に拡張

fPO配分(Fractional Pareto optimal allocation)
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EF1 だが POでない PO だが EF1でない EF1 かつ PO

例
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➢ 1種類のコスト関数 (folklore)

➢ 2人 [Aziz, Caragiannis, Igarashi, and Walsh, IJCAI 2019]

➢ コスト関数が２値 

     [Garg, Murhekar, and Qin AAAI 2022; Ebadian, Peters, and Shah AAMAS 2022]

➢ 2種類のアイテム [Aziz, Lindsay, Ritossa, and Suzuki, AAMAS 2023]

➢ 2種類のコスト関数 [Garg, Murhekar, and Qin, IJCAI 2023]

➢ 3人 [Garg, Murhekar, and Qin, IJCAI 2023]

➢ 3種類のコスト関数 [Garg, Murhekar, and Qin, IJCAI 2024]

一般のインスタンスで，EF1かつPOを満たす配分が存在するか？

上記のすべての結果は多項式時間アルゴリズムも設計

先行研究(EF1かつPO配分の存在)
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EF1かつPO配分の存在

各エージェントが加法的コスト関数をもつとする． このとき，

EF1とパレート最適性を同時に満たす配分が必ず存在する．

定理 [Mahara, SODA 2026]
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3

2

1

1

2

3

4

5

6

choresagents

ℐ = 𝑁, 𝑀, 𝑐𝑖 𝑖∈𝑁 : インスタンス

ℐ = 𝑁, 𝑀, 𝑐𝑖 𝑖∈𝑁 : 非退化 ⇔

(𝑁, 𝑀; 𝐸) における任意のサイクル 𝐶 に対して， 

𝜋(𝐶) ≠ 1. 

𝑁, 𝑀; 𝐸 : 完全ニ部グラフ
𝑁, 𝑀; 𝐸

𝐶 = (𝑖1, 𝑗1, 𝑖2, 𝑗2, … , 𝑖𝑙 , 𝑗𝑙 , 𝑖𝑙+1): サイクル

𝜋 𝐶 : = ෑ

𝑘=1

𝑙
𝑐𝑖𝑘𝑗𝑘

𝑐𝑖𝑘+1𝑗𝑘

def

𝐶

非退化なインスタンス
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インスタンス
ℐ = 𝑁, 𝑀, 𝑐𝑖 𝑖∈𝑁  

非退化なインスタンス
ℐ𝜀 = 𝑁, 𝑀, 𝑐𝑖

𝜀
𝑖∈𝑁  

𝐴 = 𝐴1, … , 𝐴𝑛 :
ℐεにおいてEF1かつfPO 

𝐴 = 𝐴1, … , 𝐴𝑛 : 
ℐ においてEF1かつPO 

コスト関数を
適切に摂動

𝜀 > 0 が十分小さい

非退化なインスタンスにおいて，

EF1かつfPOを満たす配分の存在を示せばよい

非退化なインスタンス
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𝐴 = 𝐴1, … , 𝐴𝑛 ∶ fPO配分  ⟺  
𝑛個の正の実数 𝑤1, … , 𝑤𝑛が存在して，
𝐴 は σ𝑖=1

𝑛 𝑤𝑖 ∙ 𝑐𝑖(𝐴𝑖) を最小化する配分

定理  [Negishi, 1960; Brânzei and Sandomirskiy, 2024]

: EF1 配分

: fPO 配分

: PO だが fPO でない配分

例

𝐴 = 𝐴1, 𝐴2  ⟷ (𝑐1 𝐴1 , 𝑐2(𝐴2))  

１ 2 3

4 2 1

4 1 2

1

2

fPO配分の特徴付け

99



෍

𝑖∈𝑁,𝑗∈𝑀

𝑤𝑖 ∙ 𝑐𝑖,𝑗 ∙ 𝑥𝑖,𝑗

෍

𝑖∈𝑁

𝑥𝑖,𝑗 = 1 ∀𝑗 ∈ 𝑀

𝑥𝑖,𝑗 ≥ 0 ∀𝑖 ∈ 𝑁, ∀𝑗 ∈ 𝑀

Min.

Sub. to

෍

𝑗∈𝑀

𝑝𝑗

𝑝𝑗 ≤ 𝑤𝑖 ∙ 𝑐𝑖,𝑗 ∀𝑖 ∈ 𝑁, ∀𝑗 ∈ 𝑀

Max.

Sub. to

LP(𝒘) Dual-LP(𝒘)

ある正の重みベクトル 𝒘 ∈ ℝ>0
𝑛 が存在して，

 𝐴 はLP(𝒘)の整数最適配分
⟺

➢ 相補性条件： 𝑥𝑖,𝑗 > 0 ⟹ 𝑝𝑗 = 𝑤𝑖 ∙ 𝑐𝑖,𝑗

➢ Dual-LP(𝒘) は一意的な最適解をもつ

𝐴 = 𝐴1, … , 𝐴𝑛 ∶ fPO配分  ⟺  
𝑛個の正の実数 𝑤1, … , 𝑤𝑛が存在して，
𝐴 は σ𝑖=1

𝑛 𝑤𝑖 ∙ 𝑐𝑖(𝐴𝑖) を最小化する配分

fPO配分の特徴付け

定理  [Negishi, 1960; Brânzei and Sandomirskiy, 2024]
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演習問題５

(1) 𝐴 = 𝐴1, … , 𝐴𝑛 ∶ fPO配分

(2) 𝐺𝐴 は負閉路をもたない

(3) 𝑛 個の正の実数 𝑤1, … , 𝑤𝑛 が存在して，𝐴 は σ𝑖=1
𝑛 𝑤𝑖 ∙ 𝑐𝑖(𝐴′𝑖) を最小化する配分

つぎは同値であることを示せ．

𝐺𝐴 ≔ 𝑁, 𝑀; 𝐸 , 𝑑: 𝐸 → ℝ

➢  ∀𝑖 ∈ 𝑁, ∀𝑗 ∈ 𝑀, (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐸

➢   (𝑗, 𝑖) ∈ 𝐸   ⟺   𝑗 ∈ 𝐴𝑖

➢ 𝑑𝑖,𝑗 ≔ ln 𝑐𝑖,𝑗

➢ 𝑑𝑗,𝑖 ≔ − ln 𝑐𝑖,𝑗 3

2

1 1

2

3

itemsagents
𝐺𝐴

すべてのエージェントは正の加法的コスト関数をもつとする．
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𝐴 = (𝐴1, … , 𝐴𝑛): 配分， 𝒑 = (𝑝𝑗)𝑗∈𝑀: 価格ベクトル

∀𝑖, ∀𝑖′ ∈ 𝑁, ∃𝑗 ∈ 𝐴𝑖 , 𝑝(𝐴𝑖 ∖ {𝑗}) ≤ 𝑝(𝐴𝑖′)

配分 𝐴 = 𝐴1, … , 𝐴𝑛 ∶ pEF1   ⟺
def

𝐴: pEF1配分 ⇒ 𝐴: EF1配分

𝐴: LP(𝒘)の整数最適配分，𝒑: Dual-LP(𝒘)の最適解補題

𝑝 𝑆 ≔ ෍

𝑗∈𝑆

𝑝𝑗

[Barman, Krishnamurthy, and Vaish, EC 2018]pEF1配分(Price EF1)
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𝐴 = (𝐴1, … , 𝐴𝑛): 配分， 𝒑 = (𝑝𝑗)𝑗∈𝑀: 価格ベクトル

∀𝑖, ∀𝑖′ ∈ 𝑁, ∃𝑗 ∈ 𝐴𝑖 , 𝑝(𝐴𝑖 ∖ {𝑗}) ≤ 𝑝(𝐴𝑖′)

配分 𝐴 = 𝐴1, … , 𝐴𝑛 ∶ pEF1   ⟺
def

𝐴: pEF1配分 ⇒ 𝐴: EF1配分

𝐴: LP(𝒘)の整数最適配分，𝒑: Dual-LP(𝒘)の最適解補題

𝑝 𝑆 ≔ ෍

𝑗∈𝑆

𝑝𝑗

[Barman, Krishnamurthy, and Vaish, EC 2018]

証明

𝑤𝑖 ∙ 𝑐𝑖 𝐴𝑖 ∖ 𝑗 = 𝑝(𝐴𝑖 ∖ 𝑗 )

                              ≤ 𝑝(𝐴𝑖′)

          ≤ 𝑤𝑖 ∙ 𝑐𝑖 𝐴𝑖′ .

任意の 𝑖, 𝑖′ ∈ 𝑁 に対して，

pEF1配分(Price EF1)
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𝐴 = (𝐴1, … , 𝐴𝑛): 配分， 𝒑 = (𝑝𝑗)𝑗∈𝑀: 価格ベクトル

∀𝑖, ∀𝑖′ ∈ 𝑁, ∃𝑗 ∈ 𝐴𝑖 , 𝑝(𝐴𝑖 ∖ {𝑗}) ≤ 𝑝(𝐴𝑖′)

配分 𝐴 = 𝐴1, … , 𝐴𝑛 ∶ pEF1   ⟺
def

𝐴: pEF1配分 ⇒ 𝐴: EF1配分

𝐴: LP(𝒘)の整数最適配分，𝒑: Dual-LP(𝒘)の最適解補題

𝑝 𝑆 ≔ ෍

𝑗∈𝑆

𝑝𝑗

[Barman, Krishnamurthy, and Vaish, EC 2018]

目標： 次を満たす 𝒘 ∈ ℝ>0
𝑛  と配分 𝐴 をみつければよい

➢ 𝐴: LP(𝒘)の整数最適配分

➢ 𝐴: pEF1配分

→𝐴: fPO配分

→𝐴: EF1配分

pEF1配分(Price EF1)
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➢ 先行研究の多くのアプローチ:  

    重み 𝒘 ∈ ℝ>0
𝑛 に対する LP(𝒘) の最適配分 𝐴 と価格ベクトル 𝒑 を保持し，  

    配分と価格を段階的に更新して，最終的にpEF1配分を求める.

➢ アルゴリズムの停止性の証明が困難

    (配分変更と価格調整の両方に対して一貫したポテンシャルを設計しにくい)

➢ 本研究のアプローチ:

     望ましい重み 𝒘 ∈ ℝ>0
𝑛  の存在を保証するために，不動点定理を用いる．

     (このアプローチは [Igarashi and Meunier, 2025] により導入された

      先駆的なアイデアに基づいている．)

既存の課題と本研究の打開策
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𝐶1, 𝐶2 … , 𝐶𝑛:  Δ𝑛−1上の閉集合.

[Knaster, Kuratowski, and Mazurkiewicz, 1929]

任意の (𝑤1, 𝑤2 … , 𝑤𝑛) ∈  Δ𝑛−1  に対して，ある 𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑛} が存在して，

𝑤𝑖 > 0 かつ (𝑤1, 𝑤2 … , 𝑤𝑛) ∈ 𝐶𝑖 とする．

このとき，

ሩ

𝑖=1

𝑛

𝐶𝑖 ≠ ∅.

Δ𝑛−1: = 𝑥1, … , 𝑥𝑛 ∈ ℝ𝑛 𝑥1 + ⋯ + 𝑥𝑛 = 1, 𝑥𝑖 ≥ 0 ∀𝑖}: (𝑛 − 1) 次元単体

𝑛 = 2 𝑛 = 3

𝐶1 𝐶2

𝐶1

𝐶2 𝐶3

Spernerの補題の集合被覆版

KKM補題
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∃𝒘 ∈  Δ𝑛−1 s.t. 任意のエージェント 𝑖 ∈ 𝑁 に対して，

LP(𝒘)のある整数最適配分 𝐴 𝑖  が存在して，

エージェント 𝑖 は 𝐴 𝑖 とDual-LP(𝒘)の一意的な最適解 𝒑 について，

price envy-freeである.

補題

Δ𝑛−1:  (𝑛 − 1) 次元単体.

𝐶𝑖 ⊆ Δ𝑛−1: つぎを満たす 𝒘 ∈  Δ𝑛−1 全体の集合:

LP(𝒘)のある整数最適配分 𝐴 とDual-LP(𝒘)の一意的な最適解 𝒑 について，

𝑖 はprice envy-free．つまり，𝑝 𝐴𝑖 ≤ 𝑝 𝐴𝑖′  ∀𝑖′ ∈ 𝑁 

𝑖 ∈ 𝑁.

KKM補題の適用
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∃𝒘 ∈  Δ𝑛−1 s.t. 任意のエージェント 𝑖 ∈ 𝑁 に対して，

LP(𝒘)のある整数最適配分 𝐴 𝑖  が存在して，

エージェント 𝑖 は 𝐴 𝑖 とDual-LP(𝒘)の一意的な最適解 𝒑 について，

price envy-freeである.

補題

Δ𝑛−1:  (𝑛 − 1) 次元単体.

𝐶𝑖 ⊆ Δ𝑛−1: つぎを満たす 𝒘 ∈  Δ𝑛−1 全体の集合:

LP(𝒘)のある整数最適配分 𝐴 とDual-LP(𝒘)の一意的な最適解 𝒑 について，

𝑖 はprice envy-free．つまり，𝑝 𝐴𝑖 ≤ 𝑝 𝐴𝑖′  ∀𝑖′ ∈ 𝑁 

𝑖 ∈ 𝑁.

KKM補題の適用

証明 𝐶𝑖が閉集合であること 𝑤𝑡 ∈ 𝐶𝑖かつ lim
𝑡→∞

𝑤𝑡 = 𝑤∗ とする．

各 𝑡 について条件を満たす最適配分 𝐴(𝑡)をとる．

可能な配分は有限個なので，部分列をとれば， 𝐴(𝑡) = 𝐴∗ とできる．

LP(𝒘)の目的関数は 𝑤 に関して連続なので， 𝐴∗ はLP(𝒘∗)に対しても最適．

また，各 𝑡 について双対最適解を 𝑝𝑡 とすると， lim
𝑡→∞

𝑝𝑡 = 𝑝∗ も成立(なぜか？)．

よって，price envy-freenessは極限でも保存されるので， 𝑤∗ ∈ 𝐶𝑖 .
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∃𝒘 ∈  Δ𝑛−1 s.t. 任意のエージェント 𝑖 ∈ 𝑁 に対して，

LP(𝒘)のある整数最適配分 𝐴 𝑖  が存在して，

エージェント 𝑖 は 𝐴 𝑖 とDual-LP(𝒘)の一意的な最適解 𝒑 について，

price envy-freeである.

補題

Δ𝑛−1:  (𝑛 − 1) 次元単体.

𝐶𝑖 ⊆ Δ𝑛−1: つぎを満たす 𝒘 ∈  Δ𝑛−1 全体の集合:

LP(𝒘)のある整数最適配分 𝐴 とDual-LP(𝒘)の一意的な最適解 𝒑 について，

𝑖 はprice envy-free．つまり，𝑝 𝐴𝑖 ≤ 𝑝 𝐴𝑖′  ∀𝑖′ ∈ 𝑁 

𝑖 ∈ 𝑁.

KKM補題の適用

証明 KKM被覆条件が成り立つこと

任意の 𝒘 ∈  Δ𝑛−1 とLP(𝒘)のある整数最適配分 𝐴 を考える．

• すべての 𝑤𝑖 が正のとき

価格 𝑝 𝐴𝑖 が最小のエージェント ℎ を選べば，

𝑤ℎ > 0 かつ ℎ はprice envy-freeなので，条件を満たす．
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∃𝒘 ∈  Δ𝑛−1 s.t. 任意のエージェント 𝑖 ∈ 𝑁 に対して，

LP(𝒘)のある整数最適配分 𝐴 𝑖  が存在して，

エージェント 𝑖 は 𝐴 𝑖 とDual-LP(𝒘)の一意的な最適解 𝒑 について，

price envy-freeである.

補題

Δ𝑛−1:  (𝑛 − 1) 次元単体.

𝐶𝑖 ⊆ Δ𝑛−1: つぎを満たす 𝒘 ∈  Δ𝑛−1 全体の集合:

LP(𝒘)のある整数最適配分 𝐴 とDual-LP(𝒘)の一意的な最適解 𝒑 について，

𝑖 はprice envy-free．つまり，𝑝 𝐴𝑖 ≤ 𝑝 𝐴𝑖′  ∀𝑖′ ∈ 𝑁 

𝑖 ∈ 𝑁.

KKM補題の適用

証明 KKM被覆条件が成り立つこと

任意の 𝒘 ∈  Δ𝑛−1 とLP(𝒘)のある整数最適配分 𝐴 を考える．

• ある 𝑤𝑖 = 0 のとき

𝒘 ∈  Δ𝑛−1なので，あるエージェント ℎ について，𝑤ℎ ≥
1

𝑛
  である．

もし，ℎ がある負担 𝑗 を受け取っていれば，𝑘 に移すことで， 
LP(𝒘)の目的関数値が真に減少する．これは 𝐴 の最適性に矛盾.→𝐴ℎ = ∅110



∃𝒘 ∈  Δ𝑛−1 s.t. 任意のエージェント 𝑖 ∈ 𝑁 に対して，

LP(𝒘)のある整数最適配分 𝐴 𝑖  が存在して，

エージェント 𝑖 は 𝐴 𝑖 とDual-LP(𝒘)の一意的な最適解 𝒑 について，

price envy-freeである.

補題

Δ𝑛−1:  (𝑛 − 1) 次元単体.

𝐶𝑖 ⊆ Δ𝑛−1: つぎを満たす 𝒘 ∈  Δ𝑛−1 全体の集合:

LP(𝒘)のある整数最適配分 𝐴 とDual-LP(𝒘)の一意的な最適解 𝒑 について，

𝑖 はprice envy-free．つまり，𝑝 𝐴𝑖 ≤ 𝑝 𝐴𝑖′  ∀𝑖′ ∈ 𝑁 

𝑖 ∈ 𝑁.

KKM補題の適用

➢ 主要な問題点: 配分がエージェントごとに異なる

➢ 軽微な問題点: 𝒘 ∈ ℝ>0
𝑛  とは限らない → Δ𝑛−1をわずかに縮小した単体によって

対処可能 (先行研究 [Igarashi and Meunier, 2025] と同様)
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∃𝒘 ∈  Δ𝑛−1 ∩ ℝ>0
𝑛  s.t. 任意のエージェント 𝑖 ∈ 𝑁 に対して，

LP(𝒘)のある整数最適配分 𝐴 𝑖  が存在して，

エージェント 𝑖 は 𝐴 𝑖 とDual-LP(𝒘)の一意的な最適解 𝒑 について，

price envy-freeである.

補題X

Δ𝑛−1:  (𝑛 − 1) 次元単体.

𝐶𝑖 ⊆ Δ𝑛−1: つぎを満たす 𝒘 ∈  Δ𝑛−1 全体の集合:

LP(𝒘)のある整数最適配分 𝐴 とDual-LP(𝒘)の一意的な最適解 𝒑 について，

𝑖 はprice envy-free．つまり，𝑝 𝐴𝑖 ≤ 𝑝 𝐴𝑖′  ∀𝑖′ ∈ 𝑁 

𝑖 ∈ 𝑁.

KKM補題の適用

➢ 主要な問題点: 配分がエージェントごとに異なる

➢ 軽微な問題点: 𝒘 ∈ ℝ>0
𝑛  とは限らない → Δ𝑛−1をわずかに縮小した単体によって

対処可能 (先行研究 [Igarashi and Meunier, 2025] と同様)
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𝒘 ∈  Δ𝑛−1 ∩ ℝ>0
𝑛 ：補題Xの条件を満たすベクトル 

3

2

1

1

2

3

4

5

6

items pricesagents

5

5

4

7

5

6

𝒑：Dual-LP(𝒘)の一意的な最適解

任意のエージェント 𝑖 ∈ 𝑁に対して，

𝐺 𝒘, 𝒑 の辺に沿って適切にアイテムを

配分すれば，エージェント 𝑖  について，

price envy-freeにできる.

つまり，𝑝 𝐴𝑖 ≤ 𝑝 𝐴𝑖′  ∀𝑖′ ∈ 𝑁 

𝐺 𝒘, 𝒑

𝐺 𝒘, 𝒑 : = 𝑁, 𝑀; 𝐸  
➢ 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐸 ⟺  𝑝𝑗 = 𝑤𝑖 ∙ 𝑐𝑖𝑗

相補性定理を適用

相補性条件： 𝑥𝑖,𝑗 > 0 ⟹ 𝑝𝑗 = 𝑤𝑖 ∙ 𝑐𝑖,𝑗

補題Xのグラフ的解釈
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𝒘 ∈  Δ𝑛−1 ∩ ℝ>0
𝑛 ：補題Xの条件を満たすベクトル 
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6

𝒑：Dual-LP(𝒘)の一意的な最適解
𝐺 𝒘, 𝒑

10

11

11

任意のエージェント 𝑖 ∈ 𝑁に対して，

𝐺 𝒘, 𝒑 の辺に沿って適切にアイテムを

配分すれば，エージェント 𝑖  について，

price envy-freeにできる.

つまり，𝑝 𝐴𝑖 ≤ 𝑝 𝐴𝑖′  ∀𝑖′ ∈ 𝑁 

𝐺 𝒘, 𝒑 : = 𝑁, 𝑀; 𝐸  
➢ 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐸 ⟺  𝑝𝑗 = 𝑤𝑖 ∙ 𝑐𝑖𝑗

相補性定理を適用

相補性条件： 𝑥𝑖,𝑗 > 0 ⟹ 𝑝𝑗 = 𝑤𝑖 ∙ 𝑐𝑖,𝑗

補題Xのグラフ的解釈
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𝒘 ∈  Δ𝑛−1 ∩ ℝ>0
𝑛 ：補題Xの条件を満たすベクトル 
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6

𝒑：Dual-LP(𝒘)の一意的な最適解
𝐺 𝒘, 𝒑

17

4

11

任意のエージェント 𝑖 ∈ 𝑁に対して，

𝐺 𝒘, 𝒑 の辺に沿って適切にアイテムを

配分すれば，エージェント 𝑖  について，

price envy-freeにできる.

つまり，𝑝 𝐴𝑖 ≤ 𝑝 𝐴𝑖′  ∀𝑖′ ∈ 𝑁 

𝐺 𝒘, 𝒑 : = 𝑁, 𝑀; 𝐸  
➢ 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐸 ⟺  𝑝𝑗 = 𝑤𝑖 ∙ 𝑐𝑖𝑗

相補性定理を適用

相補性条件： 𝑥𝑖,𝑗 > 0 ⟹ 𝑝𝑗 = 𝑤𝑖 ∙ 𝑐𝑖,𝑗

補題Xのグラフ的解釈
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𝒘 ∈  Δ𝑛−1 ∩ ℝ>0
𝑛 ：補題Xの条件を満たすベクトル 
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6

𝒑：Dual-LP(𝒘)の一意的な最適解
𝐺 𝒘, 𝒑

16

10

6

任意のエージェント 𝑖 ∈ 𝑁に対して，

𝐺 𝒘, 𝒑 の辺に沿って適切にアイテムを

配分すれば，エージェント 𝑖  について，

price envy-freeにできる.

つまり，𝑝 𝐴𝑖 ≤ 𝑝 𝐴𝑖′  ∀𝑖′ ∈ 𝑁 

𝐺 𝒘, 𝒑 : = 𝑁, 𝑀; 𝐸  
➢ 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐸 ⟺  𝑝𝑗 = 𝑤𝑖 ∙ 𝑐𝑖𝑗

相補性定理を適用

相補性条件： 𝑥𝑖,𝑗 > 0 ⟹ 𝑝𝑗 = 𝑤𝑖 ∙ 𝑐𝑖,𝑗

補題Xのグラフ的解釈
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𝐺 𝒘, 𝒑 : = 𝑁, 𝑀; 𝐸  
➢ 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐸 ⟺  𝑝𝑗 = 𝑤𝑖 ∙ 𝑐𝑖𝑗

𝒑：Dual-LP(𝒘)の一意的な最適解

3

2

1

1

2

3

4

5

6

items pricesagents

5
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𝐺 𝒘, 𝒑

証明

𝜋 𝐶 : = ෑ

𝑘=1

𝑙
𝑐𝑖𝑘𝑗𝑘

𝑐𝑖𝑘+1𝑗𝑘

= ෑ

𝑘=1

𝑙
𝑝𝑗𝑘

𝑝𝑗𝑘−1

= 1

𝐺 𝒘, 𝒑  がサイクル 𝐶  を含むとする．

𝐶 = (𝑖1, 𝑗1, 𝑖2, 𝑗2, … , 𝑖𝑙 , 𝑗𝑙 , 𝑖𝑙+1). 

→矛盾

𝑝𝑗𝑘
= 𝑤𝑖𝑘

∙ 𝑐𝑖𝑘𝑗𝑘

𝑝𝑗𝑘−1
= 𝑤𝑖𝑘

∙ 𝑐𝑖𝑘𝑗𝑘−1

𝐺 𝒘, 𝒑 の性質

𝒘 ∈  Δ𝑛−1 ∩ ℝ>0
𝑛 ：補題Xの条件を満たすベクトル 

𝐺 𝒘, 𝒑 は森である．

補題 非退化なインスタンスに対して，
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𝒘 ∈  Δ𝑛−1 ∩ ℝ>0
𝑛 ：補題Xの条件を満たすベクトル 

𝐺 𝒘, 𝒑 : = 𝑁, 𝑀; 𝐸  
➢ 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐸 ⟺  𝑝𝑗 = 𝑤𝑖 ∙ 𝑐𝑖𝑗

𝒑：Dual-LP(𝒘)の一意的な最適解

𝐺 𝒘, 𝒑 は森である．

補題

𝐺 𝒘, 𝒑 の辺に沿って適切にアイテム

を配分すれば，pEF1配分にできる．

補題Y

非退化なインスタンスに対して，

非退化なインスタンスに対して，

3

2

1

1

2

3

4

5

6

items pricesagents

5

5

4

7

5

6

𝐺 𝒘, 𝒑

10

11

11

→ 非退化なインスタンスにおいて， EF1 + fPO 配分が存在

pEF1配分の存在
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演習問題６

1 2 3 4 5 6

21 8 1113 19 21

17 21 16 23

7 8

15 16

9

以下の 𝐺 𝒘, 𝒑  に対して，各アイテムを 𝐺 𝒘, 𝒑  の辺に沿って

適切に配分することにより，pEF1配分が得られることを示せ．

7



まとめ

各エージェントが加法的コスト関数をもつとする． このとき，

EF1とパレート最適性を同時に満たす配分が必ず存在する．

定理 [Mahara, SODA 2026]

未解決問題：EF1とパレート最適性を同時に満たす配分を求める

                     多項式時間アルゴルズムは存在するか？

未解決問題：加法的よりも広い評価関数クラスで，

                     EF1とパレート最適性を同時に満たす配分は存在するか？

120



本日のまとめ

➢ 1限.  不可分財の公平配分理論：基礎と主要概念

代表的な公平性・効率性の概念と，それらを実現する

基本的なアルゴリズムを紹介．

➢ 2限.  EFX配分の存在問題

公平配分理論における最も重要かつ難解な未解決問題の一つである，

EFX配分の存在問題と近年の進展を紹介．

➢ 3限.  不可分な負担の公平かつ効率的な配分

不可分な負担におけるEF1とパレート最適性の両立に関する最新の成果と，

その証明手法を紹介．
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