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要旨

この論説では、Taylorによる潜Serre予想の証明、およびFontaine-Mazur
予想のある場合の証明中で用いられた技術について解説する。([Tay1],[Tay2])

1 [Tay1],[Tay2]の主定理の概説

はじめに Serre予想とFontaine-Mazur予想について思い出す。以下円分指標を
εと書く。

予想 1.1. (Serre予想) 奇な既約mod lガロワ表現 ρ̄ : Gal(Q/Q) −→ GL2(Fl)は
すべて保型的である。(奇であるとは複素共役 cに対し detρ(c) = −1をみたすこ
とをいう。）

この予想は、Khare-Wintenbergerによって、[KW]に於いて解決された。

予想 1.2. (Fontaine-Mazur予想) 奇な既約連続表現 ρ : Gal(Q/Q) −→ GL2(Ql)

が以下の二条件を充たすとする。

ρは有限個の素点を除いて不分岐である。ρ|GQl は潜準安定である。
このとき、ρは保型的である。
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これらの予想に対してTaylorは [Tay1]において以下の定理を証明した。

定理 1.3. ([Tay1, Theorem B]) lを奇素数とし、奇な既約連続表現ρ : Gal(Q/Q) −→
GL2(Ql)は、以下の二条件を充たすとする。

1. 有限個の素点を除いて不分岐である。

2. ρの lでの分解群Glへの制限 ρ|Glは

ρ|Gl ∼
(
εnχ1 ∗

0 χ2

)

の形をしている。ここで nは正の整数とし χ1 と χ2 は有限分岐な指標で
(εnχ1χ2)(Il)が副 l(pro-l)ではないものとする。

このとき、総実代数体E, 群GL2(AE)の正則代数的尖点的保型表現 π, πの係数
体の lの上にある素点 λがあって

ρ ∼ ρπ,λ

を充たす。ここで ρπ,λは πに伴う λ-進表現とする。

このように表現 ρ自身の保型性でなく代数体を拡大してその絶対ガロワ群に制
限して得られる表現に対して保型性を主張するので定理 1.3のようなタイプの定
理を潜保型性定理と呼ぶ。[Tay1]の Introductionに定理 1.3の証明のあらすじが
書いてある。[Yo, 3.2]に日本語で [Tay1]の証明に関する事が大変わかり易く述べ
られている。それらに基づいてここで定理 1.3の証明の概略を述べる。

まず、以下の条件をみたす総実代数体EとM ,素数 p 6= l 及びアーベル多様体
A/Eを見つけてくる。

1. p, lはEで不分岐である。

2. dim A = [M : Q].

3. 埋め込み i : OM ↪→ End(A/E) がある。

4. OMのある素点 λ|lがあって、Gal(E/E) 加群として、A[λ](E) ∼ ρ|Gal(E/E).

5. Aが、pの上にあるOEのすべての素点でよい通常還元を持つ。
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6. pの上のあるOM の素点 ℘ で以下をみたすものが存在する。

A[℘](E) ∼ Ind
Gal(E/E)

Gal(L/L)
ψ.

ここで Lは E の総虚二次拡大体で E(ζp)には含まれないものとし、ψ は
Gal(L/L)の適当なHecke指標とする。

特にアーベル多様体AはM で実乗法を持つE上のアーベル多様体である。以下
では上の条件 6をみたす総実代数体 EとM ,素数 p 6= l 、アーベル多様体 A/E

が得られたと仮定してどのように上の定理の主張である潜保型性が導かれるか
を説明する。条件６によって Gal(E/E)加群 A[℘](E) は保型的であることがわ
かり、（代数的Hecke指標からの誘導表現なのでこの保型性は類体論の帰結であ
る。）保型性持ち上げ定理（MLT, modularity lifting theorem）より、Tate加群
T℘Aが保型的であることが従う。このことから TλAの保型性がわかり、条件 4か
ら ρの潜保型性が従う。([Tay4, Section 5.5]を参照。) これはWilesが、Fermat

予想を証明したときに用いた (3, 5)-trickの議論の類似である。(3, 5)-trickの議論
については、[Sa, 3分点と 5分点] を見られたい。Taylor-Wiles系は Diamond、
Fujiwara、Skinner-Wilesらによって総実代数体の場合に一般化が成された。ここ
では、Skinner-Wilesによる総実代数体の場合のMLTを用いている。上記の証明
はガロワ表現と幾何学（モチーフ）と保型形式の間に深い対応関係があるという
理念に基づいて成されている。これらの背景にある思想的なことは、[Yo]を参照
していただきたい。

件のようなアーベル多様体をどのようにして探してくるか、ということについ
て以下で説明したい。以下では言葉を少し準備する。上の条件２と３をみたすM

による実乗法付きのアーベル多様体とそれにある偏極の条件 jを加えた組 (A, i, j)

のことを、M -Hilbert-Blumentalアーベル多様体とよぶ。偏極の条件 jとは、順
序付き可逆OM 加群としての同型 j : O+

M ' P(A, i)のことである。ここで以下の
用語、記号を用いた。

• 順序付き可逆OM加群とは、可逆OM加群X と各Mの各無限素点xに対し
て (X ⊗Mx−{0}) の連結成分X+

x を指定したものとの組 (X, {X+
x }x:M↪→R)

のことである。

• O+
M は、組 (OM , {(M×

x )0})のことである。ここで (M×
x )0は、M×

x の 1の連
結成分のこととする。

• P(A, i)は対称な準同型写像 f : (A, i) −→ (A∨, i∨) のなす可逆OM 加群で
あって、偏極の類を含む唯一つのP(A, i)⊗Mx の連結成分を指定したもの
の組とする。
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以下M -Hilbert-Blumentalアーベル多様体をM-HBAVと略記する。このM-HBAV

のレベル構造込みのモジュライ空間（Hilbert-Blumental modular多様体）は精モ
ジュライであって擬射影的平滑で幾何学的に既約という大変によい空間になるこ
とが知られている。（[Hida2],[Ra]を参照。）

定理 1.4. (Moret-Bailly [Tay2, Theorem G]) Kを代数体、SをKの素点の有限
集合とする。（与えられたKの代数閉包のなかで）Sの各素点が完全分解するよ
うな最大拡大体をKS/Kとおく。X/SpecKを幾何的に既約で擬射影的平滑な代
数多様体とする。このとき、全ての素点 v ∈ SについてX(Kv)が空でないなら
ば、X(KS)はXの中で Zariski稠密である。

この数論幾何の定理を上のHilbert-Blumental modular多様体に当てはめるこ
とによって、上の条件１－６をみたす総実代数体E及びE上のアーベル多様体
Aの存在が導かれる。（しかしこのことによって、潜在的という条件がついてし
まう。総実代数体Eとしてどのようなものが取れるかの情報は与えてくれない。）
勿論、Moret-Baillyの定理にある局所的な条件は確かめなければならない。その
ために、代数体M ,素数 p, 代数的ヘッケ指標 θを注意深く選んでくる必要があり、
そのため [Tay1],[Tay2]の議論は複雑なものとなっている。

Hilbert-Blumental modular多様体に上のMoret-Baillyの定理を適用するため
には,この多様体に局所的な有理点が存在することを示さねばならない。そこで
以下ではその有理点をどのようにして見つけてくるかについての概略を述べた
い。まずHonda-Tate理論を用いて、標数 lの有限体上の実乗法付きのアーベル多
様体の存在をいい、得られたアーベル多様体を適当に同種のもので置き換え、偏
極の条件を付けて有限体上のHilbert-Blumentalアーベル多様体が得られる。（条
件 1,5,6に現れる素数 pは、M のヒルベルト類体で完全分解するようにとってく
る。）その後局所体上に持ち上がることを示すのだが、これは持ち上げが存在す
るための条件を Serre-Tateの理論を用いてガロワコホモロジーに関する条件に言
い換え、後者の条件を詳しく検討する、という流れで証明が成される。（ここの
部分が論文 [Tay1]で頑張っているところなのでここは第３節で証明を解説する
つもりである。）以上が [Tay1, Theorem B] の証明の概略である。この [Tay1]に
おいては、ordinaryの場合に Fontaine-Mazur予想に対する結果を出しているの
で、Skinner-WilesによるMLTを使えるように、(p, l)-trick の所で工夫して色々
と技術的な部分を乗り越えている、というような趣だと思う。[Tay2]のほうでは、
crystallineの場合にこれらの話の変種を証明するために、MLTも必要な形で証明
せねばならず、総実体におけるR = T に着手していて前半の三章はその一般化
に費やされている。この [Tay2]でもMoret-Baillyの定理を用いてアーベル多様体
を見つけてくるのだが上の (p, l)-trick を強化した (p1, p2, l)-trick と呼べる新しい
議論をしている。この論説では、[Tay2] に於いて、Taylorが証明したMLT 、潜
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Serre予想、Fontaine-Mazur予想への寄与について要約することを目標として話
を進めていきたいと思う。

勉強会を企画し、啓蒙的な発表をして下さり、今回筆者に本報告集の原稿を書
く機会を与えてくださった安田正大さん、山下剛さんに改めて感謝の意を表した
いと思います。力不足で原稿の内容が非常に貧弱なものになってしまったことを
お詫びしたいと思います。また山下剛さんから原稿修正過程で助言を頂いたこと
にも感謝したいと思います。なお安田さんには東京で直接原稿の手直しに関する
丁寧な助言をいただきました。重ねて感謝の意を表したいと思います。

2 復習

2.1 偏極、Weilペアリング、Rosati対合の定義

この節では [Tay1, Theorem B]の証明に用いられるアーベル多様体の基本用
語、基本事項について簡単にまとめておく。詳細については [Mi1], [Mi2]見られ
たい。kを体とする。Aを k上のアーベル多様体とする。有理点 a ∈ A(k)に対
し、ta : A −→ A;x 7→ x+ aとおく。L をA上の可逆層とする。このとき射

φL : A(k) −→ Pic(A); a 7→ t∗aL ⊗L −1

は準同型写像であって、もしL が豊富ならば像は次数が 0のピカール群Pic0(A)

となる。換言すれば豊富な可逆層は同種射 (全射で核が有限平坦群スキームであ
るようなアーベル多様体間の射のこと。) φL : A −→ A∨ を誘導する。

以下ではAをスキーム S上のアーベルスキームとする。ここで S上のアーベ
ルスキームとは S上固有平滑かつ幾何的に既約な可換群スキームのことをいう。
同種射 λ : A −→ A∨が λ = λ∨を充たすとき対称同種射であるという。対称同種
射 λ : A −→ A∨ がファイバーごとにある可逆層L に付随する同種写射 φL でか
けるとき、偏極であるという。

次にWeilペアリングについて述べる。Aはスキーム S上のアーベルスキーム
とする。

同種射 f : A −→ Bとその双対 f∨ : B∨ −→ A∨ の核をそれぞれM,N と書く。
このとき標準的なペアリング

M ×N −→ Gm

が存在し、これにより一方は他方のCartier双対と見なせる。m倍写像m : A −→ A
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に対して上のペアリングを考えるとペアリング

em : A[m]× A∨[m] −→ µm

を得る。偏極 λ : A −→ A∨に関して λ-Weilペアリングを

eλm : A[m]× A[m] −→ µm; (a, b) 7→ em(a, λb)

と定義する。

Rosati対合を定義する。アーベルスキームA,Bに対しHom0(A,B) := Hom(A,B)⊗
Q とおく。偏極 λ : A −→ A∨に関する λ-Rosati対合 †λを

†λ : End0(A) −→ End0(A);α 7→ λ−1 ◦ α∨ ◦ λ

と定義する。

Kを完全体とする。A/Kをアーベル多様体とする。M を代数体、OM をその
整数環とする。A/KはOM 乗法を持つ。すなわち、単位元を単位元に移す環の
準同型OM −→ End(A/K)が与えられているとする。X を有限生成自由OM 加
群の部分加群とする。次の関手を表現するアーベル多様体をA⊗OM X とかくこ
とにする。

(Sch/K) −→ (Sets);T 7→ A(T )⊗OM X.

ここで、左辺 (Sch/K) はK上のスキーム全体のなす圏とし、右辺は集合のなす
圏とする。

2.2 実乗法をもつアーベル多様体について

ここでは実乗法をもつアーベル多様体についての定義や事実をまとめる。

以下 [Ra]に従って定義や事実を述べる。[Hida2, section 4.1.1]に詳しい解説が
ある。F を総実代数体、OをF の整数環とする。Sをスキームとする。S上の実
乗法を持つアーベルスキームとは以下の組のこととする。

1. Xは S上のアーベルスキームである。

2. 乗法m : O −→ End(X)は単位元を単位元に移す環の準同型写像であると
しmを通じてLie(X)をO⊗Z OS加群と見做すと S上局所的に階数１の自
由加群である。

S上の実乗法を持つアーベルスキームXの偏極λ : X −→ X∨ とは任意の元a ∈ O
について λ ◦m(a) = m(a)∨ ◦ λ をみたす対称同種射のことをいう。
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補題 2.1. ([Ra, Proposition 1.10]) 実乗法を持つアーベルスキームは常に偏極を
持つ。

簡単のため以下では (A, i) を完全体上の実乗法を持つアーベル多様体とする。

Homsymm
O (A,A∨)

をO線形 (任意の a ∈ Oに対して f ◦ i(a) = i(a)∨ ◦ fが成立すること。)かつ対称
（f = f∨）なアーベル多様体の射 f : A −→ A∨のなすO加群とする。このO加
群は上の補題によりゼロではなく、捩れがないので射影的である。更に対称写像
f : A −→ A∨ はH1(A,Zl)上の交代形式で唯一つに決まるので階数は１である。
（実乗法をもつアーベル多様体のリー環に関する定義を思い出せばよい。）

補題 2.2. ([Ra, Proposition 1.17]) Homsymm
O (A,A∨) は可逆O加群である。

Homsymm
O (A,A∨)の中の偏極全体からなる部分集合を考えるとOの総正な元に

よるHomsymm
O (A,A∨)への作用はこの部分集合を保持する。これは次のようにし

てわかる。A上の可逆層L をとるとこれは対称な準同型写像 φL : A −→ A∨を
定める。a ∈ Oに対し引き戻し i(a)∗L は準同型 a2φL : A −→ A∨ を誘導する。
L が豊富ならば引き戻し i(a)∗L も豊富である。よって φL が偏極ならば a2φL

も偏極である。以下 φL が偏極であるとする。総正な元 a ∈ Oを取ると aはF に
属する元 fiの平方の和 a = Σif

2
i の形に表示できる。従って適当な正整数 rを取

れば r2 · a Oに属する元の平方の和 r2 · a = Σia
2
i の形に書ける。上記の議論から

r2 · aφL が偏極であ驕B ゆえに aφL は偏極である。

2.3 Neronモデル、様々な還元について

ここではNeronモデルの定義と色々な還元の名前を導入する。Neronモデルの
存在定理を述べる。

定理 2.3. Oを離散付値環とし、Kをその分数体、F をOの剰余体、AKをK上
のアーベル多様体とする。このとき、O上の可換群スキームA で以下の性質を
みたすものが存在する。A の生成ファイバーはAK であって任意の平滑なO上
のスキームX に対して、制限写像

HomO(X,A ) −→ HomK(XK , AK)

が全単射になる。さらにこのようなA は標準同型を除き一意的である。

Definition 2.4. 上記の定理の可換群スキームA をAKのNeronモデルと呼ぶ。
A の特殊ファイバーをAF := A ×SpecO SpecF とおく。
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代数群の一般論からAF には以下のフィルトレーションがある；

AF ⊃ A0
F ⊃ A1

F ⊃ 0.

ここでA0
F はAF の単位元を含む連結成分でありA1

F はアファイン可換群スキー
ムである。商AF/A

0
F は連結成分のなす有限群になり商A0

F/A
1
F はアーベル多様体

になる。以下の三つの場合がありうる。
(1). AF がアーベル多様体である。このときAK はよい還元を持つという。
(2). A1

F が自明でないトーラスである。
(3). A1

F がアファイン直線の直積を含む。このときAK は加法的な還元を持つと
いう。(1)或いは (2)の場合にAK は準安定還元を持つという。

有限体上の g次元のアーベル多様体Aが通常であるとはエタール局所的に有限
平坦群スキームの埋め込み µgp ↪→ A[p] が存在することをいう。

2.4 Serre-Tateの定理

アーベル多様体の変形はその等分点の逆系であるBarsotti-Tate群の変形を考え
ることと同値である、と主張する Serre-Tateの定理を紹介する。以下、[Gr], [Ka]

から引き写す。[Hida2, section 8.2.2]にもこの定理の解説がある。まずBarsotti-

Tate群の定義を思い出す。Sをスキームとする。S上のスキームの圏から群の圏
への反変関手G : (Sch/S)fppf −→ (Groups)で fppf位相に関して層となるものを
以下単に S上の群と呼ぶ。

Definition 2.5. ([Gr, Definition 4.1, 4.2]) S上の可換群Gが p-可除であるとは、
p倍写像が全射となることとする。Gn を pn 倍写像の核とする。p-可除群 Gが
Barsotti-Tate群であるとは、

lim−→
n

Gn = G

であって、 G1が局所自由な有限スキームで表現可能であることをいう。（このよ
うに定義すると各Gnも局所自由な有限スキームで表現可能となる。）

Rを pn = 0となる可換環とし、I をRの冪零イデアルとする。R0 := R/I と
おく。以下の二つの圏を考える。A(R) をR上のアーベルスキームの圏とする。
Def(R)を三つ組 (A0, G, ε)のなす圏とする。ここでA0はR0上のアーベルスキー
ム、GはR上のBarsotti-Tate群とする。GのR0への底変換をG0とかくことにす
ると、εはR0上のBarsotti-Tate群の同型 ε : G0 ' A0[p∞]のことである。（A0[p∞]

はアーベルスキームA0の p-冪等分点からなるBarsotti-Tate群である。）
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定理 2.6. ([Ka, Theorem 1.2.1]) 記号は上記の通りとする。このとき以下の関手
は圏同値を誘導する。

A(R) −→ Def(R);A 7→ (A0, A[p∞], ε).

2.5 Honda-Tate理論

有限体上の単純なアーベル多様体の分類理論であるHonda-Tate理論の簡単な
概略を以下に述べる。アーベル多様体が単純であるとは、非自明な真の部分アー
ベル多様体が存在しないことをいう。

有限体上の単純なアーベル多様体の同種類の分類を説明するために言葉を用意
する。pを素数とし q = prとおく。Weil q数 πとは、代数的数であってすべての
埋め込み σ : Q[π] ↪→ C に対して |σ(π)| = q

1
2 をみたすもののことをいう。Q[π]は

総実代数体或いはCM体である。二つのWeil q数 π, π′が共役であるとは、π, π′

がQ上同じ最小多項式を持つことをいう。Fq上のアーベル多様体Aのフロベニ
ウス写像を πAとかく。πAはAのすべての自己準同型写像と可換なのでEnd0(A)

の中心に含まれる。もし Aが単純ならば End0(A)は斜体である。ゆえにこの場
合はQ[πA]は体となる。任意の埋め込み σ : Q[πA] ↪→ C に対しWeil予想の発端
となったWeilの定理から |σ(πA)| = q

1
2 がわかる。さらに単純なアーベル多様体

間の同種射A −→ B は同型Q[πA] ' Q[πB]を引き起こす。

定理 2.7. 記号は上記の通りとする。アーベル多様体Aに対してフロベニウス写
像 πAを対応させる写像は Fq 上の単純なアーベル多様体の同種類全体とWeil q

数の共役類全体との間の全単射を誘導する。

全射性は本田氏による。より詳しい解説が [HT, V.2]にある。

2.6 尖点的保型表現

ここでは尖点的保型表現の定義を復習する。F を代数体、AF を F のアデール
環とする。このときGL2(AF )の尖点的保型表現の定義を [B]から引き写す。ωを
Cに値を取るユニタリーHecke指標とする。（i.e. |ω| = 1.）群GL2(AF )上のHaar

測度を固定する。L2(GL2(F )\GL2(AF ), ω)を以下の二条件を充たす可測関数 fの
なすヒルベルト空間とする。

1. 元 z ∈ A×F に対して f(zg) = ω(z)f(g).

2. 元 γ ∈ GL2(F )に対して f(γg) = f(g).
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3. f は L2(GL2(F )\GL2(AF ), ω) に属し、

∫

F\AF
f(

(
1 y

0 1

)
g))dy = 0

がほとんどすべての元 g ∈ GL2(AF )に対して成立する。

上記三条件をみたす可測関数のなす部分空間をL2
0(GL2(F )\GL2(AF ), ω) とかく。

群GL2(AF ) の L2(GL2(F )\GL2(AF ), ω)への作用を元 g, x ∈ GL2(AF )に対して

(ρ(g)f)(x) = f(xg)

と定める。この作用で部分空間 L2
0(GL2(F )\GL2(AF ), ω) は安定である。

補題 2.8. 空間L2
0(GL2(F )\GL2(AF ), ω) はヒルベルト空間として既約閉部分空間

の直和成分に分解する。

GL2(AF )の表現が上の既約な直和成分に同型なときその表現を尖点的保型表現
とよぶ。

2.7 保型表現に伴うガロワ表現

ここでは保型表現に伴うガロワ表現の構成に関する事実を述べる。

F を総実代数体とする。πをGL2(AF )の代数的（「代数的」の定義に関しては、
[C], [Kn1], [Kn2, Chapter VII], [De]を参照。）尖点的保型表現とする。係数体を
Mπ ⊂ Cとする。π∞が正則であって π∞の重さが (1, .., 1)の場合を含む幾つかの
場合に関してMはCM体でありMの各素点 λに対し πに標準的に伴う連続既約
表現

ρπ,λ : GF −→ GL2(Mλ)

が存在する。（詳しくは [Tay3]を参照。）共役でとりかえると像がGL2(OM,λ) に
入るようにできる。よって還元して連続な表現 ρπ,λ : GF −→ GL2(OM/λ) が考
えられる。還元で得られる表現が既約になるとき、還元は共役の取り方によらず
唯一つに定まる。

3 潜Serre予想、Part1[Tay1]

この節では、Hilbert-Blumental modular多様体の局所的な有理点が存在する
ことの証明を解説する。（[Tay1]）
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lを奇素数、kを Fl の有限次拡大体とする。F を総実体とする。以下の二条件
を充たす奇なmod l ガロワ表現 ρ : GF := Gal(F/F ) −→ GL2(k) を考える。

1. ρ可解でない像を持つ。

2. lの上にある F の全ての素点 vに対し、分解群Gvへの ρの制限が以下の形
をしている。

ρ|Gv ∼
(
εχv

−1 ∗
0 χv

)
.

lの上にあるF の素点 vに対しFv（素点 vにおけるF の完備化の商体）の完全馴
分岐拡大体であって、そのガロワ群への χvの制限が不分岐となるようなものの
中で極小のものを F̃vとかく。

以下では、指標 χv を大域体に値を持つ指標に持ち上げ、更にHecke指標とし
てよい性質のものを取ってこれるという補題を紹介する。そのために記号を準備
する。

ζ を1の原始 ]k×乗根とする。N0 = Q(ζ,
√

1− 4l)とおく。N0はCM体である。
N0の最大総実部分体をM0とおく。kを十分大きくとれば、M0のある有限素点で
分岐しているようにできる。lの上にあるN0の素点 λ0をとり、同型ON0/λ0 ' k

を固定しておく。

lの上にある F の各素点 vに対し βv = ζv
bv(1 +

√
1− 4l/2)[k(v):Fl] ∈ N0 とお

く。ただし、ここで整数 bv は βv = χv(ψv) mod λ0 を充たすようにとる。ここで
ψv ∈ G eFv はフロベニウス元の持ち上げとする。以下の性質を充たす唯一の指標
χ̃v : WFv −→ N×0 を考える。ここで、WFv は FvのWeil群とする。

1. χ2
v 6= 1の時、χ̃v は ψv を βv に写し、さらに惰性群上で χ̃v は χv のタイヒ
ミュラー持ち上げに等しい。

2. χ2
v = 1の時、χ̃vは χvのタイヒミュラー持ち上げに等しい。

6lと互いに素な素数 pを以下の四条件を充たすようにとる。（(3, 5)-trickの類
似で (l, p)-trickである。）

1. pの上にある F の各素点wに対し、ρは不分岐であって、ρ(Frobw)は相異
なる固有値を持つ。　

2. pは、N0のヒルベルト類体において完全分解する。　
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3. pは、(F )ker(ε−1detρ)で完全分解する。

4. lの上にある F の各素点 vに対し、pは βv − βvcと互いに素である。（この
ような素数 pの存在はChebotarevの稠密性定理より容易に従う。）

N0の pの上にある素点 ℘0をとる。pの上にある F の各素点wに対しノルムが p

であるような元 α′w ∈ Z[1 +
√

1− 4l/2] をとりαw = ζawα′wとおく。（このような
元 α′wの存在は、上の条件２から従う。）ただし、awは αwがmod λで ρ(Frobw)

の固有値の一つと合同になるようにとる。

以下の補題は局所、大域類体論を用いて証明される。

補題 3.1. pを素数とし、OをQlの有限次拡大の整数環とし Fをその剰余体とす
る。Kを総実代数体とし pの上にあるKの素点が分解するような総虚二次拡大
体L を考える。SをKの素点の有限集合とする。pの上にあるKの素点は全てS

に属し、Sに属するKの素点は全てLで分解すると仮定する。Sの各元に対し、
その上にあるLの相異なる二つの素点のうち一つを選び、それらの素点からなる
有限集合をSLとする。以下の二条件を充たす連続準同型φ : GK −→ O×をとる。

1. φは全ての複素共役を−1にうつす。

2. ある n ∈ Zが存在し、 φは εp
n と有限位数の指標の積に等しい。

さらに各x ∈ SLに対して、連続準同型ψx : Gx −→ F× が与えられているとする。

このとき、Oの商体の有限次拡大体の整数環O′と以下の二条件を充たす連続
準同型 ψ : GL −→ O′×が存在する。

1. 全ての x ∈ SLに対して ψ|ILx（ILxは惰性群とする。）は像が有限であって
還元すると ψxになる。

2. det IndGKGL ψ = φが成立する。

上の補題から以下の条件を充たす二次拡大L/F と連続指標ψ : GL −→ (N0,℘)×

を取ることができる。

1. Lは、F に原始 p乗根を添加した体には含まれない F の総虚二次拡大体で
ある。

2. lの上にある F の任意の素点 vは、Lで v1v1
cと分解しmod ℘0で ψ|WLv1

=

χ̃v|WLv1
が成立する。
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3. pの上にある F の任意の素点 vは、Lで w1w1
cと分解し ψ|Gw1

は不分岐で
あって算術的フロベニウスを αwにうつす。

4. det IndGKGL ψ = εpが成立する。（最初に条件 1.を充たす様に拡大体 L/F を
とり K = F,L = L,O = ON℘0

, ψ = εp、S を pと lの上にある K = F

の素点の全体、ψv1
としては χ̃v|WLv1

mod ℘0を取り、ψw1
としてはフロベ

ニウス元を αw に移す不分岐指標をとって上の補題を適用すればよい。）
ψ : GL −→ (ON0/℘0)×をψの還元とする。すると、pはβv−βvcと互いに素で
あるようにとっていたので、lの上にあるFの素点 vについてψ|Gv1 6= ψ

c|Gv1
が成立する。

以下を充たすようなCM-Galois拡大N/N0が存在する。

1. l上のN0の素点は、N/N0で分解する。

2. pの上のN0の素点は、N/N0で不分岐である。

3. N0で分岐するような最大総実部分体の素点はN の最大総実部分体M で不
分岐とする。

4. ℘0の上のN の素点 ℘ があって、ψの像がON/℘ に含まれる。λを λ0の上
にあるN の素点とする。

ここまでで総虚二次拡大 L/F、および ρ̄とよい関係にある（(3)の条件 2,3。）
Hecke指標 ψ : GL −→ (N0,℘)× を取り、値を取る代数体N/M を上手く取った。
素数 pは ρ̄がその上の各素点で不分岐になるようとっているのでHecke指標ψ は
フロベニウス元の行き先を上の条件にあるように上手くとれば ρ̄と結び付く。

以上の準備により、Hilbert-Blumental modular多様体の局所体有理点の存在
を主張する次の補題が紹介できる。

補題 3.2. lの上にある F の各素点 vに対して、次の三条件を充たす Fv上のM-

HBAV (Av, iv, jv) が存在する。

1. Avは潜在的によい通常還元を持つか潜在的に乗法還元を持つ。

2. Gv表現として、Av[λ|M ] ∼ ρ|Gv .

3. Gv表現として、Av[℘|M ] ∼ ψ|Gv1 ⊕ ψ
c|Gv1 .
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Proof. 以下では、χ2
v 6= 1の場合の証明を紹介する。Honda-Tate理論より、次の

三条件を充たす k(v)上の通常かつ単純なアーベル多様体A0 が存在する。（k(v)

は vにおける剰余体とする。）

1. dim A0 = [Q(βv) : Q]/2. (βv はある適当な正整数 rを取るとWeillr 数で
ある。)

2. i0 : OQ(βv) ' End(A0/k(v)). （ただし、この同型を通じて βvは A0のフロ
ベニウス元に移る。）

3. A0[l](k(v)) ' OQ(βv).

A0の偏極 µ0 : A0 −→ A∨0 を一つ選ぶ。µ0に対応するRosati対合はOQ(βv) に複
素共役で作用する。

A1 := A0⊗OQ(βv)
ON とおく。A1は次元が [M : Q]のk(v)上の通常なアーベル多

様体になる。A1はON 乗法 i1 : ON ↪→ End(A1/k(v)) を持ち同型A1[l](k(v)ac) '
ON/(βvc) が成り立つ。
ペアリング

ON ×ON −→ Z

(a, b) 7→ trN/Q(abc)

と偏極µ0 : A0 −→ A∨0 より、偏極µ1 : A1 −→ A∨1 が誘導される。同じくµ1-Rosati

対合は、ON の複素共役 cを誘導する。

偏極 µ1を基底として取るとHomOM (A1, A1
∨) とN の分数イデアル aとの同型

が得られこの同型はさらに同型Homsymm
OM (A1, A1

∨) ' a ∩M を誘導する。a ∩M
に総正な元達から定まる順序構造を入れると、後者の同型は両辺の順序構造と両
立する。N の分数イデアル bについて A1を A1/A1[b] で取り替えると P(A1, i1)

は、abbc ∩M に取り替わる。

N の強イデアル類群からM のそれへのノルム写像は全射である。（M のヒル
ベルト類体は総実であるが、N は総虚であるから。）よって bbc = (a ∩M)−1 な
る分数イデアル bが存在するので、(A1, i1|OM )は、M-HBAV (A1, i1|OM , j1) の構
造を入れることができる。よって有限体上のM-HBAVの存在がいえた。

次に上で構成した有限体上のM-HBAV を局所体上に持ち上げる。そのために
Serre-Tate の定理を用いる。連続な不分岐指標 χ̃′v : Gv −→ O×N,βcv ' O

×
M,l を

χ̃v|W eFv
の唯一の連続不分岐な延長とする。

Serre-Tateの定理により、三つ組 (A1, i1|OM , j1) のO eFv への延長は、Barsotti-

Tate群としてのMl/OM,l((χ̃′v)
−1)の µl∞ ⊗OM,l((χ̃′v)

−1) による拡大によってパ
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ラメトライズされる。ゆえに Barsotti-Tate群の変形の同型類は以下のガロワコ
ホモロジーのある部分群で分類される。

H1(G eFv ,OM,l(ε(χ̃′v)
−2)).

x ∈ H1(G eFv ,OM,l(ε(χ̃′v)
−2)) に対応する持ち上げを (Ax, ix, jx) と書くことにす

る。σ ∈ Gal(F̃v/Fv)の持ち上げへの作用について等式σ(Ax, ix, jx) = (Aσx, iσx, jσx).

が成り立つ。γ ∈ ON に対し i1(γ) が (Ax, ix, jx) から (Ay, iy, jy) への準同型写像
にのびるための必要十分条件は γγc = 1かつ γ2x = yが成立することである。た
だし、ここでON はOM,lにON −→ ON,βcv ' OM,l という写像を通じて作用して
いるものとする。

以上のことから F̃vへの底変換が (A1, i1, j1)の F̃vへの持ち上げになっているよ
うな Fv 上の三つ組 (A, i, j) を与えることは、以下の組 (ψ, x)をあたえることと
同じになる。

1. 指標 ψ : Gal(F̃v/Fv) −→ µl∞(N).

2. 任意のσ ∈ Gal(F̃v/Fv)に対してσx = ψ(σ)2xを充たす元x ∈ H1(G eFv ,OM,l(ε(χ̃′v)
−2)).

これをさらに言い換えると (χ′, x)を与えることに等しい。

1. χ′|W eFv
= χ̃′v|W eFv

を充たす連続指標 χ′ : Gv −→ O×M,l.

2. 元 x ∈ H1(G eFv ,OM,l(ε(χ̃′v)
−2))Gal( eFv/Fv) ' H1(GFv ,OM,l(ε(χ̃′v)

−2)).

拡大 ρ|Gv ∈ H1(GFv ,OM,λ/λ(ε(χ̃′v)
−2)) の

H1(GFv ,OM,λ(ε(χ̃′v)
−2)) −→ H1(GFv ,OM,λ/λ(ε(χ̃′v)

−2))

による逆像に含まれる類xλ ∈ H1(GFv ,OM,λ(ε(χ̃′v)
−2))を取り、これをλ-成分に持

つような類 x ∈ H1(GFv ,OM,l(ε(χ̃′v)
−2)) をとってくる。H2(GFv ,OM,l(ε(χ̃′v)

−2))

がゼロなので、これは可能である。(χ̃v, x) に対応する持ち上げ (Av, iv, jv) をとっ
てくれば、これが求めるものである。（補題 3.2の性質 3は還元の性質とHecke指
標 ψの取り方から自動的に従う。）

ρ̄に対応するOM/λ作用つきの可換群スキームを Vλ/F とかく。同様に V℘を
IndGFGLψ に対応する OM/℘作用つきの可換群スキームとする。aλ, a℘ をそれぞ
れ Vλ, V℘ とそれぞれの Cartier双対との交代的な同型とする。このとき五つ組
(A, i, j,mλ,m℘)のモジュライを考える。ただしここで (A, i, j)はM-HBAVとし
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mλ,m℘ は同型 mλ : Vλ ' A[λ], m℘ : V℘ ' A[℘] であって aλ, a℘ をそれぞれ
j(1)-Weilペアリングにうつすものとする。するとこのモジュライは精モジュライ
X/F であって（[Hida2, Section 4]にHilbert-Blumental modular多様体の解説が
ある。）（これは ker(GL2(OM,℘) −→ GL2(OM/℘)) が単位元以外の有限位数の元
を含まないことによる。）平滑なることがわかる。（[Ra, Section 1]を参照。）さ
らに無限素点でのこのモジュライ空間の上半平面のコピー有限個の直積による一
意化を考えると幾何的に連結であることがわかる。

上の補題によってX(Fv) 6= ∅ がわかる。pの上にある F の素点 w について、
上の補題に類似の性質を充たす様な Fw 上のM-HBAVの存在も同様にしていえ
る。無限素点に関してもM-HBAVの存在を主張する必要があるがこれは省略す
る。Moret-Baillyの定理を適用することにより以下が見つかる。総実代数体E/F

とE上のM-HBAV(A, i, j)であって以下の二条件を充たすものをみつけることが
できる。

1. GE表現としてA[λ] ∼ ρ|GE .
2. GE表現としてA[℘] ∼ (IndGFGLψ)|GE .

以上のことからTheorem 1.3 が従う。これは第１節で説明したとおりである。

4 [Tay2]の解説

4.1 Fontaine-Laffaille 理論

WilesがQに対するMLTを証明したときには、p進Hodge理論の一部分であ
る重さ 2の 2次元mod p 表現の局所変形を調べるために Fontaine-Laffaille 理論
を用いていたが、TaylorのMLTにおいては重さ kが一般の二次元表現に対する
Fontaine-Laffaille 理論が使われる。以下では非常に簡単にこの理論の概説を試み
たい。([Tay2, Notation] k = 2の場合は、[DDT, section 2.5]或いは [Sa, Fermat

予想２の付録C]を参照。)

K/Qlを有限次不分岐拡大、O をKの有限次拡大体の整数環とする。λをOの
極大イデアルとする。2 ≤ k ≤ l − 1とする。MFK,O,kを次のようなアーベル圏
とする。MFK,O,kの対象は長さ有限のOK ⊗ZlO 加群DとDの真の部分加群D0

および二つのFrobK⊗1-準線形な写像ψ1−k : D −→ Dとψ0 : D0 −→ D のなす四
つ組 (D,D0, ψ1−k, ψ0) であって、次の条件をみたすものをこの圏の対象とする。

• ψ1−k|D0 = lk−1ψ0.
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• Imψ1−k + Imψ0 = D.

圏は p進表現と次のように関係付けられる。MFK,O,kから連続なO[GK ]加群の
圏への共変関手Mで以下の性質を持つものが標準的に存在する。この関手Mは、
忠実充満でO-長さを保持し完全でO-加法的である。更に essential image が部分
対象を取る操作で閉じている。

4.2 Hecke環とHecke加群

MLTの総実代数体への一般化 ([Tay2, Section 1])を述べるためには、どういう
変形環RとHecke環 T についてその同型を証明したかを述べなければならない。
そのために Taylorの Hecke環とそれ上の加群である四元数環上の保型形式の空
間＝Hecke加群、の定義を紹介する。(Taylorが扱っているのは四元数環上の保
型形式であるが、Jacquet-Langlands-清水対応によってHilbert保型形式と関係が
付けられる。例えば [Hida]を参照。)

l > 3を素数とし、F を総実代数体、Dを F を中心とする四元数環とし、D
は、丁度 F の無限素点でのみ分岐していると仮定する。OD を極大 orderとす
る。以下仮定より F の各有限素点 xに対して、同型OD,x ' M2(OF,x)が固定し、
(D ⊗Q A∞)× ' GL2(A∞F )と同一視する。U =

∏
x UxをGL2(A∞F )の開コンパク

ト群とする。更に、ψ : A∞F
×/F× −→ A×を連続指標とする。τ : Ul −→ Aut(Wτ )

を連続表現とする。ただし、Aは位相的 Zl代数、或いはQlの有限次拡大とし、
Wτ は有限A加群とする。次を仮定する。

τ |Ul∩O×F,l = ψ−1|Ul∩O×F,l . (4.1)

U(A∞F )×加群としてUは τ を通して作用し、(A∞F )×は、ψ−1によって作用する
加群をWτ,ψとかく。以上の記号と仮定のもとで、四元数環上の保型形式の空間
Sτ,ψ(U)を次のような連続関数 f : D× \GL2(A∞F ) −→ Wτ の成す空間として定義
する。

• 全ての g ∈ GL2(A∞F ), u ∈ U に対し、f(gu) = τ(ul)f(g).

• 全ての g ∈ GL2(A∞F ), x ∈ (A∞F )×に対し、f(gx) = ψ−1(x)f(g). （この定義
のために仮定 (4.1)が必要である。）

もしx |/lであるか、或いはx|lかつ τ |Ux = 1であるならば、環A[Ux\GL2(Fx)/Ux]

は Sτ,ψ(U)に作用する。この作用は、普通通り、UxhUx =
∐

i hiUxと分解して、
([UxhUx]f)(g) = Σif(ghi)と作用させる。
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GL2(A∞)の特別な開コンパクト部分群を定義する。U0 =
∏

x GL2(OF,x)とす
る。nをOF のイデアルとし、nを割る各素点 xに対して、Hxを (OF,x/nx)×の商
が与えられているとする。Hを

∏
x|n Hxとし、GL2(A∞F ) の開コンパクト部分群

UH(n) =
∏

x UH(n)xとおく。ここで、UH(n)xは次の元達からなるGL2(OF,x)の
開部分群とする。 (

a b

c d

)

cは nxの元であり、 Hxにうつすと等式 ad−1 = 1をみたす。

次にHecke環を紹介する。lをわらないF の各素点 xに対し、Hecke作用素 Tx
を [

UH(n)

(
$x 0

0 1

)
UH(n)

]

と定め、Hecke作用素 Sxを[
UH(n)

(
$x 0

0 $x

)
UH(n)

]

と定める。nをわる F の各素点 xに対し、x |/l或いは x|lかつ τ |Ux = 1 となるな
らば、

U$x =

[
UH(n)

(
$x 0

0 1

)
UH(n)

]

とおく。このとき、Tx(x |/ln )とU$x (x|nかつx |/l)で生成されるEndA(Sτ,ψ(UH(n)))

のA部分代数を hτ,A,ψ(UH(n))と書き、これをHecke環と呼ぶ。hτ,A,ψ(UH(n))の
極大イデアルが、F のある有限次アーベル拡大において完全分解する高々有限個
の素点以外の F の素点 xに対し Tx − 2と Sx − 1を含むとき、これを Eisenstein

idealと呼ぶ。

後で重要となる特別な U0の表現 τ を定義する。h ∈ Z≥2とし、Symmk−2(A2)

を k− 2次数のA上の二変数X, Y の斉次多項式のなす空間とし、GL2(A)を以下
で作用させる。((

a b

c d

)
f

)
(X, Y ) = f

(
(X,Y )

(
a b

c d

))
= f(aX + cY, bX + dY ).

すべての埋め込みF ↪→ Ql の像を含むようなある拡大L/Qlをとり、AをLの整
数環OL上の代数とする。(~k, ~w) ∈ ZHom(F,Ql)

>1 ×ZHom(F,Ql)を任意のσ ∈ Hom(F,Ql)

についてkσ+2wσが一定になるように取ってくる。τ(~k,~w),Aを次のようなGL2(OF,l)
のW(~k,~w) =

⊗
σ:F ↪→Ql Symmkσ−2(A2)上の表現とする。

g 7→ ⊗σ:F ↪→Ql(Symmkσ−2(σg)⊗ detwσ(σg)).
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このときの Sτ
(~k,~w),A

,ψ(U)を S(~k,~w),A,ψ(U)と以下では書くこととする。更にこれの

部分空間 Striv
(~k,~w),A,ψ

(U) を次のように定める。もし (~k, ~w) 6= ((2, .., 2), (w, ...., w))

ならば、Striv
(~k,~w),A,ψ

(U) = (0) とし、(~k, ~w) = ((2, .., 2), (w, ...., w))ならば被約ノル

ムを経由するような関数達からなる部分空間として Striv
(~k,~w),A,ψ

(U)を定める。次に

S(~k,~w),A,ψ(Ul) = lim
→Ul

S(~k,~w),A,ψ(U l × Ul)

とおくと、S(~k,~w),A,ψ(Ul) = lim→Ul S(~k,~w),A,ψ(U l×Ul)は右からの作用でGL2(A∞,lF )

の平滑な作用を持つ。(~k, ~w) = ((k, ..., k), (0, ..., 0)) のときには、(~k, ~w)の代わり
に単に kとかく。ψ : A×F/F× −→ (Ql)

× を、F×l の空でない開部分群の元 aにつ
いて、ψ(a) = (Na)1−wをみたす指標とする。同型 i : Ql ' C を選ぶと Jacquet-

Langlandsの結果から、S(~k,~w),A,ψ(Ul)は GL2(A∞,lF ) の半単純な許容表現となり、

S(~k,~w),A,ψ(Ul)
U l = S(~k,~w),A,ψ(U l × Ul)もわかる。更に再び Jacquet-Langlandsの結

果から、次の分解が存在する。

S(~k,~w),A,ψ(Ul)/S
triv
(~k,~w),A,ψ

(Ul)⊗Ql,i C '
⊕
π

π∞,l ⊗ πlUl

ここで、πは、π∞が重さ (~k, ~w)であって、πが中心指標ψ∞を持つようなGL2(AF )

の正則代数的尖点的保型表現を走る。

次にペアリングを定義する。（これはピーターソン内積である。）

Symmk−2(A2)× Symmk−2(A2) −→ A

を
(f1, f2) = f1(∂/∂Y,−∂/∂X)f2(X,Y )|X=Y=0

で定める。2 ≤ k ≤ l− 1ならこのぺアリングは完全である。このペアリングは完
全なペアリング

W(~k,~w),A ×W(~k,~w),A −→ A

に延びる。これを用いて、Sk,A,ψ(UH(n))上に以下の式でペアリングを定義する。

(f1, f2) = Σ[x](f1(x), f2(x))ψ(detx)−1(](UH(n)(A∞F )× ∩ x−1D×x/F×))−1.

右の括弧 (, )は、W(~k,~w),A上のペアリングである。[x]は、D×\(D⊗A∞)×/UH(n)(A∞F )×

上を走る。（(]UH(n)(A∞F )× ∩ x−1D×x/F×)−1 が lで割れない事実を使っている
が、ここで l 6= 3の仮定が必要になる。）

以下では、OをQlの有限次拡大の整数環として、特に A = Oの場合を考え
る。この場合には h(~k,~w),A,ψ(UH(n)) を単に、h(~k,~w),ψ(UH(n))とかく。
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このとき、[Tay3]の主定理により、次をみたすガロワ表現

ρ : GF −→ GL2(h(~k,~w),ψ(UH(n))⊗O Ql)

が存在する。

1. x |/nl ならば、ρは xで不分岐であって、trρ(Frobx) = Tx.

2. detρ = ε(ψ ◦ Art−1).

更に擬表現の理論から、もしmが、h(~k,~w),ψ(UH(n))の non-Eisenstein maximal

ideal とすると、上の ρは次の以下の二条件をみたすガロワ表現を誘導する。

ρm : GF −→ GL2(h(~k,~w),ψ(UH(n))m)

1. もし x |/nl ならば、ρmは xで不分岐であって、trρm(Frobx) = Tx.

2. detρm = ε(ψ ◦ Art−1).

Fontaine-Laffille理論とガロワ表現 ρmの構成から次の事実が成り立つ。

補題 4.1. ([Tay2, Lemma 1.4]) x |/nを l の上にある F の分解する素点とし,

2 ≤ kx ≤ l− 1と仮定する。mを h(~k,~w),ψ(UH(n))の non-Eisenstein maximal ideal

とし、Iを h(~k,~w),ψ(UH(n)) の開イデアルとする。このとき、(ρm⊗ ε−wx) modI|Gx
は、あるD ∈MFFx,O,kxがあって、 M(D) という形をしている。

最後にGL2の既約許容表現の分類の結果（[Tay2, Lemma 1.6]）から, 次のこと
がわかる。（[Tay2, Corollary 1.8]）

1. もし x |/lで x(n) = 2, Hx = {1}、更にU$x ∈ m ならば、hk,ψ(UH(n))mで
U$x = 0が成立。

2. もし、lが nと互いに素で、x|nなるすべての xについて x(n) = 2、更に
Hx = {1}で、U$x ∈ m と仮定すると、Hecke環 hk,ψ(UH(n))m は被約であ
る。この環がTaylorのMLTに用いられるHecke環とHecke加群である。

4.3 変形環

次に変形環の定義を述べよう。F を偶数次数の総代数体、l > 3を素数とし、F
で完全分解しているとする。Dは、quaternion algebraで、丁度無限素点でのみ
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分岐しているとする。2 ≤ k ≤ l− 1とする。F の各素点 xに対し素元$x ∈ OF,x
を選んでおく。

Hecke指標 ψ : A×F/F× −→ (Ql)
× は以下の三条件をみたすとする。

1. x |/l を F の素点とすると、ψ|O×F,x = 1.

2. ψ|O×F,l = (Nu)2−k.

3. ε(ψ ◦ Art)の還元は、detρφ.

φ : hk,Fac,ψ(U0) −→ Fac を核が non-Eisensteinであるような、環準同型として、そ
の核をmとかく。Oを次の四条件をみたす有限次拡大K/Qlの整数環とする。

1. Kは全ての埋め込み F ↪→ Qlの像を含む。

2. ψは、Oに値を持つ。

3. φ̃ : hk,O,ψ(U0)m −→ Oが存在する。

4. ρφの像に含まれる全ての元の固有値は、O/λ 上有理的である。

F の lを割らない有限素点の有限集合Σに対して、以下のような剰余体がO/λで
あるような完備ネーター局所O代数の圏から集合への関手DΣを考える。DΣは、
完備ネーター局所O代数Rに対して、ρφの持ち上げ ρ : GF −→ GL2(R)で以下
の三条件をみたすものの 12 + M2(mR)共役類の集合を対応させる関手とする。

1. ρ、l,Σの外で不分岐である。

2. detρ = ε(ψ ◦ Art−1).

3. lの上にあるFの各素点xと、O加群として有限長さの商R/I に対し、O[Gx]

加群 (R/I)2 はあるD ∈MFFx,O,kがあってM(D) と同型である。

この関手は、表現可能である。その普遍元を

ρΣ : GF −→ GL2(RΣ)

とかく。（これについては、[CDT, appendix]を参照。）
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4.4 TaylorのR=T, 極小の場合

この章では、極小の場合 (Σ = ∅)のR = T 定理を述べ、これについての証明
の概略を記述したい。R = T 定理については、[Sa],[Ito]に日本語の解説がある。
また本報告集第一巻にも詳しい解説 [Ya1],[Ya2]がある。以下では、幾つかの記号
を導入し、定理の主張を述べる。Σを, lを割らない F の有限素点で以下の二性
質をみたすものの有限集合とする。

1. Nx ≡ 1 mod l.

2. ρψは、xで不分岐であって、ρψ(Frobx)は相異なる固有値 αx, βxを持つ。

x ∈ Σに対し、(OF/x)×の最大 lべき商を∆xとし、以下のような記号を導入し
ておく。nΣ =

∏
x∈Σ x, ∆Σ =

∏
x∈Σ ∆x, U0,Σ = U{1}(nΣ), U1,Σ = U∆Σ

(U1,Σ) とお
く。mσを、環 hk,ψ(U0,Σ)或いは、hk,ψ(U1,Σ)の次の元達で生成されるイデアルと
する。

1. l,

2. x |/lnΣに対して Tx − trρφ(Frobx),

3. x ∈ Σに対してU$x − αx.

定理 4.2. ([Tay2, Theorem 2.6]) ρφは、F (
√

(−1)(l−1)/2l) の絶対ガロワ群に制限
すると既約であると仮定する。このとき、自然な写像

R∅ −→ hk,ψ(U0)m

は、完備交叉な環の同型である。更にSk,O,ψ(U0)mは、自由hk,ψ(U0)m加群である。

以下では、この定理の証明を解説していくが、ここで用いられる道具やQの場合
のMLTの証明については、[DDT]や [Sa]に大変詳しい解説があり、かなりの議
論が、Qの場合のMLTの証明の議論と重複しているので、そちらのほうも参照
されることをお勧めする。よってここでは、大雑把に概説するに止める。

まず、次の補題により、変形環を群環上の代数だと思える。ここの証明は、[DDT,

lemma 2.44]或いは、[Sa, 10.4 変形環と群環] に詳しい。

補題 4.3. ([Tay2, Lemma 2.1]) Σは、上で仮定したような素数の有限集合とす
る。このとき以下が成り立つ。
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• x ∈ Σに対し、ρΣ|Gx ∼ χα,x ⊕ χβ,x. ここで、χα,x mod mRΣ
は、不分岐で、

Frobxを αxにうつす。

• χα,x ◦ Art|O×F,x は、∆xを経由する。これによって、RΣ は、群環O[∆Σ]上
の加群として見なせる。

• RΣ の普遍性と上で見た充 Hecke環上に構成したガロワ表現の性質から、
O[∆Σ] 上の代数の全射

RΣ −→ hk,ψ(U1,Σ)mΣ

を得る。

以下では、変形環と Selmer群の関係を述べる。これについても [Sa],[DDT]に
詳しい説明がある。ρ : GF −→ GL2(O/λn) を、ρφの持ち上げとする。xは、lの
上にある F の素点とし、(O/λn)2 'M(D)とする。

H1
f (Gx, ad0ρ) = H1(Gx, ad0ρ) ∩ Im(Ext1

MFFx,O/λn,k(D,D) −→ H1(Gx, adρ))

[DDT, section 2.5]と全く同じように、Fontaine-Laffille理論から次が成り立つ。

Im(Ext1
MFFx,O/λn,k(D,D) −→ H1(Gx, adρ)) ' (O/λn)2 ⊕H0(Gx, ad0ρ).

合成
Ext1

MFFx,O/λn,k(D,D) −→ H1(Gx, adρ) −→ H1(Gx,O/λn)

の像は少なくとも一次元はある。ただし、最後の写像は、跡写像 adρ −→ O/λn
から誘導される。よって、次がわかる。

]H1
f (Gx, ad0ρ)|](O/λn)]H0(Gx, ad0ρ).

次のような Selmer群を定義する。

H1
Σ(GF , ad0ρ) = Ker

(
H1(GF , ad0ρ) −→

⊕

x|/lnΣ

H1(Ix, ad0ρ)⊕
⊕

x|l
H1(Gx, ad0ρ)/H1

f (Gx, ad0ρ)
)
.

ペアリング (a, b) 7→ trabは、ad0ρ上に完全な双対を誘導する。x|lに対して、Tate

双対の下でのH1
f (Gx, ad0ρφ)のannihilatorをH1

f (Gx, ad0ρφ(1)) ⊂ H1(Gx, ad0ρφ(1))

と書く。更に、双対 Selmer群H1
Σ(GF , ad0ρφ(1))を、H1(GF , ad0ρφ(1))から

⊕

x|/lnΣ

H1(Ix, ad0ρφ(1))⊕
⊕
x∈Σ

H1(Gx, ad0ρφ(1))⊕
⊕

x|l
H1(Gx, ad0ρφ(1))/H1

f (Gx, ad0ρφ(1))
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への制限写像の核として定義する。すると定義により、

H1
Σ(GF , ad0ρφ(1)) = Ker

(
H1
∅ (GF , ad0ρφ(1)) −→

⊕
x∈Σ

H1(Gx/Ix, ad0ρφ(1))
)

となる。標準的な計算により、（[Sa, 命題 11.36]或いは [DDT, Lemma 2.39]を参
照。）次のような変形環と Selmer群の関係が成立する。

H1
Σ(GF , ad0ρφ) ' HomO(mRΣ

/m2
RΣ
,O/λ).

上の同型とWilesの公式（[DDT, Theorem 2.19]或いは、[Sa, 命題 11.33] を参
照。）によって、(この公式は、Selmer群と双対 Selmer群の位数の関係を表す公
式) 変形環RΣはO代数として位相的に

]Σ + dimH1
Σ(GF , ad0ρφ(1))

個の元で生成される。（[DDT, Lemma 2.46(b)]を参照。）次のCebotarev density

theoremの応用は極小の場合のR = T において、核心的な役割を果たす。（[Sa,

定理 5.32と定理 11.37] を参照。）

補題 4.4. ([Tay2, Lemma 2.5]) ρφの F (
√

(−1)(l−1)/2l) への制限は、既約である
とする。任意の整数m ∈ Z>0に対して、以下の三条件をみたす素数の有限集合
Σmが存在する。

1. ]Σm = dimH1
∅ (GF , ad0ρφ(1)).

2. 変形環RΣmは、O代数として、位相的に dimH1
∅ (GF , ad0ρφ(1))個の元で生

成される。

3. x ∈ Σm ならば、Nx ≡ 1 mod lm かつ ρφ(Frobx)の固有値 αx, βx は相異
なる。

この補題と、Hecke加群の群環上の自由性（ここは大幅に省いてしまった。[Tay2,

Corollary 2.4]を見られたい。）と Diamondによる Taylor-Wiles系の改良（[D,

Theorem 2.1]）によって、極小の場合のR = T が示せる。

4.5 TaylorのR=T, Σ = ∅ とは限らない場合

この節では、TaylorのR = T 定理のΣ = ∅ とは限らない場合の証明を紹介し
たい。これは、F = Qの場合の証明と類似的なので、Qの場合の証明と対比しな
がら話を進めていきたいと思う。筆者の理解不足で、modular form 絡みの計算
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は理解できなかったので、流れを概説することしかできないがご容赦頂きたい。
Qの場合同様、Σについての帰納法で示す。ここも再びDiamond([D])の改良の
結果を使う。Diamondによる変形環の完備交叉性とHecke加群の変形環上の自由
性に関する数値的判定法を使う。以下の議論については、[Sa, 第５章 R=T]が参
考になる。

記法などは、前節と同じとする。ρeφ : GF −→ GL2(O) を ρφのOへの持ち上げ
とする。すると、変形環RΣの普遍性より、次の環準同型が得られる。

RΣ −→ R∅ −→ O.

この合成写像の核を℘Σとかく。すると標準的な計算で、（[DDT, theorem 2.41(c)]

或いは [Sa, 命題 11.36.2]を参照。）次がわかる。

HomO(℘Σ/℘
2
Σ, K/O) ' H1

Σ(GF , (ad0ρ)⊗K/O).

ただし、ここで、右辺は、

lim
→n

H1
Σ(GF , (ad0ρ)⊗ λ−n/O)

とする。このことより、

]Ker
(
℘Σ/℘

2
Σ −→ ℘∅/℘

2
∅
)

= ]
(
H1

Σ(GF , (ad0ρ)⊗K/O)/H1
∅ (GF , (ad0ρ)⊗K/O)

)

は、 ∏
x∈Σ

]H1(Ix, (ad0ρ)⊗K/O) =
∏
x∈Σ

]H0(Gx, (ad0ρ)⊗K/O(−1))

=
∏
x∈Σ

]O/(1−Nx)((1 + Nx)2detρ(Frobx)− (Nx)(trρ(Frobx)))O

を割る。（ここでは、局所条件に包関係がある場合の二つの Selmer群の位数につ
いての関係を計算する公式が使われている。Qの場合は [Sa,命題 11.32]を参照。）

記号を導入する。Σにおける素イデアルの二乗の積を n′Σとし、UΣ = U{1}(n′Σ)

とおく。更に、hΣ = hk.ψ(UΣ)m′Σ , SΣ = Sk,O,ψ(UΣ)m′Σ とする。ただし、m′Σは以
下の元で生成される極大イデアルとする。
1. λ.

2. x |/ln′Σ に対して Tx − trρφ(Frobx).

3. x ∈ Σに対してU$x .

すると、ガロワ表現 ρm′Σ は全射環準同型写像RΣ −→ hΣを誘導する。hΣが被約
であることがわかる。更に強重複度１定理より dim(SΣ⊗OK)[℘Σ] = 1 がわかる。
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ΩΣ = SΣ/(SΣ[℘Σ]⊕ S[AnnhΣ
(℘ΣhΣ)]) とおく。すると、極小の場合のR = T と、

Diamondの数値判定法（[D, Theorem 2.4]）から以下がわかる。

]Ω∅ = ]℘∅/℘
2
∅.

wΣ ∈ GL2(A∞F ) を x /∈ ΣならwΣ,x = 1, x ∈ Σ なら

wΣ,x =

(
0 1

$2
x 0

)

で定める。Sk,O,ψ(UΣ)上に新しい完全なペアリング (, )′を以下のように定義する。

(f1, f2)′ = (
∏
x∈Σ

ψ($x))
−1(f1, wΣf2).

hk,Σ(UΣ) の任意の元はこのペアリングに対して自己随伴的に作用するので、SΣ

上に完全なペアリングを誘導する。（F = Qの場合には、Hecke加群は、モジュ
ラー曲線の特異ホモロジーを用いて定義していたので、ポアンカレ双対とAtkin-

Lehner対合を組み合わせてこのような完全なペアリングを作ったのであった。）
SΣ[℘Σ] 上の完全なO双線形なペアリングを選んでおく。自然な包含写像

jΣ : SΣ[℘Σ] ↪→ SΣ

の SΣ上のペアリング (, )′と選んだ SΣ[℘Σ] 上の完全なO双線形なペアリングに
関する随伴写像を j†Σと定める。このとき次が成立。

j†Σ : ΩΣ ' SΣ[℘Σ]/j†ΣSΣ[℘Σ].

x |/ln′Σ に対して、

ix : Sk,O,ψ(UΣ) −→ Sk,O,ψ(UΣ∪{x})

以下のように定める。

ix(f) = (Nx)ψ($x)f −
(

1 0

0 $x

)
Txf +

(
1 0

0 $2
x

)
f.

（F = Qのときには、レベルの異なるモジュラー曲線の間の有限写像を組み合わ
せて幾何的に構成した。[Sa, 補題 10.9]を参照。）Sk,O,ψ(UΣ)と Sk,O,ψ(UΣ∪{x})上
の各ペアリング (, )′ に関する ixの自己随伴写像を i†xとすると、簡単な計算によっ
て、倍率が i†x ◦ ix = ψ($x)(Nx)(1−Nx)(Tx

2 − (1 + Nx)2ψ($x)) と計算される。
（F = Qの場合の倍率の計算は [Sa, 命題 5.33と命題 10.14]を参照。）以下の補題
は伊原の補題と呼ばれる。これの証明も省略する。
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補題 4.5. ([Tay2, Lemma 3.1])

Sk,O,ψ(UΣ∪{x})/ixSk,O,ψ(UΣ)は、l-捻れがない。

この補題により、直ちに SΣ∪{x}[℘Σ∪{x}] = ixSΣ[℘Σ]が従う。このようにして、
以下のことがわかる。

ΩΣ∪{x} ' SΣ[℘Σ]/j†Σi
†
xSΣ∪{x}[℘Σ∪{x}]

' SΣ[℘Σ]/j†Σ(Nx)(1−Nx)(Tx
2 − (1 + Nx)2ψ($x))SΣ[℘Σ].

よって、以下が成立する。

]ΩΣ∪{x} = ]ΩΣO/](1−Nx)((Nx)trρ(Frobx)
2 − (1 + Nx)2detρ(Frobx)).

全てのΣについて
](℘Σ/℘

2
Σ)|]ΩΣ

がわかる。再びDiamondの数値判定法から、Hecke加群SΣが、変形環上自由で、
変形環が完備交叉であることがわかり、R = T が従う。([Sa, 命題 5.28]を参照。)

即ち、以下の事が示された。

定理 4.6. ([Tay2, Theorem 3.2])

ρφが、F (
√

(−1)(l−1)/2l) の絶対ガロワ群に制限しても既約であると仮定する。Σ

を、lを割らないF の有限素点の有限集合とする。このとき以下の自然な写像は、
同型。

RΣ −→ hΣ.

更に、これらの環が完備交叉であり、SΣが、hΣ上自R加群であることが従う。

この定理の応用としてMLTが従う。

定理 4.7. ([Tay2, Theorem 3.3])

l > 3を素数とし、2 ≤ k ≤ l − 1を整数とする。F は偶数次数の総実代数体と
し、lは完全分解するとする。ρ : GF −→ GL2(OQl) を高々有限個の素点を除い
て不分岐な既約連続表現とする。更に、F の lの上にある素点 xについて、ρ|Gx
は crystallineで、Hodge-Tate数が 0と 1 − k とする。ρを ρの還元とし、ρの
F (
√

(−1)(l−1)/2l) の絶対ガロワ群への制限は既約であり、ある正則代数的尖点的
保型表現 φと埋め込み λ : Mφ ↪→ Qlが存在して、以下をみたすと仮定する。
1. ρφ,λ ∼ ρ.

2. φxは、全ての F の素点で不分岐である。
3. φ∞は、重さが kである。

このとき、GL2(AF )のある正則代数的尖点的保型表現φ′と埋込みλ′ : Mφ′ ↪→ Ql

があって、ρ ∼ ρφ′,λ′が成り立つ。更に φ′∞は、重さが kである。
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4.6 潜 Serre予想, Part2[Tay2]

この章では、Section１で概説したSerre予想に対する結果（定理 1.3）の変種に
ついて述べる。第一章と証明のアイデアは基本的には同じだが、ここではレベル
構造付きのHilbert-Blumental アーベル多様体のモジュライ空間ををガロワ作用
で twistした二種類のQ上の多様体XDihとXρ を導入する。（レベル構造にガロ
ワ作用を込めて考えたモジュライ空間と言ったほうが適当かもしれない。）XDih

の方は上手く取ったHecke指標の情報を含むモジュライ空間でありXρは与えら
れた二次元ガロワ表現の情報を含むモジュライ空間となっている。XDihはCM理
論を用いると比較的容易にQ有理点の存在がわかる。この二つの多様体は幾つか
の適当な局所体上に底変換すると同型になり、XDihのQ有理点の存在からXρの
局所体有理点の存在がいえる。すると、Moret-Baillyの定理からXρの総実代数
体有理点の存在がわかる。その点に対応するアーベル多様体が欲しかったものに
なっており知りたかった潜保型性がわかるという寸法である。[Tay2]では [Tay1,

Theorem B]の証明でつかわれた (p, l)-trickを更に強化した (p1, p2, l)-trickとでも
いうべき新しい技術が用いられる。

XDihとXρの定義と乗法の役目を担う総実代数体をどのようにとってくればよ
いか、また lと異なる素数をどう取ってくるか、について述べたい。ここで使わ
れている技術をわかりやすく解説すべきであると思われるが筆者の力不足で原論
文の引き写しになってしまったことをお詫びしたい。

まず定理を述べる。

定理 4.8. ([Tay2, Proposition 4.1]) l > 2を素数とする。ρ : GQ −→ GL2(Fl) を
奇な連続表現とする。ある整数 2 ≤ k ≤ l があって、ρ|Ix ∼ ωk−1

2 ⊕ ωl(k−1)
2 と仮

定する。このとき、lが完全分解するような偶数次数の総実代数体F とGL2(AF )

の正則代数的尖点的保型表現 πと埋め込み λ : Mπ ↪→ Ql があって次の三条件を
みたす。

1. ρ|GF ∼ ρπ,λ.

2. π∞は重さが２である。

3. lの上にある F の任意の素点 xに対して、WDλ(πx) は馴分岐であって

(WDλ(πx)|Ix mod λ) = ω
k−(l+1)
2 ⊕ ωlk−(l+1)

2

が成立する。ここで、ω2はタイヒミュラー指標ω2(σ) = σ( l2−1
√
l)/ l2−1

√
l で

ある。
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ここで、1.3と異なるのは、l が F で完全分解するということである。これは、
この主張を更に精密化するときに重要な条件である。

µ = ε−1detρ とおき、µの核に対応するQの拡大体をNとおく。fµをこの指標
の導手とする。N は、Qの巡回拡大体である。{±1}以外に 1の冪根を含まず、l
が素イデアルのままであるような虚二次体M をとる。δM をA×/Q×NA×F の非自
明な唯一つの指標とし、これの導手を fM とおく。以下では、総実代数体の拡大
E ′′ ⊂ E ′ ⊂ E を続けて定義する。

まず、E ′′をE ′′M が１の原始 2]k×乗根 ζを含むような総実代数体とする。

包含写像M× ↪→ (E ′′M)×の延長であるような連続指標χ0 : M×(M×
∞×
∏

qO×M,q) −→
(E ′′M)× を考える。f0を χ0の導手とする。

次に lと異なる二つの相異なる素数 p1, p2 を以下の四条件をみたすように取っ
て来る。

1. χ0は、p1p2上で不分岐である。

2. χ0は、pi上で不分岐である。

3. ρ(Frobpi)は相異なる二つの固有値を持つ。

4. piは、M のヒルベルト類体で分解する。（このような性質を持つ素数 p1, p2

はChebotarevの稠密性定理より従う。）

正の整数wE′′M をE ′′M に含まれる 1のべき根の個数とする。

w = 2wE′′M](OM/fM fµf0f
c
0OM)×

とおく。次に素数の有限集合を三つ定義する。
S1を fM fµf0f

c
0を割る素数の集合とする。

S2をM で分解し、その上にあるM の素イデアルがM のイデアル類群を生成す
るような S1に含まれない素数の有限集合とする。
S0 = S1 ∪ S2 ∪ {l, p1, p2}と定める。
W0 ∩M×

S0
/Q×S0

⊂ (M×
S0
/Q×S0

)w をみたす開部分群W0 ⊂
∏

q /∈S0
O×M/Z×q が取れ

る。([Tay1, lemma 1.1の証明]) w′を
∏

q /∈S0
O×M/Z×q におけるW0の指数とする。

以下の二条件をみたすガロワ総実代数拡大E ′/E ′′が取れる。

1. E ′は 1の原始ww′乗根を含む。
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2. χ0は連続指標 χ0 : (AM)× −→ (E ′M)×に延長される。

E/E ′を lp1p2の外不分岐で、この三つの素点の上では馴分岐となるような最大
総実代数拡大体とする。℘1, ℘2をそれぞれ p1, p2の上にある EM の素点とする。
更に l の上にある EM の素点 λ と埋め込み k ↪→ OEM/λを次のようにとる。
Artin相互写像 Il −→ O×M,l と自然な写像 O×M,l −→ (OEM/λ)× の合成が w−1

2 :

Il −→ k× ⊂ (OEM/λ)× と一致する。mod λで µに一致する唯一の指標を µ :

Gal(N/Q) −→ (EM)× とかく。mod λ で ρ(Frobpi)に行き、αiα
c
i = pi をみたす

元 αi ∈ (℘i ∩M)O′′EM がとって来れる。

このように取って来ると以下のようなことが成立する。

補題 4.9. ([Tay2, Lemma 4.2])

lp1p2の上にあるEの素点の積を a′とする。a′OEM = aacと分解する。（℘1℘2λ|a
である。）このとき、η ≡ ζ mod aを充たす元 η ∈ O×E が存在する。

次のような指標が取れる。

補題 4.10. ([Tay2, Lemma 4.3])

以下の四条件を充たすHecke指標 χ : A×M −→ (EM)×が存在する。

1. χは、M×に制限すると自然な包含写像となる。

2. χ|O×M,lは、
χ|O×M,l ≡ xl+1−k mod l

をみたす位数が lと素な唯一つの指標である。

3. i = 1, 2に対し χは piの上で不分岐であって、χ|M×℘i (pi) = αiをみたす。

4. χ|A× = µδM ‖‖−1 i∞. 但し、ここで ‖‖−1は、普通の絶対値の積とする。i∞
は、R×への射影とする。

EM の素点 xがM の素点 x′の上にあるとき、Hecke指標 χx : A×M/M× −→
(EM)×x を

a 7→ χ(a)a−1
x′

と定義する。

以下で更に記号を導入しておく。b = λ℘1℘2 とし、b0 = b ∩ OEと定める。す
るとOE/b0 ' OEM/λ × OEM/℘1 × OEM/℘2 となっている。次にWb0,0/Qを次
のようなOE作用を持つ有限平坦群スキームとする。

Wb0,0(Q) ' OE/b0(1)⊕OE/b0.
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Wb0,0(Q) 上の標準的ペアリングWb0,0(Q) ⊗OE d−1
E −→ W∨

b0,0
は、以下のペアリ

ングに対応するものを意味する。

(OE/b0(1)⊕OE/b0)× (OE/b0(1)⊕OE/b0) −→ OE/b0(1)

(x1, y1)× (x2, y2) 7→ y2x1 − y1x2.

以下でレベル構造つきのHilbert-Blumental modular多様体とその twistを紹介
する。(A, i, j)をE-HBAVとする。これに加えて標準ペアリングを j-Weilペアリ
ングにうつすレベル構造 α : Wb0,0 ' A[b0]を考えて、四つ組 (A, i, j, α) のモジュ
ライ空間をX/Qとかく。b0は、剰余標数と互いに素な二つの素イデアルで割れ
るので、Xは精モジュライになり再び [Ra]によりこれは平滑で幾何的に連結な空
間となる。（幾何的に連結は [Tay1]同様無限素点での上半平面の幾つかのコピー
による一意化によってわかる。）

関係式
εdetγ ≡ 1 mod b0

をみたすような元の組

(γ, ε) ∈ GL2(OE/b0)⊕O×E,�0/(O×E,≡1(b0))
2

の集合を Γとする。但し、ここでO×E,�0は総実なO×Eの元の集合とし、O×E,≡1(b0)

は法 b0で 1に合同な数の集合とする。Γは、Xに忠実に以下のように作用する。

(γ, ε)(A, i, j, α) = (A, i, j ◦ ε−1, α ◦ γ−1).

GQ は、Xの自己同型群の中で Γを保持する形で作用し

σ(γ, ε) =
(( ε(σ) 0

0 1

)
γ

(
ε(σ)−1 0

0 1

))
, ε)

をみたす。簡単にわかるようにH1(GQ,Γ)は、関係式

ε−1detR ≡ ψ−1 mod b0

をみたすような連続表現R : GQ −→ GL2(OE/b0)と連続な準同型写像ψ : GQ −→
O×E,�0/(O×E,≡1(b0))

2 のペア (R,ψ)の集合と 1:1に対応している。ただし、このペ
アは次のようにして 1-コサイクルと対応している。

(R,ψ)(σ) =
(
R(σ)

(
ε(σ)−1 0

0 1

)
, ψ(σ)

)
.
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よってH1(GQ,Γ)の元に対し、それに上の意味で対応するペア (R,ψ)に関する
X/Qの twistXR,ψ/Qが定義できる。

次にこのXR,ψ/Qの F 有理点を描出する。N ′を ψの分解体とする。WR/Qを
次のようなOE作用付きの有限平坦群スキームとする。

WR(Q) ' OE/b0 ⊕OE/b0.

但しガロワ群GQはRで作用するものとする。標準的ペアリングWR⊗OE d−1
E −→

W∨
R は、以下のペアリングに対応するとする。

(OE/b0 ⊕OE/b0)× (OE/b0 ⊕OE/b0) −→ OE/b0

(x1, y1)× (x2, y2) 7→ y2x1 − y1x2.

このように記号を導入しておくと、XR,ψ の F 有理点は以下のような四つ組
(A, i, j, β) と対応する。

1. (A, i, j)は、N ′F 上のE-HBAVである。

2. 同型 β : WR ' A[b0]は、上で定義した標準的ペアリングを j-Weilペアリン
グにうつす。

3. 全てのσ ∈ Gal(N ′F/F )に対し、次のような条件をみたす同型κσ : σ(A, i) '
(A, i) が存在する。ある ψ(σ)の持ち上げ ψ̃(σ) ∈ O×E があって σ(j) = κ∗σ ◦
j ◦ ψ̃(σ) をみたす。更に、σのある持ち上げ σ̃ ∈ GF があって次の図式を可
換にする。

σA[b0]
κσ // A[b0]

WR

OO

R(eσ) // WR.

OO

但し、左の縦の矢印は σ̃ ◦ βであり右の縦の矢印は βである。

以上のように、Hilbert-Blumental modular多様体の twistとその有理点の解釈
を行ったが次の二つの twistに特に関心がある。σ ∈ Gal(N/Q)についてある整
数mσ があって µ(σ) = ζ−2mσ とかける。ησ = (ηζ−1)mσ ∈ O×EM,≡1(b), ψ(σ) =

NEM/Eησ = η2mσ とおく。

η2]k× = (−η]k×)2 ∈ (O×E,≡1(b0))
2

なので、
ψ : Gal(N/Q) −→ O×E,�0/(O×E,≡1(b0))

2
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は、準同型である。

Rρ = ρ⊕ Ind
GQ
GM
χ℘1 ⊕ Ind

GQ
GM
χ℘2 ,

RDih = Ind
GQ
GM
χλ ⊕ Ind

GQ
GM
χ℘1 ⊕ Ind

GQ
GM
χ℘2

とおくと、二つのペア (Rρ, ψ), (RDih, ψ)はH1(GQ,Γ)の元を定め二つの twist Xρ,

XDih が得られる。この二つの多様体は、Ql,Qp1 ,Qp2 ,R に底変換すると同型にな
る。この節の最初に触れたことに関する二つの補題を述べる。

補題 4.11. ([Tay2, Lemma 4.4])

F は代数体とする。Xρが F 有理点を持つならば、次元が [EM : Q]のアーベル
多様体B/F と埋め込み i′ : OEM ↪→ End(B/F ) それに同型 β′ : B[b0] ' Rρ が存
在する。

Proof. 存在を仮定した Xρ の F 有理点に対応する四つ組 (A, i, j, β)/F をとる。
σ ∈ Gal(N ′F/F )に対し上で述べた同型 κσ : σ(A, i) ' (A, i) を考える。B =

A⊗OE OEM とおき i′ : OEM −→ End(B) を自然な射とする。β′を以下の合成と
する。

WRρ −→ A[b0] −→ A[b0]⊗OE OEM = B[b].

写像 f0 : OEM −→ HomOE(OEM ,OE) を f0(a)(b) = trEM/Eab
c で定める。さらに

κ′σ = κσ ⊗ ησ : σB −→ B

とおくと κ′σはOEM の作用と可換であり σf = (κ′σ)∨fκ′σ をみたし σの任意の持
ち上げ σ̃ ∈ GF に対し以下の図式を可換にする；

σB[b]
κ′σ // B[b]

WRρ

Rρ(eσ)
//

OO

WRρ .

OO

ただし左の縦の矢印は σ̃ ◦β′であり右の縦の矢印は β′である。四つ組 (B, i′, f, β′)
は非自明な自己同型写像を持たないので κ′σσκ

′
τ = κ′στ が成り立つ。以上の様にし

て (B, i′)は F に下げて定義され同じく同型 β′も F 上の同型 β′ : WRρ ' B[b] に
下げて定義され得ることがわかった。

以下の補題はCM理論から導かれる。

補題 4.12. ([Tay2, lemma 4.5]) XDihは、Q有理点を持つ。ゆえにXρは、Ql,Qp1 ,Qp2 ,R
上有理点を持つ。
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Proof. 埋め込み τ : M ↪→ Cを固定する。M に制限すると τ になる埋め込み
EM ↪→ C から成る CM型を Φとかく。OE 加群 {d ∈ d−1

EM : trEM/Ed = 0}とそ
の σ ⊗ τ の作用で総実になる部分集合 (d−EM ⊗E,σ R)+ の組からなる順序付きOE
加群を (d−1

EM)−とかく。CM理論から以下の四つが得られる；

1. [E : M ]次元のアーベル多様体A/M.

2. 埋め込み i : OEM ↪→ End(A/M).

3. 順序付OE加群としての同型 j : d−EM ' P(A, i|OE).

4. Eの各素点 qに対してガロワ作用で両立するような同型 αq : OEM,q(χq) '
TqM. であって以下の二性質を充たす。

• EM は Lie(τA)に⊕σ∈Φσで作用する。

• 　総実な元 d ∈ (d−1
EM)−に対し TqM 上の j(d)-Weil ペアリングは以下の様

になる；
x× y 7→ trEM/Edxy

c.

（偏極 j の存在に関しては以下のことからわかる。アーベル多様体 τA/Cの偏
極 f を f -Rosati対合がEを安定にし、かつ自明に作用しているものとする。こ
のとき f -Rosati対合は EM を安定にし、そこに CM 乗法で作用する。以上の
ことは EM が End(τA/C) の中で E の中心化群になっていることから従う。）
χ(c ◦ χ) = (|| ||−1i∞) ◦NM/Q が成り立つので各元 σ ∈ GM に対して

trEM/Mdαq(σx)αq(σy)c = εq(σ)trEM/Mdαq(x)αq(y)c

が成立する。このようにして (A, i|OE , j, (
∏

q αq) mod b0)はXDih(M)のM有理点
を定める。χ(χ◦c) = (|| ||−1i∞µ)◦NM/Qが成り立つのでc◦χ◦NM/Q = χ◦c◦NNM/M

がわかる。よってNM上では (A, i, j, {αq})と (cA, c ◦ i ◦ c, c ◦ j, {c ◦αq ◦ c}) の間
の同型を得る。このようにして (A, i|OE , j, (

∏
q αq) mod b0) で定まるXDih(M) ⊂

XDih(NM) の点は cで不変なのでこの点はXDih(Q)の点を定めることがわかっ
た。

以上の事とMoret-Baillyの定理を用いて以下のものが見出される。素数 l, p1, p2

が完全分解する総実代数体F と [EM : M ]次元のF 上のアーベル多様体B/F, 乗
法OEM ↪→ End(B/F ) で以下の二条件を充たす。
1. B[λ] ∼ ρ̄|GF .
2. i = 1, 2に対してB[℘i] ∼ Ind

GQ
GM
χ.

34

40



B[λ]は p1の上にある各素点で不分岐なのでその素点における惰性群のTate加
群 TλBへの作用の位数は l冪となる。B[℘2] は p1の上にある各素点で不分岐なの
でその素点における惰性群のTate加群 Twp2Bへの作用の位数は p2冪となる。ゆ
えに p1の上の各素点における惰性群のTate加群 TλBへの作用の位数は l冪かつ
p2冪となる。すなわちその惰性群の作用は自明である。よってTate加群 TλBは
p1の上の各素点で不分岐になりBは p1の上の各素点で準安定還元を持つことが
わかった。

さらに p1は F で完全分解しB[℘1]は p1の上の各素点の分解群の表現として可
約であるからTate加群 T℘1Bは通常表現であることもわかる。F の lの上にある
各素点 xに対し惰性群 Ixは Tate加群B[℘1], B[℘2]両方に ω̃

k−(l+1)
2 ⊕ ω̃lk−(l+1)

2 を
通じて作用する。ここで指標 ω̃2 : Ix −→ O×EM は馴分岐でmod λで ω2に行く。
IndGMGFMχ℘1 は保型的であるから [SW, Theorem 5.1] によってGL2(AF )の重さ 2

の代数的尖点的保型表現 π と埋め込みMπ ↪→ EM があって T℘1B ∼ ρπ,℘1 が成
阯つ。加えて TλB ∼ ρπ,λ もわかる。以上のことから定理が従う。

更にTaylorは、modular forms の間の合同関係式を用いて潜 Serre予想を更に
精密化する結果を得ている。この精密化の証明はここでは紹介することができな
いが、以下にその主張を書いておく。

定理 4.13. ([Tay2, Theorem 5.7]) l > 3を素数とする。ρ : GQ −→ GL2(Fl)
を奇な連続既約表現とする。ρ|Gl も既約とする。このとき、lが完全分解するよ
うなある総実代数体 F と、GL2(AF )の正則代数的尖点的保型表現 π、埋め込み
λ : Mπ ↪→ Qlが存在して以下が成立する。

1. ρ ∼ ρπ,λ

2. π∞は重さが kρである。ここで、kρは、ρ|Glに伴う Serre重さとする。

3. φxは F の全ての素点 xで不分岐である。

以上の結果達の重要な応用として、L関数の有理接続と関数等式があるが、こ
れについてはここでは解説できない。[Tay4],[Ito2] にこれらの応用が、Brauerの
誘導定理と保型表現の底変換定理を用いてどのように成されるか、の解説がある。
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