
SERRE予想の証明について (レベル 1の場合)

萩原　啓 (東大数理)

1. 序

本稿では Serre予想の内、レベル 1と呼ばれる場合の証明について解説す
る。大雑把に言うと、Serre予想とはある種の法 pGalois表現 (即ち、標数 p
の体上のGalois群の表現)が保型形式から来るであろうという予想である。ま
ず、この予想を正確に定式化する。
以下、Qで複素数体 C に於ける Q の代数閉包を、Z で C に於ける Z の

整閉包を表す。また、各素数 pに対して p進体の代数閉包 Qp 及び埋め込み
ιp : Q ↪→ Qpを 1組ずつ固定する。今後、断らない限りこれらの埋め込みに
よってQの元はQpの元と同一視する。更にQpの整数環を Zp、その極大イ
デアルをmZp

とし、Fp = Zp/mZp
とおく。

定義. ρ : GQ = Gal(Q/Q) → GL2(Fp)を Fp上の 2次元連続表現とする。こ
こで絶対Galois群GQはKrull位相によって、GL2(Fp)は離散位相によって
位相群の構造を入れる。

(1) ρが奇かつ既約のときS型 (of S-type)と呼ぶ。ここで一般に、GQの 2
次元表現 ρが奇 (odd)であるとは、複素共役 c ∈ GQに対し det ρ(c) =
−1であることをいう。

(2) f(z) =
∑∞

n=1 ane2πinz ∈ Sk(Γ1(N))を正規化された同時固有新形式
とする。このとき、ρが (ιpに関して)f から来る (arise from f)とは、
任意の素数 l 6 |Npに対して

tr ρ(Frobl) = al mod mZp

但しFroblは算術的Frobeniusを表す、が成り立つことである (一般に
an ∈ Zが成り立つことに注意)。

(3) ρが保型的 (modular)であるとは、
(a) 既約であってある f から来る、
(b) 又は、可約且つ奇であることをいう。

S型であるという性質はより一般の体上の (GQの)表現についても定義で
きるが、今後、単に S型法 p表現といったら Fp上の表現であるとする。

注意 1.1. 保型的であるという性質は、実は ιpの固定の仕方にはよらない。

注意 1.2. 保型形式の一般論より、保型的なら奇であることは容易に分かる。

注意 1.3. ρという記法は、しばしばある p進表現 ρの還元と思えることの現
れであり、今後そのように用いることもあるが、ここではあくまで ρで一つ
の記号である。

さて、Serreは [Ser87]において次の予想を提示した。これを Serre予想と
呼ぶ (後で述べるように (注意 2.7)これより精密な予想も Serreは提示してい
る。それと対比する場合にはこちらを弱い Serre予想と呼ぶ)。
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2 萩原　啓 (東大数理)

予想. (Serre) すべての S型法 p表現は保型的である。

注意 1.4. Serre予想の定式化の為には、保型性の定義に可約の場合を含める
必要はないが、以下の証明を円滑に行うにはこのように保型性の定義を広げ
ておいた方が都合が良い。

この予想に関し、KhareとWintenbergerはその特別な場合を [KW]に於い
て示し、さらにKhareはそこでの手法を更に発展させることで、それより一
般の場合を証明した ([Kha06])。この 2つの結果を併せると「Serre予想のレ
ベル 1の場合」と呼ばれる次の定理が得られる (何故レベル 1の場合と呼ばれ
るかは 2.2節を参照せよ):

定理 1.5. pの外で不分岐な (即ち全ての素数 l 6= pについて惰性群への制限
ρ|Il
が自明な表現であるような )、任意の S型法 p表現 ρは保型的である。

以下、この定理の証明について解説するが、その前に各章の構成について
述べておく。まず、第 2章及び第 3章に於いて法 p表現及び p進表現の基本
事項について述べたあと、第 4章で Serre予想の証明の鍵となる幾つかの定理
を紹介し、これらの定理を認めた上で第 5章で定理 1.5の証明を行う。
その後の、第 6‐9章は、第 4章で紹介した諸定理の証明に当てられ、ここま

ででKhareとWintenbergerによるレベル 1の Serre予想の証明は完了する。
残りの 3章は付録である。第 10章には演習問題を載せておいた。解答は特

に付けていないが、本稿を読んで頂ければ比較的容易に解くことが出来ると
思う。第 11章ではDieulefaitによるレベル 1の Serre予想の別証明について
その概要を述べる。第 12章には本稿で用いた用語・定理の内、重要と思われ
るものについてその参照先等を挙げておいた。
さて、筆者の至らなさの為、本稿の提出は著しく締切りを過ぎてしまい、編

者の斎藤毅先生、安田正大氏、山下剛氏を始め、関係諸氏に大変なご迷惑と
ご心配をおかけする事となってしまった。この場を借りて深く陳謝するとと
もに、辛抱強く本稿の完成を待って下さった皆様の御寛恕に心より感謝の意
を表したい。また、本稿の執筆にあたり、門外漢の筆者のつまらない質問に
快く対応して下さった斎藤毅先生、安田正大氏、新井啓介氏にも心から感謝
したい。
しかし、これだけの暖かい援助にも拘らず、筆者の能力不足の為、本稿に

はまだまだ多くの間違いや不十分な説明が数多くあると思う。読者の皆様に
は予めお詫びしておきたい。
本解説が些かなりとも原論文 ([KW]、[Kha06])を読む際の理解の一助にな

れば筆者として望外の幸せである。

記号及び約束事. 　
• 体Ωに対し、Ωでその代数閉包 (の 1つ)を表す。p進表現 ρの還元も

ρと表されるが混乱の恐れは無いと思われる。
• 群 G及び環 Aに対し、Gの作用を持つ有限生成自由 A加群M と群
準同型G → AutA(M)とをしばしば同一視する。特に、指標と 1次元
表現もしばしば同一視する。

• Fpn で位数 pnの有限体を表す。有限体や Fp、GL2(Fpn)などには常に
離散位相を入れて考える。一方、体F に対しその絶対Galois群GF に
は常にKrull位相を入れておき、特に断らない限りGF の表現といっ
たときは連続表現を考える。また、GF の指標といったときも、特に
断らない限り (位相)体の乗法群への連続準同型を意味する。

• Qur
p 及びQt

pでそれぞれQp内のQpの最大不分岐拡大及び最大馴分岐
拡大を表す。また、Zur

p でQur
p の整数環を表す。
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SERRE 予想の証明について (レベル 1 の場合) 3

• 代数体といったときは、特に断らない限り (上で定義しておいた)Qの
部分体でQ上有限次なものを指すことにする。また、先に述べたよう
に各素数 pに対し ιp : Q ↪→ Qpを固定してあるので、これによって分
解群Dp ⊂ GQとGQp、惰性群 Ip ⊂ Dpと IQp = GQur

p
とをしばしば

同一視する。
• Eの有限素点という言葉はEの整数環OEの素イデアルを表すことも
埋め込み λ : E ↪→ Qpも表すこともある。また、Eの有限素点 λに対
し、Eλで Eの λ(⊂ OE)進位相に関する完備化又は λ(E) ⊂ Qpの閉
包を表す。

• 局所環 O に対しその極大イデアルをmO で表し、付値体K に対して
その整数環及び剰余体をそれぞれ OK、FK で表す。

• 「pの外で不分岐」などというときには、無限素点での状況は考慮し
ないものとする。

2. 法 p表現に関する諸用語

前章でも述べたように、Serreは法 p表現 ρに対し、レベル (またはArtin導
手の pと素な部分)と呼ばれる自然数N(ρ)、及び重さと呼ばれる自然数 k(ρ)
を定義することで、より精密な予想を提示した ([Ser87])。これらは Serre予
想の証明中の数学的帰納法に用いられるという点でも重要な量である。
そこで、ここではそれらの定義を与えるとともに、それを用いた Serre予

想の精密化について述べる。後半では、Galois法 p表現に関する幾つかの用
語を導入するとともに、その性質について纏めておく。

2.1. 基本用語. この節では、有限平坦及び通常という、法 p表現に関する 2つ
の性質を紹介する。文献によってはこれと違う定義を採用していたり、また
有限平坦のことを単に有限や平坦などといったりすることもあるので注意さ
れたい。
まず、素数 pに対し、µp(Q) = {ζ ∈ Q|ζp = 1}(乗法によって 1次元 Fpベ

クトル空間とみなす)の定めるGQの 1次元法 p表現を χpで表す。代数拡大
Fp ↪→ Fに関する係数拡大やGQp ↪→ GQなどとの合成も同じく χpと表す (こ
こで χpという記法は、後に定義する p進円分指標 χpのmod p還元と思える
ことの現れである)。

定義. Fを標数 pの有限体とする。
(1) GQp の F上の 2次元表現 ρに対し、

(a) ρが通常 (ordinary)とは、ρ|Ip が(
χp

i ∗
0 1

)

(但し iは整数)の形の表現と同値であることをいう。
(b) ρが有限平坦 (finite flat)であるとは、Zp上の有限平坦可換群ス
キーム Aで、GQp 加群として A(Qp) ∼= V (ρ)となるものが存在
することを言う。ここに V (ρ)は ρの表現空間とする。

(2) GQの F上の 2次元表現 ρに対し、ρ|Dp が通常又は有限平坦のとき、
ρは pにおいて (at p)通常又は有限平坦という。

注意 2.1. Fを有限体とする。
(1) Fの有限次拡大 F′に対し ρが有限平坦であることと ρ⊗F F′が有限平
坦であることとは同値である。
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4 萩原　啓 (東大数理)

(2) ρが有限平坦であることと、Zp 上のある有限平坦 Fベクトル空間ス
キーム A(即ち Fの作用つき有限平坦可換群スキーム)で GQp 加群と
してA(Qp) ∼= V (ρ)となるものが存在することとは同値である。
さらにこれは、Zur

p 上のある有限平坦 Fベクトル空間スキーム (又
は有限平坦可換群スキーム)Aで IQp 加群としてA(Qp) ∼= V (ρ|IQp

)と
なることとも同値である。特に、有限平坦性は実は惰性群への制限の
みで決まる。

2.2. レベル. 素数 l、非負整数 iに対し、Il,i ⊂ GQl
を第 i分岐群とする ([Ser68]

参照。但し、そこでは Giを用いている)。第 0分岐群が惰性群である。これ
らをDl ⊂ GQを通じてGQの部分群とみなす。
さて、法 p表現 ρ : GQ → GL2(F) (F ⊂ Fp)が与えられたとき、各素数 l 6= p

に対し、

vl(N(ρ)) =
∑

i≥0

1
[Il,0 : Il,i]

dim(V/V Il,i)

とおき、
N(ρ) =

∏

l 6=p

lvl(N(ρ))

とおく。ここに V は ρの表現空間であり、V Il,i はその Il,i不変部分を表す。
この N(ρ)を ρのレベル (level)と呼ぶ。定義より明らかに、N(ρ)が素数

q 6= pで割れないことと ρが qで不分岐であること、従ってN(ρ) = 1である
ことと pの外で不分岐であることとは同値であることが分かる。

2.3. 重さ. この節では、標数 pの有限体上の表現 ρ : GQ → GL2(F)に対し、
Serre重さ (Serre weight)、或いは単に重さ (weight)、と呼ばれる不変量 k(ρ)
を定義する。その為にまず、Fp上の 2次元表現 ρp : GQp → GL2(Fp)に対し
てその重さ k(ρp)を定義し、ρ : GQ → GL2(F)については、固定してあった
埋め込み GQp ↪→ GQ を用いて k(ρ) = k(ρ|GQp

⊗F Fp)で定義する (埋め込み
F ↪→ Fpや、GQp ↪→ GQの固定の仕方によらないことは容易に確かめられる)。
まず、局所体の Galois 群に関する事実を思い出す。Ip = Gal(Qp/Qur

p )、
Pp = Gal(Qp/Qt

p)をそれぞれ分岐群及び暴分岐群とし、Ip,t = Ip/Ppとおく。
このとき自然な同型

Ip,t
∼=−→ lim←−F

×
pn

がある (右辺はノルム写像を推移写像とする射影系の極限である)。これを踏
まえ、以下のように定義する。

定義. (1) 指標 φ : Ip,t → Fp
×
がある F×pn を経由し、かつそれより小さい

mについては F×pm を経由しないとき、φをレベル n (of level n)の指
標と呼ぶ。

(2) 自然な写像 Ip,t → F×pn と、体の埋め込み Fpn ↪→ Fpから誘導される群

準同型の合成として得られる指標 Ip,t → F×pn → Fp
×
をレベル nの基

本指標 (the fundamental character of level n)と呼ぶ。相異なるレベ
ル nの基本指標は体の埋め込みに対応して全部で n個ある。

注意 2.2. 誤解が無い場合には、Ip,t → F×pn や Ip → Fp
×
などに対してもこの

用語を用いる。

例. χp|Ip は唯 1つのレベル 1の基本指標である。
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SERRE 予想の証明について (レベル 1 の場合) 5

練習 2.3. レベル 2の基本指標Ψに対し、Ψpもまたレベル 2の基本指標であ
ること、Ψp+1 = χp|Ip であることを示せ。

さて、V を Fp 上の 2次元ベクトル空間、ρp : GQp → GL(V )を表現とす
る。この表現の半単純化 (ρp

ss, V ss)に対し次が知られている。

命題 2.4. (1) Ppは V ssに自明に作用する。
(2) ρp

ss|Ip
∼= φ⊕ φ′(φ、φ′ : Ip,t → Fp

×)と直和分解し、ρp、φ、φ′につい
て次のいずれかが成り立つ:
(a) φ及び φ′はレベル 2の指標で、φp = φ′、φ′p = φ、且つ ρpは既
約であって、

ρp|Ip
∼=

(
φ 0
0 φ′

)

が成り立つ。
(b) φ及び φ′はレベル 1の指標 (特に φp = φ、φ′p = φ′)で、且つ ρp

は可約であって、

ρp|Ip
∼=

(
φ ∗
0 φ′

)

が成り立つ。

証明は [Ser87]参照。以上の事実をつかって重さ k(ρp)を定義する。

定義. ρp及び φ、φ′は上述の通りとする。またΨ、Ψ′で相異なるレベル 2の
基本指標を表す。

(1) φ及び φ′がレベル 2のとき。このとき、

ρp|Ip
∼=

(
φ 0
0 φ′

)

が成り立ち、必要であれば φと φ′ を入れ替えることで φ = ΨaΨ′b、
φ′ = ΨbΨ′a、0 ≤ a < b ≤ p − 1と一意に表される。そこで k(ρp) =
1 + pa + bとおく。

(2) φ及び φ′がレベル 1のとき。
(a) ρp|Pp が自明のとき。このとき、0 ≤ a ≤ b ≤ p − 2なる a、bに
よって

ρp|Ip
∼=

(
χp

a 0
0 χp

b

)

と一意に表される。そこで、

k(ρp) =
{

1 + pa + b (a, b) 6= (0, 0)のとき
p (a, b) = (0, 0)のとき

とおく。
(b) ρp|Pp が非自明のとき。このとき、0 ≤ α ≤ p− 2、1 ≤ β ≤ p− 1
なる α及び βで、

ρp|Ip
∼=

(
χp

β ∗
0 χp

α

)
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6 萩原　啓 (東大数理)

なるものが一意に存在する。そこで、a = min(α, β)、b = max(α, β)
とおき、k(ρp) = 1 + pa + b + δpとおく。但しここで、

δp =





p− 1 β = α + 1で、ρpが有限平坦でなく、p 6= 2のとき
2 β = α + 1で、ρpが有限平坦でなく、p = 2のとき
0 それ以外のとき

である。ここで、Fp 上の GQp の表現 ρが有限平坦であるとは、
ある有限体 F上の表現 ρ0で ρ ∼= ρ0 ⊗F Fp且つ有限平坦であるよ
うなものが存在することである。

注意 2.5. (1) 上の定義の (2)(b)に於いて、δp 6= 0のときを très ramifié、
β = α + 1且つ δp = 0のときを peu ramifié、という。

(2) 上の定義の (2)(b) に於いて β = α + 1 のとき、(1, 2) 成分「*」は
Z1(Ip,Fp(χp))の元 (1-コサイクル)及びコホモロジー類 c ∈ H1(Ip,Fp(χp))
を与える。しばしばこれらの元に対してもpeu ramifié又は très ramifié
であると言う事がある。

(3) peu ramifiéであるか très ramifiéであるかについては体論的特徴付
けもある。実際、Serreはこちらを k(ρ)の定義に用いている ([Ser87]
p.186参照)。

注意 2.6. ρ : GQ → GL2(F) に対し、レベル N(ρ) は p の外の情報のみで
({ρ|Il

}l 6=pのみで)、重さ k(ρ)は ρ|Ip のみで決まっていることに注意せよ。

さて、以上の用語を用いることで、Serreは与えられた法 p表現がどんなレ
ベル、どんな重さの保型形式から来るかについても予想を提示している。こ
れは強い Serre予想と呼ばれるが、現在では弱い Serre予想から強い Serre予
想が従うことが知られている。具体的には次が証明されている:

定理 2.7. pを奇素数、ρを S 型法 p表現とする。もし ρが保型的であれば、
ρは Sk(ρ)(Γ1(N(ρ)))の元から来る。

証明については [Edi97]及びその参考文献を見られたい。特に定理 1.5か
ら、強い Serre予想の一部である

定理 2.8. pの外で不分岐な S型法 p表現 ρは Sk(ρ)(SL2(Z))の元から来る。

も従うことが分かる。

2.4. 法 p表現の諸性質. この節は初読の際には飛ばし、必要に応じて参照す
れば十分である。

補題 2.9. ρを標数が 2と異なる体Ω上の奇の既約 2次元表現とすると、ρは
絶対既約となる。

証明 . V を ρの表現空間とする。仮にGQ安定な 1次元部分Ωベクトル空間
W ⊂ V ⊗Ω Ωがあったとする。
このとき複素共役 c ∈ GQを取りV ± = {v ∈ V | cv = ±v}とおくと、仮定よ

りこれらは各々Ω上 1次元であり、さらにW ⊂ V +⊗ΩΩまたはW ⊂ V −⊗ΩΩ
であることがW の基底への作用から直ちに分かるが、次元の比較によりいず
れかの等号が成立する。
このとき (V ± ⊗Ω Ω) ∩ V = V ±より V +又は V −がGQ不変部分ベクトル

空間になり既約性に矛盾する。よって V ⊗Ω Ωも既約である。

以下の補題はいずれも Serre重さの定義及びQの類体論から容易に従う。
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SERRE 予想の証明について (レベル 1 の場合) 7

補題 2.10. Fを標数 pの有限体、ρをGQの F上の表現とする。このとき、ρ
の重さ k(ρ)に対し以下が成り立つ。

(1) p > 2のときは 2 ≤ k(ρ) ≤ p2 − 1、p = 2のときは 2 ≤ k(ρ) ≤ 4が成
り立つ。

(2) p 6= 2のとき、ある iが存在して 2 ≤ k(ρ⊗χp
i) ≤ p + 1となる、つま

り適当に χpの冪で捻ることでその重さ kを 2 ≤ k ≤ p + 1とできる。
(3) p 6= 2で、2 ≤ k(ρ) ≤ p + 1のとき、ρ ⊗F Fpは次の形のものに限ら
れる。
(a) ρ⊗F Fpは (

χp
b η

0 1

)

(ここで bは 1 ≤ b ≤ p− 1なる整数)の形の表現と同値。このと
き、b > 1なら k(ρ) = b + 1であり、b = 1なら k(ρ) = 2又は
p + 1である。更に、b = 1のときは ρが pで有限平坦であること
と k(ρ) = 2であることとは同値である。

(b) ρ ⊗F Fp
∼= Ψa ⊕ Ψ′a (ここで aは 1 ≤ a ≤ p − 1なる整数 )が成

り立つ。このとき k(ρ) = a + 1である。
(4) p 6= 2とし、ρ|Dp は絶対既約とする。このとき常に k(ρ) 6= p + 1であ
り、また 2 < k(ρ) < p + 1ならば k(ρ⊗χp

2−k(ρ)) = p + 3− k(ρ)が成
り立つ。

補題 2.11. Fを標数 pの有限体とする。
(1) GQの F上の 1次元表現で pの外で不分岐なものは χp

i(0 ≤ i ≤ p− 2)
の形のものに限る。

(2) ρをGQのF上の 2次元表現で pの外で不分岐なものとすると、det ρ =
χp

k(ρ)−1 が成り立つ。特に、p > 2且つ ρが奇ならば k(ρ)は偶数で
ある。

(3) ρ : GQp → GL2(F)を可約な表現とすると、ある整数 iに対して ρ⊗χp
i

は通常になる。

練習 2.12. これらの補題を証明せよ。

次の命題は Raynaudによる ([Ray74]):

命題 2.13. GQp の表現 ρが ρ|Ip
∼= Ψa ⊕Ψ′a(但し aは 1 ≤ a ≤ p− 1なる整

数 )を満たすとき、ρが有限平坦であることと k(ρ) = 2であることとは同値
である。
特に、GQp の Fp上の重さ 2の表現は有限平坦である。

最後に二面体群的表現の概念を導入し、これに関する幾つかの事実を紹介
する。

定義. 体 Ω 上の表現 ρ : GQ → GL2(Ω) に対し、自然な全射 GL2(Ω) →
PGL2(Ω) = GL2(Ω)/Ω× との合成を ρproj と書く。ρproj(GQ)が二面体群と
同型であるとき、ρは二面体群的 (dihedral)であるという。

命題 2.14. Fを標数 pの有限体、ρ : GQ → GL2(F)をGQの 2次元法 p表現

とする。また、E = Q(
√

(−1)
p−1
2 p)、F = Q(µp)とおく。このとき次の (1)、

(2)は同値であり、またこれらが成り立つとき (3)も成り立つ:
(1) ρ|GF

は絶対可約である。

228



8 萩原　啓 (東大数理)

(2) ρ|GE
は絶対可約である。

(3) ρは絶対可約又はGE のある指標から誘導される。特に、絶対可約又
は二面体群的である。

証明 . まず (2) ⇒ (3)を示す。ρが絶対既約であるとし、V を ρの表現空間と
する。ρ|GE

の絶対可約性より、ある Fの有限次拡大 F′に対してGEの F′上の
1次元表現W からF′⊗FV への単射が存在するが、このとき随伴性よりF′[GQ]
準同型 IndGQ

GE
W → F′⊗F V ができ、これは ρの絶対既約性より同型。これよ

り二面体群的であることも容易に分かる (ρの絶対既約性より Image ρproj は
非可換であることに注意)。(1) ⇒ (2)は、より一般的な次の補題より従う。

補題 2.15. Gを群、N 及びHをその正規部分群とし、N ⊃ H、[G : N ] = 2、
G/H は巡回群と仮定する。また、Ωを体、V をΩ上の 2次元ベクトル空間、
ρ : G → GL(V )をGの Ω上の表現とする。このとき、

(1) ρ|Hが可約で Image (ρ|H)がスカラー行列以外を含むとすると、ρ|N も
可約である。

(2) ρ|H が絶対可約ならば ρ|N も絶対可約である。

証明 . (1)を示す。ρは既約であるとして良い。W ⊂ V をH安定な1次元部分Ω
ベクトル空間、e ∈ Wをその基底とし、ψ : H → Ω×をρ(h)e = ψ(h)e (h ∈ H)
で定める。また、g ∈ Gに対してψg : H → Ω×をψg(h) = ψ(g−1hg) (h ∈ H)
とおく。
さて、σ ∈ Gを G =

∐n
i=0 Hσiとなるよう取り、e′ = ρ(σ)eとおく。ρは

既約であるので e′ /∈ W であり、従って {e, e′}が V の基底となる。さらに
ρ(h)e′ = ψσ(h)e′ (h ∈ H)より e′で張られる部分空間もH 安定である。
もし ψ = ψσ であるとすると Image (ρ|H)がスカラー行列以外を含むとい

う仮定に反するので、ψ 6= ψσ 従って ψσ 6= ψσ2
である。

すると、e′′ = ρ(σ2)eが ρ(h)e′′ = ψσ2
(h)e′′を満たすことから e′′ ∈ W 及び

ψσ2
= ψが従う。
あとはN =

∐
i:even Hσiに注意すればW がN 安定だと分かる。

(2)を示す。(1)より、Ωが代数的閉体、ρ|H が可約、Image (ρ|H) ⊂ Ω×の
場合を考えれば十分である。このとき、G/Hの生成元の持ち上げ σ ∈ Gを取
り、v ∈ V \ {0}を適当にとる。するとある α ∈ Ωについて ρ(σ)nv = αvで
あるのでΩが代数的閉体であることから ρ(σ)w = βwなる w 6= 0及び β ∈ Ω
が得られる。このとき ρ自身が可約となる。

以下の補題及び定理は今後しばしば用いられる。

補題 2.16. pを奇素数、ρ : GQ → GL2(Fp)を法 p表現、ψ : GQ → Fp
×
を

GQの指標とする。このとき ρが保型的であることと ρ⊗ψが保型的であるこ
ととは同値である。

証明は例えば [土三 76]の補題 4.3.10 (2)などを参照せよ。

定理 2.17. (Hecke) GQの 2次元表現 ρ : GQ → GL2(Fp)が奇かつ二面体群
的であれば、ρは保型的である。

注意 2.18. より一般の結果として Langlands-Tunnellの定理があるが、本稿
では用いないので省略する。
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3. p進表現に関する諸用語

3.1. 基本用語. ここでは、クリスタリンや通常といった p進表現に関する基
本的な概念について復習する。これらについての詳細は例えば Astérisqueの
本 ([MR194])などを参照せよ。
まず、χpで p進円分指標GQ → Z×p、ωpで χpのTeichmüller持上げGQ →

F×p → Z×p を表す。Zp代数 Aに対する Z×p → A×との合成や GQp(⊂ GQ)及
びその部分群への制限も χp、ωpで表す。

定義. K 及び LをQpの有限次拡大とする。
(1) Rを完備Noether局所 Zp代数とし、V をGK がR線型に作用する階
数 2の自由R加群とするとき、V が通常 (ordinary)とは、IK 安定な
階数 1の自由部分R加群W ⊂ V で
(a) V/W は IK が自明に作用する階数 1の自由R加群で、
(b) W へは IK が χa

p(aは 0以上の整数)として作用する
ようなものが存在することを言う。

(2) V をGK の L上の表現とする。
(a) V が通常とは、あるGK 安定なOL格子で通常であるようなもの
が存在することを言う。

(b) V がクリスタリン (crystalline)または半安定 (semistable)である
とは、GK のQp上の表現としてみたときクリスタリンまたは半
安定であることを言う。潜在的クリスタリン (potentially crys-
talline)、潜在的半安定 (potentially semistable)についても同様
に定義する。

次に、p進表現の重さを定義する。後で見るように、これは法p表現の (Serre)
重さと法 p還元を通じて関係が深い。

定義. K 及び Lを Qp の有限次拡大、V を GK の L上の 2次元表現とする。
CpでQpの完備化を表す。
このとき、十分小さな GK の開部分群 H に制限すれば、任意の埋め込み

ι : L ↪→ Cpに対し、Cp ⊗ι,L V に Cp半線型に V への作用を拡張できる。
さて、kを整数とするとき、任意の埋め込み ι : L ↪→ Cpに対し (HのCp上

の半線型表現として)

Cp ⊗ι,L V ∼= Cp ⊕ Cp(k − 1)

であるとき、V は重さ k (of weight k)であると言う。ここで Cp(i) = Cp ⊗Zp

Zp(i)である (GQpは対角的に作用する)。重さ 2の (潜在的)クリスタリン表現
であることを特に (潜在的)Barsotti-Tate (potentially -)であるともいう (以
上はH の選び方にはよらない)。

KをQpの有限次拡大、ρをGK の p進表現、K ′をKの有限次拡大とする
とき ρ|GK′ がBarsotti-TateであることをK ′上Barsotti-Tateであるなどとも
言う。また、F を代数体、pを pの上の F の素点とするとき、GF の表現が p
において通常 (クリスタリン、半安定、Barsotti-Tate)である、ということを
GFp に制限したときそうであることとして定義する。
さて、K = Qp の場合は Lの埋め込みによらないことが次の命題より分

かる:

命題 3.1. Lを Qpの有限次拡大、V をGQp の L上の有限次元表現とし、H

を Lの全ての共役 ( ⊂ Qp)の固定群に含まれるような GQp の開部分群とす
る。このときH のCp半線型表現として Cp ⊗ι,L V は ιによらず同型である。
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10 萩原　啓 (東大数理)

証明は [Win]、Proposition 1を参考にされたい。このことと、GK のQp上
の 1次元半安定表現 ρは ρ|IK

∼= χi
p|IK

(i ∈ Z)を満たすこと (例えば [Fon94b]、
5.4.1)から以下の系が従う。

系 3.2. Lを Qpの有限次拡大とする。このとき GQp の L上の 1次元表現 ψ
に対し、有限次拡大K への制限 ψ|GK

が半安定となるとすると、ある整数 i
が存在して ψ|GK

= χi
p|GK

となる。特に、ψ自身半安定ならば、それは円分
指標の整数冪である。
また、GQp の L上の 2次元表現 ρが可約かつ半安定であるとき、ρの適当

な円分指標の冪による捻り ρ⊗ χi
pは通常になる。また、重さ 2以上であれば

ρ自身通常である。

系 3.3. LをQpの有限次拡大とする。このとき、pで潜在的半安定な連続指
標 ψ : GQ → L×は p進円分指標の冪と有限指数の指標との積である。また、
ρ : GQ → GL2(L)が pで重さ kの潜在的半安定表現であるとすると、det ρは
p進円分指標の k − 1乗と有限指数の指標との積である。

さて、今後は簡単の為に表現の係数を Qp にすることもしばしばある。そ
れが特に新しい現象を引き起こさないことは以下の命題によって保証される:

命題 3.4. ρ : Π → GL2(Qp)をコンパクトHausdorff群Πの連続表現とする。
このとき、Qp上の有限次拡大 L ⊂ Qpが存在して、ρ(Π) ⊂ GL2(L)となる。

証明は [BM02] Lemme 2.2.1.1を参考にされたい。以下、Qp 上の GK (K
はQpの有限次拡大)の表現 ρが、ある L ⊂ Qp上のクリスタリン表現の係数
拡大になっているとき、ρをクリスタリン表現と呼ぶ。その他の概念について
も同様である。

3.2. p進表現とその法 p還元. この節では p進表現の法 p還元という概念を導
入し、これらの間に成り立つ関係について紹介する。

定義. LをQpの部分体、ρ : Π → GL2(OL)を副有限群Πの 2次元連続表現と
する。このとき、自然な群準同型GL2(OL) → GL2(FL)との合成を ρと書き、
ρの還元 (reduction)という。また ρは ρの持ち上げ (lifting)であるという。
また、L上の表現 ρ̃ : Π → GL2(L)に対して、これと共役 (表現として同

値)でGL2(OL)を経由するものを 1つ取り、その還元を取ることで得られる
FL上の表現 ρ : Π → GL2(FL)も ρ̃の還元と呼ぶ。

注意 3.5. 一般に、ρ̃に対し上記のようにして得られる還元は一意には定まら
ないが、半単純化による違いを除けば一意に定まる。

練習 3.6. Πを副有限群、LをQpの部分体とする。
(1) ρ : Π → GL2(L)をΠのL上の連続表現とするとき、ある g ∈ GL2(L)
を取れば、g−1Image (ρ)g ⊂ GL2(OL)とできることを示せ。

(2) ρ : Π → GL2(L)と ρ′ : Π → GL2(L)とは互いに共役で、Image (ρ)及
び Image (ρ′)は共に GL2(OL)に含まれるとき、これらの還元の半単
純化 ρssと (ρ′)ssとは同値であることを示せ。

持ち上げと還元の間には既約性や重さに関し様々な関係が知られている。そ
れについて述べる前にWeil-Deligne群についての用語を導入しておく (Weil-
Deligne群、Weil-Deligne群の表現やそのFrobenius半単純化、l進表現ρ (l 6= p
でも l = pでもよい)に伴うWeil-Deligne群の表現WD(ρ)の定義については
[Del73]、[Tat79]、[Fon94a]などを参照されたい)。
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定義. KをQpの有限次拡大、W ′
KをそのWeil-Deligne群とし、ρをW ′

Kの体
Ω上の 2次元表現とする。このとき、W ′

K はその部分群として IK ×Gaを持
つことに注意して、ρをこれに制限したものの同型類を惰性的Weil-Deligne
パラメータ (inertial Weil-Deligne parameter)といい、さらに IK に制限した
ものの同型類をGalois型(Galois type)という。ρのGalois型は τ(ρ)と表す。
また、誤解が無い場合にはGK のQl (lは pでも 6= pでもよい)上の連続表現
ρに対し、τ(WD(ρ))を単に τ(ρ)と書く。

Galois型は連続表現 IK → GL2(Ω) (Ωの位相は離散位相)より、惰性的Weil-
Deligneパラメータは連続表現 IK → GL2(Ω)及び冪零行列 N ∈ M2(Ω) (で
あってある条件を満たすもの)より成る。

定理 3.7. pを奇素数、ρ : GQp → GL2(Qp)を p進連続表現とし、ρをその還
元 (の 1つ)とする。

(1) ρが、ある 2 ≤ k ≤ p + 1なる整数 kに対して重さ kのクリスタリン
表現であるとする。このとき、
(a) ρが可約であることと、ρが可約であることとは同値であり、
(b) ρ|Ip は次のいずれかに同型:

•
(

χp
k−1 ∗
0 1

)
、ここで k = 2ならば ∗は peu ramifié

• Ψk−1 ⊕Ψ′k−1

(c) 特に、k 6= p + 1のとき k(ρ) = kであり、k = p + 1のとき
(i) ρが既約ならば k(ρ) = 2であり、
(ii) ρが可約ならば k(ρ) = 2又は p + 1である。

(2) ρが重さ 2の潜在的クリスタリン表現であるとし、ある 0 ≤ j < p− 1
なる整数 jによって τ(ρ) = 1⊕ ωj

pであるとする。このとき、
(a) ρが可約であることと、ρが可約であることとは同値であり、
(b) ρ|Ip は次のいずれかに同型:

•
(

χp ∗
0 χp

j

)
、ここで j = 0ならば ∗は peu ramifié

•
(

χp
1+j ∗
0 1

)
、ここで j = 0ならば ∗は peu ramifié

• Ψj+1 ⊕Ψ′j+1

(c) 特に、k(ρ) = j + 2又は k(ρ⊗ χ−j
p ) = p− j + 1が成り立つ。

(1)は k < p + 1のときは Fontaine-Laffaille ([FL82])、k = p + 1のときは
Berger-Li-Zhu ([BLZ04])による。(2)は Savittによる ([Sav04])。この定理は
証明しない。

練習 3.8. 上の定理 (1)、(2)それぞれについて、(b)から (c)を導け。

注意 3.9. 関手WDと制限写像との両立性により、GQpのQp上の 2次元連続表
現ρがQp(µp)上クリスタリンであれば、ある整数a、bについて τ(ρ) = ωa

p⊕ωb
p

が成り立つ。さらに、テンソルとWDとの両立性により、ある i ∈ Zを取れ
ば τ(ρ⊗ ωi

p) = 1⊕ ωj
p (j ∈ Z)の形にできる。

4. 証明のための諸定理

この章では Serre予想の証明に用いられる幾つかの定理を紹介する。
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4.1. 保型性持ち上げ定理 (modularity lifting theorem, MLT). まず、法
p表現のときと同様に p進表現に対しても保型性の概念を定義する。

定義. ρ : GQ → GL2(Qp)をGQのQp上の 2次元表現とする。
(1) f(z) =

∑∞
n=1 ane2πinz ∈ Sk(Γ1(N))を正規化された同時固有新形式

とする。このとき、ρが (ιpに関して)f から来る (arise from f)とは、
任意の素数 l 6 |Npに対して

tr ρ(Frobl) = al mod mZp

但し Froblは算術的 Frobeniusを表す、が成り立つことである。
(2) ρが保型的 (modular)であるとは、ある f から来ることをいう。

注意 4.1. 法 p表現のときとは異なり、上の状況下では ρの既約性は自動的に
成り立っている。また、det ρは χk−1

p と有限位数指標との積になっている。特
に、f の重さ kは ρから復元できる。

補題 2.16に対応して次も成り立つ:

補題 4.2. pを奇素数、ρ : GQ → GL2(Qp)を p進表現、ψ : GQ → Qp
×
をGQ

の有限位数の指標とする。このとき ρが保型的であることと ρ ⊗ ψが保型的
であることとは同値である。

ρの還元を ρとするとき ρの保型性から ρのそれが従うことは明らかである
が、逆は全く自明でない。これに関し一定の条件下で ρの保型性から ρの保
型性を保証してくれるのが次の保型性持ち上げ定理 (“R = T”定理)である。
これについては第 7章で解説する。

定理 4.3. (MLT) pを奇素数、ρ : GQ → GL2(Qp)を p進表現とし、ρ : GQ →
GL2(Fp)をその還元 (の 1つ)とする。
このとき、ρが既約で ρが保型的と仮定すると、以下の各条件下で ρも保

型的となる。
(1) ρは pの外で不分岐で、更にある 2 ≤ k ≤ pについて pにおいて重さ

kのクリスタリンである。
(2) ρは pの外で不分岐で、pにおいて重さ 2の半安定表現である。
(3) ρは pの外で不分岐で、Qp(µp)上 Barsotti-Tateである。
(4) ρは有限個の素数を除いて不分岐で、pにおいてBarsotti-Tateである。
(5) ρは有限個の素数を除いて不分岐で、pにおいて通常且つその重さは

2以上の偶数である。

注意 4.4. これらの内、(2)は本稿では必要としないが、Khareの論文 ([Kha06])
で (別の目的の為に)紹介されているので折角だから書いておく。

注意 4.5. 後 (系 5.5)で証明するように、定理 4.3(1)は 2 ≤ k ≤ p + 1でも成
り立ち、実際 Serre予想の証明の後半ではこの形の保型性持ち上げ定理も必
要となるが、この結果は Serre予想の証明の途中で系として得られるため、巡
回論法に見えることを避ける為ここでは定理の形では述べておかないことに
する。

4.2. Abel多様体の存在定理. この節及び次の節の定理は第 9章で解説する。

定理 4.6. Fを標数 p > 2の有限体、ρ : GQ → GL2(F)を二面体群的でない F
上の S型法 p表現とする。更に

(1) 全ての素数 l 6= pに対し、ρ|Dl
は不分岐または通常であり、
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(2) (a) k(ρ) = p + 1又は
(b) N(ρ) 6= 1且つ k(ρ) = 2である

と仮定する。
このとき、代数体E及びその有限素点 λ、次元 [E : Q]のQ上のAbel多様

体A、埋め込みOE ↪→ End (A/Q)及び同型OE/λ ∼= Fで
(1) ρ ∼= ρA,λを誘導し、
(2) Aは pN(ρ)の外で良還元、N(ρ)を割る素数で半安定還元を持ち、

(a) k(ρ) = p + 1の場合は pで半安定還元を、
(b) k(ρ) = 2の場合は pで良還元を持つ

ようなものが存在する。

注意 4.7. 次章の Serre予想の証明で用いるのは (a)の場合 (p = 5)のみであ
る。(b)は第 10章で用いる。

4.3. 狭義両立系の存在定理. まず、狭義両立系の定義から始める。この定義
には様々な流儀があるが、ここでは [KW]で使われているものを多少修正し
て用いる。

定義. E及び F を代数体とする。
(1) ρ = (ρι)がGFの2次元表現のE有理的狭義両立系 (E-rational strictly

compatible system)であるとは
(a) 各素数 l及び各埋め込み ι : E ↪→ Ql に対し与えられた連続半単
純表現 ρι : GF → GL2(Ql)の族及び、

(b) F の各有限素点 qに対して与えられた、Frobenius半単純なWeil-
Deligne群の表現 rq : W ′

Fq
→ GL2(E)の族

の組であって、
• 有限個の素点を除き rq は不分岐で、
• 任意の素数 l、埋め込み ι : E ↪→ Ql及び lを割らない F の素点 q
に対して

WD(ρι|Dq)
F−ss ∼= ι∗(rq)

ここで左辺は ρι|Dq に伴うWeil-Deligne群の表現の Frobenius半
単純化を、ι∗は ιに関する係数拡大を表す、

を満たすものをいう。
(2) 任意の ριが既約 (奇、保型的)のとき、ρ = (ρι)は既約 (奇、保型的)
であるという。

例. (用語については 12.1節、12.2節を参照) F を総実体、πをGL2(AF )の尖
点的保型表現で重さ k ≥ 2であるようなものとし、M をその定義体とすると、
(ρπ,ι)ιはGF の 2次元表現のM 有理的狭義両立系 (のデータの一部)となる。

次の事実は狭義両立系の定義より明らかではあるが、以後活躍する大変重
要な事実である。

補題 4.8. ρ = (ρι)に対し、ρが保型的であることと、ある ριが保型的であ
ることとは同値である。

定義. ρ = (ρι)をGQの 2次元表現の E有理的狭義両立系とする。
(1) lを素数、ι = ιl|E とするとき、ριのことを ρlとも表す。
(2) ρが ρ : GQ → GL2(Fp)の持ち上げ (lifting)であるとは、ρpの還元が

ρと同型になることを言う。
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14 萩原　啓 (東大数理)

狭義両立系の存在定理を紹介する前にもう一つだけ記号を導入しておく。

定義. p、qを素数とする。このとき、自然な準同型

GQ −→ Gal(Q(µq)/Q)
ωq−→ Qq

×

及び予め固定してある埋め込み ιp : Q ↪→ Qp、ιq : Q ↪→ Qqによって誘導され
る同型 µq−1(Qp) ∼= µq−1(Qq)との合成によって、GQの p進指標が得られる。
これを ωq,p : GQ → Qp

×
と書く。また、ωq,p : GQ → Fp

×
をその還元とする。

GQの部分群 (特に IQq)への制限も同じ記号で表す。

練習 4.9. (1) Gal(Qq(µq)/Qq)を経由する任意の IQq の p進 (法 p)表現
は ωq,pの冪 (ωq,pの冪 )であることを示せ。

(2) pr||q − 1とする。このとき、整数 i、jに対し ωq,p
i ≡ ωq,p

j mod mZp

であることと i ≡ j mod (q − 1)/pr であることとは同値であること
を証明せよ。

定理 4.10. pを奇素数、ρ : GQ → GL2(Fp)を S型表現とし、その重さ k(ρ)
は 2 ≤ k(ρ) ≤ p + 1、k(ρ) 6= pを満たすとする。さらに ρは二面体群的でな
いと仮定する。
このとき以下のそれぞれについて、ρが条件 (a)を満たせば、代数体 E及

びGQの 2次元表現のE有理的狭義両立系 (ρι)で、奇かつ既約であり、条件
(b)を満たし ρの持ち上げであるようなものが存在する。

(1) (a) N(ρ) = 1
(b) 各奇素数 lに対し、ρlは lの外で不分岐で lにおいて重さ k(ρ)の
クリスタリンである。

(2) (a) N(ρ) = 1かつ ρは pにおいて通常である。
(b) ρpは pの外で不分岐、

ρp|Ip は (
ω

k(ρ)−2
p χp ∗

0 1

)

の形の表現と同値で、さらに k(ρ) = 2なら ρp は pで Barsotti-
Tateである。
一方、pと異なる各奇素数 lに対し ρlは lと pの外で不分岐で、

(i) lにおいて Barsotti-Tate、
(ii) ρl|Ip は

(
ω

k(ρ)−2
p,l ∗

0 1

)

の形の表現と同値で、k(ρ) = 2ならば更に ρlは pで不分岐
である。

(3) ここでは正整数 iを一つ固定しておく。また、q 6= pは奇素数とし、
p|q − 1、i < q − 1を満たすとする。
(a) k(ρ) = 2、N(ρ) = qで、ρ|Iq は非自明且つ

(
ωq,p

i ∗
0 1

)

の形の表現と同値。
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(b) ρpは p及び qの外で不分岐、pにおいて Barsotti-Tateで、ρp|Iq

は (
ωi

q,p ∗
0 1

)

の形の表現と同値 (ωi
q,p 6≡ 1であることに注意 )。

一方、ρqは qの外不分岐で、ρq|DqはQq(µq)上Barsotti-Tateであ
り、その還元に対して k(ρq) = i+2または k(ρq⊗χq

−i) = q+1−i
が成り立つ。

5. 主定理の証明

この章では前章までに導入された定理を認めた上で主定理 1.5の証明を行う。

5.1. ウエイトが低い場合. 最初に、Khare、Wintenbergerの仕事以前に Serre
予想に関して知られていた幾つかの結果を引用する。
まず、下の定理は Tate (p = 2)と Serre (p = 3)により、その次の定理は

Schoofにより証明された:

定理 5.1. (Tate、Serre) pを 2または 3とする。このとき、GQの表現

ρ : GQ → GL2(Fp)

は pの外で不分岐ならば可約である。

定理 5.2. (Schoof)
(1) pを 2、3、5、7、13のいずれかとする。このとき、Q上の非自明な

(即ち 1次元以上の)Abel多様体で、pの外で良還元を持ち、pで半安
定還元を持つようなものは存在しない。

(2) Q上の Abel多様体で、11の外で良還元を持ち、11で半安定還元を
持つようなものはモジュラー曲線の Jacobi多様体 J0(11)の冪に同種
(isogenous)である。

注意 5.3. Schoofの定理のうち、この章、即ちKhareとWintenbergerによる
レベル 1の Serre予想の証明で必要となるのは p = 5の場合のみである。他の
結果は演習問題 (第 10章)及びDieulefaitの証明 (第 11章)で用いる。

さて、Serre予想の証明を始める。2以上の整数 k及び素数 pに対し、
予想 S(k, p) : 任意のレベル 1、重さ kの S型法 p表現は保型的である。
予想 S(p) : 任意のレベル 1の S型法 p表現は保型的である。

とおく。
補題 2.10 (2)、補題 2.11 (2)及び補題 2.16より、奇素数 pに対して予想 S(p)

を確かめるには 2 ≤ k ≤ p + 1なる偶数 kについて予想 S(k, p)を確かめれば
十分であること、また、定理 5.1により予想 S(2)、予想 S(3)は示されている
ことに注意されたい。

定理 5.4. 任意の素数 pに対しレベル 1、重さ 2の S 型法 p表現は存在しな
い。特に、予想 S(2, p)は正しい。

証明 . p = 2、3のときはSerreとTateの定理 (5.1)より従う。また、S2(SL2(Z)) =
0、Heckeの定理 (2.17)及び定理 2.7より、レベル 1、重さ 2の S型法 p表現
で二面体群的であるようなものも存在しない。そこで以下、レベル 1、重さ 2
の S型法 p ≥ 5表現 ρで二面体群的でないものがあったとして矛盾を導く。
定理 4.10 (1)によって得られるGQの表現の既約 E有理的狭義両立系 ρ =

(ρι)を考える。これにともなう法 3表現 ρ3は定理 5.1により可約となる。ρ3
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16 萩原　啓 (東大数理)

が 3でクリスタリンでその重さが 2 ≤ 3 + 1であることに注意すると、定理
3.7 (1a)及び系 3.2により ρ3|D3 は通常であることが分かる。
定義より ρ3は保型的であるから、定理 4.3 (5)によって ρ3は保型的だと分か

る。これは ρ3がS2(SL2(Z))の元から来ることを意味するが、S2(SL2(Z)) = 0
なのでこれは矛盾。以上より定理は示された。

系 5.5. (MLT補足) pを奇素数、ρ : GQ → GL2(Qp)を p進表現とし、ρ :
GQ → GL2(Fp)をその還元 (の 1つ)とする。
このとき、ρが既約で ρが保型的と仮定すると、以下の条件下で ρも保型

的となる:
ρは pの外で不分岐で、更にある 2 ≤ k ≤ p + 1について ρは pにおいて重

さ kのクリスタリンである。

証明 . ρの重さが p + 1の場合に示せば十分である。定理 3.7(1)及び定理 5.4
により ρ|Dp が既約ではあり得ないので、可約の場合に証明すればよいが、こ
の場合は系 3.2に注意すれば定理 4.3 (5)より従う。

定理 5.6. 予想 S(6, 5)は正しい。

証明 . ρをレベル 1、重さ 6の S 型法 5表現とする。これが二面体群的なら
Heckeの定理 (2.17)により保型的である。そうでないとすると定理 4.6によっ
て 5の外で良還元、5で半安定還元を持つQ上の非自明なAbel多様体が得ら
れるが、これは Schoofの定理 5.2 (p = 5の場合)に矛盾する。

5.2. 帰納法の為の準備.

定理 5.7. pを奇素数、k を 2 ≤ k ≤ p + 1なる整数とする。このとき予想
S(k, p)が成り立てば任意の q ≥ k − 1なる奇素数 qに対しても予想 S(k, q)が
成り立つ。

証明 . p、qを奇素数、kを 2 ≤ k ≤ p + 1、k ≤ q + 1なる整数とし、予想
S(k, p)を仮定する。レベル 1、重さ kの S 型法 q表現 ρ : GQ → GL2(Fq)を
一つ取り、これが保型的であることを示す。Heckeの定理 (2.17)より、ρは二
面体群的でないとしてよい。また、補題 2.11より kは偶数である。

ρに定理 4.10 (1)を適用して得られる E有理的狭義両立系を ρ = (ρι)とす
る。このとき ρpは奇かつ既約、pの外不分岐で、pに於いて重さ k (≤ p + 1)
のクリスタリンである。従って ρpも奇で、定理 3.7(1-c)よりその重さは kま
たは 2である。定理 5.4と仮定 (予想 S(k, p))より ρpの保型性が分かる。
すると、保型性持ち上げ定理 (系 5.5)により ρpも保型的であることが分か

り、これより ρの、従って ρの保型性も分かる。

系 5.8. 任意の素数 pに対し、予想 S(4, p)は正しい。また、予想 S(5)は正
しい。

証明 . 前半は、定理 5.1より予想 S(4, 2)、S(4, 3)が成り立つことに注意して
定理 5.7を適用すればよい。後半を示すには、定理 5.4の前の注意より予想
S(2, 5)、S(4, 5)、S(6, 5)を確かめればよいが、これらはそれぞれ定理 5.4、前
半の結果、定理 5.6より示されている。

系 5.9. (1) pを奇素数とする。このとき予想 S(p)が正しければ任意の素
数 q及び k ≤ p + 1を満たす任意の kに対し予想 S(k, q)も正しい。

(2) 無限個の素数 pに対し予想 S(p)が正しければ、定理 1.5、即ちレベル
1の Serre予想は正しい。
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証明 . (2)は (1)より明らかなので (1)を示す。q = 2のときは Tateの定理
(定理 5.1)より、q ≥ pのときは定理 5.7より従うので、以下 3 ≤ q < pとし、
ρをレベル 1、重さ k ≤ p + 1の S型法 q表現とする。
すると、補題 2.10 (2)よりある i ∈ Zを取れば k′ = k(ρ ⊗ χq

i) ≤ q + 1と
なり、このとき k′ ≤ p + 1でもあるので仮定 (予想 S(k′, p))と定理 5.7より
ρ⊗ χq

iの保型性が従う。ゆえに補題 2.16より ρの保型性も従う。

以上より無限個の素数に対して予想 S(p)を示せば十分となった。以下、全
ての非 Fermat素数 pに対し予想 S(p)が成り立つことを帰納法で示す。まず、
非 Fermat素数の定義について思い出しておく。

定義. 22m
+ 1の形の素数を Fermat素数 (a Fermat prime)と呼ぶ。それ以

外の素数を非 Fermat素数 (a non-Fermat prime)と呼ぶ。

帰納法に際して鍵となるのは素数分布に関する次の命題である。これは後
で証明する。

命題 5.10. pを 5以上の素数、P を P > pなる最小の非 Fermat素数 P とす
る。このとき、lr||(P − 1)を満たす奇素数 l及び整数 r ≥ 1で

P

p
≤ 2m + 1

m + 1
− m

m + 1
1
p

を満たすものが存在する。ここで、m = lr−1
2 である。特に、

p + 1 ≥ m + 1
2m + 1

(P − 1) + 2 = (P + 1)− m

2m + 1
(P − 1)

及び
P < 2p− 1

が成り立つ。

練習 5.11. 前半から後半を導け。

5.3. 一般の場合. さて、p ≥ 5を素数、P を P > pなる最小の非 Fermat素数
とし、予想 S(p)が正しいと仮定する。系 5.9 (2)により、この仮定の下で予想
S(P )を示せばよい。そこで、重さが 2 ≤ k(ρ) ≤ P + 1であるようなレベル 1
の S型法 P 表現 ρを任意に取り、これが保型的であることを示す。Heckeの
定理により ρは二面体群的でないとしてよく、帰納法の仮定及び系 5.9 (1)に
より、k(ρ̄) > p + 1としてよい。
また、ρ|DP

が既約ならば、補題 2.10 (4)及び命題 5.10の第 3式より

k(ρ⊗ χP
2−k(ρ)) = P + 3− k(ρ) < P + 3− (p + 1) < p + 1

が成り立ち、従って帰納法の仮定と系 5.9(1)、補題 2.16より ρの保型性が分
かる。
そこで ρ|DP

は可約であるとする。このとき補題 2.16より、必要ならば χP

の冪で捻る事で ρはP で通常として良い (補題 2.11(3))。そこで、定理 4.10 (2)
を用いて ρを E 有理的狭義両立系 ρ = (ρι)に持ち上げ、命題 5.10によって
得られる lr||P − 1なる奇素数 l及び r ≥ 1を 1組取り、ρlに着目する。ρlが
lで Barsotti-Tateなので、定理 3.7(1)より k(ρl) = 2である。
もし ρlが保型的であれば、定理 4.3 (4)より ρlも保型的、従って ρも保型

的となり、ρの保型性が得られる。特に、ρl従って ρlが奇であることに注意
すると、ρlが可約又は二面体群的であれば ρは保型的となる。また、ρlが既
約且つ P で不分岐であると仮定すると、ρlはレベル 1、重さ 2の S型表現と
なり定理 5.4に反するのでこのようなことは起こり得ない。
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18 萩原　啓 (東大数理)

そこで以下、ρl は既約で、二面体群的でなく、P で分岐しているとする。
狭義両立系の取り方より、ρl|IP

は
(

ωP,l
k(ρ)−2 ∗
0 1

)

の形の表現と同値である。さて、ωP,l
P−1

lr = 1に注意すると、

ω
k(ρ)−2
P,l ≡ ωi

P,l mod mZp
　且つ　 i ∈ [

m

2m + 1
(P − 1),

m + 1
2m + 1

(P − 1)]

なる整数 iが取れることが分かる (ここで lr = 2m + 1)。
そこで、この iについて定理 4.10 (3)を用いて ρlを既約E′有理的狭義両立

系 ρ′ = (ρ′ι)に持ち上げ、ρ′P に着目する。
これが保型的であれば定理 4.3 (3)より ρ′P も保型的、従って ρ′も保型的と

なり ρlの保型性が得られる (よって、ρの保型性も得られる)。
ところが狭義両立系の取り方より k(ρ′P ) = i + 2または k(ρ′P ⊗ χP

−i) =
P +1−iが成り立ち、命題 5.10の第 2式より i+2 ≤ p+1かつP +1−i ≤ p+1
であるので、再び帰納法の仮定と系 5.9(1)、補題 2.16より ρ′P の保型性が分
かる。
よって ρの保型性が示された。

5.4. まとめ. ここまでの議論で、定理 4.3、4.6、4.10及び命題 5.10を認めた
上での主定理 1.5の証明は完成した。以下の章ではこれらの解説を行う。まず
次章で命題 5.10を片付け、その次の章で定理 4.3の証明を行う。最後に定理
4.6及び定理 4.10を第 8章及び第 9章に於いて解説する。

6. 非 Fermat素数の分布 (命題 5.10の証明)

実数 xに対し π(x)で x以下の素数の個数を、また自然数 nに対し pnで n
番目の素数を表すことにする (p1 = 2、p2 = 3、p3 = 5 . . .である)。まず、次
の事実に注意する。

補題 6.1. x0、A、B、C、aを正の実数とし、a > C = B
A とする。このとき、

任意の x > x0に対してA
x

log x
< π(x) < B

x

log x
が成り立つ

ならば、

任意の自然数 nに対し、pn > max(x0, a
C

a−C )ならば pn+1 ≤ apn

が成り立つ。

証明 . pn > max(x0, a
C

a−C )と仮定して π(apn) > nを示せばよい。

π(apn) > A
apn

log(apn)
= A

apn

log pn

log pn

log a + log pn

であるが、仮定より log pn > (C log a)/(a− C)であるので

π(apn) > A
apn

log pn

C
a−C log a

log a(1 + C
a−C )

= B
pn

log pn
> π(pn) = n

より良い。

次に、Rosser-Schoenfeldによる以下の定理を引用しておく ([RS62]、定理
2の系 1及び定理 1参照):
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定理 6.2. x ≥ 17に対し、

x

log x
< π(x) < 1.25506

x

log x
x

log x
< π(x) <

x

log x
(1 +

3
2 log x

)

が成り立つ。

さて、命題 5.10(前半)の証明に入る。5 ≤ p < 31のときは直接確かめられ
るので、p ≥ 31の場合を考察する。以下、素数 pに対し p′でその次の素数を、
p̃で pより大きい最小の非 Fermat素数を表すことにする。p ≥ 31という仮定
より、

p̃

p
≤ 3

2
− 1

30
=

44
30

= 1.46̇

を示せば十分である。
(a) 31 ≤ p ≤ 100000の場合。このとき、定理 6.2の第 1式及び補題 6.1

より、

p > max(17, (1.46̇)1.25506/(1.46̇−1.25506))ならば p′ ≤ (1.46̇)p

が成り立つ。特に、p ≥ 31ならば p′ ≤ (1.46̇)pであることが分かる。31 ≤
p < 200000なる Fermat素数は 257と 65537のみなので、Bertrandの仮説よ
り一般に p′ ≤ 2pである (例えば、[HW08])ことに注意すると

31 ≤ p < 100000かつ p′ 6= 257、65537ならば
p̃

p
≤ 1.46̇

であることが分かる。p′ = 257、65537となるのはそれぞれ p = 251、65521の
ときであるが、このとき p̃ = 263、65539であり、これらの場合にも p̃ ≤ 1.46̇p
は成り立つ。

(b) p ≥ 100000の場合。一般に定理 6.2の第 2式より、x > 100000ならば

x

log x
< π(x) <

x

log x
(1 +

3
2 log x

) ≤ 1.130289
x

log x

であるので、補題 6.1より

p > max(100000, (1.2)1.130289/(1.2−1.130289))ならば p′ ≤ 1.2p

が成り立つ。特に、p > 100000ならば p′ ≤ 1.2pであることが分かり、従って
次の次の素数 p′′について p′′ ≤ (1.2)2p < 1.46̇pも分かる。3、5以外にFermat
素数が連続することはないので、この場合も命題 5.10は示された。

練習 6.3. 3，5以外に Fermat素数は連続しないことを示せ。

7. 保型性持ち上げ定理 (定理 4.3の証明)

この章では定理 4.3の証明を行う。基本的にはこれまでに得られていた p進
及び法 p表現の理論及び保型性持ち上げ定理の焼き直しである。

ρを定理 4.3の通りとし、ρ|Dpが既約か否かによって場合分けして証明する。
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20 萩原　啓 (東大数理)

7.1. ρ|Dp が既約のとき. まず、以下の事実に注意する:

補題 7.1. Fを標数 p > 2の有限体、ρ : GQ → GL2(F)を法 p表現とする。ま

た、F = Q(
√

(−1)
p−1
2 p)とする。

(1) ρが pの外で不分岐で ρ|GF
が可約ならば、ρ|Dp は絶対可約である。

(2) ρが GF のある指標から誘導され、ρ|Dp が既約で Serre重さが p + 1
以下ならば、ρの Serre重さは p+3

2 である。

証明 . まず (2)を示す。ρproj(Ip)の位数が 2以下であることを示せば、Serre
重さの定義より主張は従う。さて、ρ ∼= IndGQ

GF
ψ (ψ : GF → F×)であるとす

る。pが奇数であることに注意すると暴分岐群 PpがGF に含まれることが分
かり、F×の位数が pと素であることから ψ(Pp) = 1従って ψ([Ip, Ip]) = 1が
分かる (ψは Ip上は定義されていないことに注意)。
また、F は pで分岐する 2次拡大であることから、誘導表現の一般論より、

c ∈ Ip\GF なる元が存在し、ρ|GF
∼= ψ⊕ψc (但しψc(σ) = ψ(c−1σc))であるが、

上で述べたことよりψ|Ip∩GF
= ψc|Ip∩GF

が成り立つ。よって ρproj(Ip∩GF ) =
1、これより主張が従う。
次に (1)を示す。ρは絶対既約としてよく、このとき命題 2.14より H =

Image (ρproj)は二面体群である。この群の位数を 2tとおくと tは奇数である。
何となれば、もし tが偶数であるとすると全射準同型H → Z/2Z× Z/2Zが
あり、先と同様に ρproj(Ip)の位数が 2であることに注意すると、全射準同型
σ : GQ → Z/2Zで σ(Ip) = 1であるようなものが存在するが、このときKerσ
の固定体は、全ての素数で不分岐であるようなQの 2次拡大となり矛盾する。
さて、ρ|Dp が絶対既約であるとすると、H の部分群 ρproj(Dp)もまた二面

体群であり、その位数はある奇数の 2倍である。ところが、ρproj(Ip)は位数
2の ρproj(Dp)の正規部分群であるので、これは不合理である。よって、ρ|Dp

は絶対可約である。

系 7.2. F、ρ、F は補題 7.1の通りとする。このとき、以下のそれぞれの仮定
の下で ρ|Dp の絶対既約性から ρ|GF

の絶対既約性が従う:
(1) ρは pの外で不分岐である。
(2) ρの Serre重さが p + 1以下かつ p+3

2 と異なる (例えば、k(ρ) = 2)。

証明 . 命題 2.14及び補題 7.1より明らかである。

さて、以下「条件 (m)」で定理 4.3内の各仮定を表すことにし、各条件の下
で ρの保型性を確かめていく。なお、下の補題 7.3より、条件 (5)は ρ|Dpが既
約という仮定の下では起こりえないこと、条件 (1)-(4)のどの場合も ρは系 7.2
の仮定を満たしている ((1)-(3)は明らか、(4)は定理 3.7(1))ことに注意する。

補題 7.3. LをQpの有限次拡大とし、V をGQp の L上の 2次元表現とする。
また、W を IQp 安定な 1次元部分 Lベクトル空間W で、

(1) V/W は IQp が自明に作用し、
(2) W へは IQp が χa

p(aは 0でない整数)として作用する
とする。このときW はGQp 安定でもある。

練習 7.4. これを証明せよ。

まず、条件 (4)が成り立っているとする。このとき、Diamond-Flach-Guo
の定理 (12.5)より定理 4.3が従う。
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次に、条件 (1)を仮定する。このとき、kが偶数である (補題 2.11)ことを考
慮すると 2 ≤ k ≤ p−1であることが分かり、この場合もDiamond-Flach-Guo
の定理より従う。
条件 (2)のときは次の補題により条件 (1)の場合に帰着する:

補題 7.5. 重さ 2の既約半安定表現はクリスタリン表現である。

証明 . 潜在的クリスタリン且つ半安定な表現はクリスタリン表現であること
に注意すると、例えば [JK02] Theorem 2.1から従う。

最後に条件 (3)が成り立つときは、系 3.3に注意するとKisinの定理 (12.4)
より定理 4.3が従う。

7.2. ρ|Dp が可約のとき. まず、以下の命題に注意する。

命題 7.6. pを奇素数とし、ρ : GQ → GL2(Qp)は有限個の素数の外で不分岐
であるような既約表現で、ある有限位数の指標 ψと 1以上の整数 µによって
det ρ = χµ

pψと書けるものとする。このとき、以下の条件下で ρの保型性から
ρの保型性が従う:
あるDpの p進指標ψ1、ψ2で、ψ1|Ip = ωi

pχ
j
p (但し i+jは奇数 )、ψ2|Ip = 1

なるものが存在して、ρ|Dp は、(
ψ1 ∗
0 ψ2

)

の形の表現と同値である。

これは Skinner-Wilesの定理 (12.6)(1)と (2)を組み合わせれば従う ((2)の
適用の際、ρss ∼= χ1 ⊕ χ2となるときは、χ1と χ2の内、Dpへの制限が ψ2に
なる方を選び、その Teichmüller持ち上げの逆で捻って補題 4.2を使う)。
以下、各条件について ρの保型性を示す。
条件 (5)の場合は上の補題 7.3より ρ|Dp の可約性が従うので上の命題が適

用できる。
条件 (1)、(2)及び (4)の場合は次の補題より条件 (5)に帰着される:

補題 7.7. pを奇素数、ρをGQp のQp上の 2次元表現とする。また、ρのあ
る還元 ρは可約であると仮定する。このとき、ρが重さ 2の半安定表現である
か、または重さ kが 2 ≤ k ≤ p + 1なるクリスタリン表現であれば、ρは通常
である。

証明 . ρがクリスタリンであれば定理 3.7及び系 3.2より従う。半安定且つ非
クリスタリンの場合は補題 7.5及び系 3.2より従う。

条件 (3)の場合は、補題 4.2に注意して必要なら ρを ωpの冪で捻る事で、
定理 3.7、系 3.2及び系 3.3を用いて上の命題が適用できることが容易に確か
められる。
以上で定理 4.3の証明は完結する。

8. 法 p表現の p進表現への持ち上げ

8.1. はじめに. この章及び次章で定理 4.6、4.10の証明を与えるが、予めその
大まかな流れについてここで述べておく。
まず、8.2節、8.3節及び 8.4節では、ある種の法 p表現が適当な p進表現

に持ち上げられることを証明する。正確な定式化を 8.2節で行い、その証明
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22 萩原　啓 (東大数理)

の方針について定理 8.5を認めた上で 8.3節で解説する。定理 8.5については
8.4節で行う。
ここでは RQという変形環についてその構造を調べることになるが、その

為に補助的にRF というもう 1種類の変形環を導入しその構造をも調べる。
具体的には、まずRQの生成元と関係式の個数の関係、RF に関するある種

の有限性を調べ、これらを組み合わせて RQのある種の有限性及び平坦性を
示し (de Jongの議論)、その結果として p進表現への持ち上げが得られる。

RQの生成元と関係式の個数の関係については Böckleの局所大域原理及び
RamakrishnaやTaylor等による局所変形環の具体的な計算が、RF の有限性
については Taylorの潜在的保型性定理、Skinner-Wiles、Taylorによる総実
体上の “R = T”定理及び肥田理論が用いられる。
その後、この結果を使って 9.1節‐9.3節で定理 4.10が、9.4節で定理 4.6

が証明される。ここでは Taylorの潜在的保型性定理、Hilbert保型形式に伴
うモチーフ及びGalois表現の構成、Langlands-Arthur-Clozelの底変換定理、
及び表現論に於ける Brauerの定理が重要な役割を果たす。

Taylorの潜在的保型性定理が 3箇所 (RF の有限性、狭義両立系の構成、Abel
多様体の構成)で使われていることに注意されたい。

8.2. 定式化. 以下の 3節では、ある種の法 p表現が、様々な条件下でいつ p進
表現に持上げることができるかについて論ずる。まずこの節ではどのような
法 p表現及び p進表現について考察するかについて正確に定式化する。まず、
Galois表現の変形に関する用語を思い出しておく。これらの基本事項につい
ては [Maz89]や [Maz97]を参照されたい。

pを奇素数、K をQpの有限次拡大とし、O = OK、F = FK とおく。

定義. CNLO で完備Noether局所O代数及びその剰余体と FとのO同型の組
(A, ι : A/mA

∼= F)のなす圏 (射は Fとの同型を保つ O 代数の局所準同型)を
表す。

次に、副有限群 Πの法 p表現 ρ : Π → GL2(F)及び p進指標 η : Π → O×
を det ρ = ηとなるように 1組固定する。

定義. A ∈ CNLO とする。
(1) ρ : Π → GL2(A) が ρ の (A への) 持ち上げ (lifting) であるとは、

ρmod mA = ρが成り立つことである。ここで ρ mod mA とは CNL
の各対象に付与されている同型A/mA

∼= Fが誘導する全射 π : A → F
を用いた合成写像GL2(π) ◦ ρのことを表す。Aへの ρの持上げ全体か
ら成る集合を LiftΠ,ρ,O(A)で表す。

(2) 2つの持ち上げ ρ、ρ′が強同値 (strict equivalence)であるとは、ある
g ∈ Ker (GL2(A) → GL2(F))を取ると、任意の σ ∈ Πに対して

ρ(σ) = gρ′(σ)g−1

が成り立つことである。ρのAへの持ち上げの強同値類を ρのAへの
変形 (deformation)と呼ぶ。

(3) 圏CNLOから集合の圏への共変関手DefΠ,ρ,O及びその部分関手DefηΠ,ρ,O

を各A ∈ CNLO に対し

DefΠ,ρ,O(A) = LiftΠ,ρ,O(A)/強同値
DefηΠ,ρ,O(A) = {ρ ∈ LiftΠ,ρ,O(A)| det ρ = η}/強同値

とおくことで定める (ηと自然な群準同型 O× → A×との合成を再び
ηと書いている)。
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さて、本節の主定理の定式化に移る。

定義. K を Qlの有限次拡大、Aを完備 Noether局所 Zp代数、Lを Qpの有
限次拡大とする。

(1) V を GK が線型に作用する A上の階数 2の自由加群とするとき、V
が通常 (ordinary)とは、IK 安定な階数 1の自由部分 A加群W ⊂ V
で、W も V/W も IK が自明に作用するようなものが存在することを
言う。

(2) GK のL上の表現 V が通常とは、あるGK 安定なOL格子で通常であ
るようなものが存在することを言う。

定義. 2 ≤ k < pを整数、K をQpの不分岐拡大とする。

(1) GKの作用付きの長さ有限のZp加群が重さkのクリスタリン (crystalline
of weight k)であるとは、フィルトレーションの長さが kの Fontaine-
Laffaille加群から来ることをいう (ここで、Fontaine-Laffaille加群か
ら来る、とは [FL82]に於ける圏MFf

torの対象の、関手USによる像と
同型であることを表す。Ramakrishnaの論文 [Ram93]の Section 2も
参照せよ)。

(2) Aを完備Noether局所 Zp代数とする。このとき、ρ : GK → GL2(A)
が重さ kのクリスタリンであるとは、任意のArtin商A/I に対し、ρ
のA → A/I に関する係数拡大が上の意味で重さ kのクリスタリンで
あることをいう。

(3) 重さ 2のクリスタリンのことを Barsotti-Tateという。

定義. ρ : GQ → GL2(F)を S 型の法 p表現とし、CNLO の対象 Aに対し、
ρ : GQ → GL2(A)を ρの持ち上げとする。

(1) (a) ρが pの外で不分岐又は通常で、2 ≤ k(ρ) ≤ p + 1、k(ρ) 6= pの
とき、ρをA′Q型の法 p表現と呼ぶ。

(b) ρが A′Q型のとき、ρが A′Q型の持ち上げであるとは以下の 3条
件を満たすことである:

(i) ρが l 6= pで不分岐 (通常)なら ρも lで不分岐 (通常)で、
(ii) k(ρ) < pならば ρは重さ k(ρ)のクリスタリンで、
(iii) k(ρ) = p + 1ならば ρ|Ip は

(
χp

p ∗
0 1

)

の形の表現と同値である。
(2) (a) ρが pの外で不分岐又は通常で、ρ|Ip は

(
χp

k−1 ∗
0 1

)

の形の表現と同値、但し 2 ≤ k ≤ p− 1、であるとき、ρをB′Q型
の法 p表現と呼ぶ (このとき 2 ≤ k(ρ) ≤ p + 1且つ k(ρ) 6= pで
あって、k(ρ) = 2又は p + 1なら k = 2、それ以外なら k = k(ρ)
であることに注意 )。

(b) ρが B′Q 型のとき、ρが B′Q 型の持ち上げであるとは以下の 3条
件を満たすことである:

(i) ρが l 6= pで不分岐 (通常)なら ρも lで不分岐 (通常)で、
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(ii) ρ|Ip は (
ω

k(ρ)−2
p χp ∗

0 1

)

の形の表現と同値であり、
(iii) k(ρ) = 2なら ρは pで Barsotti-Tateである。

(3) ここでは整数 iを 1つ固定しておく。また q 6= pは素数とし、O は 1
の q − 1乗根を含むと仮定する。
(a) ρが p及び qの外で不分岐、k(ρ) = 2で、ρ|Iq は非自明且つ(

ωq,p
i ∗

0 1

)

の形の表現と同値であるとき、ρを CQ(i)型の法 p表現と呼ぶ。
(b) ρが CQ(i)型のとき、ρが CQ(i)型の持ち上げであるとは以下の

3条件を満たすことである:
(i) ρは pと qの外で不分岐で、
(ii) ρは pで Barsotti-Tateであり、
(iii) ρ|Iq は (

ωi
q,p ∗
0 1

)

の形の表現と同値である。
また、A′Q型、B′Q型の法 p表現又は持上げの内、pの外で不分岐であるよう
なものをそれぞれAQ型、BQ型と呼ぶ。

練習 8.1. (1) 定理 4.10の (1)、(2)、(3)において、ρはそれぞれAQ型、
BQ型、CQ(i)型の法 p表現であることであることを確認せよ。

(2) ρ が A′Q 型、B′Q 型、CQ(i) 型の持ち上げのとき、det ρ はそれぞれ

χ
k(ρ)−1
p 、ω

k(ρ)−2
p χp、ωi

q,pχpであることを示せ。

注意 8.2. A′Q、B′Qという記号は [Kha06]で考察されている AQ型、BQ型と
いう変形のちょっとした一般化であることを表している。

注意 8.3. K をQpの有限次拡大、O = OK とし、ρ : GQp → GL2(O)をGQp

の表現とする。
Fontaine-Laffaille理論によると、ρが重さ k < pのクリスタリンであれば

ρ⊗O K も重さ kのクリスタリン表現である ([FL82])。
また、ρ|Ip が (

χp
p ∗

0 1

)

の形の表現と同値ならば、ρは重さ p + 1のクリスタリンであることも知られ
ている ([BK90] Example 3.9参照)。
特に、ρがそれぞれ AQ型、BQ型、CQ(i)型の O への持ち上げであれば、

ρ⊗O Qpはそれぞれ定理 4.10の (1)(b)、(2)(b)、(3)(b)の ρpに関する条件を
満たすことが分かる。

さて、A′Q型、B′Q型、CQ(i)型の変形については、それに属する 1つの (又
は任意の)持ち上げがA′Q型、B′Q型、CQ(i)型であることとして定義する。こ
れらが誘導する、圏CNLO から集合の圏への関手は ρの絶対既約性により表
現可能であることが分かる。

8.3節、8.4節においては以下の定理を証明する。
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定理 8.4. pは奇素数、ρは F上の S型法 p表現で二面体群的でないとする。
このとき ρがA′Q型、B′Q型又はCQ(i)型であれば、その普遍変形環RQから、
あるQpの有限次拡大の整数環 O ′への準同型が存在する。
特に、A′Q型、B′Q型、CQ(i)型の二面体群的でない S 型法 p表現に対し、

それぞれA′Q型、B′Q型、CQ(i)型のある p進整数環への持ち上げが存在する。

8.3. 定理 8.4の証明. 記号は 8.2節の通りとし、ρは F上の S 型法 p表現で
A′Q型、B′Q型、CQ(i)型のいずれかであるとし、さらに二面体群的でないと
仮定する。
まず、変形環 RQの生成元及び関係式に関して次が成り立つ。これが定理

8.4の証明の第 1の鍵である。この定理の解説は次節 8.4で行う。

定理 8.5. A′Q、B′Q、CQ(i)いずれかの変形問題に対応する普遍変形環RQに
対し、

RQ ∼= O[[T1, . . . , Tr]]/(f1, . . . , fs)、
但し s ≤ r、が成り立つ。

次に、以下の事実に注意する:

命題 8.6. A′Q型、B′Q型、CQ(i)型いずれかの変形問題を固定して考える。普
遍変形環を RQ、普遍表現を ρuniv : GQ → GL2(RQ)とし、その法 p表現を
ρuniv : GQ → GL2(RQ/(p))とおく。このとき、総実体 F を、定理 12.9の条
件 (1)-(4)に加え、ρuniv|GF

は pの上にない全てのF の有限素点で不分岐にな
るように取れる。

証明 . 次の補題と練習、及び定理 12.9の後半より容易に従う。補題の証明に
ついては [Kha06] Lemma 4.2を見られたい。

補題 8.7. p及び qを相異なる素数とし、KをQqの有限次拡大、OをQpの有
限次拡大の整数環、Rを pR = 0なる完備 Noether局所 O 代数とする。この
とき、連続表現 ρ : GK → GL2(R)に対し、惰性群の像 ρ(IK)は有限である。

練習 8.8. IQp の指数有限の部分群 J に対し、GQp の指数有限の部分群H で
H ∩ IQp ⊂ J となるものが存在することを示せ。

さて、このような F を 1つ取って固定し、以下のような ρ|GF
の変形を考

える。

定義. AをCNLO の対象とし、ρ : GF → GL2(A)を ρ|GF
の持ち上げとする。

(1) ρはA′Q型であるとする。このとき、ρがAF 型の持ち上げであるとは
以下の 4条件を満たすことである:
(a) ρは pの上にない全ての F の有限素点で不分岐で、
(b) k(ρ) < pならば ρは pの上の F の素点全てに於いて重さ k(ρ)の
クリスタリンで、

(c) k(ρ) = p + 1ならば pの上の F の任意の素点 pに対し ρ|Ip は(
χp

p ∗
0 1

)

の形の表現と同値であり、
(d) 行列式は det ρ = χ

k(ρ)−1
p |GF

を満たす。
(2) ρはB′Q型であるとする。このとき、ρがBF 型の持ち上げであるとは
以下の 4条件を満たすことである:
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(a) ρは pの上にない全ての F の有限素点で不分岐で、
(b) pの上の任意の F の素点 pに於いて ρ|Ip は

(
ω

k(ρ)−2
p χp ∗

0 1

)

の形の表現と同値であり、
(c) k(ρ) = 2なら各 ρ|Ip は Barsotti-Tateであり、
(d) 行列式は det ρ = ω

k(ρ)−2
p χp|GF

を満たす。
(3) ρはCQ(i)型であるとする。このとき ρがCF (i)型の持ち上げである
とは以下の 3条件を満たすことである:
(a) ρは pの上にない全ての F の有限素点で不分岐で、
(b) ρは pの上の任意の F の素点で Barsotti-Tateであり、
(c) 行列式は det ρ = ωi

q,pχp|GF
を満たす。

注意 8.9. 「A′F 型」や「B′F 型」の変形は考えていないことに注意されたい。

次の定理が定理 8.4の証明の第 2の鍵である。

定理 8.10. AF、BF、CF (i)いずれかの変形問題に対応する普遍変形環RF に
対しRF /(p)は有限である。

証明 . 方針のみ示す。ρ|Dp が既約のときは Taylorの “R = T”定理 ([Tay06]
Theorem 2.6、及び p = 3の場合のKhareによる修正 ([Kha06] Section 2))よ
りRF はある種の Hecke環 TF と同型であることが分かり、後者は O 加群と
して有限生成であるのでよい。

ρ|Dp が通常のときは Skinner-Wilesの “R = T”定理 ([SW01b])を用いる。
ここでRF は [SW01b]で考察されている変形環RD0 の商であることがポイン
トである。より具体的には、RD0 はある種の多変数岩澤代数 Λ上の代数であ
るが、RF はΛ/IがZp上有限生成であるようなΛのあるイデアル Iを用いて
RF

∼= RD0/IRD0 と書けている。
さて、[SW01b] Proposition 4.1によるとある種のHecke環への自然な準同

型 rD0 : RD0 → TD0 において、任意の RD0 の素イデアルは promodularであ
る、即ちある TD0 の素イデアルの rD0 に関する引き戻しになっていることが
分かっている。
このことから Ker rD0 は冪零元イデアルであることが分かり、これと TD0

が有限生成Λ加群であるという肥田理論からの事実を合わせてRD0のΛ加群
としての有限生成性がわかり、先に述べたことからRF の Zp加群としての有
限生成性、従ってRF /(p)の有限性も従う。

さて、普遍性より環準同型 φ : RF /(p) → RQ/(p)で可換図式

GF
ρuniv,F−−−−→ GL2(RF /(p))y

yGL2(φ)

GQ
ρuniv−−−−→ GL2(RQ/(p))

を可換にするようなものが存在する (ρuniv,F は普遍表現をmod pしたもの)。
この図式を用いれば、あとは初等的な抽象代数の議論によって RF /(p)の

有限性からRQ/(p)のそれを導出し、持ち上げの存在 (定理 8.4)を示すことが
できる。まず、次の補題を示す。
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補題 8.11. pを素数、N を自然数、Rを完備局所Noether Fp代数、Πを副有
限群、ρ : Π → GLN (R)を連続表現とする。このとき、Rが有限環であれば
Image ρは有限である。また、Rが tr ρ(g) (g ∈ Π)で位相的に生成されるなら
ば逆も成り立つ。

証明 . 前半は明らか。後半を示す。Image ρが有限であるとする。このとき、
任意のRの素イデアル P に対し、{tr ρ(g)modP | g ∈ Π}は有限集合であり、
また各 tr ρ(g)modP は (Frac(R/P )において) 1の冪根の和で書けるので Fp

上代数的である。R/P はこの有限集合で生成されるので Fpの有限次拡大で
あり、従って有限環である。P は任意であるのでRは 0次元であることが分
かり、これより有限環であることも分かる。

次の定理の (3)で (定理 8.5を認めた上での)定理 8.4の証明は完結する:

定理 8.12. A′Q、B′Q、CQ(i)いずれかの変形問題に対応する普遍変形環RQに
対し、

(1) RQ/(p)は有限である。
(2) RQはO 上有限平坦で完全交叉である。
(3) RQから、あるQpの有限次拡大の整数環への環準同型が存在する。

証明 . (1)を示す。定理 8.10と補題 8.11より Image (ρuniv,F )は有限であり、
上の可換図式によって Image (ρuniv|GF

)も有限である。F はQの有限次拡大
なので Image (ρuniv)の有限性も分かり、再び補題 8.11よりRQ/(p)の有限性
が従う (RQ/(p)が tr ρ(Frobp)で位相的に生成されることはCarayolによって
示されている ([Car94]))。
次に (2)を示す。定理 8.5より、RQ ∼= O[[x1, . . . , xr]]/(f1, . . . , fs) (s ≤ r)

と書ける。また、π ∈ O をO の極大イデアルの生成元、F = O/(π)とする。
(1)よりO[[x1, . . . , xr]]/(f1, . . . , fs, π)は 0次元なので h = ht(f1, . . . , fs, π)

は r+1に等しく ([松 80]定理 17.4(i))、特にh ≥ s+1である。一方、h ≤ s+1
でもあるので ([松 80] 定理 13.5)、h = r + 1 = s + 1特に r = sを得る。する
と、f1, · · · , fs, πはO[[x1, . . . , xr]]の正則列であることが分かり ([松 80] 定理
17.4 (iii))、f̄1, · · · , f̄sが F[[x1, . . . , xr]]の正則列であることも分かる。そこで
[松 80] 定理 22.5の系を用いて RQ が O 上平坦であることが分かる。O 上有
限であることは中山の補題より明らか。

(3)はRQの極小素イデアルによる剰余環の分数体がQpの有限次拡大にな
ることから分かる。

8.4. 変形環の表示‐定理 8.5の証明. p、K、O、Fは 8.2節の通りとする。こ
の節では、定理 8.5の証明について解説する。まず、Böckleの局所大域原理
の紹介、局所変形環の計算に関する結果の紹介をし、それらを組み合わせて
定理 8.5を示す。

8.4.1. 変形環の局所大域原理. ここでは Böckleの局所大域原理を述べる。ま
ず、記号を 2つ用意する。

定義. (1) 副有限群 Πの表現 ρ : Π → GL2(F)の表現空間を V とすると
き、EndF(V )にΠを

(σϕ)(v) = σϕ(σ−1(v)) (σ ∈ Π、ϕ ∈ End(V )、v ∈ V )

で作用させたものを adρと書き、そのトレース 0の部分を ad0ρと書く。
(2) 完備Noether局所O 代数Rに対し、その法mO 接空間を

tR = HomO (R,F[ε]/(ε2)) ∼= HomF (mR/(m2
R + mOR),F)
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で定義する。

さて、S を Qの素点から成る有限集合で p及び∞を含むものとする。Q
の代数閉包の 1 つ Q を固定し、QS を S の外で不分岐な Q 内の最大拡大、
GQ,S = Gal(QS/Q)とする。
次に、Qの各素点 νに対し νに関する完備化Qν の代数閉包Qν を 1つずつ

固定し、その絶対Galois群及び惰性群をそれぞれGν ⊃ Iν とおく。さらに各
νに対し体の埋め込みQS ↪→ Qν を (従って、群準同型Gν → GQ,S も)選ぶ。
そこで、絶対既約な法 p表現 ρ : GQ,S → GL2(F)、指標 η : GQ,S → O×を、

det ρ = ηを満たすように取り、DefηS,O = DefηGQ,S ,ρ,O とおき、各 ν ∈ Sに対
し、Defην,O = DefηGν ,ρ|Gν ,O とおく。
すると、これらは圏CNLO から集合の圏への共変関手であり、DefηS,O は普

遍変形環Rη
S,O を、Defην,O は半普遍 (versal)変形環Rη

ν,O を持つ。

また、S に属する各素点 ν に対し、相対的表現可能な部分関手 D̃ef
η

ν,O ⊂
Defην,O を取り、その半普遍変形環を R̃η

ν,O とし、自然な全射環準同型Rη
ν,O →

R̃η
ν,Oが法mO接空間に誘導する単射 t eRη

ν,O
↪→ tRη

ν,O
と標準的な同型H1(Gν , ad0ρ) ∼=

tRη
ν,O
によって定まるH1(Gν , ad0ρ)の部分空間を Lη

ν、その次元を h̃η
ν とする。

h̃η
ν の定義より、あるイデアル J̃ν

η
を用いてO 代数同型

O[[T1, · · · , Tehη
ν
]]/J̃η

ν
∼= R̃η

ν,O

ができる。そこで、J̃ν
η
のO[[T1, · · · , Tehη

ν
]]加群としての生成元の個数の最小

値を gen(J̃η
ν )とおく。

一方、DefηS,O の部分関手 D̃ef
η

S,O を以下の図式における引き戻しとして定
義する:

∏
ν∈S D̃ef

η

ν,O

²²
DefηS,O

//
∏

ν∈S Defην,O

D̃ef
η

S,O ⊂ DefηS,O の相対的表現可能性から D̃ef
η

S,O の表現可能性が従うことに

注意して、この普遍変形環を R̃η
S,O とする。このとき、Fベクトル空間

Ker (H1(GQ,S , ad0ρ) →
⊕

ν∈S

H1(Gν , ad0ρ)/Lη
ν)

の次元を h̃η とすると、h̃η は t eRη
S,O
の次元と等しくなり、あるイデアル J̃η を

用いてO 代数同型

O[[T1, · · · , Tehη ]]/J̃η ∼= R̃η
S,O

ができる。そこで、J̃η の O[[T1, · · · , Tehη ]]加群としての生成元の個数の最小
値を gen(J̃η)とおく。
このような状況の下、局所変形環の生成元及び関係式の個数と大域変形環

のそれらとを比較する定理が以下に述べる Böckleの局所大域原理である:
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定理 8.13. (Böckle)

h̃η − gen(J̃η) ≥
∑

ν∈S

(h̃η
ν − dimFH0(Gν , ad0ρ)− gen(J̃η

ν ))

これは [Böc07]のCorollary 4.3の書き換えである (Remark 1.5及びExam-
ple 4.1も考慮する)。
この定理によって、定理 8.5は完全に局所変形環の計算に帰着される。

8.4.2. 局所変形環の計算 (l 6= p). この小節では、l 6= pの場合の、GQl
の p進

表現の変形環に関する結果について紹介する。
Π = GQl

(但し l 6= p) とし、法 p 表現 ρ : GQl
→ GL2(F) 及び p 進指

標 η : GQl
→ O× を det ρ = η となるように 1組固定する。DefΠ,ρ,O 及び

DefηΠ,ρ,O を単にDefρ及びDefηρと書く。

定義. ρ及び ηは上の通りとし、ρは通常であるとする。このとき、A ∈ CNLO

への変形に対し、それに属する 1つの (又は任意の)持ち上げが通常である
とき、その変形を通常であると呼ぶ。さらに、Defηρ の部分関手 G η

ord,l,ρ を、
A ∈ CNLO に対し、

G η
ord,l,ρ(A) = {ρ ∈ Defηρ(A)| ρは通常 }

で定める。

定理 8.14. G η
ord,l,ρはDefηρの部分関手として相対的表現可能であり、よって、

半普遍変形環Rを持つ。さらに、O 代数として

R ∼= O[[T1, · · · , Td]]、

但し d = dimFH0(GQl
, ad0ρ)、が成り立つ。

この定理の証明については例えば [Ram02]などを参照されたい。
次に、CQ(i)型の持ち上げの局所版を導入する。ここでは先の結果との関

係上、lの代わりに qを使うことにする。

定義. pと qを相異なる素数、pr||q − 1(r > 0)とし、iを整数とする。O は 1
の全ての q − 1乗根を含むとする。さらに、ρ|Iq は非自明且つ(

ωq,p
i ∗

0 1

)

の形の表現と同値であり、p進指標 η : GQq → O×はdet ρ = η且つ η|Iq = ωi
q,p

となっているとする。
このとき、A ∈ CNLO に対し G η

ρ (A)を
(1) ρ|Iq は (

ωi
q,p ∗
0 1

)

の形の表現と同値であり、
(2) det ρ = η

なる ρの持ち上げ ρ : GQq → GL2(A)の強同値類全体からなる集合とするこ
とで、Defηρの部分関手 G η

ρ を定める。

定理 8.15. (1) dimFH0(GQq , ad0ρ) = 1である。
(2) G η

ρ はDefηρの部分関手として相対的表現可能であり、よって、半普遍
変形環Rを持つ。更に、CNLO の対象としてR ∼= O[[T ]]が成り立つ。
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証明 . 概略のみ述べる。詳細は [Kha06] p.568-p.570を参照されたい。
(1)は容易に計算できる。(2)については [Tay03] (E3)の場合と同様にして半

普遍変形環の存在が分かり、その法mO接空間の次元が 1であることも [Wil95]
Section 1の計算から分かる。これより全射環準同型 O[[T ]] → Rが得られる
ので後はこれが同型であることを示す。

i ≡ 0mod q− 1の場合 (即ち ωi
q,p = 1の場合)は [Tay03] (E3)より G ηが障

害を持たないことが分かり、そのことからR ∼= O[[T ]]が分かる。
これ以外の場合は、ρのO への互いに強同値でない持ち上げが無限個ある

ことを実際に構成することで示し、そこからRがO上 0次元でないこと、よっ
て同型O[[T ]] ∼= Rを示す。

i 6≡ 0mod (q − 1)/prの場合 (即ち ωq,p
i 6= 1の場合)は ρが直和分解するこ

とから容易に構成できる。
i 6≡ 0 mod q − 1 且つ i ≡ 0mod (q − 1)/pr の場合 (即ち ωi

q,p 6= 1 且つ
ωq,p

i = 1の場合)はもう少し行列の計算が必要となる。[Kha06] p.569-p.570
を参照されたい。

8.4.3. 局所変形環の計算 (l = p). この小節では、GQp の p進表現の変形環に
関する結果について紹介する。Π = GQp とし、法 p表現 ρ : GQp → GL2(F)
及び p進指標 η : GQp → O×を det ρ = ηとなるように 1組固定する。

Defρ及びDefηρの記号は前小節と同様に用いる。

定義. ρ及び ηは上の通りとし、ρ|Ip は 2 ≤ k(ρ) ≤ p + 1且つ k(ρ) 6= pを満
たすとする (k(ρ) = p + 1のとき、ρ|Ip は(

χp ∗
0 1

)

の形の表現と同値であることに注意)。このとき、A ∈ CNLO に対し、ρのA
への持ち上げ ρ : GQp → GL2(A)がクリスタリン (crystalline)であるとは、

(1) k(ρ) < pならば ρは重さ k(ρ)のクリスタリン表現であり、
(2) k(ρ) = p + 1ならば ρ|Ip は(

χp
p ∗

0 1

)

の形の表現と同値である、
を満たすことである。また、ある変形に対し、それに属する 1つの (又は任意
の)持上げがクリスタリンであるとき、その変形をクリスタリンであると呼
ぶ。さらに、Defηρの部分関手 G η

crys,ρを、A ∈ CNLO に対し、

G η
crys,ρ(A) = {ρ ∈ Defηρ(A)| ρはクリスタリン }

で定める。

定義. ρ及び ηは上の通りとし、ρ|Ipは 2 ≤ k ≤ p−1なるある整数 kに対して
(

χp
k−1 ∗
0 1

)

の形の表現と同値であると仮定する。このとき、A ∈ CNLO に対し、ρの A
への持ち上げ ρ : GQp → GL2(A)がウエイト 2型 (of weight 2)であるとは、

(1) ρ|Ip は (
ωk−2

p χp ∗
0 1

)
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の形の表現と同値であり、
(2) k(ρ) = 2ならば ρ|Ip は Barsotti-Tateである

を満たすことである。また、ある変形に対し、それに属する 1つの (又は任意
の)持上げがウエイト 2型であるとき、その変形をウエイト 2型であると呼
ぶ。さらに、Defηρの部分関手 G η

wt2,ρを、A ∈ CNLO に対し、

G η
wt2,ρ(A) = {ρ ∈ Defηρ(A)| ρはウエイト 2型 }

で定める。

定理 8.16. G η
wt2,ρ及び G η

crys,ρは Defηρ の部分関手として相対的表現可能であ
り、よって、半普遍変形環Rを持つ。更に、O 代数として

R ∼= O[[T1, · · · , Td]]、

但し d = dimFH0(GQp , ad0ρ) + 1、が成り立つ。

クリスタリンな変形については、k(ρ) < p のときは Ramakrishna の論
文 [Ram93] ([Ram02]や [Tay03]も参考にされたい)を、k(ρ) = p + 1のとき
はKhare-Wintenbergerのプレプリント [KW]のProposition 3.5を参照せよ。
ウエイト 2 型の変形については、k(ρ) = 2 のときは Ramakrishna の論

文 [Ram93]を、それ以外の場合は Taylorの論文 [Tay03]を参照せよ。

8.4.4. 定理 8.5の証明. A′Q及び B′Qの場合は、Böckleの局所大域原理 (定理
8.13)及び局所変形環の計算 (定理 8.14 (l 6= p)、定理 8.16 (l = p))から直ちに
従う (無限素点での計算に ρが奇であることを使う)。CQ(i)の場合は、Böckle
の局所大域原理、定理 8.16 (l = p)及び定理 8.15 (l 6= p)より従う。

9. 狭義両立系・Abel多様体の構成

9.1. 狭義両立系の構成‐AQ 型の場合. 最初の 3節では定理 4.10を示す。こ
こではまず (1)の場合を示す (後で述べるように他の場合もほぼ同じ流れで示
される)。

ρを AQ型の S 型法 p表現で二面体群的でないものとする。このとき定理
8.4より、ρ⊗F Fpの持ち上げ ρ : GQ → GL2(Qp)で pの外で不分岐かつ pで
重さ k(ρ)のクリスタリンであるようなものが得られる。
一方、ρに定理 12.9を使うと、定理 12.9 (1)-(4)を満たす総実体 F、及び

全ての有限素点で不分岐で重さ k(ρ) の GL2(AF ) の尖点的保型表現 π′ で、
ρ|GF

∼= ρπ′,ιp なるものが得られる。
すると、Taylorの保型性持ち上げ定理 (定理 12.7、ρ|Dp が既約のとき)及

び Skinner-Wiles の保型性持ち上げ定理 (定理 12.8、ρ|Dp が可約のとき) よ
り、全ての有限素点で不分岐で重さ k(ρ)のGL2(AF )の尖点的保型表現 πで
ρ|GF

∼= ρπ,ιp なるものの存在が分かる (ρ|Dp が可約のときは補題 7.7にも注意
せよ)。
この πからGQの両立系を構成する為、以下の 2つの定理を用いる:

定理 9.1. (Brauer) ρを有限群 Gの Q上の表現とすると、ある自然数 rと、
ある冪零部分群Hi ⊂ G、Hiの 1次元表現 ψi、整数 ni (i = 1, · · · , r)で、仮
想表現 (表現の同値類の集合 RepQ(G)に伴うGrothendieck群の元 )として、

ρ =
∑

i

niIndG
Hi

ψi

なるものが存在する。
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定理 9.2. pを素数、F ′/F を代数体の可解拡大とし、ρ : GF → GL2(Qp)を
p進表現、ι : Q ↪→ Qpを埋め込みとする。

(1) 重さ k ≥ 2のあるGL2(AF )の尖点的保型表現πに対して ρ ∼= ρπ,ιなら
ば、重さ kのあるGL2(AF ′)の尖点的保型表現 π′が存在して ρ|GF ′

∼=
ρπ′,ιである。

(2) 逆に、重さ k ≥ 2 のある GL2(AF ′) の尖点的保型表現 π′ に対して
ρ|GF ′

∼= ρπ′,ιならば、重さ kのあるGL2(AF )の尖点的保型表現 πが
存在して ρ ∼= ρπ,ιである。

定理 9.1については例えば [Ser77]にある。定理 9.2は Langlands、Arthur-
Clozelの底変換定理を用いて示される。詳しくは [Tay03]のTheorem2.4の証
明内の議論 (p.563-p.564)を参照されたい。
さて、Brauerの定理より、F/Fiが可解であるような F/Qの中間体 Fi、指

標 ψi : Gal(F/Fi) → Q×、整数 niで、仮想表現として

1Gal(F/Q) =
∑

i

niIndGal(F/Q)
Gal(F/Fi)

ψi

となるようなものが取れる。
また、定理 9.2より、GL2(AFi)の尖点的保型表現 πiで、ρ|GFi

∼= ρπi,ιp な
るものが存在する。
よって、射影公式より

ρ =
∑

i

niIndGQ
GFi

(ψi ⊗ ρ|GFi
) =

∑

i

niIndGQ
GFi

(ψi ⊗ ρπi,ιp)

(ここで、ιpによって ψiをQp値の指標と思っている)を得る。これを踏まえ
て、任意の素数 l及び任意の埋め込み ι : Q ↪→ Qlに対して、Ql上のGQの仮
想表現 ριを

ρι =
∑

i

niIndGQ
GFi

(ψi ⊗ ρπi,ι)

(ここでは、ιによって ψiをQl値の指標と思っている)で定める。
このとき、関手WDと誘導表現との可換性より (仮想表現として)ρι|GF

=
ρπ,ιであることが従う。

命題 9.3. ριはGQのQl上の奇の既約表現 (に伴う仮想表現 )である。

証明 . 各 IndGQ
GFi

(ψi ⊗ ρπi,ι)が半単純であることに注意すると

dimQl
EndQl[GQ](ρι, ρι) = 1、dimQl

ρι = 2

を示せば十分である (各等式の左辺は仮想表現に対しても線型に拡張すること
で定義可能である)。
第 2式は dimQl

ρι も dimQp
ρも共に

∑
i 2ni[GQ : GFi ]に等しいことから

従う。
第 1式を示すため記号を導入する。Gを群、KをGの正規部分群、f : K →

GLN (Ω)を群準同型 (KのΩ上の表現)とする。このとき、g ∈ Gに対して準
同型 fg を fg(h) = f(g−1hg)(h ∈ K)と定める。
さて、各組 (i, j)に対して、商集合GFi\GQ/GFj の代表系 {τk}を 1つ取り、

Fiと τk(Fj)の合成体を Fijkとおく。このとき、

(IndGQ
GFj

ψj)|GFi

∼=
⊕

k

Ind
GFi
GFijk

(ψτk
j )
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が成り立ち ([Ser77] Chapter 7、Proposition 22)、従って誘導表現の一般論
より

dimEndQl[GQ](ρι, ρι) =
∑

ijk

ninjtijk、

但し tijk = dim EndQl[GFijk
]((ψi ⊗ ρπi,ι)|GFijk

, (ψj ⊗ ρπj ,ι)τk |GFijk
)、が成り

立つ。ここで、ρπi,ι|GF
及び ρπj ,ι|GF

が既約であることに注意すると、tijkは
(ψi ⊗ ρπi,ι)|GFijk

と (ψj ⊗ ρπj ,ι)τk |GFijk
とが同型であるか否かに従って 1又は

0となる。
然るに一方、同様の計算により

dimEndQp[GQ](ρ, ρ) =
∑

ijk

ninjt
′
ijk、

但し t′ijk = dim EndQp[GFijk
]((ψi ⊗ ρ)|GFijk

, (ψj ⊗ ρ)τk |GFijk
)、が成り立ち、

t′ijkは (ψi⊗ ρ)|GFijk
と (ψj ⊗ ρ)τk |GFijk

とが同型であるか否かに従って 1又は
0となる。
さて、ρ|GFi

、ρπi,ιは共に既約であって、有限個の素点を除き Frobeniusの
固有多項式が一致するので、各 3つ組 (i, j, k)に対し (ψi⊗ρπi,ι)|GFijk

と (ψj⊗
ρπj ,ι)τk |GFijk

とが同型であることと (ψi ⊗ ρ)|GFijk
と (ψj ⊗ ρ)τk |GFijk

とが同
型であることとは同値であり、従って tijk = t′ijkが成り立つ。
よって ρの既約性より、dimEndQl[GQ](ρι, ρι) = dimEndQp[GQ](ρ, ρ) = 1を

得る。
ριが奇であることは、ρπ,ιが総奇であることと ρι|GF

∼= ρπ,ιより従う。

この {ρι}より (ある代数体 E に対して) GQの E 有理的狭義両立系が構成
できる。具体的には、πiの定義体及び ψiの像を含む代数体 E を取り、この
とき ρι(ι : Q ↪→ Ql)は ι|E のみに依ることに注意して、各 ι : E ↪→ Qlに対し
その拡張 ι̃ : Q ↪→ Qpを 1つ取り ρι = ρι̃とおく。Weil-Deligne群の表現 rq (q
は素数)の定義はやや繁雑だが容易であり、以後使わないので省略する。
以下、これが求める性質を持つことを見る。ρ = ρpが条件を満たしている

ことは作り方より明らかなので、以下 ρl (l 6= pは奇素数)について考察する。
q 6= l、pで不分岐であることは狭義両立系の定義より明らかであり、ρl が p
で不分岐であることは ρl|GF

∼= ρπ,ιl 及び F が pで不分岐であることから従う
ので以下を示せば十分である。

補題 9.4. l 6= pを奇素数とする。このとき ρl|Dl
は重さ k(ρ)のクリスタリン

表現である。

証明 . (ιlに関する)Gal(F/Q)の lの分解群に対応する F/Qの中間体を FD、
lの上の FDの素点を λとする。
このとき、一般に F/FD は可解拡大であるので定理 9.2より重さ k(ρ)の

GL2(AFD
)の尖点的保型表現 πD で ρl|GFD

∼= ρπD,ιl なるものが存在する。こ
のとき、ρp|GFD

∼= ρπD,ιp であることも容易に分かる。
さて、ρp|GFD

が λで不分岐であるので、局所大域両立性 (定理 12.3 (4))よ
り πDが λで不分岐であることが従い、再び定理 12.3 (6)より ρl|GFD

∼= ρπD,ιl

が λでクリスタリンであることが従う。λが FD で完全分解することから ρl

が lで重さ k(ρ)のクリスタリンであることが従う。
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9.2. 狭義両立系の構成‐BQ型の場合. この節では、定理 4.10の (2)を示す。
まず、ρがBQ型の法 p表現で二面体群的でないものであるとき、前節と同様
に定理 8.4より、ρ⊗F Fpの持ち上げ ρ : GQ → GL2(Qp)を見つけ、潜在的保
型性定理及び保型性持ち上げ定理より、総実体 F 及び GL2(AF )の尖点的保
型表現 πで

(1) pを割らない全ての F の素点で不分岐であり、
(2) v|pなる素点に対し、πv の導手は vを割り、さらに k(ρ) = 2ならば

πv は不分岐であり、
(3) 重さ 2であり、
(4) ρ|GF

∼= ρπ,ιp である

ようなものの存在が分かる。そこで前節と同様にしてこの πからGQの狭義両
立系 ρ = (ρι)を作れば、πの性質から定理 4.10(2)(b)の条件が確かめられる。

9.3. 狭義両立系の構成‐CQ(i)型の場合. ρがCQ(i)型の法 p表現で二面体群
的でないものであるときも GQの狭義両立系を作る所までは同様である。但
し、ここではGL2(AF )の保型表現 πとして重さ 2で全ての有限素点で不分岐
であるようなものを取る。
さて、ρが定理 4.10(3)(b)の条件を満たすことを確認する。以下の補題を

示せば十分である。

補題 9.5. (1) ρq|Dq はQq(µq)上 Barsotti-Tateである。
(2) k(ρq) = i + 2または k(ρq ⊗ χq

−i) = q + 1− iである。

証明 . まず (1)を示す。(ιqに関する) Gal(F/Q)の qの分解群に対応するF/Q
の中間体を FD、qの上の FDの素点をQとする。
一方、[Tay03]の Lemma 2.2を用いて、Q上可解の総実体 F ′で、qの上の

任意の素点に於ける完備化が Qq(µq)であるようなものを取り、F ′
D を FD と

F ′の合成体とする。このとき F ′
D/FDも可解である。

よって、底変換定理 (9.2(1)及び (2))により、ρp|GFD

∼= ρπD,ιp なる重さ
2の GL2(AFD

)の尖点的保型表現 πD、及び ρp|GF ′
D

∼= ρπ′D,ιp なる重さ 2の

GL2(AF ′D)の尖点的保型表現 π′Dの存在が相次いで分かる。
このとき、ρq|GF ′

D

∼= ρπ′D,ιq でもあるので、ρp|GF ′
D

が Qの上にある F ′
D の

素点で不分岐であることに注意すると、補題 9.4と同様に局所大域両立性を 2
回用いることで、qの上の任意の F ′

Dの素点Q′に対して、ρq|GF ′
D

mod (Q′)n

が有限平坦であることが分かり、Raynaudの定理 ([Ray74] Proposition 2.3.1)
より ρq|GF ′

D

もそれらの素点で Barsotti-Tateであることが分かる。

そこで、qの上の素点による F ′
Dの完備化がQq(µq)であることに注意すれ

ば、ρq|Dq がQq(µq)上 Barsotti-Tateであることが分かる。
次に (2)を示す。Taylorのレベル上昇の手法 ([Tay89]又は [BDJ]のLemma

2.9を参照)を用いると、重さ 2のGL2(AFD
)の尖点的保型表現 π′で

(1) π′Qに対応する惰性的Weil-Deligneパラメータは (ωi
q ⊕ 1, 0)であり、

(2) FDのある有限素点で二乗可積分であり、
(3) ρπ′,ιq

∼= ρq|GFD
( ∼= ρπD,ιq)である

ようなものが存在することが分かる。そこで、この π′に局所大域両立性 (定
理 12.3(5))と定理 3.7 (2)を用いれば良い。
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9.4. Abel多様体の構成. 概略のみ述べるが、証明の流れは狭義両立系の構成
の場合とほぼ同様である。ρを定理 4.6の通りとすると、定理 8.4 (k(ρ) = p+1
のときは B′Q、k(ρ) = 2のときは A′Qの場合)を適用することで、ρの持ち上
げ ρ : GQ → GL2(K) (K はQpの有限次拡大)で、

(1) ρは全ての l 6= pで不分岐または通常で、有限個の素数を除いて不分
岐であり、

(2) pにおいて重さ 2の半安定であり、
(3) 少なくとも 1つの素数 lにおいて通常である (lは pでも 6= pでもあり
得る)

ようなものが存在する。この結果に Taylorの潜在的保型性定理 (12.9)及び
保型性持ち上げ定理を用いることで総実体 F 及びGL2(AF )の保型表現 πで
ρ|GF

∼= ρπ,ιpなるものを見つけ、これに Jacquet-Langlands対応を適用するこ
とで、志村曲線の Jacobi多様体の商として F 上の Abel多様体で ρ|GF

を生
じるものを構成することが出来る。
ここから、Weil制限を利用してQ上のAbel多様体で ρを生じるものを構

成する ([Tay02] Corollary 2.4の議論を参照せよ)。

10. 演習問題

以下の小問に従って、本稿で紹介した定理を用いてFermat予想を証明せよ。

(1) Fermat予想を示すには

ap + bp + cp = 0、abc 6= 0、bは偶数、a ≡ −1(mod4)

なる互いに素な整数 a、b、c及び素数 p ≥ 5がないことを示せば十分
であることを証明せよ (Hint: [斎 00]第 0章を参照せよ)。

(2) (1)のような (a, b, c)があったとして Frey曲線 y2 = x(x− ap)(x− bp)
の p等分点から法 p表現 ρ : GQ → GL2(Fp)を作ったとき、k(ρ) =
N(ρ) = 2が成り立つことを示せ (Hint: [斎 00]第 1章、第 3章を参照
し、レベル、Serre重さの定義を思い出してみよ)。

(3) ρが既約であること (Mazur)と Image (ρ)は非可解であること ([Ser72]
Proposition 21及び [Rib97]を参照)を認めた上で、定理 4.6及び定理
5.2を用いて (1)のような (a, b, c)の存在から矛盾を導け (Hint: Frey
曲線の半安定性については [斎 00]第 1章参照)。

注意 10.1. ここでの手法とWilesの手法とは以下の点が大きく異なる:

• Wilesの手法と異なり、ρの像が可解の場合の保型性に関するLanglands-
Tunnellの定理 ([斎 00]の定理 3.28参照)が不要である。

• Wilesの手法ではレベル低下に関するRibetの結果 ([斎 00]の定理 3.55
参照)が必要であったがそれが不要である。その代わり、底変換を許し
たレベル低下に関する Skinner-Wilesの結果 ([SW01a])が必要となる。

11. 付録 1: Dieulefaitによる Serre予想の別証明

ここではDieulefaitによるレベル 1の Serre予想の別証明について、その概
略を述べる。詳しくは [Die]を参照されたい。基本方針は重さ k = k(ρ)に関
する帰納法である。
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11.1. 最初の帰着. まず、k = 2のときは、予想 S(2, p) (pは任意の素数)を
Khare-Wintenbergerの方法で示す (定理 5.4)。
次に、以下の補題が成り立つことに注意する (定理 5.7):

補題 11.1. 偶数 kに対し、少なくとも 1つの素数 p0 ≥ k − 1に対して予想
S(k, p0)が成り立てば、任意の素数 p ≥ k−1に対して予想 S(k, p)も成り立つ。

すると、k = 4、6、8、12及び 14のときは、まず予想 S(k, k − 1)が定理
4.6と Schoofの定理 (5.2)より従うので、補題 11.1よりこれらの k及び任意
の素数 p ≥ k− 1に対して予想 S(k, p)も従う。よって、補題 2.10(2)と数学的
帰納法も用いると、以下の主張を示すことに帰着される:

主張 11.2. kを k > 14又は k = 10なる偶数とする。k未満の全ての k′ 及
び全ての素数 qに対しては予想 S(k′, q)が成り立っていると仮定する。このと
き、p > kなる素数で予想 S(k, p)が成り立つようなものが少なくとも 1つ存
在する。

11.2. Galois共役の存在定理. そこで以下、この主張を確かめていくわけで
あるが、まずその為の準備として、「持ち上げの存在」及び「Galois共役の存
在」を保証する 2つの定理を紹介する。
まず、法 p表現の p進表現への持ち上げに関して、第 8章に於けるのとは

別の、次の定理が成り立つ:

定理 11.3. 法 p表現ρ : GQ → GL2(Fp)が pの外で不分岐で 2 < k(ρ) < pのと
き、持ち上げρ : GQ → GL2(Qp)で、pの外で不分岐、pで潜在的Barsotti-Tate
で、τ(ρ|GQp

) = ω
k(ρ)−2
p ⊕ 1であるようなものが存在する

証明は、定理 8.4と同様にBöckleの局所大域原理 (定理8.13)によってSavitt
による局所変形環の計算 ([Sav05])に帰着して示す。
一方、p進表現に対しては以下の「Galois共役」の存在を示すことが出来

る (これを用いることが、Khare、Wintenbergerの手法と大きく異なる点で
ある)。

定理 11.4. p 進表現 ρ : GQ → GL2(Qp) は p の外で不分岐、p で潜在的
Barsotti-Tateで τ(ρ|GQp

) = ωk−2
p ⊕ 1 (2 < k < p)とする。

このとき、素数 l 6= pに対し (ιp に関して ) tr ρ(Frobl) ∈ Qであり、任意
の σ ∈ GQに対し、pの外で不分岐かつ pで潜在的 Barsotti-Tateな p進表現
σρ : GQ → GL2(Qp)で

(1) tr σρ(Frobl) = σ(tr ρ(Frobl)) (l 6= p)
(2) τ(σρ|GQp

) = σ ◦ (ωk−2
p ⊕ 1)(= (σ ◦ ωk−2

p )⊕ 1)

であるようなものが存在する。

証明 . Galois共役の構成についての方針のみ示す。狭義両立系の構成と同様
に、潜在的保型性定理、保型性持ち上げ定理、Brauerの定理、底変換定理に
よって、総実体 F 及びその中間体 Fi、GL2(AFi)の尖点的保型表現 πi、整数
ni、Gal(F/Fi)のQ値指標 ψiを適当に取ると、仮想表現として、

ρ =
∑

i

niIndGQ
GFi

(ιpψi ⊗ ρπi,ιp)

と書ける。そこで、仮想表現 σρを
σρ =

∑

i

niIndGQ
GFi

(ιpσψi ⊗ ρσπi,ιp)
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(ρσπi,ιp は
σπiに伴うGalois表現)とおき、これが実際に表現になっているこ

とを確かめる。

さて、上の 2つの定理と、保型性持ち上げ定理 (4.3(3))、さらに ρの保型性
(既約性)と σρの保型性 (既約性)とが同値であることを使うと、次の主張に
帰着される:

主張 11.5. k > 14又は k = 10なる任意の偶数 kに対し、
「任意の S 型法 p表現 ρに対し、σρの Serre重さが k 未満であるような

σ ∈ GQが存在する」
ような素数 p > kが存在する。
ここで σρとは、最初に与えられた ρから定理 11.3によって持上げ ρ (の 1

つ)を取り、それから定理 11.4で Galois共役 σρを作った後それを還元した
ものである。

さて、次の事実に注意する:

補題 11.6. 整数 kと素数 pは 2 < k < pを満たすとし、d = gcd(p−1, k−2)、
mは dm = p− 1なる整数とする。

(1) ωk−2
p の位数はmである。

(2) mと素な任意の整数 tに対し、σを σ ◦ ωk−2
p = ωdt

p となるようにとる
ことが出来る。

そこで、定理 3.7(2-c)、補題 2.16と下の練習を考慮すると次の「数論的」主
張を示すことに帰着される:

主張 11.7. kを k = 10又は k > 14なる偶数とする。このとき、
(1) 素数 pを k = 32なら p = 43、k 6= 32なら k以上の最小の素数と取り、
(2) d = gcd(p− 1, k − 2)、mを dm = p− 1なる整数とおき、
(3) tを

t =





(m + 1)/2 m ≡ 1mod 2のとき
m/2 + 2 m ≡ 2mod 4のとき
m/2 + 1 m ≡ 0mod 4のとき

とおく。
このとき、dt + 2 < kが成り立つ。

練習 11.8. 以下を証明せよ
(1) dt < p− 1且つ gcd(t, m) = 1である。
(2) max(dt + 2, p + 1− dt) = dt + 2である。

11.3. 素数の分布. ここでは主張 11.7を証明する。
k ≤ 36のときは直接計算すれば十分であるから、以下 k > 36とする。ま

ず、素数分布に関する次の事実を示す:

命題 11.9. pnを n番目の素数とする。このとき、pn+1 > 37なら
pn+1

pn
< 1.144

が成り立つ。特に、
pn+1 − 1
pn − 1

< 1.15

が成り立つ。
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証明 . 37 < pn+1 < 100000のときは計算機を使って確かめればよいので、
pn+1 > 100000とする。定理 6.2の第 2式より、x > 100000ならば

x

log x
< π(x) < 1.130289

x

log x

が成り立ち、補題 6.1より

p > max(100000, (1.144)1.130289/(1.144−1.130289))ならば p′ ≤ 1.144p

が成り立つので、(1.144)1.130289/(1.144−1.130289) = 65530.89 . . . < 100000に注
意すると命題が従う。後半は前半より明らかである。

さて、k > 36とし、pn < k < pn+1とする (pn+1が主張 11.7の pである)。
d、m、tは主張 11.7の通りとする。このとき、上の命題から

1 >
k − 2

pn+1 − 1
≥ pn − 1

pn+1 − 1
>

1
1.15

>
5
6

であるので、m ≥ 7が分かる。よって、以下の補題より pn+1/(dt+2) > 1.144
が従い、主張 11.7が示される。

補題 11.10. 一般に、自然数m ≥ 7に対し、主張 11.7(3)と同様に tを定め
ると、任意の x ≥ 1に対して

mx + 1
tx + 2

> 1.144

が成り立つ。

12. 付録 2: 定理集

この章では、本稿中で使った用語・定理のうち特に重要と思われるものに
ついて、その参照先を含めて引用しておく。

12.1. 代数的保型表現. 総実体 F に対し、AF を F のアデール環、AF,f をそ
の有限部分とする。また、GL2(AF )の尖点的保型表現 πを制限テンソル積分
解したときの有限部分を πf、素点 vに対応する部分を πv で表す。

定義. I = Hom (F,R)とし、k = (kτ )τ ∈ ZI
≥2を I の元で添え字付けられた

2以上の整数の集合で、任意の Iの元 τ、τ ′に対し kτ ≡ kτ ′ (mod 2)であるよ
うなものとする。また、k = max{kτ}とおく。
各実素点 τ : F ↪→ Rに対し πτ が、重さ kτ、中心指標 (t 7→ tk−2)の離散系

列 (に伴う (gl2, O(2))加群)であるとき、πは重さ kであるという。kを 2以
上の整数、k = (k, . . . , k)とするとき、重さ kのことを単に重さ kという。

このとき π は Clozel の意味で正則代数的 (regular algebraic) になってい
る。従って正則代数的保型表現に関する Clozel の理論により次が成り立つ
([Clo90]):

定理 12.1. πを重さk ≥ 2とし、V をπfの表現空間とする。また、σ ∈ Aut(C)
に対し、σπf を C ⊗σ,C V の定める表現とする (GL2(AF,f )は id ⊗ πf と作用
)。このとき、

(1) 代数体M で、任意の σ ∈ Aut(C/M)に対し σπf
∼= πf であるような

ものが存在する。
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(2) πf はM 上実現される、即ちあるGL2(AF,f )安定なM 部分ベクトル
空間 VM ⊂ V で、同型C⊗M VM

∼= V を (GL2(AF,f )の作用もこめて
)誘導するようなものが存在する。さらにこのような VM はスカラー
(C×の元 )倍による違いを除いて一意に定まる。

(3) 重さ kのGL2(AF )の尖点的保型表現で、その有限部分が σπf である
ようなものが同型を除いて一意に存在する。これを σπと表す。

尚、このようなM の内で最小のものを πの定義体という。

注意 12.2. より一般に、重さ kの GL2(AF )の尖点的保型表現 πに対しても
同様の性質が知られているが、本稿では使わないので省略する。

12.2. 保型表現に伴うGalois表現 (局所大域両立性). まず、ここで使う局所
Langlands対応を明確にする。

定義. K を局所体、WK をそのWeil群とする。このとき、局所類体論の同
型 K× ∼= W ab

K として、K の素元が W ab
K の算術的Frobenius の逆像と対応

するものを使う。以下、これによって両者をしばしば同一視する。例えば、
| − |K : K× → C×と χ−1

l |WK
とが (同型Ql

∼= Cが固定されているとき)同一
視される。
また、GL2(K)の保型表現 πに対し、

σ(π) = recK(π |det|
1
2
K)∨

とおく。即ち、πのGL2(K) det→ K× |−|1/2
K−→ C×による捻りと (Langlands流の)

局所 Langlands対応によって対応するWeil-Deligne群の表現を取り、その反
傾表現を σ(π)とおいている (Carayolの論文 ([Car86])で使われているものと
同じである)。

例. πが不分岐主系列表現 Ind(µ1, µ2) (Indは正規化された誘導表現を表す)の

とき、σ(π) = µ−1
1 | − |−

1
2

K ⊕ µ−1
2 | − |−

1
2

K である。

さて、GL2(AF )のある種の保型表現 πに対して次のような Galois表現の
存在が知られている:

定理 12.3. πを重さ k = (kτ )のGL2(AF )の尖点的保型表現、M をその定義
体とし、k = max{kτ}とおく。また、ι : Q ↪→ Qpを埋め込みとする。
このとき、GF の p進表現 ρπ,ι : GF −→ GL2(Qp)で次を満たすものが存在

する:
(1) ρπ,ιは既約である。
(2) ρπ,ιは総奇 (totally odd)、即ち任意の体の埋め込み σ : Q ↪→ Cに対し
て det ρπ,ι(σ−1cσ) = −1である。

(3) det ρπ,ιは χk−1
p |GF

と有限位数の指標との積である。
(4) pを割らない任意の F の有限素点 vに対し、σ(πv)はM 上定義され (
これも σ(πv)と表す )、

WD(ρπ,ι|Dv)
F−ss ∼= (ι ◦ i)∗σ(πv)

が成り立つ。ここで (ι ◦ i)∗は自然な埋め込み i : M ⊂ Qと ιとの合
成による係数拡大を表す。

(5) [F : Q]が奇数であるか、少なくとも 1つの F の素点 wに対し πw が
二乗可積分であれば、(4)の同型が v|pなる任意の有限素点に対して
も成り立つ。

260



40 萩原　啓 (東大数理)

(6) ρπ,ιを誘導するGF のOL上の表現 (L ⊂ QpはQpの有限次拡大 )を 1
つ取り、これも再び ρπ,ιと書く。
このとき、pが奇素数、vが pの上の F の有限素点で、πvが不分岐

であれば、任意の自然数 nに対し ρπ,ι|Dv mod mn
Lは Hodge-Tate重

さを 0から k − 1の間にもつクリスタリン表現の部分商である。
さらに、vが F で不分岐であれば、ρπ,ι|Dv はHodge-Tate重さを 0

から k − 1の間に持つクリスタリン表現である。

(4)までは [Tay89]、[Tay95]及びその参考文献を参照されたい。(5)は斎藤
毅氏による ([Sai])。(6)はBreuilの定理 ([Bre99] Théorème 1(1))とBergerの
定理 ([Ber04] Théorème 1)を組み合わせると従う。

12.3. 保型性持ち上げ定理 (F = Qの場合). この節では pを奇素数、KをQp

の有限次拡大とし、ρ : GQ → GL2(K)を連続表現、ρをその還元とする。

定理 12.4. (Kisin) ρを上の通りとすると、以下の条件下で ρの保型性から ρ
の保型性が従う:

(1) ρは有限個の素数の外で不分岐で、
(2) pにおいて潜在的 Barsotti-Tateであり、
(3) ある有限位数の指標 ψ : GQ → K×によって det ρ = χpψと書け、

(4) ρ|GF
は絶対既約、但し F = Q(

√
(−1)

p−1
2 p)、である。

定理 12.5. (Diamond-Flach-Guo) ρを上の通りとすると、以下の条件下で ρ
の保型性から ρの保型性が従う:

(1) ρが有限個の素数の外で不分岐で、
(2) pで分岐かつクリスタリン、且つ ρ|Dp に伴う Dieudonné加群の長さ
が p− 1未満であり、

(3) ρ|GF
は絶対既約、但し F = Q(

√
(−1)

p−1
2 p))、である。

定理 12.6. (Skinner-Wiles) ρは有限個の素数の外で不分岐であるような奇の
既約連続表現で、ある有限位数の指標ψと1以上の整数µによってdet ρ = χµ

pψ
と書けるものとする。このとき、以下の (1)、(2)いずれかの条件が成り立て
ば ρは保型的である:

(1) (a) ρ|Dp は
(

ψ1 ∗
0 ψ2

)
、但し ψ2|Ip は有限位数、の形の表現と同値

であり、

(b) ρ|Dp は
(

χ1 ∗
0 χ2

)
、但し χ1 6= χ2、の形の表現と同値であり、

(c) ρは既約且つ保型的である。

(2) (a) ρ|Ip は
( ∗ ∗

0 1

)
の形の表現と同値であり、

(b) ρss ∼= 1⊕ χ (但し χ|Dp 6= 1)と書ける。

定理 12.4は [Kis]の主定理、定理 12.5は [DFG04]のTheorem 0.3であり、
定理 12.6は (1)が [SW01b]の Theorem 5.2、(2)が [SW99]の主定理である。

12.4. 保型性持ち上げ定理 (F :総実体の場合).

定理 12.7. (Taylor) pを奇素数、k を 2 ≤ k ≤ p − 1なる整数とし、総実
体 F をQ上偶数次拡大で、pが F で完全分解するようなものとする。また、
ρ : GF → GL2(Qp)を有限個の素数の外で不分岐であるような既約連続表
現で、
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(1) 任意の v|pに対して ρ|GFv
は重さ kのクリスタリンで、

(2) ρ|GF ′ は既約である (ここで、F ′ = F (
√

(−1)
p−1
2 p))

ようなものとする。
このとき、あるGL2(AF )の尖点的保型表現 πで
(1) πwは F の全ての有限素点 wで不分岐で、
(2) 重さ kである

ようなものが存在して ρ ∼= ρπ,ιp となるとすると、ある重さ kのGL2(AF )の
尖点的保型表現 π′が存在して、ρ ∼= ρπ′,ιp となる。

定理 12.8. (Skinner-Wiles) pを奇素数、F を総実体とする。pの上の素点を
vi (i = 1, . . . , t)とし、対応する分解群及び惰性群をDi及び Iiで表す。
また、ρ : GF → GL2(Qp)は有限個の素数の外で不分岐であるような総

奇かつ既約な連続表現で、ある有限位数の指標 ψと 1以上の整数 µによって
det ρ = χµ

pψと書けるようなものとし、ρは既約であると仮定する。さて、
(1) 任意の iに対して ρ|Di は(

ψ
(i)
1 ∗
0 ψ

(i)
2

)

但し ψ
(i)
2 |Ii は有限位数、の形の表現と同値であり、

(2) 任意の iに対して ρ|Di は(
χ

(i)
1 ∗
0 χ

(i)
2

)

但し χ
(i)
1 6= χ

(i)
2 、χ

(i)
2 = ψ

(i)
2 modmZp

、の形の表現と同値である

と仮定する。
このとき、GL2(AF )の保型表現 πで、任意の iに対して ρπ,ιp |Di は(

φ
(i)
1 ∗
0 φ

(i)
2

)

の形の表現と同値 (ここに φ
(i)
2 |Ii は有限位数で、χ

(i)
2 = φ

(i)
2 mod mZp

)である
ようなものが存在して ρ ∼= ρπ,ιp となるとすると、あるGL2(AF )の尖点的保
型表現 π′が存在して ρ ∼= ρπ′,ιp となる。

定理 12.7 は [Tay06] の Theorem 3.3 (定理 12.1 も用いる)、定理 12.8 は
[SW01b]の Theorem 5.1である。

12.5. Taylorの潜在的保型性定理.

定理 12.9. (Taylor) Fは標数 p > 2の有限体、ρ : GQ → GL2(F)は S型の表
現であって、二面体群的でなく、その重さ k(ρ)は 2 ≤ k(ρ) ≤ p+1、k(ρ) 6= p
を満たすとする。このとき、総実体 F で次を満たすものが存在する:

(1) F はQ上偶数次数のGalois拡大。
(2) F は pで不分岐であり、さらに、もし ρ|Dp が既約であれば pは完全
分解する。

(3) Image (ρ) = Image (ρ|GF
)が成り立つ。

(4) ρ|GF (µp)
は絶対既約である。
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(5) 次の (a)(b)が成り立つ。
(a) ρ|GF

は、あるGL2(AF )の尖点的保型表現 πで
(i) 全ての有限素点で不分岐であり、
(ii) 重さ k(ρ)であり、
(iii) ρが pで通常であれば pの上の全ての素点 vに対して πvは

通常である
ようなものが存在して ρ ∼= ρπ,ιp である。

(b) ρ|GF
は、あるGL2(AF )の尖点的保型表現 πで

(i) pの上にない全ての有限素点、及び ρ|Dv が有限平坦である
ような pの上の全ての F の素点 vで不分岐で、

(ii) 重さ 2であり、
(iii) pの上の F の素点 vに対しては πv の導手は vを割り、
(iv) ρが pで通常であれば pの上の全ての素点 vに対して πvは

通常である
ようなものが存在して ρ ∼= ρπ,ιp である。

さらに、pと異なる有限個の素数 li及びQli の (Qli 内の )有限次拡大 Fli が与
えられたとき、上記の条件に加え F を

(5) Qli における ιli(F ) ( ⊂ ιli(Q))の閉包が Fli を含む
ように取れる。　

ここに、πが v|pで通常であるとは、対応するHecke作用素 (TvまたはUv)
の固有値が (ιpに関して)p進単数であることをいう。

注意 12.10. 定理 12.9において、πが vで通常なら ρπ,ιp |Dv も通常である。

この定理については Taylor の論文 ([Tay06] の Theorem 5.7、[Tay02] の
Theorem 1.6)及びKhareとWintenbergerによる修正 ([KW] Section 2及び
[Kha06] Section 2)を参照されたい。
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