
Serre予想の証明: 一般の場合

山内 卓也 (大阪府立大学)

0.序文

本稿の目的はKhare とWintenberger による Serre予想の証明 [37], [38]を解説することで

ある. 証明で使われる重要な結果は法 p Galois表現のほとんど厳整合系への極小持ち上げ定

理 (minimal lifting theorem. 以下, LTと略記する)と保型性持ち上げ定理1 (modularity lifting

theorem. 以下, MLTと略記する)の 2つである. MLTと LTの証明は [38]で与えられている

が, ページ数が多くなるため本稿では LTの証明の解説のみに留める. これらの結果は認めて

しまえば, Serre予想の証明をフォローすることは難しくはない.

証明の方法は Serreレベルの素因子の個数と Serre重さに関する二重帰納法で証明される.

詳しい説明は後にして, どのように証明されるかを簡単に述べる. ρ : GQ −→ GL2(Fp)を Serre

型のGalois表現とする. ρに適当な LTを適用しGalois表現の族 (ρp)pを構成する. ρpと ρは

ρp mod p = ρという還元による操作で結ばれている. 先ず適当な素数 p1 に対して, ρp1の還元

ρ1 := ρp1 mod p1 を考える. 再び, ρ1にLT を適用し, 族 (ρ1
p)pを構成する. 以下, これを繰り返

して (途中でTate捻りなどをとる必要があるが) n回目で族 (ρn
p)pに対し, ある素数 P が存在

して, ρn+1 := ρn
P mod P が保型的, すなわち, ある (楕円)保型形式 f に付随する法 P Galois

表現 ρf と同値であったとする:
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次に, ρn+1が保型的であることがわかったなら, 今度は保型性を保ちながら矢印を逆向きにた

どって, ρに帰ることを考える. そこで用いるのがMLTである:
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右端の保型性が次々と伝播し, 最後は ρの保型性を得るのである. ではどのようにして, ρn+1

の保型性を示すかであるがそれは次のように行う. 先ず, 局所良二面体的 2次元法 p Galois表

現の概念を導入し, この場合に対して, Serre 予想を証明する. 一般に上記のように, LTと還

元を繰り返し経ていると ρ1, . . . , ρn+1の満たす局所的な条件が既存のMLTに適合するかどう

かは判断できない. しかし, 局所良二面体的 2次元法 p Galois表現に対しては, LTと還元を繰

り替えしても, 局所良二面体的であるという性質が失われないため, MLTが適用しやすい状況

が整っているわけである.

帰納法は次の様に行う. 上記の LTと還元の操作を巧みに用いることで, ρn+1の Serreレベ

ルおよび Serre重さは ρのそれらよりも小さくなることが分かる. よって, Serre重さおよび
1主に 4タイプあって, Taylor-Wiles, Skinner-Wiles, Kisin, Khare-Wintenberger による.
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Serreレベルが小さいGalois表現の保型性に帰着される (帰納法の第一段階). そして, 最後に

一般の場合に帰着するのである.

帰納法の第一段階にあたる部分は田口氏 [66]によって解説されている. また, 萩原氏の論説

[32]ではレベル 1の場合 [35]が解説されており, 帰納法に関する基本的アイデアはそこで初め

て登場する. 本稿ではこれらの結果は認めることにする.

最後に本稿の構成について述べる. 論文 [37]は明快に書かれているので専門家はこの論文

に直接目を通した方が良いのは言うまでもない. 証明の背景, アイデア等に関する含蓄のある

見解を与えることは著者にはできない. 従って, 証明を丁寧に解説し, 飛躍した議論がなされ

ている部分は詳細を埋めるか, または参考になる文献を指定するという形式にした.

さて, 本稿の最後に安田正大氏によるDicksonの分類定理の別証明を掲載した. 歴史的な部

分も含めて得られるものが多いと思われる. 是非とも参照されたい.

1. 主結果

まず, Serre予想について復習しておく.

定義. pを素数. Fを Fpの有限次拡大とする. このとき, 絶対既約かつ, 奇である2 2次元連続

法 p Galois表現 ρ : GQ := Gal(Q/Q) −→ GL2(F) のことを Serre型または, S型と呼ぶ. 本稿

では後者を用いることにする. 以下, 便宜上 pのことを ρの標数と呼び, char(ρ) = pと表すこ

とにする.

Serre予想. ([60]) S型Galois表現 ρ : GQ −→ GL2(F)は保型的. つまり, ある (楕円的)尖点

形式 f が存在して f に付随する 2次元連続法 p表現 ρf,b と ρは同値な表現である3.

S型Galois表現ρが与えられると, Serre重さk(ρ), SerreレベルN(ρ)が定まるのであった (cf.

[60], [25],[32]). 定義から, 2 ≤ k(ρ) ≤ p2 − 1であり, ある整数 jが存在して, 2 ≤ k(χp
j ⊗ ρ) ≤

p + 1, (p > 2)とできる (cf. [54]). p = 2の場合は定義から k(ρ) ∈ {2, 4}である. また, N(ρ)

は定義から char(ρ) = pと素な正の整数である. Serre 重さの定義は複雑に見えるが 2次元の

クリスタリン表現から定まる法 p表現分類や θ作用素と法 p保型形式の話から眺めると何故

そのように定義するかその理由がわかる.

上記の不変量を用いて, Serreはさらに ρがどのような保型形式からくるかも予想した.

Serre予想の精密版.([60]) S型Galois表現 ρ : GQ −→ GL2(F)は Sk(ρ)(Γ1(N(ρ)))に属する新

形式 (newform)f に付随するGalois表現 ρf と同値.

注意. char(ρ) = pが奇数のとき, Serre予想の精密版と Serre予想は同値であることが知られ

ている [19]. p = 2のときは, Buzzard, Wiese によって, ある条件の下で同値性が示されてい

る [9],[75].

Khare は論文 [35]において, レベル 1 (N(ρ) = 1)の場合に Serre予想の精密版を証明した.

定理 1.1. S型Galois表現 ρがN(ρ) = 1を満たすとき, ρは Sk(ρ)(SL2(Z))からくる.

2detρ(c) = −1, cは複素共役. p > 2のとき, ρが奇であるとき, 既約であることと絶対既約であることは同値

であることを注意しておく.
3以下これを ρ ∼ ρf,b と表す.
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その後, 局所良二面体的 (locally good dihedral)という概念を導入し, 定理 1.1を拡張した

[37].

定理 1.2. S型Galois表現 ρの標数を pとする.

(i) pとN(ρ)は共に奇数とする. このとき, ρ は Sk(ρ)(Γ1(N(ρ)))からくる.

(ii) p = 2かつ k(ρ) = 2とする (定義からレベルは奇数になる). このとき, ρ は S2(Γ1(N(ρ)))

からくる.

この結果とKisinの 2進MLT ([44])を使うことで, Serre予想の精密版が従う (p = 2の場合

にも Serre予想の精密版が証明されていることに注意.):

定理 1.3. 任意の S型Galois表現 ρは Sk(ρ)(Γ1(N(ρ)))からくる.

この結果の系として, 次の重要な結果が得られる:

系 1.4. 任意の既約で奇なArtin表現 ρ : GQ −→ GL2(C)は S1(Γ1(N(ρ)))に属する保型形式 f

に付随するGalois表現 ρf と同値.

系1.5. 既約かつ奇な 2次元整合系 (ρι)は保型形式 fに付随するGalois表現の成す整合系 (ρf,ι)

の適当な Tate捻り (ρf,ι ⊗ χi
ι)と同値. より詳しく, ２次元整合系 (ρι)の Hodge-Tate 重さが

(a, b), a ≥ bであるとき, f の重さは a − b + 1であり, i = −bである.

定理 1.2の証明のアイデアは (i) “局所良二面体的”という概念の導入, (ii) 重さ 2への帰着

(重さサイクル), (iii) 分岐消し (killing ramification, KisinのMLTへ帰着と帰納法) の 3つで

ある.

(i)の概念は S型Galois表現 ρの中である良いクラスを定め, ρの像が大きい (非可解)など,

いくつかの良い性質をもつ. 特に, 「ρの勝手な厳整合系への持ち上げをとったとき, 別の素

点で還元をとったものも同様の性質を満たす.」という事実は証明に頻繁に使われる. 一般に

p進Galois表現 ρの還元 ρの像が小さい場合, ρにMLTを適用する際, ρに強い制限がかかる.

しかし, (i)の導入によって, このような (ρの像が小さい場合のMLTを適用しなければならな

いという) 状況をできるだけ回避することができる.

これらの結果の証明は 8,9,10節で与える.

2. 局所良二面体性

次の関数を考える: Q : N −→ N, Q(1) = 1, Q(n) = max{p素数 | p|n} (n ≥ 2).

定義 2.1. pを素数, ρ : GQ −→ GL2(Fp)を連続表現とする. 素数 q 6= pが次の条件を満たすと

き, qは ρに対する良二面体的素数 (good dihedral prime)と呼ぶ:

(i) ρ|Iqは

(
ψ 0

0 ψq

)
の形 (これより, q2|N(ρ)がわかる). ただし, ψは惰性群 Iqの非自明

な指標で, その位数は次の性質を満たす奇素数 tの冪: t|q + 1, t > max{Q(
N(ρ)

q2
), 5, p}.

(ii) q ≡ 1 mod 8 かつ max{Q(
N(ρ)

q2
), p} 以下のすべての素数 rに対して, q ≡ 1 mod r.
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ρに対して, この条件を満たす素数 q 6= pが存在するとき, ρは局所良二面体的, 又は, q二面

体的であるという. 定義から, ρ|Dqは既約であり, ρ(Dq)の射影像 (projective image) は位数

2ta, (ord(ψ) = ta)の二面体群である.

3. 補助定理たち

整数 r ≥ 1に対して, 次の 2つの仮定を考える.

(Lr) 次の 3 条件を満たす S型 ρは保型的:


(a) 局所良二面体的,

(b) もし p = 2ならば k(ρ) = 2を満たす,

(c) N(ρ)は奇数で, その素因子の数は r以下.

(Wr) 次の 3 条件を満たす S型 ρは保型的:


(a) 局所良二面体的,

(b) k(ρ) = 2,

(c) N(ρ)は奇数で, その素因子の数は r以下.

(Lr)と (Wr)の違いは重さ k(ρ)の条件にのみ現れる.

定理 1.2 を証明するために, 次の主張を証明する. この部分が論文の大半を占めることに

なる.

定理 3.1. (1) (W1)は成立する.

(2) (Lr) は (Wr+1)を導く.

(3) (Wr) は (Lr)を導く.

系 3.2. すべての r ≥ 1に対して, (Wr), (Lr)が成立.

次に, この系 3.2を用いて, “局所良二面体的”の場合から一般の場合へ移行する.

定理 3.4. r ≥ 0を非負整数として, 次の仮定を置く.

(Dr) 次の 3 条件を満たす S型 ρは保型的:


(a) 局所良二面体的,

(b) char(ρ) = p は奇数,

(c) N(ρ)は 2r+1で割れない.

このとき, 次の 2 条件を満たす S型 ρは保型的:


(i) char(ρ) = 2かつ,

r = 0ならば, k(ρ) = 2,

(ii) N(ρ)は 2r+1で割れない.

注意. 系 3.2は仮定 (D0)を導き, さらに, 定理 3.4から, 定理 1.2 が従う. また, 仮定 (D1)から,

char(ρ) = 2の S型 ρは保型的であることと (char(ρ) = 2かつ r 6= 0より, 仮定から重さの制限

がなくなっているに注意), char(ρ) = pが奇数の S型 ρで, N(ρ)が 4で割れないものは保型的

であることが導かれる.

Kisinの 2進MLTを用いて, 仮定 (Dr)をすべての r ≥ 0に対して証明し, 定理 1.2 を完結さ

せる.

この節の定理たちの証明は 8節で与える.
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4. 保型性持ち上げ定理 (MLT)

この節では, 3節で説明した定理の証明に必要な結果を紹介する. ここで紹介する結果は

Serre予想の証明において大変重要な役割を果たすのだが, ここでは結果を紹介するに留める.

ρ : GQ −→ GL2(F)を S型とし, 次の仮定を設ける:

(i) 2 ≤ k(ρ) ≤ p + 1, (p > 2)かつ ρ|GQ(µp)は絶対既約.

(ii) p = 2のとき, Im ρは非可解群.

ρを ρの p進持ち上げとする. つまり, 剰余体が Fとなるような環O = OK(KはQpの有限

次拡大)を係数にもつ連続表現 ρ : GQ −→ GL2(O)であって, 次の可換図式を満たすもの:

GQ

ρ ##GGGGGGGGG

ρ
// GL2(O)

mod
��

GL2(F)

ρはdetρ(c) = −1を満たすとき,「ρは奇である」といい, ρがHodge-Tate表現であり, Hodge-

Tate重さ (k − 1, 0), k ≥ 2を持つとき, 「ρは重さ kである」という.

定理 4.1 ρを上記の仮定を満たすものとし, さらに, 保型的であると仮定する. このとき, 次が

成立:

(1) (p = 2の場合) ρの奇な 2進持ち上げ ρは有限個の素点以外で不分岐であって, 次のどちら

か一方を満たせば ρは保型的:

(i) ρは p = 2において重さ 2のクリスタリン表現 (Barsotti-Tate表現であることと同値),

(ii) ρは p = 2において重さ 2の準安定表現 (k(ρ) = 4のときに限る).

(2) (p > 2の場合) ρの奇な p進持ち上げ ρは有限個の素点以外で不分岐であって, 次のどちら

か一方を満たせば ρは保型的:

(i) ρは pにおいて重さ k (2 ≤ k ≤ p + 1)のクリスタリン表現,

(ii) ρは pにおいて重さ 2の潜在的準安定表現.

5. 極小持ち上げ定理 (LT)

この節では幾何学的Galois表現やGalois表現のほとんど厳整合系について簡単に解説した

後で, 「ρはその局所的な条件によって, 様々な性質をもつほとんど厳整合系に持ち上がるこ

とができる」という定理を紹介する. その前に, 記号の準備をする.

pを素数とし,埋め込み ιp : Q ↪→ Qpを固定. χp : GQ −→ Z×
p をp進円分指標, ωp : GQ −→ Z×

p

を法 p 円分指標 χpのTeichmüller持ち上げとする. 以下では, ι`ι
−1
p (ωp) : GQ −→ Z×

` のことも

同じ記号 ωpで表すことにする.

同様に, レベル 2の基本指標 ωp,2 : Ip −→ Z×
p と ι`ι

−1
p (ωp,2)とを同じ記号で表すことにする.

F を代数体, pを素数とする. 連続なGalois表現 ρ : GF −→ GLn(Qp)が幾何的(geometric)

であるとは次の性質を満たすことをいう:

(i) ρが分岐するようなKの素点は有限個,

(ii) F のすべての素点で ρは潜在的準安定 (cf. pを割る素点での定義は [30]を見よ).
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注意.(i) pを割らないF の素点に対して, ρは常に (ii)の仮定を満たす (Grothendieckのモノド

ロミー定理).

(ii) F = Q, n = 2のとき, 無限個の素点で分岐するような準安定表現が存在する [51].

上記の Galois表現 ρ : GF −→ GLn(Qp)が与えられたとき, F の素点 qに対して, Weil 群

Wq := {σ ∈ Dq| ある n ∈ Zが存在して, σ|Fur = Frobn
q }の表現 rq : Wq −→ GLn(Qp) が得ら

れる. ここで,数論的フロベニウス元Frobq : x 7→ xpr
, pr = |Fq|はDq/Iq ' Gal(Fq/Fq)の位相

的生成元として１つ固定しておく. rqは ρの分解群Dqへの制限に付随して定まる表現である.

rqにモノドロミー作用素と呼ばれるEndFq [Dq ](ρ|Dq)の冪単元Nを付加構造として持たせたも

のつまり, 組 (rq, N)のことをWeil-Deligne 表現という. モノドロミー作用素は q 6 |pのときは,

Iqのある開部分群の副 p部分の位相的生成元を γとしたとき, N =
logp ρ(γ)

logp χp(γ)
で与えられる.

これはGrothendieckのモノドロミー定理の証明からわかる (p.515 [61]). フロベニウス元Frobq

のDqへの持ち上げを１つ固定し, それも Frobqで表すことにすると, Wq =
⋃

m∈Z Frobm
q Iqと

表せることがわかる. すると, rqはWqの元を g = Frobm
q · σ, m ∈ Z, σ ∈ Iqとあらわすとき,

rq(g) = ρι(g)exp(−tp(σ)N)で与えられる (cf. [55]). ただし,

tp : Iq −→ Iq/Pq '
∏

p は q と素

Zp(1)
p 成分への射影−→ Zp(1)

logp−→ Zp.

rqはある Iqの開部分群上で自明となるので, rq|Iq の像は有限である.

一方, q|pのときは, Fontaine の定義した関手 Dpstを用いて構成される ([29]).

定義 (厳整合系). Eを代数体とする. このとき, 各埋め込み ι = ι` : E ↪→ Q`によって, 添え字

付けされた `進Galois表現の族 (ρι) = (ρι`)ι`:E↪→Q`
で, 次の性質を満たすデータが与えられて

いるとき, (ρι)のことをE有理的 2次元幾何的表現の厳整合系(strictly compatible system)と

いう:

(i) 各 `と埋め込み ι = ι` : E ↪→ Q`に対して, 2次元半単純幾何的表現 ρι` : GQ −→ GL2(Q`)

が与えられている.

(ii) 各 F の素点 qに対して, (Frobenius) 半単純表現 rq : Wq −→ GL2(E)が与えられていて,

次を満たす:

a) 有限個の F の素点を除くすべての F の素点 qに対して, rqは不分岐,

b)各 `と埋め込み ι = ι` : E ↪→ Q` に対して, ρι` |Dqに付随するWeil-Deligne表現は rq⊗ι` Q`

と共役.

(iii) ある整数 a, b(a ≥ b)が存在して, 任意の `およびその上の F の (任意の)素点 qに対して,

ρι` |Dq のHodge-Tate重さは (a, b).

rqが F の素点 qで分岐するとき, qのことを厳整合系 (ρι)の分岐素点と呼ぶことにする. ま

た, rq|Iq とモノドロミー作用素N の組 (rq|Iq , N)のことを惰性WDパラメータ(inertia Weil

Deligne parameter)という. 条件 (iii)の Hodge-Tate 重さが a 6= bを満たすとき (ρι)は正

則(regular)であるといい, a = bを満たすとき (ρι)は非正則(irregular)であるという. −b回
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Tate捻りをとれば, (ρι)のHodge-Tate 重さは (a− b, 0)とできるので, 保型性を示すことだけ

を問題にしている場合は b = 0と仮定してよい.

定義 (整合系). Eを代数体とする. このとき, 各 `と埋め込み ι = ι` : E ↪→ Q` によって, 添え

字付けされた `進Galois表現の族 (ρι) = (ρι`)ι`:E↪→Q`
で4, 次の性質を満たすデータが与えられ

ているとき, (ρι)のことを整合系(compatible) という:

(i) ριは有限個の素点で分岐する連続半単純表現

(ii) a) 厳整合系の条件 (ii)-a)が成立

b) 厳整合系の条件 (ii)-b)がすべての埋め込み ι = ι`とF のすべての素点 qで q 6 |`なるもの
に対して成立

(iii) 十分大きなすべての素数 `と (すべての)埋め込み ι = ι`に対して, ρι|Dq は Hodge-Tate

重さが (a, b)であるクリスタリン表現.

定義 (ほとんど厳整合系). 各 `と埋め込み ι = ι` : E ↪→ Q` によって, 添え字付けされた `進

Galois表現の整合系 (ρι)がほとんど厳整合系(almost strictly compatible system)であるとは

次の性質を満たすときをいう:

すべての F の素点 q, q|`と埋め込み ι = ι` : E ↪→ Q`に対して次が成立:

(i) ριが既約ならば, ριは幾何的かつHodge-Tate 重さが (a, b), a ≥ bであり, さらに, 厳整合系

の条件 (ii)-b)が成立.

(ii) ` 6= 2かつ rqが不分岐ならば, ρι|Dq はHodge-Tate 重さが (a, b), a ≥ bであるクリスタリ

ン表現.

定義. (1) Eを代数体, ρ : GQ −→ GL2(F)を法 p Galois表現とする. このとき, ρがE有理的

2次元厳整合系 (ρι)に持ち上がるとは, ρ ' ριp となるときをいう.

(2) 各 ιに対して, ριが奇 (resp. 既約)な表現のとき, (ρι)は奇 (resp. 既約)であるという.

(3) ρp = ριp が極小であることの定義は [20](p > 2), [38](p = 2)を参照. ρの極小持ち上げが

ρpであるとき, それぞれのArtin導手は一致する (一般にはN(ρ)|N(ρp)).

定理 5.1. S型 ρの標数を pとし, 次を仮定:

(i) 2 ≤ k(ρ) ≤ p + 1 (p > 2),かつ ρ|GQ(µp)は絶対既約

(ii) p = 2のとき, Im ρは非可解群.

このとき, ρはある有限次代数体Eに対するE有理的 2次元既約奇なほとんど厳整合系 (ρι)

で次の性質をみたすものに持ち上がる.

(1). もし p = 2ならば, k(ρ) = 2と仮定. このとき, p進持ち上げ ρp := ριp は pを割らない素

点では極小分岐かつ pで重さ k(ρ)のクリスタリン表現.

(2). p進持ち上げ ρp := ριpは pを割らない素点では極小分岐かつ pで重さ 2. ρpの pでの惰性

WDパラメータは k(ρ) 6= p + 1 (p > 2),または, k(ρ) 6= 4 (p = 2)のとき, (ω
k(ρ)−2
p ⊕ 1, 0), そ

れ以外のときは (id2, N). ただし, N ∈ GL2(Q)は非自明な冪零行列.

4埋め込みはすべての埋め込みをわたる.
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(3). 奇素数 qで q||N(ρ)かつ p|q − 1を満たすものが存在すると仮定. このとき, qの満たす条

件から, ρ|Iqは (
χ ∗
0 1

)
の形になる (cf. [20]). ただし, χは Iqの指標で (Z/qZ)∗を経由するもの.

いま, 指標 χ′ := ωi
q : Iq −→ Z∗

pで, χ′の還元が χとなるものとする. ただし, p = 2のとき

は iは偶数と仮定する.

このとき, p進持ち上げ ρp := ριp は p, qを割らない素点では極小分岐かつ pで重さ 2で, ρp

の惰性WDパラメータは主張 (2)のそれと同じ. さらに, ρ|Iqは(
χ′ ∗
0 1

)

の形となる.

もし, ρqが既約ならば, χqの適当な冪による捻りで ρqの Serre 重さは i + 2または q + 1− i

のどちらかをとることができる.

(4). q 6= pを p|q + 1を満たす素数. ρ|Dqは (必要なら)不分岐指標の捻りにより,(
χp ∗
0 1

)

の形をしていると仮定. {χ′, χ′q}を Iqの Z∗
pに値を持つ, レベル 2の基本指標で p冪位数をも

つものとする. 順番を入れ替えることで χ′ = ωi
q,2ω

qj
q,2, (0 ≤ j < i ≤ q − 1)としてよい. さら

に, p = 2のときは i + jは偶数であると仮定.

このとき, p進持ち上げ ρp := ριpは p, qを割らない素点では極小分岐, pで重さ 2, かつ ρpの

惰性WDパラメータは主張 (2)のそれと同じ. さらに, ρp|Iqは(
χ′ ∗
0 χ′q

)

の形で,もし, qが奇素数ならば, ρqはχqの適当な冪による捻りを施すことでρqのSerre重さを{
q + 1 − (j − i) または (j − i) j > i + 1のとき

q j = i + 1のとき

ととることができる.

注意. (i) 定理 5.1の (1)は重さは変わらないが, クリスタリン持ち上げで分岐する素点の個数

が変わらないというところが利点であり, 定理 5.1(2)は分岐する素点の個数が高々１つ増える

可能性があるものの重さが 2の持ち上げが構成されるところが利点である. 証明を読めばわか

るが, (1)と (2)は多用する.　

(ii) 定理 5.1(3), (4)の Serre重さの計算は Savittよる [58]. また, p = 2の偶奇条件は持ち上げ

が奇であることを保証している.
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(iii) 定理 5.1-(2)について,重さが 2 (つまり, Hodge-Tate重さ (0,1))なので, N = 0のときは,

ρは潜在的クリスタリン (この場合, 潜在的準安定性と同値) 表現となる (cf. p ≥ 5のときは

[30], 一般の場合は [33]).

証明. (定理 5.1の証明の概要). ρ : GQ −→ GL2(F) (F/Fpは有限次拡大) を S型表現とし, S

を pとQの無限素点∞, および, ρの分岐する素点を含むQの素点の有限集合とする. ρは定

理の 4つの主張 (1),(2),(3),(4)の条件のいずれかを満たしているとし, さらに, 各 v ∈ Sに対し

て課せられている p進持ち上げに関する条件をXvと表すことにする.

E/Qp を有限次拡大, O をその整数環とし, O の剰余体は Fに含まれているとする. ψ :

GQ −→ O× を数論的指標5で ψχpが detρの持ち上げになっているものとする.

CLNOを完備ネーター局所O代数でその剰余体と Fとの間の同型が１つ固定されているも
のを対象とする圏とする. CLNOの対象の間の射は局所射であって, それが誘導する剰余体の

間の射は固定した Fとの同型と可換であるものとする.

ρの表現空間を V とし, その基底 βを１つ固定しておく. このとき, CLNOの対象Aに対し

て, 集合

D2,ψ

v (A) :=


条件Xvを満たす ρ|Dv のA上の持ち上げ VA で,

detVA = χpψを満たすものと VAのA-基底 βvで βの

A上の持ち上げとなっているものとの組 (VA, βv)


/
同型∼

を対応させる関手を考えると, これは CLNOの対象で表現可能であり (cf. [38]の 2章), それ

をR
2,ψ

v と書く: HomO(R
2,ψ

v , A) = D2,ψ

v (A).

同様に,条件Xvを外した対応を考えるとこれもCLNOの対象で表現可能であり,それをR2,ψ
v

と書く. D2,ψ

v (A)からD2,ψ
v (A)には条件Xvを忘れるという射があるので, 射R2,ψ

v −→ R
2,ψ

v

を得る. これによって, R
2,ψ

v をR2,ψ
v 代数とみなす.

また, CLNOの対象Aに対して集合

D2,ψ
S (A) :=


ρ|GS

のA上の持ち上げ VA で,GS上で detVA = χpψを

満たすものと各 v ∈ Sに対して, VAのA-基底で βの

A上の持ち上げとなっているものとの組 (VA, {βv}v∈S)


/
同型∼

を対応させる関手を考えると, これもCLNOの対象で表現可能であり, それをR2,ψ
S と書く. 上

記と同様にR2,ψ
S はR2,ψ

v 代数と思うことができる.

R
2,loc,ψ

S := ⊗̂v∈SR
2,ψ

v , R2,loc,ψ
S := ⊗̂v∈SR2,ψ

v

とおく. ただし, ⊗̂はO上の完備テンソル積 (completed tensor product)を意味する. この

とき,

R
2,ψ

S := R2,ψ
S ⊗̂R2,loc,ψ

S
R

2,loc,ψ

S

を考える. RSを ρ|GS
のMazurの意味での変形環とする (cf. [48]). これも, CLNOの対象であ

る. HomO(R
2,ψ

S , A)からHomO(RS, A)には自然な全射があるので, 単射RS ↪→ R
2,ψ

S を得る.

R
ψ

S := Im(RS ↪→ R
2,ψ

S )

5定義 (p.5,[38])は省くが, χt
p, t ∈ Zと有限指標の積はそのような指標の例を与える.
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を考えると, これは ρ|GS
の変形に局所条件付き変形を張り合わせたものとなっている. 局所

条件付き変形のところで枠付き変形を用いることによって, RS の解析はRS より扱いやすい

R
ψ

S のそれに帰着できる.

R
ψ

S が Zp上の有限生成加群であることは次のように証明される (詳細は定理 6.1, 定理 10.1

[38]を見よ). Taylorの潜保型性の議論を用いることにより,ある総実代数体F/QとGL2(AF )上

の正則尖点保型表現π′で pを割るF の素点以外で不分岐なものが存在して, π′に付随するガロ

ア表現とρ|GF
が同値 ([38],定理6.1). 上記R

ψ

Sの構成をρ|GF
, det= χpψ|F , SF = {∀v|p}∪{∀∞ :

F ↪→ Q}, および, ρπ′,vの満たす vでの局所条件Xv, v ∈ SF に対して適用することで得られ

るO代数をR
ψF

F,SF
と表すことにする6. このとき, Taylor-Wiles 系の議論により, R

ψF

F,SF
は Zp

上有限生成加群であることがわかる ([38], 命題 9.2, 9.3).

関手性より,射 γ : R
ψF

F,SF
−→ R

ψ

Sを得る. また (ρ|GF
)univの普遍性より,次の可換図式を得る.

GF

��

(ρ|GF
)univ

//

包含射

��

GL2(R
ψF

F,SF
)

mod p
//

γ

��

GL2(R
ψF

F,SF
/(p))

γ=γ mod (p)

��

GQ
ρuniv

// GL2(R
ψ

S)
mod p

// GL2(R
ψ

S/(p))

普遍性から γは全射である. 上段の射の合成を τ ′, 下段の射の合成を τ とかくことにすると,

R
ψF

F,SF
は Zp上有限生成加群であるので, Imτ ′は有限群. これと, F/Qが有限次拡大であるこ

とを合わせると, Imτ も有限群であることがわかる.

一方, ρunivは絶対既約なので, この表現はそのトレースの値で一意に決まる. よって, R
ψ

S は

O加群として, trρuniv(g), g ∈ GQの値で生成されていることがわかる. R
ψ

S の pの上の素イデ

アル P をとると, Im τ は有限群なので, trρuniv(g) ∈ R
ψ

S/P , g ∈ GQ の取り得る値は高々有限

個. よって, R
ψ

S/P は F上有限生成なので, これは有限体に他ならない. 特に, R
ψ

SはZp上有限

生成である7.

R
ψ

S は Zp上有限生成であることから, これはO上有限生成でもある. さらに, 萩原氏の原

稿にもあるように, Böckle の結果より, R
ψ

S = O[[T1, . . . , Tr]]/(f1, . . . , fs), s ≤ r と表現され

ることがわかる (i.e. Krull-dim R
ψ

S ≥ 1). これと R
ψ

S/P が有限体 (というよりは次元 0)で

あることを使うと簡単な環論の議論で s = rがわかる. これより, R
ψ

S [1
p
] 6= 0は有限個のQp

上の有限次拡大の直積環であることがわかる. 従って, 適当に E の有限次拡大 E ′をとると,

SpecR
ψ

S は O′点をもつ (O′は E ′の整数環). つまり, 定理 5.1の条件をみたす p進持ち上げ

ρ = ρp : GQ −→ GL2(O′) の存在が示されたことになる.

次に ρを整合系に埋め込むことができることを証明する. [38]の定理 10.1の証明から, ある

総実Galois拡大F/QとGL2(AF )上の正則尖点的保型表現 π′で, ρ|GF
∼ ρπ′,ι (ι : Q ↪→ Qp)と

なるものが存在する. ここに, MLT(定理 9.7[38])を用いることで, ρ|GF
も保型的であることが

わかる. つまり, GL2(AF )上の正則尖点的保型表現 πで, ρ|GF
∼ ρπ,ιp (ιp : Q ↪→ Qp)となるも

6係数 O は必要に応じて大きくしておく.
7R

ψ

S の有限生成性をR
ψF

F,SF
のそれから導いたときに行った議論は関数体の時に de Jongが行った議論 [17]が

もとになっている.
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のが存在する. πから整合系 (ρπ,ι)ιが構成されることは知られている (cf. [74]). また, 尖点的

であることから, ρπ,ιの既約性がわかる.

G = Gal(F/Q)とおく. このとき, Brauer の定理より, F の部分体 Fi(iは有限集合 Iをわた

る)であって, Gi = Gal(F/Fi)が可解群であるもの, 指標 χi : Gi −→ C× で固定したQに値を
とるもの (ιpを通して, Qpにも値をとる), および, ni ∈ Z が存在して, GQの有限次元表現の

成すGrothendieck群K0(GQ)の中で

1GQ =
∑
i∈I

niInd
GQ
GFi

χi

を得る (cf. [59]の 10章, 定理 20). ただし, ここでは χiはGFi
の指標と考える.

Langlands の底変換の議論により, ある GL2(AFi
)上の正則尖点的保型表現 πiで, ρ|GFi

∼
ρπi,ιp が各埋め込み ιp : Q ↪→ Qpに対して成立するようなものが存在する. これと上で議論し

た 1GQ の分解を用いると,

ρ = ρ · 1GQ =
∑
i∈I

niInd
GQ
GFi

χi ⊗ ρπi,ιp

をえる. これを基にして, K0(GQ)の中で仮想的なGQの表現

ρι :=
∑
i∈I

niInd
GQ
GFi

χi ⊗ ρπi,ι

を各 ι = ι` : Q ↪→ Q`に対して考える. ここで, χiは ι`を通して, Q`に値をとる指標とみる.

K0(GQ)の元 V =
∑

i niVi, W =
∑

j mjWj に対して, 内積

〈V,W 〉GQ :=
∑
i,j

nimjdimHomGQ(Vi,Wj)

を定める. 同様に, Qの有限次拡大Kに対して, K0(GK)に内積 〈∗, ∗〉GK
を定める. V が既約な

GQの表現であることと 〈V, V 〉GQ = 1は同値である. よって, 仮想的な表現 ριが 〈ρι, ρι〉GQ = 1

を満たせば, ριは既約なので, 真の表現であることもわかる. 以下ではこの等式を示す.

i, j ∈ Iに対して,両側剰余類GFi
\GQ/GFj

の代表系を{τk}k, τk ∈ GQとかく. 添え字k = kij

は i, jに依存している. Fijkを Fiと τk(Fj)の合併体とする. τ−1
k の内部自己準同型を int(τ−1

k )

と書くことにする. このとき, 各 i, j ∈ Iに対して,

(
Ind

GQ
GFj

χj ⊗ ρπj ,ι

)∣∣∣
GFi

=
∑

k

Ind
GFi
GFijk

(
χj ⊗ ρπj ,ι ◦ int(τ−1

k )
)∣∣∣

GFijk
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をえる. この分解を用いて,

〈ρι, ρι〉GQ =
∑
i,j∈I

ninj

〈
Ind

GQ
GFi

χi ⊗ ρπi,ι, Ind
GQ
GFj

χj ⊗ ρπj ,ι

〉
GQ

=
∑
i,j∈I

ninj

〈
χi ⊗ ρπi,ι,

(
Ind

GQ
GFj

χj ⊗ ρπj ,ι

)∣∣∣
GFi

〉
GFi

(Frobenius 相互律)

=
∑
i,j∈I

ninj

〈(
Ind

GQ
GFj

χj ⊗ ρπj ,ι

)∣∣∣
GFi

, χi ⊗ ρπi,ι

〉
GFi

=
∑

i,j∈I,k

ninj

〈
Ind

GFi
GFijk

(
χj ⊗ ρπj ,ι ◦ int(τ−1

k )
)∣∣∣

GFijk

, χi ⊗ ρπi,ι

〉
GFi

=
∑

i,j∈I,k

ninj

〈(
χj ⊗ ρπj ,ι ◦ int(τ−1

k )
)∣∣∣

GFijk

,
(
χi ⊗ ρπi,ι

)∣∣∣
GFijk

〉
GFijk

(Frobenius 相互律)

=
∑

i,j∈I,k

ninjtijk

をえる. ただし, tijk =
〈(

χj⊗ρπj ,ι◦int(τ−1
k )

)∣∣∣
GFijk

,
(
χi⊗ρπi,ι

)∣∣∣
GFijk

〉
GFijk

であり, Gal(Fi/Fijk)

は可解群なので, Langlandsの底変換議論により,
(
χi ⊗ρπi,ι

)∣∣∣
GFijk

は正則尖点的保型形式に付

随するGalois表現であることがわかるので既約 (これは正則尖点的という性質と ρ|GQp(µp)
の

絶対既約性および, (ρπi,ι)の整合性から導かれる). よって, tijk ∈ {0, 1}がわかり,(
χj ⊗ ρπj ,ι ◦ int(τ−1

k )
)∣∣∣

GFijk

∼
(
χi ⊗ ρπi,ι

)∣∣∣
GFijk

ならば tijk = 1であり, そうでなければ tijk = 0である.

同様の計算を 〈ρ, ρ〉GQ に対しても行い, 得られた結果を 〈ρ, ρ〉GQ =
∑

i,j∈I,k

ninjt
′
ijkとかく. こ

こで, t′ijkは (
χj ⊗ ρπj ,ιp ◦ int(τ−1

k )
)∣∣∣

GFijk

∼
(
χi ⊗ ρπi,ιp

)∣∣∣
GFijk

ならば t′ijk = 1であり, そうでなければ t′ijk = 0である.(
χi⊗ρπi,ι

)∣∣∣
GFijk

と
(
χi⊗ρπi,ιp

)∣∣∣
GFijk

の既約性, (ρπi,ι)が整合系であることおよびChebotarev

の密度定理から, tijk = t′ijkがわかる. 従って, 〈ρι, ρι〉GQ = 〈ρ, ρ〉GQ である.

一方, ρ = ρpは既約なので, 〈ρ, ρ〉GQ = 1. 従って, 〈ρι, ρι〉GQ = 1を得る. よって, ρι (ι = ι`)

は真の `進表現であり, それらが構成する族 (ρι)は各成分が保型表現のGalois 表現を成分と

する仮想的な表現と同値なものとなっている.

これがほとんど厳整合系であることは上でみた保型表現 πiに付随するGalois表現の局所・

大域整合性8を示すことによって導かれる. 局所・大域整合性の証明は, Carayol[12], Taylor[70],

Breuil[4], Berger[3], Kisin[45], および斎藤 (毅)[57] によってなされている.

定理 5.1-(3),(4)の主張における Serre重さの計算は Savittによってなされている [58]. 以上

で証明の概略を終える. ¤

注意. Khare とWintenberger は当初, (ρι)が厳整合系となることを主張していたが, ριが絶

対既約でない場合はKisin の結果 (系, p.2 [45])が適用できないため, ριと別の ρι′との整合性

8[49]を参照
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がわかっていない (彼らはKisinの結果の誤用をしていた). しかし, 保型性を示すことに限れ

ば, 局所良二面体的Galois 表現の概念の導入により, ρがほとんど厳整合系に持ち上がること

さえ証明すれば十分であることが, 8章以降の証明を見ればわかる.

6. 有益な補題

この節ではいくつかの補題を紹介する. 内容は群論に関するものとGalois表現の簡単にわ

かる (が重要な)性質に関するものである. 群論に関する部分の結果はDicksonによるものだ

が, p = 2の場合はより精密な結果が得られる.

F⊕2

p に既約に作用するGL2(Fp)の有限部分群の射影像 (即ち,自然な射影GL2(Fp) −→ PGL2(Fp) :=

GL2(Fp)/F∗
pによる像)は

二面体群, A4, S4, A5

のいずれかと同型, または

PSL2(F′), PGL2(F′), (F′は Fpの有限次拡大)

のいずれかと共役. ここで, PSL2(F′)が単純群となるためには |F′| ≥ 4という条件が必要十分

であることを注意しておく. また,

PSL2(F2) = PGL2(F2) ' S3, PSL2(F3) ' A4, PGL2(F3) ' S4

であることが簡単にわかる.

次の補題は上記の分類を p = 2の場合に精密化している.

補題 6.1. F⊕2

2 に既約に作用するGL2(F2)の有限かつ可解な部分群の射影像H は二面体群で

ある.

証明. Dicksonの分類より, Hは二面体群, A4, S4 のいずれかと一致するので, 後ろの 2つの

場合を締め出せばよい.

A ∈ GL2(F2)が 2冪位数であるとき, Aの位数は 1か 2であることが簡単な計算でわかる

(A2m
= 12 ⇐⇒ (A− 1)2m

= 0 ⇐⇒ (A− 1)2 = 0). よって, Hに位数 4の元は存在しない. 従っ

て, H = S4となることはない.

H = A4のとき, A4の自明でない唯一の真の正規部分群をK4 (Kleinの四元群)とする. 上

で見たように, GL2(F2)の 2冪位数の元は位数 1か 2なので, 標数が 2であることから冪単行列

であることがわかる. よって, Lie-Kolchinの定理 (cf. p.135, 定理 7 [65])より, 2冪位数の元の

成す群は上三角行列の成す群のある部分群と共役である. PGL2(F2)でも同様で, 特に, K4は(
1 ∗
0 1

)
の形をしている. K4はA4の正規部分群なので, H = A4は

(
∗ ∗
0 1

)
の形をして

いなければならないことが直接計算からわかる. HのGL2(F2)への引き戻しにGは含まれる

のだから, Gは

(
∗ ∗
0 ∗

)
の形をしており, Gは F⊕2

2 に既約に作用するという仮定に矛盾. ¤
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次の補題は有用で, 特に (ii)は Serre重さが 2のGalois表現を円分体の絶対Galois群に制限

したときに, 既約であることを保証するために使われる.

補題 6.2. (i) S型Galois表現 ρ : GQ −→ GL2(F) でその射影像が二面体群のとき, ρは保型的.

さらに, ρは Sk(ρ)(Γ1(N(ρ)))からくる.

(ii) ρ : GQ −→ GL2(F)を S型 Galois表現, char(ρ) = pは奇素数, 2 ≤ k(ρ) ≤ p + 1とし,

ρ|GQ(µp)は可約であると仮定する. このとき, k(ρ) =
p + 1

2
かまたは

p + 3

2
である.

証明. (i) p > 2のときは保型的であることはよく知られており, Serre予想の精密版との同値

性も知られている (cf. [50]). p = 2 のときは補題 6.1 より射影像が二面体群だから保型的であ

ることはよく知られた事実である (cf. [60]の 5節). 精密版は [75]の結果から従う.

(ii) (実際の証明では飛躍した議論をしているので注意.) 仮定より, ρ|GQ(µp)は可約なので,(
∗ ∗′

0 ∗

)
の形をしている. ρ|GQ(µp)の半単純化は暴分岐ではないので, もし, ρ|GQ(µp) が暴分

岐であれば, ∗′ 6= 0. 特に,

(
1 ∗′

0 1

)
の形の元を含む. これより, GQ(µp)は GQは正規部分群な

ので, ρは

(
∗ ∗
0 ∗

)
の形をしてなければならないので, ρの既約性に反する. よって, ρ|GQ(µp)

は pで馴分岐 (tamely ramified). 特に, Q(µp)/Qは pで馴分岐なので, ρも pで馴分岐.

ρ|GQ(µp)は可約なので, 像は可解群. 特に, ρの像も可解群である. Dicksonの分類から, Im

ρprojは二面体群, A4, S4のいずれかと一致. ρ(Ip)は馴分岐なので, Abel群である. これらの

条件から, S4の正規部分群が非 Abelであることを考えるとこの場合は起こらない. A4のと

きは正規部分群はKleinの四元群K4で補題 6.1 と同様の議論から, ρが可約となり矛盾. よっ

て, 二面体群の場合しかない (実はA4, S4にあたる場合は ρが絶対既約になること知られてい

るので二面体群になることはすぐにわかる). この群の対合 (involution)にはQ(µp)に含まれ

るQの 2次体 (p 6= 2より必ず存在) が対応しているので, ]ρproj(Ip) = 2.

あとは Serre重さの定義から k(ρ)が容易に計算できる. ¤

補題 6.3. 連続Galois表現 ρ : GQ −→ GL2(F)はある素数 qに関して局所良二面体的であると

する. このとき, 次が成立:

(i) Im ρ = ρ(GQ)は可解でもない. さらに, A5と同型でもない.

(ii) (ρι)を ρの勝手な整合系への持ち上げで分岐する素数はすべてN(ρ)pを割り, ρp|Dqは ρ|Dq

の極小持ち上げであるとする. このとき, max(Q(N(ρ)
q2 ), p)以下のすべての素数 rに対して, ρr

は qにおいて局所良二面体的. とくに, Im ρrは可解ではない. さらにその射影像はA5と同型

ではない.

証明. (i) 定義より, ρ(Iq)は

(
ψ 0

0 ψq

)
の形. ただし, ψは惰性群 Iqの非自明な指標で, その

位数は次の性質を満たす奇素数 tの冪: t|q + 1, t > max{Q(
N(ρ)

q2
), 5, p}.
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ここで, もし, ρ|Dqが可約なら,

(
ϕ ∗
0 ϕ′

)
の形で, ϕ|Iq = ψをみたす. ϕ : Dq −→ F∗

pを考

えると, その導手は, qa, a ∈ Nであり, 像は (Z/pZ)∗ × (Z/qaZ)∗ を経由する. ψの位数は奇素

数 tの冪より, t|p − 1または, t|q − 1だが, tのとり方から t|q + 1かつ t > pなので矛盾. よっ

て, ρ|Dqは既約. 特に, ρも既約.

ここで, Im ρが可解であるとして矛盾を導く. もしそうなら, Dicksonの定理より, ρの射影

像は二面体群, A4, S4のいずれかと一致. t > 5は射影像の位数を割るのだから, A4, S4では

ない. 当然, A5でもないこともここからわかる. よって, 二面体群であるとすると, ある 2次

体K/Qと 1次元表現 τ : GK −→ F∗
p が存在して, ρ ' IndGK

GQ
τ となる. K の分岐する素数 s

はN(ρ)を割り, 局所良二面体性の定義から, s 6= qならば, q ≡ 1 mod s(s 6= 2), q ≡ 1 mod 8

(s = 2) である.

これより, qはKで分岐するか, 分解するかのどちらかである. qがKで分岐する場合は, ψ

の位数 taは 2で割れなければならないが, tは奇数なので矛盾. qが分解するときは, ρは可約

になるので既約性に反する.

(ii) 二面体群D2ta ⊂ PGL2(Z)を固定しておく. まず, ρp|Dq は ρ|Dq の極小持ち上げなの

で, ρ|Iq は

(
ψ̃ 0

0 ψ̃q

)
の形をしている. ただし, ψ̃は ψの Teichmüller持ち上げ. したがっ

て, ρ(Dq)の射影像は D2ta ⊗ιp Zpと同型. ここで, (整合系を添え字付けしている埋め込み)

ιp : E −→ QpはQにまで一旦延長しZに制限したものとして考える. このとき, 整合系の定義

から, rq ⊗Qの射影像 は D2ta と同型なので, 素数 rに対して, ρr(Dq)の射影像 はD2ta ⊗ιr Zr

と同型となる. ここで, max(Q(N(ρ)
q2 ), p)以下の素数 rに対して, 定義から t 6= rだから, 還元射

PGL2(Zr) −→ PGL2(Fr)により, D2ta ⊗ιr Zr はD2ta ⊗ιr Frへ同型に写る. よって, ρrは qに

関して局所良二面体的であることがわかる. ¤

7. ある素数の評価

この節では帰納法をうまく機能させるある素数の系列の存在を示す. 詳細については萩原

氏の原稿または [35]を参照されたい.

定理 7.1. 素数 p ≥ 5に対して, ある素数 P > pが存在して次のどちらかを満たす:

(i) 奇素数 `と整数 r ≥ 1で `r||(P − 1)かつ

(1)
P

p
≤ 2m + 1

m + 1
−

( m

m + 1

)1

p
,

(
m =

`r − 1

2

)
なるものが存在する.

(ii) 整数 r ≥ 4で 2r||(P − 1)かつ

(2)
P

p
≤ 2r

2r−1 + 2
−

(2r−1 − 2

2r−1 + 2

)1

p
,

(
m =

`r − 1

2

)
なるものが存在する.

(i)の場合, (1)の評価から,

(3) p + 1 ≥ m + 1

2m + 1
(P − 1) + 2 = (P + 1) − m

2m + 1
(P − 1)
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を得る.

(ii)の場合, (2)の評価から,

(4) p + 1 ≥ 2r−1 + 2

2r
(P − 1) + 2 = (P + 1) − 1

2
(P − 1)

を得る.

8. 定理 3.1-3.4の証明

証明. (定理 3.1 (分岐消し: (Lr) =⇒ (Wr+1))) 整数 r ≥ 1に対して, 仮定 (Lr)が成り立つと

する. (Wr+1)の条件を満たす S型Galois表現 ρをとる. ρはある素数 qに関して, 局所良二

面体的であり, k(ρ) = 2かつN(ρ)は奇数でその素因子は r + 1個以下である. N(ρ)の素因

子 sで qと異なるものを取る (取れない場合は (Lr)の条件が満たされるので示すことはない).

char(ρ) = 2のときは, 補題 6.1 と補題 6.2-(1)より, Im ρが可解ならば保型的なので, Im ρは

可解ではないと仮定してよい. このとき, 定理 5.1 (1)より, ρはE有理的 2次元既約奇なほと

んど厳整合系 (ρι)で ρp := ριpは pを割らない素点では極小分岐かつ pで重さ k(ρ)のクリスタ

リン表現となるようなものに持ち上がる. 前に選んでおいた素数 sに対して, ρsを考える. 補

題 6.3 (ii) より, その還元 ρsは q二面体的で特に, 非可解な像をもち, 特に, ρsは既約である.

持ち上げが奇なので ρsも奇. よって, ρsは S型Galois表現. さらに, ρpは極小持ち上げである

こと, および, 整合系の定義から, N(ρs)の素因子はN(ρ)pの素因子でもあるので,

]{N(ρs)の素因子 } ≤ ]{N(ρ)pの素因子で sではないもの } ≤ r + 1 − 1 = r

がなりたつ. よって, 仮定 (Lr)から ρsは保型的. 定理 4.1 より, ρsは保型的なので, (ρι)も保

型的. 従って, ρ = ρpも保型的. ¤

証明. (定理 3.2 (重さ 2への帰着: (Wr) =⇒ (Lr))) ρを (Lr)の条件を満たす S型Galois表現

とし, その標数を pとする. ρは局所良二面体的であり, p = 2ならば k(ρ) = 2. また, N(ρ)は

奇数でその素因子は r個以下である.

p = 2のときには証明することはない. 以下, p = 3, p = 5, p > 5 の 3つの場合に分けて証

明する. 前の二つの場合の証明は一般の場合のそれとはやや異なる.

p = 3の場合.

定理 5.1-(2)を用いると, ρはE有理的 2次元既約奇なほとんど厳整合系 (ρι)で ρp := ριpは

pを割らない素点では極小分岐かつ pで重さ 2となるようなものに持ち上がる. 今, ρ2を考え

る. 補題 6.3より, ρ2は非可解な像をもつ. また, N(ρ)は奇数なので, ρ2は 2でクリスタリン

で重さ 2 (ほとんど厳整合系の性質から従う) なので, ρ2はBarsotti-Tate表現となる. これよ

り, ρ2は有限平坦群スキームからくるので, k(ρ2) = 2. 極小持ち上げの定義から, N(ρ2)の素

因子はN(ρ)3を割るので, その個数は r + 1以下である.

いま, ρ2が 3で不分岐ならば, (Wr)より ρ2は保型的. 定理 4.1 より, (ρι)も保型的なので,

ρも保型的. ρ2が 3で分岐するならば, ρ3の惰性WD パラメータの形から, (χ3が位数 2であ

ることに注意すると) ρ2|I3は

(
1 ∗
0 1

)
の形をしている. これより, ρ2|D3は

(
χ2 ∗
0 1

)
の
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形をしていることがわかる. よって, p = 2, q = 3, χ′ = ω2
3,2, (i = 2, j = 0)として, ρ2に定

理 5.1 (4)を適用すると, ρ2はE有理的 2次元既約奇なほとんど厳整合系 (ρ′
ι) に持ち上げられ

る. ρ′
3について考える. 定理 5.1 (4)の結果より, ρ′

3 の χ3の冪による捻り ρ′′
3の重さは 2とな

る (j = 2 > 1 = i + 1だから). N(ρ′′
3)の素因子はN(ρ3)のそれと同じなので, その個数は r以

下. よって, (Wr)より ρ′′
3は保型的なので, ρ′

3も保型的. 後は定理 4.1から (ρ′
ι)は保型的. (ρι)

と (ρ′
ι)は ρ3で繋がっているので, (再び定理 4.1 より) (ρι)も保型的. よって, ρも保型的.

p = 5の場合 (やや複雑).

この場合, N(ρ)は奇数で素因子の個数は r以下, k(ρ) ≤ 5 + 1 = 6である. 定理 5.1(2)より,

ρは E有理的 2次元既約奇なほとんど厳整合系 (ρι) に持ち上げられる. ρ2を考える. p = 3

の場合と同様にして, ρ2は局所良二面体的なので, 像は非可解. また, k(ρ2) = 2でN(ρ2)の素

因子はN(ρ)5を割るので, それらの個数は r + 1以下. ρ2が 5で不分岐なら (Wr)より ρ2は保

型的. 定理 4.1 より, (ρι)も保型的なので, ρも保型的. ρ2が 5で分岐するならば, ρ5は 5で準

安定なので, ρ2も 5で準安定 (ほとんど厳整合系の性質). これより, 5||N(ρ2)が従う. よって,

p = 2, q = 5, χ′ = ω2
5, (i = 2)として, ρ2に定理 5.1 (3)を適用すると, ρ2はE有理的 2次元

既約奇なほとんど厳整合系 (ρ′
ι) に持ち上げられる. ρ′

5を考える. ρ′
5は補題 6.3より局所良二

面体的であり, その像は非可解. 定理 5.1 (3)を用いたので, (ρ′
5を χ5の適当な冪による捻りに

より) k(ρ′′
5) = i + 2 = q + 1 − i = 4 となる. また, N(ρ′

5)は奇数でその素因子の個数は r以下

であることがわかる (極小持ち上げの定義より).

次の二つ場合に分ける:

(i) 3|N(ρ′
5).

この場合, 定理 5.1-(2) より, E有理的 2次元既約奇なほとんど厳整合系 (ρ′′
ι ) に持ち上げら

れる. ρ′′
3 を考える. ρ′′

3 は補題 6.3より局所良二面体的であり, その像は非可解. N(ρ′′
3)は奇

数で,

]{N(ρ′′
3)の素因子 } ≤ ]{N(ρ′′

3)5の素因子で 3ではないもの } ≤ r + 1 − 1 = r

が成り立つので, (Wr)より ρ′′
3は保型的. 定理 4.1より, (ρ′′

ι )は保型的, よって, (ρι)であること

がわかるので, ρも保型的.

(ii) 3 6 |N(ρ′
5).

この場合, 定理 5.1-(1) より, E有理的 2次元既約奇なほとんど厳整合系 (ρ′′
ι ) に持ち上げら

れる. ρ5は 5で重さ 4のクリスタリン表現であるので, ρ′′
3は 5で不分岐. 特に, N(ρ′′

3)は 5で

割れない. また, ρ′′
3は補題 6.3より局所良二面体的であり, その像は非可解. 一方, N(ρ′′

3)の素

因子はN(ρ′
5)を割り, さらに, これは仮定から 3で割りきれないのだから, N(ρ′′

3)の素因子の

個数はN(ρ′
5)と一致するのでその個数は r以下. よって, 先に扱った p = 3の場合の証明から

ρ′′
3は保型的 (k(ρ′′

3) = 4 ≤ 3 + 1より重さに関する条件をクリアしていることに注意). 定理 4.1

より, (ρ′′
ι )は保型的, よって, (ρι)も保型的であることがわかるので, ρも保型的.

p > 5の場合.

pに対して, 定理 7.1を適用することで得られる素数 P (> p)をとる. このとき, (Wr)の下

で次の主張を示す:
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「S型 ρが 3条件


(a) 局所良二面体的

(b) char(ρ) ≤ P

(c) N(ρ)は奇数でその素因子の個数は r以下

を満たすなら, ρは保型的」

今まで見たとおり, P = 5のときにはこの主張は正しいので, p = 5からスタートして, この

操作を繰り返すことで, 一般の場合の主張を得る.

ρを上の主張の条件を満たす char(ρ) = P なる S型 Galois表現とし, char(ρ) < P なる同

様の性質を満たす S型Galois表現は保型的と仮定する. 定理 7.1 によって得られた素数 `で

`r||P − 1と評価式 (1), (2) を満たすものをとる. ` > 2のときはm =
`r − 1

2
とおく.

定理 5.1-(2)より, ρはE有理的 2次元既約奇なほとんど厳整合系 (ρι) に持ち上がる. ρ`を

考えると, ρ`は補題 6.3より局所良二面体的であり, その像は非可解, N(ρ`)は奇数でその素因

子はN(ρ)P を割るのでそれらの個数は r + 1以下.

N(ρ`)がPと素であるとき, N(ρ`)の素因子の個数は r. `の取り方から, 2`r ≤ P−1 < 2P−1

より, ` < P が成り立つ. よって, 帰納法の仮定より, ρ`は保型的. 定理 4.1 より, (ρι)は保型

的, よって, ρも保型的.

N(ρ`)が P と素でないとき, ρ`は P で準安定だから, P ||N(ρ`). よって, p = `, q = P, χ′ =

ωi
P , i ∈


[ m

2m + 1
(P − 1),

m + 1

2m + 1
(P − 1)

]
(` > 2のとき)[1

2
(P − 1),

2r−1 + 2

2r
(P − 1)

]
(` = 2のとき)

として, ρ`に定理 5.1 (3)を適

用すると, ρ`はE有理的 2次元既約奇なほとんど厳整合系 (ρ′
ι) に持ち上げられる. ρ′

P を考え

る. ρ′
P は補題 6.3より局所良二面体的であり, その像は非可解. 定理 5.1-(3)を用いたので, (ρ′

P

を χP の適当な冪による捻りにより) ` > 2のとき, 定理 7.1(3)の評価式を用いると,

k(ρ′
P ) =

 i + 2 ≤ m + 1

2m + 1
(P − 1) + 2 ≤ p + 1, または,

P + 1 − i ≤ P + 1 − m
2m+1

(P − 1) ≤ p + 1

` = 2のとき, 定理 7.1-(4)の評価式を用いると,

k(ρ′
P ) =

 i + 2 ≤ 2r−1 + 2

2r
(P − 1) + 2 ≤ p + 1, または,

P + 1 − i ≤ P + 1 − 1
2
(P − 1) ≤ p + 1

となる. また, N(ρ′
P )は奇数でその素因子はN(ρ`)P を割るのでそれらの個数は r以下である

ことがわかる (極小持ち上げの定義より). よって, もし ρ′
P が保型的であれば, 定理 4.1 より,

(ρ′
ι)は保型的. (ρι)も保型的であることがわかるので, ρも保型的.

よって, ρ′
P が保型的であることを示す. 次の二つ場合に分ける:

(i) p|N(ρ′
P ).

この場合, 定理 5.1-(2) より, E有理的 2次元既約奇なほとんど厳整合系 (ρ′′
ι ) に持ち上げら

れる. ρ′′
p を考える. ρ′′

p は補題 6.3より局所良二面体的であり, その像は非可解. N(ρ′′
p)は奇

数で,

]{N(ρ′′
p)の素因子 } ≤ ]{N(ρ′′

p)P の素因子で pではないもの } ≤ r + 1 − 1 = r
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が成り立つので, (Wr)より ρ′′
pは保型的. 定理 4.1より, (ρ′′

ι )は保型的, よって, (ρι)であること

がわかるので, ρも保型的.

(ii) p 6 |N(ρ′
P ).

この場合,定理 5.1-(1)より, E有理的 2次元既約奇なほとんど厳整合系 (ρ′′
ι )に持ち上げられ

る. ρ′′
pは pで重さ k(ρ′

P ) ≤ p+1のクリスタリン表現である. ρ′′
pはP で不分岐. 特に, N(ρ′′

p)は

P で割れない. また, ρ′′
pは補題 6.3より局所良二面体的であり, その像は非可解. 一方, N(ρ′′

p)

の素因子はN(ρ′
P )を割り, さらに, これは仮定から pで割りきれないのだから, N(ρ′′

p)の素因

子の個数は N(ρ′
P )と一致するのでその個数は r以下よって, 帰納法の仮定より ρ′′

p は保型的.

k(ρ′
P ) ≤ p + 1より, 定理 4.1の仮定が満たされてることに注意して, (ρ′′

ι )の保型性がわかる.

よって, (ρι)も保型的であることがわかるので, ρも保型的. ¤

証明. (定理 3.3 ((W1))) 定理 3.3 は次の系 8.1 から従う: ¤

系 8.1 (i) ρは既約, 奇な連続法 p Galois表現で, k(ρ) = 2, N(ρ) = qは素数とする. このとき,

ρは S2(Γ1(q))からくる.

(ii) ρは既約, 奇な連続法 p Galois表現で, k(ρ) = 2, ρは奇素数 q 6= pと p以外では不分岐で q

では馴分岐とし, さらに, ρ(Iq)の位数はある奇素数 t > 5の冪と仮定する. このとき, ρは (必

ずしも新形式とはかぎらない)S2(Γ1(q
2))からくる.

証明. (i) q = 2のときは [36]で扱われているのでこの場合は省略. 補題 6.2-(i)より, ρの射影

像が二面体群である場合は保型的なので, 以下, ρの射影像は二面体群ではないと仮定する. す

ると, p = 2のときは補題 6.1より, Imρは非可解群. p > 2のときは, Imρが可解群なら [50]の

定理 4より, ρは保型的なので, Imρは非可解と仮定して良い. 特にこのことから, ρ|GQ(µp)
は

絶対既約であることがわかる. このような設定のもとでは定理 5.1-(1)の仮定が満たされてい

るので, ρは E有理的 2次元既約奇なほとんど厳整合系 (ρι)で, ρpが pで重さ k(ρ) = 2のク

リスタリン表現, qの外不分岐かつ, ρpは qで極小持ち上げ, となっているものに持ち上がる.

ρpの qでのWeil-Deligne パラメータ rqはN(ρ) = qかつ qで極小持ち上げということから, 半

安定もしくはQq(µq)上で不分岐であることがわかる. 一方, (ρι)の構成および局所・大域整

合性 [57]より, ρq|GQq に付随するWeil-Deligne パラメータは rqと同値なので ρqおよび ρqは

[35]の定理 6.1-(3)の条件を満たすので ρqは保型的. よって, ρもそう.

(ii) (i)に帰着する. t = pのとき, ρは qで馴分岐なので, ρ|Iqは

(
1 ∗
0 1

)
の形をしている

ので, ρの表現空間の Iq による固定部分の次元は 1かつ馴分岐であることから, N(ρ) = qよ

り, (i)から従う.

t 6= pと仮定する. ρは qで馴分岐 (ρ(Iq)の位数と qは素)なので, q 6= tである. Im ρが可解

なら, [50]の定理 4より ρは保型的なので, そうではないと仮定してよい. すると, 定理 5.1-(1)

が適用できるので, ρはE有理的 2次元既約奇なほとんど厳整合系 (ρι) に持ち上げられる. ρt

を考える. (ρι)は {p, q}の外で不分岐かつ ρt の重さは 2. ρtが可約ならば, ρtは tで重さ 2の
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クリタリン表現なので, Skinner-WilesのMLT, [63], [1] より, ρtは保型的9. とくに, (ρι)も保

型的なので, ρも保型的. ρtが qで不分岐のときは, k(ρt) = 2, N(ρt) = 1となり, この場合は

可約となることが知られている (cf. [66])ので, 先ほどの場合と同様にして ρは保型的.

ρtが既約かつ qで分岐するときは, qで馴分岐なので, N(ρ) = qだから (i)より ρtは保型的.

ここで, ρt|GQ(µt)が可約であると仮定すると, 補題 6.2-(2)より, k(ρt) = 2 (Fontaine-Laffaille

理論から従う) であることから矛盾が生じる. よって, ρt|GQ(µt) は既約. また, ρtは tで重さ 2

のクリスタリン表現なのでBarsotti-Tate (p可除群からくる)であることと同値 ([5],[42]). よっ

て, [76]の定理 0.2 より, ρtは保型的. とくに, (ρι)も保型的なので, ρも保型的10 ¤

証明. (定理 3.4 (レベル上げ)) ρを S型Galois表現とし, 2r+1 6 |N(ρ)かつ p = 2なら k(ρ) = 2

を満たすものとする. char(ρ) = p, S = {` 6= p : 素数 | ρは `で不分岐 } とおく. ρの像が可解

なら保型的 (cf. [50]の定理 4)なので, 非可解としてよい. すると, 定理 5.1 (2) (Skinne-Wiles,

WilesのMLT使うために重さ 2という条件が必要)が適用できるので, ρはE有理的 2次元既

約奇なほとんど厳整合系 (ρι) に持ち上げられる. p′ 6∈ S ∪ {p}, p′ > 5を満たす素数 p′をとり,

ρp′を考える. ρp′が可解なら保型的である.

ρp′ が可約ならば, ρp′ は p′で重さ 2のクリスタリン表現なので, p′で通常だから, Skinner-

Wilesの結果 [63]より, ρp′は保型的. (ρι)は保型的より, ρも保型的.　

ρp′ が既約ならば, ρp′|GQ(
√

p′∗)
, (p′∗ := (−1)

p′−1
2 p′) が可約ならば, ρp′|GQ(µp′ )

も可約. しか

し, 補題 6.2-(2)と ρp′の重さは 2 (Fontaine-Laffaille 理論から従う) であることから矛盾. よっ

て, ρp′ |GQ(
√

p′∗)
は既約. また, ρp′は p′で重さ 2のクリスタリン表現なのでBarsotti-Tate (p可

除群からくる)であることと同値 [5]) よって, [76]の定理 0.2 より, ρp′ は保型的. とくに, (ρι)

も保型的なので, ρも保型的.

以上の議論から, p′ > 5, p′ ≡ 1 mod 4 かつ p′ 6∈ S ∪ {p}で ρp′ が非可解な像をもつものに

対して, ρp′が保型的であることが示せればよい. これを証明するために次の補題を使う:

補題 8.2. ρを S型Galois表現とし, char(ρ) = p, p ≡ 1 mod 4, かつ, Im ρは非可解と仮定す

る. ρprojを ρの射影化とする. このとき, 次の性質を満たす素数 qで ρが不分岐となるものの

集合は正の (自然)密度をもつ:

(i) ρproj(Frobq) ∼ ρproj(c), (cは複素共役)

(ii) すべての素数 r ≤ p − 1に対して, q ≡ 1 mod r かつ, q ≡ 1 mod 8

(iii) q ≡ −1 mod p

証明. Dicksonの分類より, Im ρproj ⊂ PGL2(F)の像はA5 と同型または, PSL2(F′′), PGL2(F′′),

(F′′ ⊂ F, |F′′| ≥ 4)のいずれかと共役. 前の２つは単純群である. p ≡ 1 (mod 4)なので, −1は
9この場合, ρt が可約なら, ρt は t-通常である. よって, Skinner-Wiles のMLTの条件を満たしていることに

注意. 萩原氏の原稿 p.11の定理 3.7を参照.
10この証明中に [63]と [76]を用いたのは, ρtの像が非可解であるということが保証されないためである. もし

非可解であれば定理 4.1 が使える. 局所良二面体的という性質は勝手な整合系への持ち上げを考えたとき, 別の

成分の還元の像も非可解になるという非常に優れた性質を備えているため, MLT が使えるかどうかということ

に頭を悩ませなくてもよいという利点がある. また, 定理 5.1-(1)と (3)を組み合わせれば, (W1)を示すだけな

ら, [63]と [76]は用いる必要はない.
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Fの中で平方元だから, ρproj(c) =
√
−1ρproj(c) ∈ PSL2(F′′). M = QKerρprojとおく. Gal(M/Q)

に Chebotarev の密度定理を適用することで, (i)の条件を満たす qが正の密度の分だけ取れ

る. よって, Dirichlet の算術級数定理より, さらに, (ii),(iii)の条件を満たす qがとれる. 補題

の条件が整合的であることを示す. つまり, (i),(ii),(iii)条件を qに課しても qの存在が空でな

いことを示す. 円分体K = Q(µ8, µp, µ`, ` : odd, ` < p)と, M との共通部分をL = M ∩Kと

する. L/Qは巡回的Galois拡大である. Im ρprojがA5, または, PSL2(F′′)のときは, これは単

純群なので, L = Qである. この場合は Lは条件 (i),(ii),(iii)に影響しないので示すことはな

い. Im ρprojが PGL2(F′′)のとき, PGL2(F′′)の非自明な正規部分群は PSL2(F′′)なので, L/Q
の次数は高々2. L/Qの次数が 2のとき, つまり LがKに含まれる２次拡大であるときは, 条

件 (ii),(iii)みたす素数 qはLで完全分解するように選ばれているので, このような qは確かに

存在するので問題はない. ¤

この補題8.2をρp′に適用すると,十分大きな素数qで上の性質を満たすものが取れる. ρp′は q

で不分岐,特に, Iqの作用は自明なので, ρ′
pは重さ 2かつ qで不分岐なので ρp′|Dqは

(
χq 0

0 1

)
という形をしている. また補題 8.2-(iii)より, p′|q + 1なので, 定理 5.1-(4)が適用できる. する

と, ρはE有理的 2次元既約奇なほとんど厳整合系 (ρ′
λ) に持ち上げられる. ρ′

p′を考えると, あ

る Iqの p′進指標 χ′でレベル 2かつ, 位数が p′の冪のものがあって, ρ′
p′|Iqは

(
χ′ ∗
0 χ′q

)
とい

う形をしている.

sを p′より小さい最大の素数とし, ρ′
sを考える. p′ > 5より, s > 2であることに注意する.

ほとんど厳整合系の性質から, ρ′
s|Iqは

(
χ′ ∗
0 χ′q

)
という形をしている. もし ∗ 6= 0ならば,

ρ′
s|Iqの射影像は非巡回的 で ρ′

s|Iqは既約となってしまうので矛盾 (cf. [20]の命題 2.4 ). よっ

て, ∗ = 0. これと, 補題 8.2の条件 (i)より, ρ′
s(Frobq)の射影像の位数が 2であることを使う

と, ρ′
sが q二面体的であることがわかり, 2r+1 6 |N(ρ′

s)なので, 仮定 (Dr)より, ρ′
sは保型的. 補

題 6.3より, ρ′
sは非可解な像をもつので, 定理 4.1 から, (ρ′

ι)も保型的. これより, (ρι)も保型的

であることがわかるので, ρも保型的. ¤

9. 定理 1.2と定理 1.3の証明

証明. (定理 1.2) (D0)は系 3.2 から従い, 定理 3.4 より, 仮定 (D0)から, 定理 1.2 は従う. ¤

証明. (定理 1.3)

次の仮定 (H)を認める. (H)はKisinによって証明されているので, 定理である [43],[44]:

(H) pを素数, OをQpの有限次拡大の整数環とする. ρ : GQ −→ GL2(O)を連続, 既約, 奇

なGalois表現とする. このとき, ρおよび ρが次の条件を満たせば, ρは保型的:

(i) Im ρは非可解かつ ρは保型的

(ii) ρの分岐する素点は有限個で, ρは pで重さ 2かつ潜在的クリスタリン (潜在的Barsotti-

Tate)

では定理 1.3の証明に移る. すべての非負整数 rに対して, (Dr)を示せばよい.
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先ず, (D1)を示す ((D0)は既に証明されている). ρを S型Galois表現で (D1)の条件を満た

すものとする. すなわち, char(ρ)は奇素数, ρは局所良二面体的, 4 6 |N(ρ)である. 定理 5.1-(2)

より, ρはE有理的, 2次元, 既約, 奇なほとんど厳整合系 (ρι) に持ち上げられる. ρ3を考える

と, 補題 6.3 より, ρ3の像は非可解. N(ρ)が奇数のときはすでに証明されているので, 2||N(ρ)

としてよい. すると, ρ3は 2で準安定かつ, ρ3の重さは 2なので, ρ3|D2は

(
χ3 ∗
0 1

)
の形を

していることがわかる. よって, p = 3, q = 2, χ′は位数 3の指標, として ρ3に定理 5.1 (4)

を適用すると, ρ3はE有理的 2次元既約奇なほとんど厳整合系 (ρ′
ι) に持ち上げられ, ρ′

3|I2は(
χ′ ∗
0 χ′2

)
の形をしている. とくに, ρ′

3|I2は

(
χ′ 0

0 χ′2

)
の形をしていることがわかる (cf.

[20]の命題 2.2, 2.4).

ρ′
2について考える. k(ρ′

2) = 2ならば, 定理 5.1-(2)の主張から, ρ′
2に付随するWeil-Deligne

表現のモノドロミー作用素 0なので, ρ′
2は 2で潜在的クリスタリン. よって, 定理 1.2-(ii)と

(H)から主張は従う. 他方, k(ρ′
2) 6= 2ならば, p = 2の場合の Serre重さの定義から, k(ρ′

2) = 4

である. この場合は, très ramifiéの場合なので, 分岐指数が奇数であるようないかなる拡大

K/Qpに対しても, ρ2|GK は有限平坦群スキームからはこない.

一方, χ′は位数 3なので, 対応するQpの不分岐 2次拡大の 3次拡大をKとすると, ρ′
2|GKは

2で重さ 2のクリスタリンとなる (定理 5.1-(2)の惰性WDパラメータに関する条件からわか

る)ので, 2でBarsotti-Tate. よって, ρ′
2|GK はK上の有限平坦群スキームからくるので矛盾.

次に (Dr), r > 1を示す. ρを S型Galois表現で (D1)の条件を満たすものとする. すなわ

ち, ρは char(ρ)は奇素数, 局所良二面体的, 2r+1 6 |N(ρ)である. r = 1の場合は示してあるの

で, ρ|I2は捻りのズレを除いても冪単ではないと仮定してよい (つまり,モノドロミー作用素

N = 0). 定理 5.1-(2)より, ρはE有理的 2次元既約で奇なほとんど厳整合系 (ρι)に持ち上げ

られる. 定理から ρ2の重さは 2である. ρ2を考えると, 補題 6.3 より, ρ2は局所良二面体的で

その像は非可解. よって, (D1)から, ρ2は保型的.

よって, 定理 5.1-(2)の惰性WDパラメータに関する条件から, ρは 2で重さ 2の潜在的クリ

スタリン表現. よって, (H)より, ρ2は保型的. よって, ρも保型的. ¤

10. (GQ, GL2(C))に関する奇な場合のArtin予想の証明 (系 1.4)

証明. (系 1.4) 各素数 pに対して, 埋め込み ιp : Q −→ Qpを固定する.

ρ : GQ −→ GL2(C)を奇なArtin型の表現とする. すなわち, detρ(c) = −1を満たす (絶対)

既約な連続表現.

Im ρが定義される代数体K/Qをとる. Im ρはK の整数環O上定義されているとしてよ
い. pが十分大きい時, Kの素点 v|pに対して, Imρ ' Imρv, A 7→ A mod vとなる. ただし, ρv

は ρの還元である:

GQ

ρv ##HHHHHHHHH

ρ
// GL2(O)

mod v
��

GL2(Fv)
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このような, vに対して, ρvは絶対既約であり, pで不分岐かつ, 奇な表現である. ρvに対し

て, Serre予想を適用すると, Ribet(et al.)のレベル下げと Gross, Coleman-Volochの重さ 1の

保型形式からくる法 p保型形式の分類から, ある自然数N(v 6 |N)が存在して, ρv = ρfv ,pをみ

たす (Katzの意味での)保型形式 fv ∈ S1(Γ1(N))Fv が存在する. 記号の説明をする. N > 5を

とり, モジュラー曲線のスムースな整モデルX1(N)/O[ 1
N

]を考える. このとき, v 6 |N に対し
て, S1(Γ1(N))Fv := H0(X1(N)/O[ 1

N
], ω⊗k

O[ 1
N

]
⊗ Fv)のことを重さ k, 係数を Fvにもつ (Katzの

意味での)保型形式の成す空間という. ただし, X1(N)/O[ 1
N

]の一般化された楕円曲線の普遍

族 E f−→ X1(N) のHodge束を ω = f∗Ω
1
E/X1(N)とおいた.

ωOv
= ω ⊗O[ 1

N
] Ov, ωFv

= ωOv
⊗ Fv とおく. πをOvの素元し, 次の完全列を考える:

0 −→ ωOv

π−→ ωOv
−→ ωFv

−→ 0.

よって, 長完全列

· · · −→ H0(X1(N), ωOv
)

φ−→ H0(X1(N), ωFv
) −→ H1(X1(N), ωFv

)[π] −→ 0

を得る. N(ρv)はN(ρ)を割るため, (vを動かしたとき)一様に抑えられているから, pが十分

大きいとき, スキームの底変換に関する議論からH1(X1(N), ωOv
)は p-捻じれ元を持たない11.

よって, H1(X1(N), ωFv
)[π] = 0だから, φ は全射.

以下では, 上記 φが全射となるような素数 pを考える. 上で見たように有限個を除く pに対

して, その条件は満たされる.

このとき, [18]の補題 6.11より, Tn, (n, pN) = 1に関するHecke固有形式

f̃v ∈ H0(X1(N), ωO′
v
), (O′

vはKvの有限次拡大の整数環)

が存在して, Tnf̃v = α̃nf̃vとするとき, α̃n ∈ O′
vの還元は fvの Tnに関する固有値αn ∈ Fpと一

致する.

H0(X1(N), ωO′
v
)⊗Cは古典的な保型形式の空間S1(Γ1(N))Cと同型なので, f̃vはHecke固有

形式となり,さらに, Tpに関する固有形式にもなっている. 従って, ρv = ρfv
はあるS1(Γ1(N))C

の新形式 f̃vからくる. S1(Γ1(N))C は有限次元なので, 上記の主張は十分大きな pに対しても

成立するとしてよい. よって, Im ρが Im ρが同型になるまで pを大きくしてやれば, ρは保型

的であることがわかる. ¤

11. 2次元整合系の保型性 (系 1.5)

証明. (系 1.5) (ρλ)を正則整合系として, そのHodge-Tate 重さを (a, b), a > bとする. 整合系

の−b回Tate捻りを考えることにより, a > 0, b = 0としてよい.

λをEの素点とし, そのQp, λ|pへの埋め込みも λで表す. まず, 有限個を除く λに対して,

ρλは絶対既約であることを示す. ρλは奇なので, 既約であることさえ示せば十分.

整合系 (ρλ)の導手は有界なので, それをN とし, N を割る有理素数の集合に λ|pなる素数 p

を付け加えた集合をS = Sλとおく. ρλが可約となるようなλが無限個あるとする. そのような

λに対して, ρλのGQ不変 1次元部分空間をLλとすると, ρλ|Lλ
は有限指標 ε : (Z/NZ)× −→ Fp

11次の議論からわかる. H1(X1(N), ωO[ 1
N ])は有限生成Z[ 1

N ]加群. 従って, 底変換により, H1(X1(N), ωOv
) =

H1(X1(N), ωO[ 1
N ]) ⊗Ov だから, 捩れ元は有限個.
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と法 p円分指標 χの冪 χt
p, t ∈ Nとの積でかける. N を割らない λに対して, εの λ進持ち上

げを ελとかく (λで不分岐な指標なのでいつでも持ち上がる). N と λと素な有理素数 `に対

して, ρλ|L(Frob`) = ελ(`)`
t (mod λ) が成り立つ. LλのGL2(Zλ)への引き戻しをLλと書くこ

とにする. Lλ上で, ρλ(Frob`) (mod λ) = ε(`)`t (mod λ) が成り立つ. ρλはGQ,S を経由する

ので, Chebotarev の密度定理から, すべての, GS の元 gに対して, ρλ(g) (mod λ) = ελ(g)χt
p

(mod λ)がL上で成り立つ. ρλ|LはGab
Q,Sを経由し, Gab

Q,S '
∏

p∈S Z×
p は位相的に有限生成なの

で, λのノルムが十分大きいとき, LλはGQ,S不変となるので, ρλの既約性に矛盾.

よって, 有限個を除くすべての λに対して, ρλは既約. このような λで導手Nを割らないも

のに対しては, 整合系の定義から ρ|Dλ
はHodge-Tate表現である. よって, detρ|Dλ

は局所代数

的な表現なので, 有限指標 ελ : Dλ −→ E×
λ と χa

p|Dλ
, λ|p の積となる. よって, 整合系の定義か

ら, detρはある有限指標 ε : GQ −→ E×と χa
pの積となる.

λを割る素数 pが a < p− 1かつ p 6 |N を満たすとき, Fontain-Messing の結果より, ρss
λ |Iλ
の

一次元既約成分12には ωd1+d2p
2,p , 0 ≤ d1, d2 ≤ aの形で作用することがわかる (ω1+p

2,p = ωpに注

意). さらに, Fontaine-Laffaille 理論 [27]により, ρλ|Dλ
は弱許容加群から生ずるGalois表現と

なることがわかるので, [27]の定理 5.3から d1, d2 ∈ {0, a}となる. これと detρλ|Iλ
= ωa

1 とな

ることを合わせると, ρλ|Iλ
の形は

(
ωa

1 ∗
0 1

)
, または,

(
ωa

2,p 0

0 ωap
2,p

)
のどちらかとなる. あ

とは Serre 重さの定義から, k(ρλ) = a − 1がわかり, λによらないことがわかる. 一方, Serre

レベルの方もN(ρλ)|Nがなりたつので λによらずNによって一様に抑えられていることがわ

かる.

よって, 定理 1.3より, 上記の λに対しては ρλは Sa−1(Γ1(N))からくる. Sa−1(Γ1(N))は有

限次元なので, この空間に含まれるある新形式 f と無限個の λが存在して, ρλ ∼ ρf,λ となる.

整合系の定義から各有理素数 `でN と λと素なものに対しては, trρλ(Frob`)と trρf,λ(Frob`)

は λによらないので, λを十分大きくとれば, trρλ(Frob`) = trρf,λ(Frob`) となる. ρλは既約な

ので, ρλ ∼ ρf,λ. 再び整合系の定義から, (ρλ)と (ρf,λ)とは同値であることがわかる.

(ρλ)が非正則の場合は同様の理由でHodge-Tate重さは (0,0)としてよい. このとき, Senと

Fontaineの結果より (どのような結果をどのように使うかは [46]の命題 2.3の証明をみよ.), ρλ

の像は有限群. よって, Eλ ' C を固定することで, 奇なArtin 表現 ρλ : GQ −→ GL2(C)を得

る. (ρλ)は整合系なので, λのノルムが十分大きいとき, ρλは λで不分岐である. 後は系 1.4の

証明と同様である.

¤

12. 理解度チェック

勉強会の最初に配布された理解度チェックシートの内容で [35], [37], [38]および [44]に関連

する部分を載せておく. それらの一部にはコメントを与える.

ほとんど厳整合系の存在と Serre予想の証明についてのチェック項目.

12ρss
λ |Iλ

は従順惰性群 It
λ を経由することがわかり, さらに, It

λ は Abel群なので, 半単純化は一次元因子に分

解する.
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10-1. Langlands-Tunnellの定理と Ribetのレベル下げ (レベルが平方因子を持たない場合の

Serre予想の精密版の証明) を用いずにフェルマーの最終定理を証明せよ (定理 5.1を使う).

証明. xp + yp + zp = 0が非自明な整数解 (a, b, c)をもつと仮定して, それに対応する Freyの

楕円曲線 E = Ea,b,c : y2 = x(x − ap)(x − bp) を考える. 素数 p ≥ 5ならば, ρp : GQ −→
GL(E[p]) = GL2(Fp)は既約である. 実際, もし可約ならば, Eは準安定であることとEの 2等

分点がすべてQ-有理的であることからE(Q)の捩れ部分群はZ/2pZ × Z/2Zを含むことがわ
かる ([56]の命題 4.3-(2)). Mazurによる捩れ点の分類からそのようなことは起こらないので

矛盾. よって, ρpは S型であり, Serreレベルは 2, Serre重さは 2であることがわかる (ここで,

Langlands-Tunnellの定理と Ribetのレベル下げを使うと, ρpは S2(Γ0(2))から来ることにな

り, この空間の次元は 0なので矛盾を得るが, ここではこれらの方法は使わない). ここで, ρp

に定理 5.1-(1) を適用すると, ρpの p進持ち上げ ρpは 2以外で良還元を持つ準安定Abel多様

体A/Qの p進Tate加群からくる. しかし, Brumer-Kramerの結果 [7]より, そのようなAbel

多様体は存在しないので矛盾. よって, xp + yp + zp = 0は自明な解しかもたない. ¤

10-2. ほとんど厳整合系の存在の証明に潜保型性がどのように使われているか説明せよ.

10-3. ほとんど厳整合系の存在の証明で登場する変形環に関して,

(a) 次元の下限

(b) 平坦性

がどのように証明されているか説明せよ.

10-4. ほとんど厳整合系の変種は幾つあるか?

10-5. レベル 1の Serre予想の, Fermat素数の分布を用いないDieulefaitによる証明を説明せ

よ ([24]).

この場合, Serre重さが 2のときは, 既に [67] によって, 証明されているが, Dieulefait によっ

て, 潜保型性を用いた別証明が [23]で与えられた. この手法と Schoof の導手の小さい (Q上定
義された非自明な)半安定Abel多様体の保型性 (又は非存在)の結果を合わせることで, Serre

レベル 1, Serre重さ k = 4, 6, 8, 12, 14 に対しては Serre予想は証明されている. これらの結果

を既知として, Serre重さに関する帰納法で一般の場合を証明する方法を解説する (詳細は [24]

を見よ).

ρを S型表現とし, Serreレベルは 1, Serre重さは k = 10または k > 14と仮定する. このと

き, 定理 5.1の証明で用いた潜保型性の議論により, ρは重さ 2の整合系 (ρι)に持ち上がり, 素

数 p′を p′ > k(ρp′)− 1が成り立つように選ぶことができるので, 以下, p > kと仮定する (レベ

ル 1なので kが偶数であることに注意).

再び, 潜保型性の議論により, ρは p進持ち上げ ρで, detρ = ωk−2
p χp, pの外不分岐, pで潜

Barsotti-Tate が成り立つものが取れる. ρは保型的な Galois表現達が成す仮想表現なので,

tr(ρ(Frob`)), ∀` 6= p, ` À 0で生成されるQの拡大体をKとおくと, HomQ(K, Q)の元γによる
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ρの捻り ργが定義できる. たとえば, 新形式 f =
∑
n≥1

anq
nに対して, その捻りは γf =

∑
n≥1

aγ
nqn

で定義される. K ⊃ C := Q(ι−1
p (ωk−2

p ))が簡単な考察からわかる.

このとき, C に非自明に作用する γ ∈ HomQ(K, Q) の元をうまく選ぶと (適当な指標によ

る捻りの差を除いて), ργ
p の Serre 重さを kよりも小さくすることができる. よって, 帰納法

により, ργ
p は保型的, MLTより, ργ

p も保型的. 当然, ρpも保型的なので, ρも保型的である.

この証明のアイデアは重さ 2の持ち上げで, 行列式が Nebentype になるようなもの,つまり,

detρ = ωk−2
p χp 6= χpを満たすものの構成を用いたことにある (構成自体はTaylorの潜保型性

の結果以降は良く知られている方法となっている). これによって, ρの (内部)捻りを考える

ことができ, さらには, Serre重さを小さくすることができるのである. Khare の Serreレベル

1の証明 [35] では Serre重さを小さくするために, ある非 Fermat素数の系列の存在を用いる

のであった.

10-6. 帰納法を用いてどのように Serre予想を証明するか説明せよ.

10-7. 次を説明せよ.

(a) 一般の場合から良二面体的の場合への移行

(b) “分岐消し”

(c) “低い重さへの帰着”

10-8. Serre予想の応用

(a) Fermat型Diophantine方程式の解 ([52],[28], [16], [26], [2], [21], [22])

自然数 p, q, rで
1

p
+

1

q
+

1

r
≤ 1, (p, q, r) 6= (1, 3, 2), (5, 2, 4), (3, 2, 9), (5, 4, 2),

(7, 3, 2), (3.2.7), (8, 3, 2), (8, 2, 3)を満たすものに対しては

xp + yq = zr, gcd(x, y, z) = 1, xyz 6= 0

を満たす整数解 (x, y, z)は存在しないと予想されている (cf.[15]). Serre予想はこの問題の特別

な場合に対して次のように応用される. 上記の方程式が非自明な解をもつと仮定すると, 方程

式の形に依存して, ある代数体上の楕円曲線Eを対応させることができる場合がある. そのよ

うな場合, EはQ曲線と呼ばれるものになっている. Q曲線とは代数体上定義された楕円曲線
であって, 自身とそのGalois共役との間に同種射が存在するもののことで, 楕円保型形式 f に

付随する志村のAbel多様体Af のQ上の分解因子として得られることが (Serre 予想の帰結と

して)知られている. 得られた楕円曲線に付随する 2次元法 ` Galois表現 (`は楕円曲線によっ

て決まる素数)に Serre 予想を適用することで, そのような楕円曲線に対応する新形式 f を得

る. この新形式やそれに付随するGalois表現の性質を調べることで, 矛盾を導くというのが方

針ではある. しかし, この方法が必ずしもうまく機能するわけではないことを注意しておく.

p = q = rのときには, Frey の楕円曲線が対応する (上記 10-1参照). また, x4 + y4 = zp

(p > 4は素数)の場合には, それが非自明な解 (a, b, c)をもつと仮定すると, K = Q(
√
−1)上

のQ-曲線

E : y2 = x3 + 4(1 +
√
−1)bx2 + 4

√
−1(b2 +

√
−1a2)x
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を対応させることができる. 2次元Abel多様体A = ResK/Qは EndQ(A) ⊗Z QがE = Q(
√

2)

と同型になるようなGL2型Abel 多様体 (下記 (d)参照)である. pの上のEの素点を vとする

と, GQ加群 Tp(A)はOE ⊗Zp加群として階数 2なので, その 2次元因子を T とすると, Galois

表現 ρ = ρA,p : GQ −→ GLOv/mv(T/mvT ) ' GL2(Fv)をえる. p > 13なら既約であること

は Ellenberg [26]によってわかっているので, p > 13と仮定すると, ρは S型表現となる. ρの

Serre レベルN(ρ)は 214を割り, k(ρ) = 2かつ det(ρ) = χpなので, S2(Γ0(2
14))のある元に対

応することがわかる. さらに GL2型の Abel多様体に付随する Galois表現の Swan導手の解

析 (cf. 定理 5.5 [6])により, N(ρ)|28 = 256まで落とせる. S2(Γ0(256))のHecke固有形式 f で

ρ ∼ ρf,pとなるものを探すと, そのようなものは S2(Γ0(32))と S2(Γ0(256))の新形式の中にそ

れぞれ 1つ存在することがわかる. そのような新形式 f の性質を詳しくみると, p 6= −1 (mod

8), p > 13の場合 x4 + y4 = zpは非自明な解 (xy 6= 0)は存在しないことがわかる [22].

(b) ある有限平坦群スキームの非存在 ([60]の 4節)

(c) Gal(Q/Q)の法 p 2次元表現 ρで分岐がおさえられているものの同型類の有限性

素数 pと自然数N を与え, N(ρ) ≤ N をみたす S型 ρ, char(ρ) = pの同型類の有限性を問う

ている. 素数 pは固定してあるので, Serre 重さの定義から, k(ρ) ≤ p2 − 1(p > 2), k(ρ) = 2ま

たは 4(p = 2). よって, これは,
⊕

k≤max{p2−1,4},M≤N

Sk(Γ1(M))の次元の有限性から従う.

(d) GL2型Abel多様体の保型性 (GL2型モチーフの保型性)

A/QをQ単純なAbel多様体とし, EndQ(A)をQ上定義されたAの自己準同型射全体の成

す環とする. このとき, 次数 dim Aの代数体E/Qと埋め込みE ↪→ EndQ(A)⊗Z Qが存在する
とき (実は同型になる), AのことをGL2型のAbel多様体という. Ribetの結果 [53]より, Serre

予想を仮定するとある新形式 f が存在して, A
Q∼ Af となることが知られている. ただし, Af

は f に付随する志村のAbel多様体 ([64]の定理 7.14). これはGalois表現の保型性よりも強い

主張である (Abel多様体の場合は Tate予想が成立するため). GL2型のモチーフについては

[34],[41],[73] 等を参照.

(e) Artin予想 (Gal(Q/Q),GL2(C))

Khareによって, Serre予想からArtin予想 ((Gal(Q/Q),GL2(C)) の場合)が導かれたわけあ

るが (系 1.4), 今までにどのようなアプローチが成されてきたかを概観する.

ρ : Gal(Q/Q) −→ GL2(C) をArtin表現とすると, Im ρprojは巡回群, 二面体群, A4, S4, お

よび, A5のいずれかと一致する. 前の 4つの場合は可解群でこれは, Hecke (巡回群, 二面体

群の場合), Langlands (A4場合. S4の場合も一部), Tunnell (S4の場合) により解決されてい

る [47], [72]. 最後のA5の場合は (Serre予想が解決されるまでは)未解決であり, [8], [39], [62],

[10], [11], [68], [31], [69]等の研究がある.

(f) 次数 2の Fontaine-Mazur予想

Fontaine-Mazur予想とは「連続なGalois表現 ρ : GQ −→ GL2(Qp)が幾何的 (5節参照)な

ら, それはQ上定義された滑らかな射影的代数多様体のエタールコホモロジーの (Qp[GQ]加

群としての)直和因子として得られるであろう」という予想である. Serre 予想が証明されて
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いるので, 多々あるMLTの条件を満たす ρに対しては, Fontaine-Mazur予想は解かれたこと

になる. しかし, 一般の解決からは遠い.

最近, Kisinはpが奇数のときに, Breuil-Mézard予想と次数2のFontaine-Mazur予想 [40]が同

値であることをp進Langlands対応 (ColmezのMontréal関手と呼ばれている)と法p Langlands

対応との整合性から導いた. p進 Langlands対応の構成およびその対応と法 p Langlands対応

との整合性は最近Colmez が (GL2/Qpの場合に)証明したと報告している [14].

また, 条件付きではあるが, Emertonがまったく異なるアプローチで整合性を示している.

Emertonはより強く, すべての三角表現は有限傾斜 (finite slope)を持つ過収束尖点固有形式

(overconvergent cuspidal eigenform)からくることを示した.

p = 2のときの保型性持ち上げ定理と潜保型性に関するチェック項目 ([35],[37],[44]):

11-1. p = 2のとき, (k · id) ⊂ ad0ρである. よって, (ad0ρ)∗ ' ad0ρを得ることができない. こ

のような場合, Galoisコホモロジーの計算をどのように修正すればよいか?

11-2. p = 2, 3のとき, 双対 Selmer群を消す議論をどのように修正すればよいか? p = 2のと

きは [35]. p = 2, 3のときは [38]. (注意: [71]における議論では p = 2, 3の場合は除外されてい

る.)

11-3. p = 2, 3のとき, “neatness問題”をどのように処理すればよいか? p = 3のときは [35].

p = 2, 3のときは [38].

11-4. p = 2のとき, 奇素数を割る F の素点 vで

(1 − Nv)((1 + Nv)2detρ(Frobv) − Nv(trρ(Frobv))
2) ∈ F×

を満たすものはとることができない (Fは F2の有限次拡大). [38],[44]において, この困難をど

のように克服しているか?

11-5. p = 2のときは Breuilの理論 [5]が使えない. そのため, [44]では Zinkの displayと

windowの理論を用いている. p = 2のときの困難を克服するためにこれらの理論をどのよう

に用いるか説明せよ.
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