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Appendix A. 付録. Dickson の分類について
安田 正大 (京都大学)

A.1. 目標.

A.1.1. k を標数 p の有限体とする. 群 PGL2(k) の部分群を分類するこ
とがこの節の目標である.

A.1.2. G を群とするとき, 何をもって G の部分群を分類したとみなす
かについて, 様々な見解がありうると思う. 有限群 G に対して, 本稿
では次の見解をとる: 群 H に対し, H と同型な G の部分群の全体を
SG(H) とおく. 集合 SG(H) には共役により群 G が作用するが,

(1) G の部分群と同型な群のリストを得,
(2) リストの各メンバー H について, 商集合 SG(H)/G の濃度を
決定,

した時点で, G の部分群を分類したとみなす. 上記 (1) (2) に加えて,

(3) 集合 SG(H) 中の各 G 軌道について, その濃度を決定

しないと完全な分類とはみなさない, という見解もあり得るが, [Y] へ
の応用上必要ないので, 本稿では (3) についてほとんど考察しない.

A.1.3. 群 PSL2(k) の部分群については, 上記 (1), (2), (3) の意味でほ
ぼ1 完全な分類が 100 年以上前から知られており, 1901 年に出版され
た Dickson の本 [Di, Chapter XII] に詳細が書かれている. [Di, p. 260
の脚注] によると, この分類は Morris [Mo2] および Wiman [Wi] に基
づくもののようであるが, 通常この分類のことを Dickson の分類とよ
ぶ. 本稿では群 PSL2(k) ではなく群 G = PGL2(k) の部分群の分類に
ついて取り扱うが, 群 G = PGL2(k) の部分群の分類を, PSL2(k) の分
類に関する結果に帰着させることは難しくない.

A.1.4. 謝辞. 本稿の内容を考えるきっかけを筆者に与えてくださった
小松亨氏, 本稿を氏の書かれた記事 [Y] に付録として付け加えてほしい
という筆者の依頼を快諾して下さった山内卓也氏, 原稿中の修正すべき
点をいろいろとご指摘下さった山下剛氏, 筆者が本稿の内容について話
をした際にいろいろとコメントを下さった玉川安騎男氏にこの場を借
りて感謝申し上げます.

A.2. 歴史.

A.2.1. この分類に関する歴史について簡単に述べる.

1[Di, Chapter XII]では後述の条件 (A.5.1.1)を満たさない一部の群 H ⊂ PSL2(k)
に対して, 上記 (2) の濃度を明記していないようである.
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A.2.2. k が素体, つまり k = Fp の場合には, 群 PSL2(Fp)の部分群につ
いては, Galois, Matthieu の研究を経てGierster [Gi] が分類を与えた.
k が素体でない場合には, 群 PSL2(k) の部分群については, Burnside
[Bu], Morris [Mo1] の研究を経て, Morris [Mo2] およびWiman [Wi] が
独立に分類を与えた. その分類についてDickson が [Di, Chapter XII]
でわかりやすく解説したので, 現在ではこの分類を Dickson の分類と
よぶようになっている.

A.2.3. PSL2(C) の有限部分群については 19 世紀にすでに分類が知ら
れており (Klein [Klein1], Fuchs [Fu1], [Fu2], Jordan [J], Gordan [Gor]),
Klein による教科書 [Klein2] (日本語訳2 は [Klein3]) にも, この分類
に関する話題が取りあげられている. §A.6.1 で少し触れるように, 群
PSL2(C) の有限部分群の分類を SO3(R) のそれに帰着することができ
るが,後者の歴史はさらに古く, Hessel [He], Bravais [Bra], Gadolin [Ga]
が分類を与えている.

A.2.4. PSL3(k) の極大真部分群の分類はMitchell [Mi] によって得られ
た. 20 世紀の後半には, Aschbacher [As] が, 古典型有限群の部分群の
分類を (§A.1.2 の意味での完全な分類ではないが) 与えた. 筆者は専門
家ではなく, きちんとフォローしていないが, Aschbacher [As] 以降に
も, Lie 型の有限群の部分群の分類に関する仕事がいくつかあるようで
ある ([Kleid-L], [L-S], [Ki]).

A.3. 手法. PGL2(k) の部分群を分類する手法には, 少なくとも二通り
ある. 本稿では そのうちの一つである Hurwitz の種数公式を用いる方
法について解説する.

A.4. 記号. 本稿では以下の記号を用いる.

A.4.1. 標数 p の有限体 k を固定する.

A.4.2. 体 k′ に対し, Gk′ = PGL2(k
′) とおく. 上三角行列のクラス, 上

三角巾単行列のクラスからなる Gk′ の部分群をそれぞれ Bk′ , Nk′ と
おく.

A.4.3. k′ = k のとき, 群 Gk, Bk, Nk をそれぞれG, B, N で表す.

A.4.4. 2 行 2 列の可逆行列 γ =

(
a b
c d

)
∈ GL2(k) に対し, γ の

PGL2(k) における類を, 記号 γ =

[
a b
c d

]
で表す.

A.5. 結果.

2Slodowy による解説が付いた復刻版の日本語訳である.
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A.5.1. Dickson [Di]の分類リストは, 15 (数え方によっては 20以上)の
項目から成り立っておりかなり複雑である. 本稿では簡単のため, 次の
2 条件をみたす G の部分群 H に対してのみ分類を与える.

(A.5.1.1) H が Bk の部分群と共役でない.
(A.5.1.2) H の位数が p で割り切れる.

本稿で紹介する主結果は以下の通りである:

A.5.2. 定理. 次のいずれかひとつ, かつそのひとつだけが成立する.

• k の部分体 k′ が存在して, H は Gk′ と共役である.
• p 6= 2, かつ k の部分体 k′ が存在して, H は PSL2(k

′) と共役で
ある.

• p = 3, [k : F3] は偶数, かつH は交代群 A5 と同型である. この
ような G の部分群は互いに共役である.

• p = 2, かつ ]k− 1 または ]k + 1 を割る整数 h > 3 が存在して,
H は 2 面体群 D2h と同型になる. h を固定すると, このような
G の部分群は互いに共役である.

逆に, 上記条件のいずれかをみたす群は, 条件 (A.5.1.1), (A.5.1.2) をみ
たす G の部分群と同型である. この定理の証明は §A.9 で与えられる.

A.5.3. 注. 「部分群 H」,「部分体 k′」,「[k : F3]は偶数」,「]k−1ま
たは ]k + 1 を割る」をそれぞれ「有限部分群 H」,「有限部分体 k′」,
「k は F3 の 2 次拡大を含み」, 「k またはその適当な 2 次拡大が 1 の
原始 h 乗根をふくむような」と読みかえれば, 上の定理は, 有限体とは
限らない一般の標数 p の体 k に対しても成立する. §A.9 に与える証明
はこの場合にもほとんどそのまま通用する.

A.5.4. 注. 上の定理の主張には §A.1.2 の (3) に関する結果は含まれて
いない. (3) について結果だけを述べると以下のようになる: H を 2 条
件 (A.5.1.1), (A.5.1.2) をみたす G の部分群とすると,

• p 6= 2, かつ k の部分体 k′ が存在して H が PSL2(k
′) と共役

となるとき, H と共役な G の部分群は全部で [G : Gk′ ] 個存在
する.

• それ以外のとき, H と共役なG の部分群は全部で [G : H] 個存
在する.

本稿ではこれについては証明を与えない.

A.5.5. 条件 (A.5.1.1), (A.5.1.2) をみたさない場合を本稿で取り扱わな
い理由を, 以下の二小節で簡単に説明する.
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A.5.6. 条件 (A.5.1.1) をみたさない部分群, すなわちBk の部分群と共
役な部分群を分類することは, 初等的な考察だけで可能である. また
Serre 予想の証明には, 条件 (A.5.1.1) をみたさない場合の分類は使わ
れない. 以上が本稿で条件 (A.5.1.1) をみたす部分群だけを取り扱う理
由である.

A.5.7. 条件 (A.5.1.1) をみたすが, 条件 (A.5.1.2) をみたさない群 H の
分類は, 標数 0 の体 K に対する PGL2(K) の有限部分群の分類と同様
の方法で, あるいはPGL2(K) の有限部分群の分類に帰着させることに
よって得ることができる. 次の段落に分類結果だけを書く.
条件 (A.5.1.1) をみたすが, 条件 (A.5.1.2) をみたさないG の部分群

H について, 次のいずれかひとつ, かつそのひとつだけが成立する.

• ]k+1 の約数 h > 1 が存在して, H は位数 h の巡回群と同型に
なる. このような部分群 H は h を決めると共役をのぞいて唯
一つである.

• p > 2 かつ, ]k − 1 または ]k + 1 の約数 h > 1 が存在して, H
は 2 面体群 D2h と同型になる. このような部分群 H は, h を
決めると, 2h が ]k − 1 または ]k + 1 の約数であれば共役をの
ぞいてちょうど二つあり, そうでなければ共役をのぞいて唯一
つである.

• p > 3 かつ, H は 4 次交代群 A4 と同型になる. このような部
分群 H は共役をのぞいて唯一つである.

• p > 3 かつ, H は 4 次対称群 S4 と同型になる. このような部分
群 H は共役をのぞいて唯一つである.

• p > 5, (]k)2 mod 5 = 1 かつ, H は 5 次交代群 A5 と同型にな
る. このような部分群 H は共役をのぞいて唯一つである.

逆に, 上記条件のいずれかをみたす群は, 条件 (A.5.1.1), (A.5.1.2) を
みたす G の部分群と同型である. 分類を PGL2(K) の場合に帰着で
きる理由は, W (k) を k の Witt ベクトルのなす環とすると, H が
PGL2(W (k)) の部分群に一意的にもち上がるからである. このことは,
GL2(k) → PGL2(k) による H の逆像の k 上の標準的な 2 次元表現に
対して, 有限群の表現論の結果 (Serre [Se, 15.5. Proposition 4.3]) を用
いることによってわかる. 3 標数 0 の体 K に対する PGL2(K) の有限
部分群の分類は, PGL2(k) の場合と比べてよく知られており, この話題
を扱った文献も数多くある. また, 次節で分類を得る手法について簡単
に触れる.

A.6. 標数 0 の場合. K を標数 0 の体とする. 群 PGL2(K) の有限部
分群の分類を得る方法はいくつか知られている.

3§A.9.1 のように PGL2(k) を射影直線 P1
k
に作用させて, Galois 被覆 P1

k
→ P1

k
/H

を考え, 馴基本群の特殊化に関する結果 ([SGA1]) を用いることによっても, G を適
当な標数 0 の体 K に対する PGL2(K) の部分群にもち上げることができる.
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A.6.1. K = C の場合には, PGL2(C) が作用するリーマン球面上に標
準的な計量を入れることにより, PGL2(C) の極大コンパクト部分群を
特殊直交群 SO3(R) と同一視し, 3 次元 Euclid 空間についての初等幾
何的な考察, 特に正多面体の分類を用いてPGL2(C) の有限部分群の分
類を得るという方法がある (§A.2.3 にあげた歴史的文献の他に, 例えば
[We, Appendix A], [C, §3·8], [Sp, 4.4] で扱われている).

A.6.2. 一般の K に通用する方法として, 群 PGL2(K) の有限部分群の
分類を群 SL2(K) の有限部分群 H ′ の分類に帰着させ, K 上の 2 次元
代数多様体 A2

K/H
′ の特異点解消4 を考察することによって, 可能な H ′

のリストを得るという方法もある. 具体的には次のように議論すればよ
い5: [Bri, Satz 1.7] の議論より A2

K/H
′ の特異点は有理的である. また,

[Is, 定理 6.5.1] の (xi)⇒(x) の議論より A2
K/H

′ の特異点は Gorenstein
である. 同じ [Is, 定理 6.5.1] の (iii)⇒(iv) ⇒(vi)⇒(vii)⇒(viii) の議論
より6最小特異点解消の例外集合の重みつきグラフ (の候補)がADE型
の Dynkin図形になることがわかる. 最後に Grothendieck-Murre [GM,
§9] の方法を用い, 少し議論を補う7 と, 各グラフから群 H ′ を計算でき
る. 8 群 H ′ と代数多様体 A2

K/H
′ の特異点解消との関係は, 群 H ′ の分

類に用いられるだけにとどまらず, 大きな数学的広がりをもつ. 群 H ′

の自明でない既約表現と A2
K/H

′ の最小特異点解消に現れる例外因子
の既約成分との間の McKay 対応については, 幾何学的解釈が与えられ
([GS-V], [I-N]), いろいろな一般化が研究されている.

A.6.3. §A.7以降でHurwitzの種数公式を用いて条件 (A.5.1.1), (A.5.1.2)
をみたすPGL2(k) の有限部分群 H を分類する方法を解説するが, 同様
の手法は, 条件 (A.5.1.1) または条件 (A.5.1.2) をみたさない部分群 H
や PGL2(K) の有限部分群の分類にも適用可能であり, Klein [Klein2]
は, K = C の場合にこの手法を用いていると解釈できる. この方法を
用いると部分群の位数の決定までは容易にできるが, さらに部分群の群

4この形の特異点を単純特異点, Klein 特異点, du Val 特異点, 有理 2 重点などと
よぶ ([Klein2], [DuV], [Bri], [Dur], [Sl], [Ma] を参照).

5ここに書く方法では, 途中で P1
K
− {0, 1,∞} のエタール基本群の構造を知る必要

があり, その際に K = C の場合への帰着を行っている.
6(iii)⇒(iv) を示す際, [Is] の構成上一見使っているかのように見える Grauert-

Riemenschneider の消滅定理は, A2
K/H ′ が Cohen-Macauley であることがもともと

わかっているため, 実際には使う必要がない.
7具体的には [GM, §7.2.3, case c] において, r = 1, g = 0 であり, さらに D0 と

D1 とが 1 点で交わり, S0 の自己交点数 d が負であると仮定したとき, D1 での惰性
群の定める準同型 µt → πD

1 (S , ξ∗) ∼= µt が−d 倍写像に一致することを示す必要が
ある. このことは d < 0 より Pic(S ) ∼= Pic(S0) ∼= Z であり, したがって Pic(S ) に
おける D0 の類と dD1 の類とが一致することに注意すればわかる.

8ここに書いた H ′ の計算法は, [Mu], [Hi], [La, Chapter IV, §15] の議論を形式幾
何的な文脈に翻訳したものである.
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構造を決定しようとすると, 本稿 §A.9.13 と類似の組み合わせ論的な考
察, あるいはそれに代わる何らかの議論が必要となる.

A.7. Hurwitz の種数公式. この節では, Hurwitz の種数公式について
復習する.

A.7.1. K を代数閉体, X および Y をK 上の連結,滑らかかつ射影的な
代数曲線とする. φ : X → Y を, K 上の代数曲線の間の定数でない分離
的な射とする. e(X), e(Y )をそれぞれX, Y の Euler-Poincaré標数とす
る. すなわちX, Y の種数をそれぞれ gX , gY とおくと e(X) = 2−2gX ,
e(X) = 2− 2gY である. このとき等式

(A.7.1.1) e(X) = deg(φ)e(Y )− lengthOX
(Ω1

X/Y )

が成りたつ. ここで deg(φ) は φ の次数, つまりX の関数体の Y の
関数体上の拡大次数, であり, 右辺第二項の和はX の全ての閉点 x を
動く. Ω1

X/Y は, 相対微分加群の層, 言い換えれば OX 加群の準同型
φ∗Ω1

Y/k → Ω1
X/k の余核である. φ の条件からこれは長さ有限の OX

加群となる. 等式 (A.7.1.1) を Hurwitz の種数公式, または Riemann-
Hurwitz の公式とよぶ. 9 等式 (A.7.1.1) の証明についてはHartshorne
[Ha, Chapter IV, Corollary 2.4] を参照されたい.

A.7.2. Ω1
X/Y の台に属する X の閉点をφ の分岐点 (ramification point)

とよぶ. φ∗Ω
1
X/Y の台に属する Y の閉点を φ の臨界点 (branch point)

とよぶ. 等式 (A.7.1.1) の右辺に現れる量 lengthOX
(Ω1

X/Y ) は

(A.7.2.1) lengthOX
(Ω1

X/Y ) =
∑
x

lengthOX,x
(Ω1

X/Y,x)

と分解する. ここで x は φ の分岐点を動き, Ω1
X/Y,x はOX 加群 Ω1

X/Y

の点 x における茎である. x ∈ X が φ の分岐点のとき, y = φ(x) は
φ の臨界点となる. X, Y の関数体の x, y における完備化をそれぞれ
K(X)x, K(Y )y とおくと, K(X)x は K(Y )y の有限次分離拡大となる.
拡大次数 [K(X)x : K(Y )y] が K の標数で割れるとき, x を φ の暴分
岐点とよび, そうでないとき x を φ 馴分岐点とよぶ. とくにK の標数
が 0 であれば φ のすべての分岐点は馴分岐点である. x を φ の馴分岐
点とすると, 式 (A.7.2.1) 右辺における x の寄与について, 等式

lengthOX
(Ω1

X/Y ) = [K(X)x : K(Y )y]− 1

が成りたつ. x を φ の暴分岐点とすると, 式 (A.7.2.1) 右辺における x
の寄与について, 不等式

lengthOX
(Ω1

X/Y ) ≥ [K(X)x : K(Y )y]

9代数幾何学の研究者は前者の名称を, Riemann 面の研究者は後者の名称を用いる
傾向があるように思う. [Ha] では前者の, [Fa-Kr] では後者の名称を用いている.
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が成りたつ.

A.8. 有限 Galois 被覆の場合. 特に φ : X → Y が有限 Galois 被覆と
なる場合を考える. φ の Galois 群をH とおく. X の閉点 x に対し, H
の部分群 Hx を

Hx = {h ∈ H | h(x) = x}
と定める. Hx 6= {1} であることと x が分岐点であることとは同値であ
る. φ の各臨界点 y ∈ Y に対し, y の上にある X の閉点 xy を選び, H
の部分群 Hxy のことをHy と書く. xy は X の分岐点であり, Hy は H
における共役を除き, 点 xy の選び方によらない. 以上の記号のもと, こ
の φ に対する公式 (A.7.1.1) は次のように書ける:

(A.8.0.2) e(Y )− e(X)

]H
=

∑
y

lengthOX,xy
(Ω1

X/Y,xy
)

]Hy

.

ここで y は φ の臨界点を動く.

A.8.1. 式 (A.8.0.2) に現れる量 lengthOX,xy
(Ω1

X/Y,xy
) は以下のようにし

て計算できる. X の関数体 K(X) の xy での完備化 K(X)xy は, K を
剰余体としてもつ完備離散付値体であり, 群 Hy が K(X)xy に作用す
る. K(X)xy の正規付値を v : K(X)×xy

→ Z で表し, K(X)xy の素元 π

をひとつ選ぶ. このとき

(A.8.1.1) lengthOX,xy
(Ω1

X/Y,xy
) =

∑
h

v(h(π)− π)

が成りたつ. ここで h は Hy の 1 でない元を動く.

A.8.2. Hy の位数が K の標数で割り切れるとき, y を暴臨界点, とい
い, そうでないとき y を馴臨界点という. とくにK の標数が 0 であれ
ば φ のすべての臨界点は馴臨界点となる. y が馴臨界点のとき, Hy は
巡回群となる. さらに式 (A.8.1.1) 右辺の和の中身は常に 1 であり, し
たがって式 (A.8.1.1) の値は ]Hy − 1 となる. y が暴臨界点のとき, 式
(A.8.1.1) の値は ]Hy 以上である.

A.9. 定理 A.5.2 の証明. H を G = PGL2(k) の部分群とする.

A.9.1. k を k の代数閉包とする. 群 G は k 上の射影直線 P1
k
に忠実に

作用する. 商 P1
k
/H は正規スキームであるから, k 上の連結, 滑らかか

つ固有な代数曲線となる. さらに, 標準射 P1
k
→ P1

k
/H はGalois 群を

H とする, 有限次 Galois 被覆となる.
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A.9.2. §A.9.1 の状況に公式 (A.8.0.2) を適用する. 簡単な不等式評価
により P1

k
/H の種数が 0 であることがわかり, 公式 (A.8.0.2) は

2− 2

]H
=

∑
y

lengthOX,xy
(Ω1

X/Y,xy
)

]Hy

.

と書ける. 公式の左辺は 2 より小さく, §A.8.2 より暴臨界点 y に関す
る右辺の寄与は 1 以上, 馴分岐点に関する右辺の寄与は 1/2 以上であ
る. したがって暴臨界点は存在したとしても高々ひとつであり, 暴臨界
点が存在する場合は, 馴臨界点は存在したとしても高々ひとつである.

A.9.3. 更に群 H が条件 (A.5.1.1), (A.5.1.2) をみたすと仮定する. N
の位数は p のべきで, [G : N ] が p と素であることは簡単な計算でわか
る. したがってN は G の p Sylow 群である. γ ∈ G の位数が p べき
であれば, γ は N の元と共役になる. とくに γ 6= 1 であれば γ の位数
は p である. G の部分群 G′ で p 群となるものは N の部分群と共役で
ある. G′ が H の p Sylow 群の場合にこの主張を適用する. 必要なら
ばH を G の中での共役で取り替えることによって,

(A.9.3.1) H ∩N が H の p Sylow 群である

と仮定できる. さらにN の 1 でない 2 元は B の中で互いに共役であ
るから, H を B の元での共役で取り替えて, 条件 (A.9.3.1) を保った
まま

(A.9.3.2) H が

γ0 =

[
1 1
0 1

]
を元にもつ

と仮定できる.
γ0 ∈ H は無限遠点を固定点にもつ. 仮定 (A.9.3.2) から P1

k
の無限

遠点は P1
k
→ P1

k
/H の唯一の暴臨界点 y の上にある. この y に対する

lengthOP1
k
,∞
(Ω1

P1
k
/(P1

k
/H),∞) を §A.8.1 の方法で計算する. xy として無限

遠点を選ぶと, Hy = B∩H である. P1
k
の通常のパラメータを tとする.

P1
k
の無限遠点での完備化は k((1/t)) となり, その素元として π = 1/t

は k((1/t)) が選べる.

g =

[
a b
0 1

]
に対し g(π) =

π

a+ bπ

であるから, v(g(π)− π) は g ∈ B \N のとき 1, g ∈ N \ {1} のとき 2
である. §A.8.1 の公式 (A.8.1.1) より, BH = H ∩ B, NH = H ∩ N と
おくと, 求める長さは ]BH − ]NH + 2(]NH − 1) と書ける. したがって
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この場合の Hurwitz の種数公式は次のように書ける:

(A.9.3.1) 2

(
1− 1

]H

)
=

(
1 +

]NH − 2

]BH

)
+

∑
tame

(
1− 1

]Hy

)
.

A.9.4. §A.9.2 で注意したように馴臨界点は存在するとしても高々ひと
つである. この小節では馴臨界点が存在することを示す. 馴臨界点が存
在しないと仮定する. 式 (A.9.3.1) より

2

(
1− 1

]H

)
=

(
1 +

]NH − 2

]BH

)
が成りたつ. 整理して

1 =
2

]H
− 2

]BH

+
1

[BH : NH ]
.

を得る. この等式からH = BH = NH が分かる. したがってH が B
の部分群となり条件 (A.5.1.1) に反する.

A.9.5. §A.9.4 より, 馴臨界点がちょうどひとつだけ存在する. その点
を y とおく. 群 Hy の位数を h とおき, また, g = ]H, n = ]NH ,
m = [BH : NH ] とおく. これらの記号の下, 式 (A.9.3.1) は

2

(
1− 1

g′

)
=

(
1 +

n− 2

mn

)
+

(
1− 1

h

)
と書ける. この式を整理すると

(A.9.5.1)
2

mn
− 2

g
=

1

m
− 1

h

となる.

A.9.6. この小節では, n− 1 が m の倍数であることを示す. N は B の
正規部分群であり, N はアーベル群であるから, 群 B/N はアーベル群
N に作用する. この作用は具体的に記述できる: 標準的な同型 N ∼= k
および B/N ∼= k× のもと, B/N の N への作用は k× の乗算による k
への作用と同一視される. 特にN \ {1} は B/N 捻子 (torsor) となる.
NH は N の部分群であり, BH/NH は標準的にB/N の部分群とみなせ
るから, BH/NH は集合 NH \ {1} に自由に作用する. したがって n− 1
は m の倍数である.
上の段落の議論, および仮定 (A.9.3.2) から, あとで必要となる次の

二つの主張が従う.

• m = n− 1 のとき, 標準的な同型 N ∼= k はNH と k のとある部
分体 k′ との同型を導く. さらに, 必要ならば H を N の元によ
る共役で取り替えると, BH = Bk′ が成りたつ.
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• 2m = n − 1 のとき, p 6= 2 であり, 標準的な同型 N ∼= k はN ′

と k のとある部分体 k′ との同型を導く. さらに, 必要ならば H
を N の元による共役で取り替えると, BH = PSL2(k

′)∩B が成
りたつ.

A.9.7. 定理 A.5.2 の証明に戻る. 仮定よりH 6= BH であるから g ≥
2mnである. 式 (A.9.5.1)の左辺は 0より大きく 2/mnより小さい値で
ある. これよりm < hであり,式 (A.9.5.1)の右辺は 1/m−1/(m+1) =
1/m(m+ 1) 以上の値となる. したがって不等式

2

mn
>

1

m(m+ 1)

を得る. m は n − 1 の約数だから, この不等式よりm = n − 1 または
2m = n − 1 となる. §A.9.6 の議論により k の部分体 k′ が存在して,
m = n− 1 のときには BH = Bk′ が成りたち, 2m = n− 1 のときには
p 6= 2 かつBH = PSL2(k

′) ∩B が成りたつと仮定してよい.

A.9.8. この小節では 2m = n − 1 の場合を扱う. 式 (A.9.5.1) より
m = (n− 1)/2, h = (n+1)/2 g = n(n+1)(n− 1)/2 となる. 群 BH の
集合 P1(k) への作用による軌道について考察する. ∞ は固定点であり,
この一点だけでひとつの軌道をなす. A1(k′) が 1 つの軌道をなし, こ
れは濃度 n である. 残りの P1(k) \ P1(k′) にはBH は自由に作用する.
暴分岐点の集合は∞ を含む P1(k) 中のH 軌道に一致する. この軌

道は集合 P1(k) に含まれ, 濃度は [H : BH ] = n+1 である. この軌道は
いくつかの BH 軌道に分かれるが, 点の個数を数えると, n > 3 ならば
暴分岐点の集合はちょうど {∞}∪A1(k′) = P1(k′) に一致しなければな
らない. 除外した n = 3 の場合は, ある a ∈ k が存在して, 暴分岐点の
集合はちょうど {∞} ∪ {a + b | b ∈ k′} に一致する. したがって n = 3
の場合にも, H を N の元での共役に取り替えることによって, 暴分岐
点の集合がちょうど {∞} q A1(k′) = P1(k′) に一致すると仮定できる.
H の P1(Fp)への作用は暴分岐点の集合を保つから, H は Gk′ の部分群
であることがわかり, さらに位数の計算から指数 [Gk′ : H] が 2 となる.
これより n > 3 のときには H = PSL2(k

′) がわかり, 除外した n = 3
の場合には, H はG の中で PSL2(k

′) と共役であることがわかる.

A.9.9. 本稿の残りの部分で 2m = n− 1 の場合を考察する. h ≤ m+ 2
のときと h > m+ 2 のときとに場合分けをする.

A.9.10. まず h ≤ m + 2 の場合を考察する. このときm < h ≤ m + 2
であるが, m + 1 = n が p 巾で, h は p と素だから h = m + 1 にはな
りえない. したがってm = n− 1, h = n+ 1 であり, 式 (A.9.5.1) から
g = n(n + 1)(n− 1) がわかる. あとは §A.9.8 と同様に P1(k) への BH

の作用を考えることにより, n > 2 のときには H が Gk′ に等しくなり,
n = 2 の場合には, H はG の中で Gk′ と共役であることがわかる.
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A.9.11. 最後に h > m+ 2 の場合を考察する. 式 (A.9.5.1) より不等式
2

m(m+ 1)
>

1

m
− 1

m+ 3

を得る. したがってm = 1 または m = 2 となる.

A.9.12. m = 1 のときは n = 2 であり, 従って p = 2 である. y を唯一
つの馴臨界点とする. このときHy は奇数位数 h > 3 の巡回群であり,
式 (A.9.5.1) から g = 2h となる. Hy は H の指数 2 の部分群となる
ので, とくにH の正規部分群である. また, PGL2(k) のすべての元は
P1(k) に固定点をもつことから, H の任意の元は, γ0 または Hy の元と
共役である. したがって, H \Hy の元はすべて位数が 2 となり, このこ
とからH は 2 面体群 D2h と同型である. Hy の P1(k) への作用は固定
点を 2 つもち, γ0 の作用はこの 2 つの固定点を入れ替える. t]k = t+1
の根 α ∈ k をひとつとる. H を N の適当な元による共役に置き換え
て, この 2 つの固定点が {0, 1} もしくは {α, α+ 1} であるとしてよい.
固定点が {0, 1} の場合は, Hy は群{[

a 0
1− a 1

] ∣∣∣∣ a ∈ k×
}

の位数 h の (唯一の)部分群となるから, h は ]k − 1 の約数であり, 群
H は共役を除いて唯ひとつに定まる. 同様に固定点が {α, α+ 1} の場
合は, Hy は群{[

a α(α + 1)c
c a

] ∣∣∣∣ a, c ∈ k, (a, c) 6= (0, 0)

}
の位数 h の (唯一の)部分群となるから, h は ]k + 1 の約数であり, 群
H は共役を除いて唯ひとつに定まる.

A.9.13. m = 2 のときは n = 3 であり, したがって p = 3 である. h > 4
であるから, 式 (A.9.5.1) より h = 5, g = 60 がわかる. H に位数 5 の
元が存在することから, [k : F3] は偶数である.
暴分岐点は全部で 60/6 = 10 個ある. γ ∈ H を位数 2 の元とすると,

γ は H の中で

γ1 =

[
−1 0
0 1

]
と共役であり, γ の P1(k) への作用はちょうど 2 つの暴分岐点を固定
点にもつ. したがって H の位数 2 の元は全部で 10 × 3/2 = 15 個
存在する. 特に γ の中心化群 CH(γ) は 位数 4 であり, したがって
H の 2 Sylow 群となる. H に位数 4 の元は存在しないので, CH(γ)
は Klein の四元群と同型である. γ′ ∈ H を別の位数 2 の元とすると,
CH(γ) = CH(γ

′) であるかまたは CH(γ) ∩ CH(γ
′) = {1} である. 実際

そのどちらでもないとし, γ′′ ∈ CH(γ)∩CH(γ
′) を 1 でない元とすると,
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CH(γ)∪CH(γ
′) ⊂ CH(γ

′′) となり, CH(γ
′′) の位数が 4 であることに矛

盾する.
S を H の 2 Sylow 群のなす集合とすると, S の濃度は 15/3 = 5

である. 群 H の S への共役による作用は忠実である. 実際 γ ∈ H
を 1 でない元とすると, γ は BH の元と共役であるか, または γ の
位数が 5 であるかのいずれかである. γ が BH の元と共役のとき, 位
数 2 の元 γ′ ∈ BH であって, γγ′γ−1 が γ′ と可換でないものが存在す
る. CH(γ

′) 6= C(γγ′γ−1) であるから, γ の S への作用は非自明であ
る γ が位数 5 であり, γCH(γ1)γ

−1 = CH(γ1) であるとすると, CH(γ1)
の位数が 5 より小さいため, CH(γ1) の各元は γ と可換となる. 特に
γ ∈ CH(γ1) となるがこれは矛盾である. したがってH は 5 次交代群
A5 と同型である.
群 H は γ1 を元にもち, さらに γ1 と可換で B に属さない位数 2 の

元を 2 つもつから, H は
[
0 a
1 0

]
, a ∈ k× の形の元 γ2 をもつ. 積 γ2γ0

が位数 2, 3, 5 のいずれかであることから a = −1 または a2 +1 = 0 が
わかり, γ2γ1γ0 が位数 2, 3, 5 のいずれかであることから a = 1 または
a2 + 1 = 0 がわかる. したがって a2 + 1 = 0 である. 群 H は 3 元 γ0,
γ1, γ2 で生成されるから, 共役を除いて一意的に定まる.
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[Fu1] Fuchs, L.: Über die linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung,
welche algebraische Integrale besitzen, und eine neue Anwendung der
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