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このノートはM. Kisin氏による論文 [Kis]の解説である.この文章の目的は潜在的準安定変形環の存在定
理を示すことにある.詳しい主張をしよう. Fを有限体としてKをQpの有限次拡大とし, GK := Gal(K/K)
とする. VFを F上有限次元な線形空間で連続な GK-作用が与えられているものとする.このときMazurに
よって次の定理が示されている:

定理. — EndF[GK ](VF, VF) = Fと仮定する.すると普遍変形環 RVF が存在する.つまり AをW (F)[1/p]上
有限な局所代数で剰余体が Fとなるものとすると

{RVF → Aという準同型の集合 } ↔ {A上の表現 VAでその還元が VFとなるもの }

という 1:1対応がある.

問題は出てきた表現がもっと強い性質,つまり準安定表現や,もっと詳しく, 与えられた Hodge-Tate重さ
などを持つものをどう見分けるかである.そこでこの文章の主定理としてこれらの性質を持つ VF の変形に

対して変形環が存在し RVF の商になっているということを証明する.つまり:

定理. — a ≤ bを整数として L/K を有限次拡大とする.このとき RVF の商 R
[a,b],L
VF が存在して次の性質を

持つ:

Aを上の定理のものとする.すると x : RVF → AがR
[a,b],L
VF を経由する必要十分条件は xに対応

する表現 Vx の Hodge-Tate重さが [a, b]の範囲に含まれていて Vx|GL が準安定表現になること
である.

証明の方針は以下のとおりである.一般的な表現を扱うのは大変困難である.そこで問題を線形データに
よる問題と置き換えることを考える.つまり,例えば準安定表現ならばフィルター付き (ϕ,N)-加群という線
形データを考えることで扱いが非常に楽になる.今回ははじめに与えてある表現 VF が一般の表現なのでこ

れを線形データにすることは難しい.そこでK∞ :=
⋃
nK(π1/pn) (πはK の素元とする)として VF|GK∞ と

いう表現に制限すれば Fontaineの理論があり線形データとして扱うことができるのである.この線形デー
タは E-加群 (詳しい定義は 1.1を参照すること)と ϕ-作用の組である.準安定表現からきているものであれ
ばE-高さが h以下の格子というものを持つことが知られている.つまり対応する E-加群が E-高さが h以下

の格子Mを持つのは必要条件であるので,１ステップ目としてこのような格子を持つような条件を表現し
ている環を構成する.これが第 1節の目標である.
当然のことながらこのような格子を持つからといって準安定表現からきているとは限らない.これは表現を

K∞に制限しているところからも明らかである.そこではじめの節で構成した環に手を加え,初めの目標の環
を構成しなくてはならない.まず第 2節の初めに格子MからK0 (kをKの剰余体とした時K0 := W (k)[1/p]
としている)上の線形空間で ϕの作用を持った D を構成する. 先ほどの格子Mが準安定表現から来てい

るものだったと仮定しよう.すると準安定表現に FontaineのDstを施してできるフィルター付き (ϕ,N)-加
群からフィルトレーションとN を忘れたものが実はこのDなのである.そこで反対にDに “適切な” N の
作用を入れることを考える.これが入るような条件を線形代数の言葉で書けば表現環を構成するのは比較
的容易である.そしてこの条件が実は必要十分条件であることを Kisinの別の結果を用いて (この結果には
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Kedlayaによる傾斜フィルトレーション (slope filtration)定理を用いることを注意しておく)示すのである.
ここでDにフィルトレーションは入れなかったがN さえいれれば実はフィルトレーションも復元できるの

である. あとはこの環を精密化することで主定理を示すことができる.この稿の残りの部分は変形環の局所
的性質を示すことに当てている.
最後に,筆者の実力不足から構成その他が原論分とほとんど同じになってしまったことをお詫びしたい.こ
の小論は解説論文であるという性格上,本来であれば証明よりはその心を中心に書くのが理想だと思うが証
明が中心になってしまった. また応用についても私の理解不足から書くことができなかった.応用について
は本報告集の三枝氏による「大域・局所整合性」や,安田氏による「Breuil-Mezard予想とモジュラー性持
ち上げ」を参照していただきたい. 今回は,私が原論文を読んで読みづらいと思ったところを重点的に書い
たつもりである.反対に比較的読みやすいと思った技術的な部分は証明を端折っている所が多々ある.主定
理の主張自体は非常に分かりやすいので原論文の補助として考えていただけるとありがたいと思う.

1 E-高さが有限な表現

1.1 まず記号を固定する. kを有限体で標数が p > 0として, W := W (k)を kのWitt ベクトルのなす環
とする. K0 := W [1/p] = Fr(W ) (ここで Frは分数体を表す) を絶対不分岐な体としK/K0をK0の完全分

岐拡大で拡大次数が 0 < e < ∞なものとする. K の代数的閉体 K を固定して GK := Gal(K/K)とする.
vを v(p) = 1として正規化されたK の付置として, OK をK の整数環とする.
次に, p進周期環を導入する.まず最も基本的な環として R := lim←−OK/pと定める.ここで逆極限は

OK/p
Frob←−−− OK/p

Frob←−−− . . .

という射影系でとっていて, Frobは p乗写像である.環 Rの元 x := (xn)n≥0 ∈ Rに対して vR(x) := v(x0)
とおくとこれは環 R の付置を与えている.さらに, R は付置 vR に関して完備であることがわかる. R →
OK/p ∼= ÔK/pという第一項への射影があるので ÔK が完全 (つまり p乗写像が同型である)で完備である
ことからWitt環の普遍性を用いることにより全射 θ : W (R)→ ÔK が導かれる.今後W (R)には Rから誘

導される積位相を入れて考える. Rが完備だったのでW (R)も完備である.
次に uを不定元として, S := W [[u]]と定める. Sに Frobenius作用 ϕを, W には自然な Frobenius作用

として作用し, ϕ(u) := upを満たすような, (u)進位相で連続な唯一の準同型として定める.また,素元 π ∈ K
と, n ∈ Nに対し πpn+1 = πn で π0 := πとなる πn ∈ K を固定する.また, E(u) ∈ K0[u]を πの Eisenstein
多項式とする. πn は R の元 π := (πn)n≥0 を定義することがわかる.また [π] ∈ W (R)を πの Teichmüller
代表元とする.さて, W [u]のW (R)への埋め込みを u 7→ [π]で定める. v([π]) = 1 > 0であり, W (R)は完
備なのでこの写像は連続写像S ↪→W (R)に一意に延長されることがわかる.今後はこの埋め込みによって
SはW (R)の部分環とみなす.この埋め込みに対して Frobenius自己準同型を保つことに注意する. 先ほど
導入した準同型 θのSへの制限 θ|S : S→ ÔK は uを πに送る準同型であり,とくに θ|Sの像はOK に一
致する.
OE を S[1/u]の p進完備化とする.すると OE は素元が pの完備離散付置環になり剰余体は k((u))であ

ることがわかる.そこでその分数体 OE [1/p] = Fr(OE)を E とおく.すると S ↪→ W (R)という包含写像は
OE ↪→W (Fr(R))という包含写像に延長される. Eur ⊂W (Fr(R))[1/p]を E のW (Fr(R))[1/p]のなかでの最
大不分岐拡大とする. Fontaineの結果から Fr(R)は代数的閉体なのでOEur/pOEur は k((u))の分離閉包であ
ることがわかる. ここでOEur は Eurの整数環とした. Q̄pが完備でないのと同様に一般に Eurは完備でない.
そこでOÊur をOEur の p進完備化とし, Êurをその商体とする.最後にSur := OÊur ∩W (R) ⊂W (Fr(R))と
して定義する.ここで定義した環はすべてW (Fr(R))[1/p]の部分環とみなし, W (Fr(R))[1/p]の Frobenius
自己準同型と両立する Frobenius自己準同型 ϕを持ち合わせていることに注意する.
n ≥ 0に対してKn := K(πn)として定義し, K∞ :=

⋃
n≥0Kn, GK∞ := Gal(K/K∞)とおく. GK∞ はS

を固定するのでSur や Eur に作用することがわかる.
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1.2 次にこの章で最も重要となってくる概念である E-高さが有限な表現を定義する.

1.2.1 定義. — (i) V を階数 dの有限自由 Zp 加群で GK∞ の連続作用が与えられているものとする.この
とき OE -加群M を (OÊur ⊗Zp V ∗)GK∞ とおく. M には OÊur から誘導された ϕ-作用があることに注意す
る. ここで V ∗ は V の Zp 双対を表している. このときある整数 h ≥ 0 に対して V (resp. M)の E-高さが
h以下であるとはM ⊂M が存在して

1. MはS上階数 dの有限自由加群で ϕの作用で安定である.

2. Mは OE 上M を生成する.

3. 1.によって ϕ∗(M)→Mが誘導されるが,これの余核は E(u)h で消される.

という条件が満たされることをいう.このようなM ⊂M を, M の E-高さが h以下のS-格子という.
(ii) V を有限次元 Qp ベクトル空間とし, GK∞ の連続作用が与えられたものとする. V の E-高さが h以

下であるとは V の GK∞-作用で安定な Zp-格子で E-高さが h以下であるものが存在することである.

注. — (i) Zp 上の表現については Fontaineによる次の定理 [Fon]が知られている.

定理. — RepZp(GK∞)を有限 Zp-加群で連続なGK∞-作用が与えられているものの成す圏とし, ΦMet
OE を

有限 OE -加群M で ϕ∗M ∼−→M という同型が与えられているものの成す圏とする.すると

D : RepZp(GK∞)→ ΦMet
OE V : ΦMet

OE → RepZp(GK∞)

V 7→ (OÊur ⊗Zp V )GK∞ M 7→ (OÊur ⊗OE M)ϕ=1

によって圏の同値が与えられる.この対応において, V が階数 dの自由 Zp加群であればM は階数 dの自由

加群 OE -加群となり,またその逆も成り立つ.

これによって上の定義に出てきたM は階数 dの自由 OE -加群であることが分かる.
(ii) Modϕ/S を有限自由 S-加群Mと, ϕ∗M → Mという S-線形写像で E(u)の何乗かで消されるもの

の組の成す圏とする.また, Modϕ/OE を有限自由 OE -加群M と, ϕ∗M → M という OE -線形写像の組の成
す圏とする.このときModϕ/S → Modϕ/OE という ⊗SOE とする関手は充満忠実であることが知られている
([Kis2]).したがって, V を階数 dの有限自由 Zp加群でGK∞ の連続作用が与えられているものとすると, E-
高さが h以下のM のS-格子は存在するとすれば一意である.

(iii) V を有限次元 Qp ベクトル空間であって,群 GK∞ の連続作用が与えられたものとする. このとき V

の Zp-格子で E-高さが h以下であるものが存在したとすると,任意のGK∞ -作用で安定な Zp-格子に対して
E-高さは h以下であることが知られている.

1.3 この節の目標は次の命題を示すことである:

命題. — Aを完備局所環で剰余体 Fが Fpの有限次拡大であるものとし, VAを自由有限 A加群でGK∞ の

連続作用が与えられているものとする. このとき Aの商 A6h と有限SA6h := S⊗̂ZpA6h-加群MA6h が存

在して次の条件を満たす.ここで ⊗̂は完備テンソル積を表し, SA6h はS⊗ZpA6hを完備化したものである.

1. MA6h は ϕ∗(MA6h)→MA6h という準同型が与えられていてその余核は E(u)h で消される.

2. MA6h ⊗Zp Qp は自由SA6h [1/p]-加群である.

3. B を有限W (F)[1/p]-代数としてさらに A-代数でもあるとする.このとき構造準同型 A → B が A6h

を経由する必要十分条件は VB := VA ⊗A B の E-高さが有限であることである.さらに, C ⊂ B を有

限部分 Zp-代数として, A6h → B が C を経由するとする.このときMC := M ⊗Zp C の唯一の E-高
さが有限なS-格子をMC とすると

MA6h ⊗A6h B ∼−→MC ⊗C B

という ϕ-作用と両立するSB-加群の標準同型がある.
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4. 次の標準同型が存在する:

VA6h ⊗Zp Qp ∼−→ HomS
A6h ,ϕ

(MA6h ⊗Zp Qp,Sur
A6h [1/p]).

この節の残りはこの命題の証明の概要を述べたいと思う.

1.4 この命題を示すために 1.2.1で扱った Zp-表現より広いクラスの表現に関しても E-高さが有限という
概念を拡張する.つまり:

定義. — (i) A を局所 Artin 環で剰余体が F とし, VA を階数 d の自由 A 加群で連続 GK∞ -作用が与え
られているものとする. ここで Aは Zp 上有限であることに注意する. V ∗A を VA の A-双対であるとする.
MA := (OEur⊗Zp V ∗A)GK∞ とおく.これは自由OE,A := OE⊗ZpA-加群で階数が dであり, OEur のFrobenius
自己準同型から導かれる標準写像 ϕ∗MA →MA は同型であることが知られている.
Bを A-代数とする.このときMB := MA ⊗A Bとおく.すると ϕ は B-線形にMB に延長される. SB :=

S⊗Zp B とおく. MB ⊂MB が E-高さが h以下のSB-格子であるとは

1. MB は階数が dな射影的SB-加群で, OE,B-加群としてMB を生成する.

2. MB は ϕの作用で安定で,誘導される準同型 ϕ∗(MB)→MB の余核は E(u)h で消される.

という条件を満たしていることである.
(ii) A-加群 B に対して L6hVA (B)を E-高さが h以下のSB-格子の成す集合とする.すると

L6hVA : (A-加群の成す圏)→ (集合の成す圏)

が関手であることが容易に確かめられる.

このように広いクラスの表現にも拡張した理由は次の表現定理を示せるためである:

1.4.1 命題. — 今までと同じ記号を用いる.このとき L6hVA は射影的A-スキームL 6hVA
によって表現される.

さらに,標準的な非常に豊富な可逆層を伴っている.

証明の概略. 証明には Beauville-Lazloの結果 [BL]を用いる.それによると L6hVA という関手はA上のアファ

イングラスマン多様体 ResW (k)/ZpGLd の閉 Ind-スキーム L 6hVA
によって表現されることがわかる.これが

実際にスキームになっていることはE-高さを抑えていることの帰結である.非常に豊富な可逆層はアファイ
ングラスマン多様体の標準線束の制限によって得られる. �

このとき, ΘA : L6hVA → Spec(A)を射影的な構造射としてMをΘ∗A(SA)-加群の普遍層とする.すると VA

との関係は次のようになっている:

1.4.2 補題. — Ã := ΘA∗(OL6hVA
)とする.すると次の標準的な G∞-同変な Ã-加群の同型がある:

VÃ := VA ⊗A Ã ∼−→ HomSÃ,ϕ
(ΘA∗(M),Sur

Ã
).

証明. 1.2の注 (i)によって GK∞-同変な同型 V ∗
Ã

∼−→ (MÃ ⊗OE,Ã OEur,Ã)ϕ=1 があるので双対をとって

VÃ
∼−→ HomOE,Ã,ϕ(MÃ,OEur,Ã). (1.4.2.1)

さらに別の Fontaineの結果を用いることにより

HomSÃ,ϕ
(ΘA∗(M),Sur

Ã
) ∼−→ HomSÃ,ϕ

(ΘA∗(M),OEur,Ã). (1.4.2.2)

という同型も示すことができる.さて, Mは普遍層なのでM⊗SA OE,A ∼−→ Θ∗A(MA) となる.よって射影公
式を用いることにより ΘA∗(M)⊗S OE ∼−→MA ⊗A Ã =: MÃ となることが分かる.よって,

HomSÃ,ϕ
(ΘA∗(M),OEur,Ã) ∼−→ HomOE,Ã,ϕ(OE ⊗S ΘA∗(M),OEur,Ã) ∼−→ HomOE,Ã,ϕ(MÃ,OEur,Ã).

(1.4.2.3)
(1.4.2.1), (1.4.2.2), (1.4.2.3)をあわせて補題を得る. �
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1.5 次にAをNoether完備局所環で剰余体が F,極大イデアルがmAという状況を考える. VAを階数 dの

有限自由 A-加群としG∞の連続作用があるものとする. V ∗A として VAの A-双対とする.すると次の同型が
あることが知られている:

MA := (OEur⊗̂ZpV ∗A)GK∞ ∼−→ lim←−(OEur ⊗Zp V ∗A ⊗A A/mi
A)GK∞ .

特にMAは自由OE,A-加群で階数は dであることが分かる. Bを A-代数で i > 0が存在して mi
A ·B = 0で

あったと仮定する.このとき L6hVA (B) := L6hV
A/mi

A

(B) として定義する.この定義が iによらないことは容易に

確かめられる.

系. — 今定義した関手 L6hVA は Spec(A)上の射影スキームL 6hVA
で表現される.

証明. 1.4.1によって A上の非常に豊富な可逆層を伴った形式的スキームによって表現されていることが分

かる.よって EGA III の代数化定理からこの形式的スキームは代数化ができ,それが求めるものである. �

1.6 次に一般ファイバー上の ΘA : L 6hA → Spec(A)の像を記述する次の命題を示す:

命題. — Aと VA を 1.5と同じようにする.このとき

1. ΘA : L 6hA → Spec(A)は ×Spec(Zp)Spec(Qp)をすると閉移入になる.

2. A6h を ΘA のスキームの意味での像に対応する Aの商とする.このとき任意の有限W (F)[1/p]-代数
Bで A-代数構造が与えられているもの対して, A→ Bが A6hを経由することと VB := VA ⊗Zp Bが
E-高さが h以下であることとは同値である.

証明の概略. B を有限局所W (F)[1/p]-代数として,剰余体を E,極大イデアルを mB とする. B は Artin環
になっていて, E は Qp のの有限分離拡大となっているので特にエタールである.よってエタール射の特徴
付けにより Bには自然な E-代数の構造が入る. B → E を自然な準同型とするときこの準同型による E の

整数環OE の逆像を B◦と書く. B◦には OE-代数構造が入っている. IntB を B◦ の有限生成部分 OE-代数
の成す集合とする. mB は冪零になっているので任意の IntB の元は OE 上有限であり, IntB のすべての元
の合併は B◦ になることに注意する.
A → B が与えられたと仮定する.すると A → B◦ と分解することが分かるので, C ∈ IntB が存在して

A→ C を誘導することがわかる.固有性の付置判定を用いることによって同じようにL 6hA の B 値点はあ

る C ∈ IntB があって C 値点から誘導されていることがいえる.
C を有限平坦 W (F)-代数とする. すると, Zp 上の表現の E-高さ有限な格子の唯一性から L 6hA (C) →

(SpecA)(C)は単射であることが分かる. よって前述の対応によって任意のW (F)[1/p]上の有限局所代数 B

に対して L 6hA (B) → (SpecA)(B)が単射であることが分かる. Aは完備で剰余体が Fであったことから
s ∈ Spec(A[1/p])を閉点とするとその剰余体 κ(s)は Qp の有限次拡大である.よって B として κ(s)の有限
次拡大を考えることによって Θ−1

A (s)は有限集合であることが分かり全てL 6hA の閉点である. Aは Hensel
環であることからL 6hA = L ′ q∐x Spec(Ox,L ) (xはL 6hA の閉点をわたっている. L 6hA は準コンパクト

なので有限集合であることに注意する.)となる連結成分L ′ ⊂ L 6hA がある. L ′ → Spec(A[1/p])は固有射
であり像は Spec(A[1/p]) \ {閉点 }となるが Spec(A[1/p])は連結なのでL ′ = ∅であることが分かる.よっ
て ΘA[1/p]は準有限射であることが分かる.また固有射でもあるので有限射であることが分かる.次に上の
単射で B = E[ε]/(ε2)を考えることにより ΘA[1/p]は閉移入であることが分かる.実際 R→ R′を環の準同

型で R′が R上有限として Spec(R′)→ Spec(R)が閉点において単射とする.任意のの Spec(R)の閉点の剰
余体の有限次拡大体K に対して Spec(R′)(K[ε]/(ε2))→ Spec(R)(K[ε]/(ε2)) が単射なら R→ R′ は全射で

ある. (証明は容易にR′ = R[y]/(f(y)) (f(y)はR上モニックな多項式)と書ける場合に帰着できこの場合は
f が一次元にならなければならないことが示せ, R = R′となることが分かる.) よって命題の 1. が示された.
次に 2.を示す. Bは Artin環なので局所環の直積と同型なため Bは局所環と仮定して証明すれば十分で

ある. A→ Bが A6hを経由していたとする.このとき VB の E-高さが有限で h以下であることは二段落目
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の付置判定を用いた方法を用いることにより容易に示すことができる.反対を示す.そのため VB を E-高さ
が有限であると仮定する.示すべきことはA→ C ′ → B (都合により Cでなく C ′とした)という分解があっ
て, VC′ が E-高さが有限な (S-格子ではなく)SC′ -格子を持つことである.まず C ∈ IntB を A → C → B

と経由しているものとする.すると唯一の E-高さが有限なS-格子MC ⊂MC はSC-加群でMC ⊗Zp Qpは
SC [1/p]上有限で射影的であることを示すことができる (この事実を示すのは議論が必要である).
次に, C → OE という射影があるので, MC →MOE が考えられM′OE をMC の像として定義し,

MOE := OE ⊗S M′OE ∩M ′OE [1/p] ⊂ E ⊗S MOE

として定義する.するとMOE は E-高さが有限なS-格子であり, MOE はSOE 上有限自由であることが分

かる.そこでMOE の基底をひとつ取りそれをMC ⊗Zp Qp のSC [1/p]上の基底 bに持ち上げる.この基底
における ϕの行列の成分は B◦ ⊗Zp S に入っていることが分かるので C ′ ∈ IntB を C を含みそれらの成分

がSC′ に含まれるものとしてとってくる.このときMC′ を bで張られるMC ⊗Zp QpのSC′-加群とすれば
これが題意を満たすことを示すことができ証明が終了する. �

命題 1.3の証明の概略. 前の命題によってA6hは構成されたのであとはMA6h を構成すればよい. L 6hA の

構成はまずAがArtin環のときに表現するスキームを構成して, Aが完備のときはその極限をとり形式的ス
キームにし,それを代数化した.このMA6h の構成にはまずL 6hA の上に Θ∗A(SA)-加群の層Mがあったの

でこれの極限をとり形式的スキーム上に対応する層ができる.これを適当に代数化したものが求めるもので
ある.あとはここで構成したものが (1)から (4)の性質を満たすことを示さなくてはならないが (1), (2)は
難しくはなく (3)は直前の命題と同じ議論を用いることで示すことができる. (4)は本質的に補題 1.4.2であ
る. �

2 潜在的準安定表現

2.1 まず記号を固定する. (A◦,mA◦)を剰余体が Fの完備局所環とその極大イデアルの組とする.ここで
A◦ は p-捩れ部分がないと仮定し, A := A◦[1/p]とおく.また完備局所 Noether Zp-代数 Rに対して RA◦ を

R ⊗Zp A◦ の mA◦-進完備化とし, RA := RA◦ [1/p]とおく.この記号を用いると SA には自然に A-線形な自
己準同型 ϕが引き起こされ,またSA/uSA

∼−→WA という同型がある.
次にこの節で必要な記号を導入する. OをK0上の半径１のリジッド解析的な開円盤上の解析関数の成す

環とする.つまり O = lim←−n(W [[u, un/p]][1/p])である.ここも uを up に移す Frobenius自己準同型 ϕがあ

る. uを uに移すことによって埋め込みS ↪→ Oが定義され, 両辺の Frobenius自己準同型 ϕは両立してい

ることが分かる. c0 := E(0) (E は π の Eisenstein多項式であった)とおき, λ :=
∏∞
n=0 ϕ

n(E(u)/c0) ∈ O
とおく.これが Oに入っていることは E(u)が Eisenstein多項式であることから | · |r を半径 r > 0でのノ
ルムとしたとき (つまり |xn|r := rn),任意の 0 < r < 1に対して |ϕn(E(u)/c0)− 1|r < 1が成立することか
ら分かる.また, K0[u]のイデアル (E(u))による完備化を Ŝ0を書き, OA := lim←−nW [[u, un/p]]Aとし, Ŝ0,A

をK0[u]⊗Qp Aのイデアル (E(u))での完備化とする.
次にMA という有限で階数が一定で rの射影的なSA-加群と準同型 ϕ∗MA →MA でその余核が E(u)h

で消されるものの組が与えられたと仮定する.ここでのMAは前節で出てきたMA6h を念頭にしている.ま
たMA := MA ⊗SA

Oとおき, DA :=MA/uMAとおく. DAには自然に ϕという自己準同型がMAの ϕ

から誘導される.さらにこの自己準同型は同型になっている.実際, WA 上の ϕは同型なので ϕ∗DA → DA

が同型であることを示せばよいが, DA = MA/u であるので Coker(ϕ∗DA → DA) は E(u)h でも u でも

消されることが分かり,よって E(u)h ≡ ph mod uであることから ph でも消されることが分かる.つまり
phDA ⊂ ϕ∗DA であるが DA は Qp 上の加群であることから ϕ∗DA � DA が分かる. DA はWA 上有限階

な射影加群であることから単射性は全射性から導かれる.

2.2 補題. — ϕと両立するWA-線形な準同型 ξ : DA →MA が唯一存在して uで還元すると恒等射になっ

ている.さらに次が成立する:
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(i) 誘導される写像DA ⊗A O →MA の余核は λh で消される.
(ii) DA ⊗WA

Ŝ0,A →MA ⊗OA Ŝ0,A の像は ϕ∗(MA)⊗OA Ŝ0,A →MA ⊗OA Ŝ0,A の像と一致する.

証明の概略. s0を射影MA → DAの任意のWA-線形な切断とする.これはDAがWA上射影的であること

から存在することが分かる.ここで和

s := s0 +
∞∑

i=0

(ϕi+1 ◦ s0 ◦ ϕ−i−1 − ϕi ◦ s0 ◦ ϕ−i)

を考える. sが収束したとするとすぐに sが ϕと両立し還元が恒等射になることが分かる.収束性の証明は
難しくないが略す.唯一性は s′ が題意を満たす射だったとすると (s− s′)(DA)の u倍写像は全射であるの

で 0であることが分かる.
後半を示す.まず十分大きい nに対して以下の自然な写像が同型であるものをとってくる.

DA ⊗WA
W [[u/pn]]A

∼−→MA ⊗OA W [[u/pn]]A

両辺に ϕ∗ をとり帰納的に定義される次の図式を考える:

ϕ∗(DA ⊗WA W [[up
s

/pn]]A)
ϕ∗(ξs)//

∼
��

ϕ∗(MA ⊗OA W [[up
s

/pn]]A)

��
DA ⊗WA

W [[up
s+1
/pn]]A

ξs+1 //MA ⊗OA W [[up
s+1
/pn]]A.

すると ξs は s = 0, . . . , r − 1 (r は e < pr/nとなる最小の整数)に対して同型になり, s = r では余核が

E(u)h で消され像が ϕ∗(MA)→MA に ⊗OAW [[u, up
r

/pn]]A をしたものの像と一致することが分かる.こ
れによって (ii)が出る.また同様の議論を繰り返すことにより任意の s ≥ 0に対して ξs の余核は λhで消さ

れることが分かる. �

2.3 次に p進表現を扱うときに出てくる p進周期環を記号の固定もかねて復習する. R, θなどは 1.1の記
号を用いている.定義だけでは言っていることが分かりにくいが日本語の解説 [Tsu]などもあるので詳しく
はそちらを参照されたい. まず Acris をW (R)の Ker(θ)に関する PD-包絡環 (PD-envelope)の p-進完備化
として B+

cris := Acris[1/p]とする.また B+
dR をW (R)[1/p]の Ker(θ)-進完備化とする. S ↪→ W (R)は連続

的に O ↪→ B+
cris に伸びることが分かる.また

`u := log[π] :=
∞∑

i=1

(−1)i−1

i

( [π]− π
π

)i
∈ B+

dR

として定義する. K0[`u] ⊂ B+
dR であることが知られていて, K0[λu]上の作用素 N を変数 `u に関する微分

として定義して, ϕ : K0[`u] → K0[`u]を ϕ(`u) = p`u として定義する. σ ∈ GK に対して σ(`u) − `u =:
β(σ) ∈ B+

cris であることが分かる. β(σ) 6= 0 なら β(σ) は B+
dR の極大イデアルを生成している. さらに

B+
st := B+

cris ⊗K0 K0[`u]として定義する.この環には ϕ-作用 (ϕ⊗ϕで定義)とN -作用 (1⊗N で定義)があ
ることが分かる.
これらの環の係数を拡張した環 Acris,A◦ , B+

cris,A = Acris,A 等を 2.1の約束で定義する. Acris には B+
cris

から誘導される減少フィルトレーション FiliAcris がある. Acris,A◦ の減少フィルトレーション FiliAcris,A◦

を FiliAcris ⊗Zp A◦ の mA◦- 進完備化によって定義する.また A-代数 B に対しては FiliAcris,B := B ⊗A◦
FiliAcris,A◦ として定義する.次の補題は環論の議論なので省略する.

2.3.1 補題. — M を A◦-加群として x ∈ Acris,A◦ ⊗A◦ M を任意に取る.するとM の部分 A◦-加群 N で

x ∈ Acris,A◦ ⊗A◦ N となっているものの集合は最小元 N(x)を持つ.
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2.4 さて,VA◦ を有限自由 A◦-加群で階数を rとしてGK の連続作用が与えられているとする.すると前節
の結果より VA◦ に対して (A◦)6h が定義される.ここでは (A◦)6h = A◦ と仮定する.このときMA◦ という

有限 SA◦-加群が定義されるがMA := MA◦ ⊗Zp Qp とおく.すると 2よりMA はSA 上自由であることが

分かる.また VA := VA◦ ⊗A◦ Aとおく.すると 4により GK∞-同変 (GK-同変ではない)な同型

VA
∼−→
ι

HomSA,ϕ(MA,S
ur
A )

が存在することが分かる.双対をとることによって

ι∨ : MA → HomA(VA,Sur
A )

という ϕと両立する GK∞-同変なSA-準同型を得る.これを用いて

DA
ξ−→MA

ι∨⊗id−−−−→ HomA(VA,Sur
A )⊗SA

OA → HomA(VA, B+
cris,A) (2.4.0.1)

という ϕと両立するGK∞-同変な準同型を得る. ここで二番目の準同型は ι∨にOAをテンソルしたもので,
三番目はSur

A ↪→ W (R)→ B+
cris と O ↪→ B+

cris によって得られる準同型であって, 左辺に GK∞ は自明に作

用し, 右辺に σ ∈ GK∞ は f 7→ σ ◦ f ◦ σ−1 と作用する. B を A-代数とすると (2.4.0.1)に B+
cris,B をテンソ

ルすることによって GK∞ -同変な B+
cris,B-線形な写像

ξ1 : DB ⊗WB
B+

cris,B → HomA(VA, B+
cris,A)⊗A B = HomB(VB , B+

cris,B)

を得る.ここで右辺に関して σ ∈ GK に対しても f 7→ σ ◦ f ◦ σ−1と定義しても意味を持つので,このように
して GK-作用に拡張する.左辺ではMA を経由してしまっているので GK-作用の情報は失っていることに
注意する.そこでWB-線形写像 N : DB → DB で pϕN = Nϕを満たすものが与えられたと仮定する.する
とN は冪零である. そのとき σ ∈ GK , d⊗ b ∈ DB ⊗WB

B+
cris,B に対して

σ(d⊗ b) :=
∞∑

i=0

(N i(d)
i!
⊗ β(σ)i

)
σ(b) = exp(N ⊗ β(σ)) · d⊗ σ(b) (2.4.0.2)

としてDB ⊗WB
B+

cris,B への作用を定義する. ϕ(β(σ)) = pβ(σ)となっていることからこのGK-作用と ϕは

可換であることが分かる.ここでのGK-作用の定義は一見何をやっているかわからないが VB が安定表現の

とき上の写像によく似た写像を別の方法で構成することができ,その写像がGK-作用で両立するためのGK-
作用の定義のやり方なのである.
さて, DB ⊗K0 K0[`u]を考える.この上にはN ⊗ 1 + 1⊗N という作用があるが記号の乱用でこれもN と

表記する.
ζ : (DB ⊗K0 K0[`u])N=0 ⊗K0 K0[`u]→ DB ⊗K0 K0[`u]

という自然な写像がある. 左辺に N の作用を 1 ⊗ N として定めるとこれは N の作用で両立する写像で

あることが分かる. ζ(x) = 0 で Nn−1(x) 6= 0 かつ Nn(x) = 0 (n > 0) だったとすると Nn−1(ζ(x)) =
ζ(Nn−1(x)) = 0となる. N(y) = 0なら y = y′ ⊗ 1となる y′ ∈ (DB ⊗K0 K0[`u])N=0 が存在するのでこれ

はありえないことが分かり, ζ は単射であることが分かる.さらに ζ は全射でもある.実際 d ∈ DB に対して

Nn−1(d) 6= 0でNn(d) = 0という nをとると n = 1の場合は d⊗ 1 ∈ Im(ζ)は自明である.また一般の場合
はN(exp(−N ⊗ `u) · d) = 0であり, d− exp(−N ⊗ `u)d ∈ `u · (DB ⊗K0 K0[`u])N

n−1=0 となることが確か

められるので帰納法を用いて全射であることが示される.また写像

ζ ′ : (DB ⊗K0 K0[`u])N=0 ⊗K0 K0[`u]
(`u 7→0)⊗1−−−−−−→ DB ⊗K0 K0[`u]

を考えると逆写像が d 7→ exp(−N ⊗ `u) · dと与えられ,同型である.そこでこの二つの同型を合成して同型

ξ2 : DB ⊗K0 K0[`u]
ζ←−
∼

(DB ⊗K0 K0[`u])N=0 ⊗K0 K0[`u]
ζ′−→
∼

DB ⊗K0 K0[`u]
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を定義する.さらに, ξ2 に ⊗WB
B+

cris,B したものと ξ1 に ⊗K0K0[`u]したものを合成して

ξ3 : DB ⊗K0 K0[`u]
ξ2−→ DB ⊗WB

B+
st,B

ξ1−→ HomB(VB , B)⊗B B+
st,B

と定義する. ξ3の左辺に σ ∈ GK の作用を id⊗ σとして定めると ξ1がGK-同変であることと ξ3がGK-同
変であることが同値であることが分かる.まず次の補題を示す.

2.4.1 補題. — ξ1 と ξ3 は単射でその余核は B 上平坦である.

証明の概略. B = Aの時に示せば余核が平坦になることから一般の Bに関しても従う.よって B = Aとし

て ξ1 に関する主張を示せば十分である. Acris の環論的性質を用いることによって A◦ が Zp 上有限平坦の
時に還元することができる. ι∨ から導かれる次の図式を考える:

Sur
A ⊗SA

MA
//

��

HomA(VA,Sur
A )

��
OEur,A◦ [1/p]⊗SA MA

∼ // HomA(VA,OEur,A◦ [1/p]).

ここで下の水平射の同型は 1.5から分かり,また左の垂直な射はA◦が Zp上平坦であることから単射である
事が分かる.よって上の垂直な射は単射であり,二つの加群はSur

A 上有限自由であることが分かり, ⊗SurB+
cris

をしても単射性が保たれることから

MA ⊗OA B+
cris,A ↪→ HomA(VA, B+

cris,A)

が分かる.さて,
DA ⊗WA

B+
cris,A

ξ⊗1−−→MA ⊗OA B+
cris,A

を考える.両辺とも B+
cris,A上自由で同じ階数なので任意に基底を固定することで行列式が考えられる.する

と補題 2.2からこの行列式は E([π])s を割ることが分かる.一方 E([π])は B+
cris の中で零因子ではないこと

が示せるので補題の単射性が従う.平坦性はこの単射性と Acris の環論を用いて示される. �

2.4.2 命題. — A-代数 B に対してWB-線形写像 N : DB → DB で pϕN = Nϕを満たし,さらにこの N

から定まる GK-作用に対して ξ1 が GK-同変なものを対応付ける関手は Aの商環 Ast で表現される.

証明の概略. A-代数 B に対しててWB-線形写像N : DB → DB で pϕN = Nϕを満たすものを対応させる

関手は A上有限生成な代数 AN で表現される.実際 AN := Ker(pϕN −Nϕ : EndA(DA)→ EndA(DA))と
すればこれが EndA(DA)の部分環になっていることがすぐ分かりこれで表現されていることが分かる.
d ∈ DAN と σ ∈ GK に対して

δσ(d) := ξ1,AN (σ(d))− σ(ξ1,AN (d))

として定義する. HomAN (VAN , B
+
cris,AN

)の B+
cris,AN

-加群としての基底を固定して δσ(d)のこの基底に関す
る表示を (x1, . . . , xr) とする. 補題 2.3.1 を M = AN として適用することにより部分 A◦-加群 N(xi) ⊂
AN が定義される. Iσ,d を N(xi) (i = 1, . . . , r) で生成される AN のイデアルとする. そこで Ast :=
AN/

∑
σ∈GK ,d∈DAN Iσ,d とおく.これが命題の条件を満たすことを示す.

まず,定義よりAstが命題の関手を表現していることは容易に確かめられるのでここでは AstがAの商に

なっていることのみを示す.そのためにはスキームの射として Spec(Ast)→ Spec(A)が単射であることと固
有射であることを示せばよい.
単射性を示すためには A-加群 BをとってN,N ′ : DB → DB で条件を満たすものをとるとN = N ′であ

ることを示せばよい.補題 2.4.1より ξ1は単射なのでDB ⊗WB
B+

cris,B のN とN ′から誘導されるGK-作用
は一致していることが分かる.よって作用の定義から任意の d ∈ DB と σ ∈ Gk に対して

d = exp((N −N ′)β(σ))d ∈ DB ⊗WB
B+

cris,B
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であることが分かる. β(σ) ∈ Fil1B+
cris となっているので exp の定義より (N − N ′)(d)β(σ) ≡ 0 mod

Fil2B+
cris,B となることが分かる. σ 6∈ GK∞ なら β(σ) 6∈ Fil2B+

cris,B であることが示せるので N = N ′ が

従う.
固有射であることを示すためには付置判定法を用いればよい.この場合は環論を用いた議論が単射性を示
すときより難しくなるが方針は明確なので省略する. �

2.5 次に進む前に簡単に p進表現の言葉の復習をしておく. V をQp上有限な線形空間で GK の連続作用

が与えられているものとする.このとき V が (Hodge-Tate 重さが ≥ 0の) de Rham表現とは

dimK(V ⊗Qp B+
dR)GK = dimQp V

が成立していることである.左辺を dimK0(V ⊗Qp B+
cris)

GK (resp. dimK0(V ⊗Qp B+
st)GK ) に変えたとき等号

が成立している場合 V は (Hodge-Tate重さが≥ 0の) crystalline表現 (resp. 準安定表現)という.一般の表
現に対して

dimK0(V ⊗Qp B+
cris)

GK ≤ dimK0(V ⊗Qp B+
st)

GK ≤ dimK(V ⊗Qp B+
dR)GK ≤ dimQp V

が成立することが知られているので cristalline表現なら準安定表現であり,準安定表現なら de Rham表現
であることが分かる.
V を de Rham表現としたとき V の Hodge-Tate重さとは gri((V ⊗Qp B+

dR)GK )が 0でない iのことであ

る.この場合 Hodge-Tate重さは 0以上となっている. Hodge-Tate重さが正とはは限らない時もこれらの表
現を定義することはできるが,この論文の主定理の証明では使わないのでここでは復習をしない.
次に, V に対してフィルター付き (ϕ,N)-加群 (V ⊗Qp B+

st)GK を対応させる関手を Dst と書く.このとき
フィルター付き (ϕ,N)-加群が許容的であるとは,このフィルター付き (ϕ,N)-加群が準安定表現にDstを施

したときの像に同型であることをいう.また,弱許容フィルター付き (ϕ,N)-加群も定義したいが比較的大変
なので詳しくは省略する.ただ,許容的ということと同値であることが知られているので許容的なものだと
思っておいて差し支えない.実際の同値性の証明はいくつかあるが [Kis2],または本報告集の望月氏による
「整 p進 Hodge理論入門」を参照するとよい.これらには次の小節 2.5.1の詳しい解説も書かれている.

2.5.1 まず A◦ = (A◦)6hを仮定して, Astが VAが Hodge-Tate重さ [0, h]の準安定表現となっているもの
を対応づける関手を表現していることを示す.そのために弱許容フィルター付き (ϕ,N)-加群の理論と有限
E-高さのS-格子の理論の関係を復習する.
Dとして弱許容フィルター付き (ϕ,N)-加群で Fil0D = Dで Filh+1D = 0となるものをとる.すると有限
自由S[1/p]-加群Mで ϕ∗(M)→Mが与えられてその余核が E(u)hで消されるもので以下の性質を満たす
ものを関手的に構成できる.

1. M/uM
∼−→ Dという標準的な ϕと両立する同型がある.

2. Mの ϕで安定な部分 S-加群M◦ でMを張るものがあって 1 ⊗ ϕ : ϕ∗(M◦) →M◦ の余核は E(u)h

で消される.

このとき

HomS[1/p],ϕ(M,Sur[1/p]) ∼−→ HomFil,ϕ,N (D,B+
st) (2.5.1.1)

という同型が存在する.この同型写像の構成を軽く復習する.まず g : D → B+
cris が与えられると,

g′ : D ↪→ D ⊗K0 K0[`u]
ξ2−→ D ⊗K0 K0[`u]

g⊗1−−→ B+
st

ができる.これは ϕとN で両立していることがすぐ分かる. gに対して g′ を対応させることにより

HomFil,ϕ(D,B+
cris)→ HomFil,ϕ,N (D,B+

st) (2.5.1.2)
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という写像が構成される.このとき σ ∈ GK と g ∈ HomFil,ϕ(D,B+
cris)に対して

σ(g) := σ ◦ g ◦ exp−1(N ⊗ (β(σ)))

と定めれば次の図式は可換である:

D //

id

��

D ⊗K0 K0[`u]
ξ2 //

`u 7→σ(`u)

��

D ⊗K0 K0[`u]
g⊗1 //

d⊗`u 7→exp(N⊗(σ(`u)−`u))⊗σ(`u)

��

B+
st

σ

��
D // D ⊗K0 K0[`u]

ξ2 // D ⊗K0 K0[`u]
σ(g)⊗1

// B+
st .

つまり (2.5.1.2)は左辺に対して先ほどのように定めた GK-作用に関して両立していることが分かる.さら
にこの写像は同型である.実際 g′ が与えられたとき

D
∼−→ (D ⊗K0 K0[`u])N=0 g′⊗1−−−→ (B+

st)
N=0 = B+

cris

がを考えればこれが gを与えることが分かりこの対応が逆写像であることがすぐ分かる.
さて, M→ Sur[1/p]が与えられたとき⊗S[1/p]Oをして左から ξを,右から包含写像O → B+

crisを合成す

ることによって

HomS[1/p],ϕ(M,Sur[1/p])→ HomFil,ϕ(D,B+
cris)

が構成される. 実はこれは同型になっていることが示せる. この写像と (2.5.1.2) を合成することによって
(2.5.1.1)を構成することができる.

2.5.2 命題. — A◦ = (A◦)6h を仮定する. B を有限 Qp-代数として ζ : A → B を Qp-代数の準同型とし,
VB := VA ⊗A Bとおく.すると ζ が Astを経由することと VB がQp-表現としてみたとき準安定表現である
こととは同値である.

証明. ζ が Ast を経由していたとする.すると ξ3 は GK-作用で両立しているて補題 2.4.1より単射である.
よって

dimQp VB = dimK0(DB) = dimK0(DB ⊗K0 K0[`u]) ≤ dimK0(V ∗B ⊗B B+
st,B)GK

であることが分かる.ここで V ∗B は双対を表す.よって VB が準安定表現であることが分かる.
反対に VB が準安定表現だったとする.このとき

D̃B := (HomB(VB , B+
st ⊗Qp B))GK

とおく. VB が準安定表現なのでこれは弱許容フィルター付き (ϕ,N)-加群になっていることが分かる. M̃B

を 2.1で構成した D̃B に付随する S[1/p]-加群とする.一方MB := MA ⊗A B と置く.実はこの二つの加群
には自然な同型がある.それを見るために次の GK∞ -同変な同型を考える:

κ : VB
∼−→ HomB,Fil,ϕ,N (D̃B , B

+
st,B) ∼−−−−−→

(2.5.1.1)
HomSB ,ϕ(M̃B ,S

ur
B ).

M̃B := M̃B ⊗S E と置く.すると

VB
∼−→
κ

HomSB ,ϕ(M̃B ,S
ur
B ) ∼−−−−−→

(1.4.2.2)
HomSB ,ϕ(M̃B ,OÊur,B

) ∼−→ HomEB ,ϕ(M̃B , Êur
B )

よって M̃B
∼= (Êur ⊗Qp V ∗B)GK∞ ∼= MB となることが分かる. M̃B ↪→ M̃B となっているのでこの同型を通

じてMB も M̃B もMB の部分SB-加群と思うことができる.さて,命題 1.3(3)と 2.5.1(2)より両者とも有
限 E-高さの格子を持つことが分かる.よって注 1.2の充満忠実性によりMB = M̃B がMB のなかで成立し
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ていることが分かる.よって 2.5.1(1)によりDB := MB/uMB と D̃B を同一視することができ,この同一視
によってDB にN の作用を D̃B のN より定義することができる.ここで次の可換図式を考える:

VB
∼ //

∼
��

HomSB ,ϕ(M̃B ,S
ur
B [1/p])

∼ //

∼
��

HomB+
cris,B ,Fil,ϕ(D̃B ⊗B B+

cris,B , B
+
cris,B)

��
VB // HomSB ,ϕ(MB ,S

ur
B [1/p]) // HomB+

cris,B
(DB ⊗B B+

cris,B , B
+
cris,B)

上の行の真ん中には GK∞ -作用しかないが左右には GK-作用がある.ただし左辺の GK-作用は (2.4.0.2)に
よって定めている.定義より上の行の写像の合成は標準写像 VB

∼−→ HomB,Fil,ϕ,N (D̃B , B
+
st,B) と (2.5.1.2)の

合成に⊗BB+
cris,B をしたものであるから (2.5.1.2)の直後の計算により上の行の写像の合成は GK-作用で両

立していることが分かる.よって下の行のN の決め方によりGK-作用を (2.4.0.2)で定めればGK-作用で両
立していることが分かる.下の行の随伴を取ることにより ξ1 が定まり GK-作用で両立していることが分か
る.よって Ast の定義により ζ は Ast を経由することが分かる. �

2.5.3 定理. — A◦ を完備局所 Noether W (F)-代数とし, VA◦ を階数 r の有限自由 A◦-加群で連続な GK-
作用が与えられているものとする. h ≥ 0を整数とすると Ast,hという A := A◦[1/p]の商があって次の性質
を満たす:

1. B を有限 Qp-代数として ζ : A → B を Qp-代数の準同型とする.すると ζ が Ast,h を経由する必要十

分条件は VB := VA ⊗A B が Qp-表現として Hodge-Tate重さが [0, h]に入っている準安定表現である
ことである.

2. 階数 rの射影的WAst,h-加群DAst,h があって Frobenius同型 ϕとWAst,h-線形の自己準同型N が与え

られていて, ζ が Ast,h を経由していれば次の ϕとN の作用で両立している同型がある.

DB := DAst,h⊗
Ast,hB

∼−→ HomB(VB , B+
st ⊗Qp B)GK .

Proof. Ast,h := ((A◦)6h[1/p])st として DAst,h := M(A◦)6h[1/p]/uM(A◦)6h[1/p] ⊗ Ast,h とする.あとはこれ
が条件を満たすことを見ればよい. VB が準安定表現で Hodge-Tate重さが [0, h]に入っていたとすると VB

の E-高さが h以下であることが知られている.このことから容易に ζ が Ast,h を経由することが分かる.反
対に関しても Hodge-Tate重さと E-高さの関係から導くことができる. (2)も難しくはない. �

2.6 次にもう少し詳しい情報が入ったAst,hの章を構成する.ここでいう詳しい情報とは準安定表現の p進

Hodge型のことである.つまり VB の griVB ⊗BdRがどうなるかも考慮に入れるのである. まずこれを定義
する.

2.6.1 定義. — E を Qp の有限次拡大として Aは E-代数の構造があると仮定する.
(1) DE を Eの有限次ベクトル空間として, FiliDE,K をDE,K := DE ⊗Qp K を E⊗Qp -加群と考えたとき

の減少フィルトレーションとして [0, h]に入っているものとする.このとき vを {DE ,FiliDE,K}という組
とする.

(2) Bを有限 E-代数として VB を階数 rの有限自由 B-加群としてGK の連続作用が与えられているもの

として,その表現が de Rham表現になっていると仮定する.このとき V が p進 Hodge型 vであるとは, V
のHodge-Tate重さが [0, h]のなかに入っていて i = 0, . . . , hに対して次のB⊗Qp K-加群の同型があること
である:

griHomB(VB , BdR ⊗Qp B)GK ∼−→ griDE,K ⊗E B.
この定義の下次の命題を示す:
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2.6.2 命題. — vを上で定義したものとする.すると Ast,h の商で Spec(Ast,h)の連結成分の合成に対応す
る環 Ast,v が存在して, 有限 E-代数 B で ζ : A → B という準同型が与えられているものに対して, ζ が
Ast,v を経由する必要十分条件は VB が準安定表現で Hodge型が vとなることである.

証明の概略. まず Filiϕ∗(MA) := (1⊗ϕ)−1(E(u)iMA) ⊂ ϕ∗(MA) と定める.環論の議論をすることによっ
て Filiϕ∗(MA)/(E(u)ϕ∗(MA) ∩ Filiϕ∗(MA)) が KA := WA ⊗K0 K 上有限で射影的であることが分かる.
そこで Spec(A)の点 pでKAp := KA ⊗A Ap-加群の同型

(Filiϕ∗(MA)/(E(u)ϕ∗(MA) ∩ Filiϕ∗(MA)))⊗A Ap
∼−→ FiliDE,K ⊗E Ap (2.6.2.1)

が i = 0, 1, . . . , hで成立するようにとってくる.するとこのような点の集合は Spec(A)の連結成分の和集合
になっていることが分かる.これに対応する Aの商を Av として定め, Ast,v := Ast,h ⊗A Av として定義す

る.これが求める環であることを示す.まず, B は E 上有限なので Artin環となり局所環の積で書けること
が分かる.よって Bは局所環であると仮定してよい.このときDB ⊗K0 K と ϕ∗(MB)/E(u)ϕ∗(MB)が同一
視できることが分かる (補題 2.2).そこでDB ⊗K0 K に

Fili(DB ⊗K0 K) := (Filiϕ∗(MA)/(E(u)ϕ∗(MA) ∩ Filiϕ∗(MA)))⊗A B

として定義すると 2.5.3(2)の右辺から得られるフィルトレーションと一致していることを示すことができる
ので命題が示される.ここで (2.6.2.1) の同型は任意に取ってきているためこの同型は A全体に伸びないが,
B は Artin 環となっているのでこの構成で十分であることに注意する. �

2.7 次に潜在的準安定表現に対して付加される別の情報を加えた表現環を構成する. V を Qp 上の有限次
線形空間として GK の連続作用が与えられているとする.このとき V が潜在的準安定表現であるとはK の

有限次 Galois拡大 Lが存在して V を GL の表現と思ったときに準安定表現であることを言う.このように
定義してしまうとGal(L/K)の情報はまったく無視されてしまう.それどころか Lがどのように与えられる

かも分からない.そこで潜在的準安定表現に対してその型を定義することによって切られてしまうはずの部
分の情報を加えるのである.
まず,いつものように Bを局所Qp-代数として, VB を有限自由 B-加群でGK の連続作用があるものとす

る. VB は潜在的準安定表現であると仮定する.また

D∗pst(VB) := lim−→
K′

HomB(VB , Bst ⊗Qp B)GK′

として定める. ここで K ′ は K の有限次 Galois 拡大をわたっている. K0 を K の中の最大不分岐拡大

として, IK ⊂ GK を惰性群とする. このとき, K ′0 を K0 上の K ′ に含まれる最大不分岐拡大とすると,
HomB(VB , Bst ⊗Qp B)GK′ はK ′0-加群で連続な Gal(K ′/K)-作用がある.よって D∗pst(VB)は B ⊗Qp K0-加
群で Frobenius同型 ϕ と冪零作用 N が作用していて pϕN = Nϕが成立していることが分かり,さらに ϕ

とN と可換で核が開部分群になる連続な IK-作用があることが分かる. またK ′を十分大きくすると準安定

表現になることから dimK̄0
D∗pst(VB) = dimQp VB となっていることも分かる.

このとき,まず ϕが同型であることを用いるとD∗pst(VB)が B ⊗Qp K0上有限自由になることを示すこと

ができる. (B ⊗Qp K0)ϕ=1 = B であり, IK-作用と ϕ-作用が可換なことから IK の元の跡は B に入ってい

ることがわかる.よって, IK の連続作用がある自由 B-加群 P̃B が存在してD∗pst(VB)が誘導されることが分
かる.最後に EをBの剰余体とすると核が開部分群になっているB上の表現は E上の表現からきているの

で,この場合も IK の連続作用がある E-加群 PB があって P̃B はこれから誘導されることが分かる.

2.7.1 定義. — τ : IK → GLn(Qp)を Qp の代数閉体 Qp 上の核が開部分群となる連続表現とする. VB が
型が τ の潜在的準安定表現であるとは上で得られた PB が τ と同値であることをいう.

p進 Hodge型のときと同様に潜在的準安定表現の型 τ を固定してそれに対応する潜在的準安定表現を表

現する環を構成する.そのためにまず次の命題を示す.
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2.7.2 命題. — h ≥ 0として A = Ast,h と仮定する.このとき ξ3 は同型

DA ⊗WA Bst,A
∼−→ HomA(VA, Bst,A)

を誘導する.よって
DA

∼−→ HomA(VA, B+
st,A)GK

となることが分かる.

2.7.3 注. — この命題の二番目の同型は 2.5.3と同じように見えるが 2.5.3では B が Qp 上有限代数であ
ることを仮定しているのでこの命題を出すことはできない.

証明の概略. これらの同型が A◦ → A′◦という底変換に対して閉じていることは容易に分かる.また VA◦ が

不分岐表現,つまり IK の作用が自明だったときは 2.4.0.1が同型DA
∼−→ HomA(VA,W (k)A)から誘導され

ることから示せる.ここで kはK の剰余体である.
はじめの同型を示すためには両辺が同じ階数の有限自由 Bst,A-加群であることから最高次の外積を取っ
て同型であることをいえばよい (つまり行列式が可逆であることをいえばよい). VA◦ が

∧
VA◦ となると

DA も
∧
DA になることは容易に分かるので VA◦ が階数 1であると仮定してよい.すると VA|IK が局所的

に Lubin-Tate指標の IK への制限と同値であるということが分かる.よって VA が Lubin-Tate指標の時と
不分岐表現の時を示せばいいことが分かるが,不分岐はもう示した.よって VAが Lubin-Tate指標と仮定し
て示せばよいがこの場合は簡単である.二番目の同型は一番目から簡単に示すことができる. �

2.7.4 EをQpの有限時拡大として vを p進 Hodge型とする. A◦ を Noetherな完備局所OE-代数として
VA を階数 rの有限自由 A◦-加群で連続な GK-作用があるものとする.また潜在的準安定表現の型

τ : IK → EndE(DE) ∼−→ GLr(E)

を固定する (潜在的準安定表現の型なので核は開部分群であると仮定している).本小論の主定理は以下で
ある.

2.7.5 定理. — 次の性質を持つAの商Aτ,vが存在する: Bを有限E-代数する. E-代数の準同型 ζ : A→ B

が Aτ,v を経由している必要十分条件は VB が型が τ の潜在的準安定表現で p進 Hodge型が vであることで
ある.

証明. LをK の有限次 Galois拡大として, IL ⊂ IK が Ker(τ)に入っていると仮定する. VA◦ を GLに制限

した表現と考えることによって,命題 2.6.2.1を用いて, Aの商 Apst,v で ζ が Apst,v を経由する必要十分条

件は VB |GL が準安定表現で p進 Hodge型が vであるというものが存在することが分かる. A = Apst,v と

仮定してよい.
L0 を Lに含まれる K0 上の最大不分岐拡大としてWL をその整数環とする.またWL,A := (WL)A と定
める.すると命題 2.7.2により有限自由WL,A-加群の同型DA → Hom(VA, B+

st)GL が存在していて ϕの作用

と両立していることが分かる. Gal(L/K)のHom(VA, B+
st)GL への作用は L0-半線形,つまり σ ∈ Gal(L/K)

と x ∈ Lに対して σ(x·) = σ(x)σ(·)となるため IL/K の作用は L0 線形である.さらに Gal(L/K)の作用と
ϕの作用は可換であるため σ ∈ IL/K に対して tr(σ) ∈ (WL,A)ϕ=1 = A となることが分かる.ここで tr(σ)
は A上の局所定数関数であったので, Aの商 Aτ,v を Spec(A)の tr(σ) = tr(τ(σ))となっている連結成分に
対応する環として定義すれば,有限群の線形表現の理論から線形表現は跡によって決まるのでこれが定理の
性質を満たしていることが分かる. �

2.8 これによって目標だった変形環が構成されたことが分かる.つまり, VF をGK の F上の有限次元連続
表現とする. VF の自己準同型が自明なものしかなかったと仮定する.このとき VF の変形環 RVF の存在が

Mazurによって示されていることを序文で述べた.これを用いることで序文でも書いた次の定理が成立する:
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定理. — a ≤ bを整数として L/K を有限次拡大とする.このとき RVF の商 R
[a,b],L
VF が存在して次の性質を

持つ:

Aを上の定理のものとする.すると x : RVF → AがR
[a,b],L
VF を経由する必要十分条件は xに対応

する表現 Vx の Hodge-Tate重さが [a, b]の範囲に含まれていて Vx|GL が準安定表現になること
である.

Proof. 実はこの定理は 2.7の直前までで証明はできている.まず捻りを加えることによって a ≥ 0と仮定し
てもよい. A := RVF として VA として RVF 上の普遍表現を GL に制限したものを考える. vを p進 Hodge
の型とした時,命題 2.6.2を用いればこれに対応する商 Rv,L

VF が構成できる.また同じ命題によると,これは
RVF のスキームとして考えた時,連結成分の直和に対応する環であった. vを Hodge-Tate重さが [a, b]には
いるようなもの全部をわたらせて直積をとれば求める環ができることがわかる. �

3 潜在的準安定変形環の局所的性質

この節では前節で構成された潜在的準安定変形環の形式的滑らか性や次元などの性質について考察する.
前節までは証明を比較的きちんと書いてきたが,この節は証明のアイディアのみ書くことにする.

3.1 まずこの節の主定理を述べる.そのためにいくつか記号を導入する.まず VF := VA◦ ⊗A◦ Fとして F-
基底を固定する.このときD�VF を完備局所OE-代数で剰余体が F の成す圏上の亜群 (groupoid)で代数B上

のファイバーは VF の B 上の表現への変形全体とその基底の組の成す圏とする.ここで変形とは B 上有限

自由な加群 VB でGK の連続作用が与えられていてその特殊ファイバーが作用も含めて VFとなることであ

る.さらに |D�VF |を B に対してD�VF(B)の同型類を対応させる関手とする.するとこれは局所完備 OE-代数
R�VF で表現されることが知られている.また adDE,K := HomE⊗QpK(DE,K , DE,K)として定義する.ただし
DE,K 等は 2.7の記号を用いる. vはDE,K のフィルトレーションを定めていたので adDE,K にもフィルト

レーションが入ることに注意する.

定理. — Spec(R�VF [1/p])
τ,v は一定次元 (equi-dimensional)で次元は

d2 + dimE adDE,K/Fil0adDE,K

となり形式的滑らかな稠密な開部分スキームを持つ.

3.2 まず記号を固定する. LをK のGalois拡大として L0を Lの極大不分岐部分体とする.すると ϕが自

然にL0に延長されることが分かる.ここでModN をQp-代数の圏上の亜群でQp-代数A上のファイバーは階

数が dの有限射影的L0⊗Qp A-加群DA でGL/K の半線形作用と冪零作用N が与えられていて次の条件を満

たすものの成す圏になるものとする.ここで条件とはGL/K の作用とN の作用は互いに可換で p ∈ Spce(A)
に対して DA ⊗(L0⊗QpA) (L0 ⊗Qp Ap)が L0 ⊗Qp Ap 上自由であるというものである. またModϕ,N を同じ

圏上の亜群でファイバーがModN の対象でさらに半線形同型 ϕで pϕN = Nϕとなるものの成す圏となっ

ているものである.容易にModϕ,N →ModN という自然な射があることが分かる.
次に adDA をModϕ,N からとり, adDA := HomL0⊗QpA(DA, DA)として定義する. f ∈ adDA に対して,

ϕ(f) := ϕ ◦ f ◦ ϕ−1 N(f) := N ◦ f − f ◦N γ(f) := γ ◦ f ◦ γ−1

として定める.次の反可換 (anti-commutative)図式を考える:

(adDA)GL/K
1−ϕ //

N

��

(adDA)GL/K

N

��
(adDA)GL/K

pϕ−1
// (adDA)GL/K .
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この図式のコホモロジーをとる.コホモロジーは次数が 0, 1, 2に集中するようにとる.するとこのコホモロ
ジーが変形の障害を制御していることを示すことができる.つまり次の命題が成立する.証明はコホモロジー
が具体的にかけているので元をとって具体的に計算するものである.

3.2.1 命題. — Aを局所 Qp-代数で極大イデアルを mA として I ⊂ Aをイデアルで ImA = 0となるもの
とする. DA/I ∈Modϕ,N (A/I)としてDA/mA := DA/I ⊗A/I A/mA とおく.

(i) もしH2(DA/mA) = 0ならDA ∈Modϕ,N (A)で I で還元するとDA/I となるものが存在する.
(ii) DA/I の持ち上げDAのModϕ,N (A)の中での同型類は空かもしくはH1(DA/mA)⊗A/mA I 上の捻子

(torsor)となる.

Aを Qp-代数としてDA ∈Modϕ,N (A)を定める.するとこれに対応して A→Modϕ,N (A)という射がで
きる.ここで Aは Aで表現される亜群と考えている.上の命題 (i)からすぐに次の系が出る:

系. — 今定義した A→Modϕ,N (A)が形式的滑らかで, H2(DA) = 0 と仮定する.すると Aは Qp 上形式
的滑らかである.

さらに次が成り立つ:

3.2.2 命題. — Aを Noether Qp-代数としてDA ∈ DA ∈Modϕ,N (A)とする. A→Modϕ,N (A)が形式的
滑らかとして, U を Spce(A)のH2(DA)の台の補集合とすると, U は稠密で Qp 上形式的滑らかである.

証明の概略. まず, Qp の有限次拡大 E と L0 ⊗Qp E 上有限自由な加群DE で GL/K の反線形作用が与えら

れているもので, Aは E-代数になっていて DA
∼= DE ⊗E Aという GL/K-同変な同型を構成することがで

きる.
さて, E-代数 B に対して DB := DE ⊗E B の半線形自己準同型と線形自己準同型 (ϕ,N)の組でこれら
の組がModϕ,N (A)の元になるような集合を対応させる関手を考える.するとこの関手は E-代数 Bϕ,N で表

現されていることが分かる. Xϕ,N := Spec(Bϕ,N )とする.同様にModN (A)に対しても対応するものを考
えBN , XN として定義する.すると定義より Bϕ,N →Modϕ,N は形式的に滑らかであることが分かる.さら
にH2(DBϕ,N )|U = 0となるXϕ,N の開部分集合 U は稠密になることが分かる.稠密になることを見るため
には Xϕ,N → XN の各ファイバーにおいて U が稠密であることを見ればよい.そこで y ∈ XN を取り Dy

をDE の引き戻しとする.するとファイバー (Xϕ,N )y は ϕ : Dy → Dy という ϕ-半線形同型な写像の集合で
GL/K と可換でNϕ = pϕN が成立するものである.この解釈により (Xϕ,N )y は連結であることが分かるの
で, (Xϕ,N )y が空でなければ H2(DBϕ,N ) = 0となる (Xϕ,N )y の点がひとつはあることを示せばよい.この
点は具体的に構成することで稠密性が示される.
さて, DAはBϕ,N → Aという準同型から誘導されるがあとはBϕ,N とAの関係を調べることによって命

題が示される. �

3.3 次にフィルトレーションも含んだ亜群ModF,ϕ,N を考える.具体的にはModF,ϕ,N (A)の対象はDA ∈
Modϕ,N でさらにDA,L := DA ⊗L0 Lの L⊗Qp A-部分加群によるフィルトレーションが入っていて GL/K

と可換など適当は条件を満たしものである. DA,L上のフィルトレーションは (adDA)⊗L0 L 上にフィルト

レーションを定める.次の図式を考える:

(adDA)GL/K
(1−ϕ,N) //

��

(adDA)GL/K ⊕ (adDA)GL/K
(N,pϕ−1)//

��

(adDA)GL/K

��
(adDA,L/Fil0adDA,L)GL/K // 0 // 0.

これのコホモロジーをH•F (DA)とかく.次元は 0, 1, 2に集中しているものとする.すると前と同様に変形の
障害をこれで測ることができる.具体的には:
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3.3.1 補題. — ModF,ϕ,N → Modϕ,N というフィルトレーションを忘れる射は形式的滑らかである. ま
た A を局所 Artin 環として mA をその極大イデアル, I ⊂ A をイデアルで ImA = 0 となるものとする.
DA/I ∈ModF,ϕ,N (A/I)をとりDA/mA := DA/I ⊗A/I A/mA とおく.

(i) H2
F (DA/mA) = 0ならDA/I を A上に伸ばすことができる.

(ii) DA/I のModF,ϕ,N の中での A上への延長の同型類は空か H1
F (DA/mA) ⊗A/mA I 上の捻子になって

いる.

3.4 次に定理の状況を考える. Aは今までどおりとして mを Aτ,v の極大イデアルとして E′ をその剰余

体とする.すると VA◦ ⊗A◦ Aτ,v/miAτ,v は i > 0対して型が τ の潜在的準安定で p進 Hodge型が vとなる

ことが分かり, ModF,ϕ,N (Aτ,v/miAτ,v) の対象を定めることが分かる.極限をとることによって関手

Âτ,vm →ModF,ϕ,N

を得る.

3.4.1 命題. — A◦ → DVf が形式的滑らかであると仮定する.すると Âτ,vm →ModF,ϕ,N は形式的滑らか

である.

証明の概略. B を E-代数として I ⊂ B をイデアルで I2 = 0となるものとする. h : Âτ,vm → B/I が与えら

れたと仮定し, DB/I を上の射に対応する対象として DB ∈ModF,ϕ,N (B)で同型 DB ⊗B B/I ∼−→ DB/I が

与えられているものがあるとする.このとき示すべきことは DB が Âτ,vm → B から来ていることである.ま
ず,簡単な議論によって Bが Noetherで局所完備 E′-代数で剰余体が E′あると仮定できる. DB ⊗B B/mi

B

は弱許容加群なので連続なGK- 作用を伴った階数 dの自由B/miB-加群 VB/miB を対応させることができ,
潜在的準安定表現の型は τ で p進 Hodge型は v となることが分かる.さて, h̃i : Âτ,vm → B/mi

B で適当な両

立条件を満たすものを帰納法を用いて構成すれば命題は示される. i = 1の場合は hの還元として, h̃i−1 が

構成された場合

Âτ,vm → B/(mi−1
B ∩ I)→ B/(mi−1

B ∩ (mi
B + I))

という写像を考える. A◦ → DVF の形式的滑らかさによって合成 Ãm → Âτ,vm → B/(mi−1
B ∩ (mi

B + I))が
Ãm → B/mi

B に持ち上がり VB/miB を導くことを示すことができる.あとは VB/miB が潜在的準安定表現の型

は τ で p進 Hodge型は v となっていたので Âτ,vm を経由することが分かり h̃i が構成される. �

定理の証明の概略. 今までの命題と補題をあわせれば稠密な開集合が取れて形式的滑らかという主張は容易
である.一方,次元を求める公式は形式的滑らかな点をとってきてその点での接空間の次元を求めればよい.
手法は標準的なので詳しい証明は省略する. �
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