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0 Introduction

本稿は,短期共同研究「多重ゼータ値の研究」(2004年 11月 8日～11日, RIMS) にお
ける講演「p進多重ゼータ値, p進多重L値, 次元予想」の報告である. 講演では古庄氏
の理論をColemanの p進積分論の復習から解説し, 筆者の最近の研究について触れた.

自然数 k1, . . . , kd−1 ≥ 1, kd ≥ 2 に対して無限和

ζ(k1, . . . , kd) :=
∑

n1<...<nd

1

nk1
1 · · ·nkd

d

(= lim
C3z→1

Lik1,...,kd
(z)) ∈ R

は絶対収束し, 多重ゼータ値と言われる. ここで, Lik1,...,kd
(z) :=

∑
n1<...<nd

znd

n
k1
1 ···nkd

d

は

多重ポリログ関数.

多重ゼータ値の研究はEulerに始まり, Zagierを経て現在も多くの研究者に活発に研
究されている対象である.

(kd, ζd) 6= (1, 1)を満たす自然数 k1, . . . , kd ≥ 1と 1のN 乗根 ζ1, . . . , ζdに対して多重
ゼータ値の変種である多重 L値も次の絶対収束する無限和で定義される.

L(k1, . . . , kd; ζ1, . . . , ζd) :=
∑

n1<...<nd

ζ−n1
1 ζn1−n2

2 . . . ζ
nd−1−nd

d

nk1
1 · · ·nkd

d

(= lim
C3z→1

Lik1,...,kd;ζ1,...,ζd
(z)) ∈ C.

ここで, Lik1,...,kd;ζ1,...,ζd
(z) :=

∑
n1<...<nd

ζ
−n1
1 ζ

n1−n2
2 ...ζ

nd−1−nd
d znd

n
k1
1 ···nkd

d

は捻り多重ポリログ関数.

我々はここで多重ゼータ値や多重 L値の p進類似を考えたい. 無限和

ζ(k1, . . . , kd) :=
∑

n1<...<nd

1

nk1
1 · · ·nkd

d
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は p進では収束しない. 一方多重ポリログ Lik1,...,kd
(z)は反復積分表示

dLik1,...,kd
(z)

dz
=





1
z
Lik1,...,kd−1(z) if kd > 1,

1
1−z

Lik1,...,kd−1
(z) if kd = 1, and d > 1,

1
1−z

if kd = 1, and d = 1

を持つ. 古庄氏はColemanの p進反復積分論を用いて上の反復積分表示の p進類似と
して p進多重ポリログ関数 Liak1,...,kd

(z) (ここで aは枝パラメーターを表す, 詳しくは後
で) を定義し, p進多重ゼータ値

ζp(k1, . . . , kd) := lim
Cp3z→1

′Lik1,...,kd
(z) ∈ Qp

をその極限値として定義してその性質を調べた (cf. [Fu1][Fu2]). (ここで Cp は Qp

の代数閉包の p 進完備化．lim′ の意味は後で.) 同様に捻り p 進多重ポリログ関数
Liak1,...,kd;ζ1,...,ζd

(z)を用いて p進多重 L値

Lp(k1, . . . , kd; ζ1, . . . , ζd) := lim
Cp3z→1

′Liak1,...,kd;ζ1,...,ζd
(z) ∈ Qp(µN)

(p - N)も定義できる. これらについて現在知られている事をこの小文で報告する.

1章ではColemanの p進反復積分論を復習する. 2章では (捻り)p進多重ポリログと
p進多重ゼータ値 (L値)を定義する. 3章では p進KZ方程式と p進Drinfel’d associator

について解説する. 4章では p進多重ゼータ値について知られている関係式を紹介す
る. 5章では多重ポリログと p進多重ポリログ, それらの変種に対する淡中圏解釈を解
説する. 6章では p進多重ゼータ値 (L値)空間の次元の上からの評価について述べる.

なお, この小文では証明までは紹介しない.

1 Colemanのp進反復積分論
ColemanはBlochの二重ログ関数とレギュレーターについての結果の p進類似を考

える研究の中で (曲線に対しての)p進反復積分論を構築して p進ポリログ関数を定義
した (cf. [C]). この章では Colemanの p進反復積分論を最小限復習する. 大切なとこ
ろなので多少長くなるがページを割くことにする.

p進積分論に必要な性質は次の 2つである.

A 「一致の定理」が成り立つ. したがって, 解析接続の概念がある.

B 　微分形式が必ず積分でき, それは定数倍を除いて一意的である.

ColemanはTateの rigid解析を使って (曲線に対しての) p進反復積分論を構成した. Tate

の rigid解析についてはここでは復習しない．affinoid U に対して, A(U) := Γ(U,OU)

と置く．Tateの rigid解析では上のAは成り立つが, Bは一般に成り立たない (例えば,
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局所座標で t = 0の点が抜けている時, dt/tは積分できない) ので, 以下ではA(U)を膨
らませた環を定義して, 積分が必ずできるようにする．

XをOCp上固有滑らかな曲線, D ⊂ XをOCp上étaleな閉部分スキーム, Y := X \D,

j : YFp
↪→ XFp

とする．(ここでOCp はCpの付値環.) XFp
\ YFp

= {e1, . . . , es}とする.

0 ≤ r < 1に対して, Ur := X(Cp)
an \ ∪s

i=1D
+(ẽi, r) とする. ここで, ẽi ∈ X(Cp)は ei

の適当な持ち上げ, D+(ẽi, r)は ẽiを中心とする半径 rの閉円盤. (後では r → 1を考え
るので持ち上げの取り方は気にしなくてよい. ) S ⊂ X(Fp)に対し, そのチューブ近傍

を ]S[:= sp−1(S) ⊂ X(Cp) と置く. ここで spは特殊化写像X(Cp) = X(OCp)
reduction−→

X(Fp). a ∈ Cpを固定し, loga : C×p → Cpを loga p = aとなる p進対数関数とする.

(log x + log y = log xyの要請から p進対数関数は log pでの値を決めるごとに定まる. )

この aを logの枝と言う. Colemanの積分論は logの枝を決めるごとに定まる.

[余談になるが, C上での logは枝の数は可算 (Z)だけであるがCpでは非可算 (Cp)あ
るのでずいぶん事情が違うように思えるかもしれない. しかし, Cpでの logの「枝」と
呼んでいるものは「モノドロミー的なもの」から来ている枝ではないく, 「原点での
接空間におけるベクトル」に対応してCpだけあり, 今考えている意味では「モノドロ
ミーはない」と考えられる. C上でも接空間の 0でないベクトルはC×だけあり, Cp上
でもC×p が対応するが「モノドロミーはない」ことからCpにまで延びている. logの枝
が接ベクトルに対応していることは, P1の 0と 1を結ぶ Besserの Frobenius不変な道
(詳しくは後で)が logの枝のとり方に依らないが P1 \ {0, 1}の 0と 1を結ぶ Besserの
Frobenius不変な道が logの枝のとり方に依ることに対応している. また, 「モノドロ
ミーがない」事は 3-cycle関係式において「三角形」の各々の内角が「0になる」こと
や p進では “円周率 πが 0になる”ことに対応している. CpではなくFontaineの p進周
期の環BdRを使えばきちんと「モノドロミー」を見ることができるようになるかもし
れない (その時は枝の数は Zだけある事になる). p進では良い還元を持つときには単
連結になる (特に P1引く有限個の有理点は単連結である)事とも比較せよ. (Coleman

積分論では良い還元を持つ時しか扱わない. )]

さて,

Aa
log(Ux) :=

{
A(]x[) if x ∈ Y (Fp),

limr→1 A(]x[∩Ur)[loga zx] if x ∈ {e1, . . . , es},
Ωa

log(Ux) := Aa
log(Ux)dzx

(ここで zxは xの周りの局所座標 zx :]x[∩Y (Cp)
∼=−→ D−(0, 1)) と置き,

Aa
loc :=

∏

x∈X(Fp)

Aa
log(Ux), Ωa

loc :=
∏

x∈X(Fp)

Ωa
log(Ux)

と定義する. これらは zxの取り方には依存しない. 自然に微分 d : Aa
loc → Ωa

locが定義
される. 過収束関数のなす環をA† := Γ(]YFp

[, j†O]YFp [) と置くと, Aa
locとΩa

locはそれぞ
れA†代数, A†加群になる. d : Aa

loc → Ωa
locは全射なので, 必ず積分はできるようになっ

たが, 核は
∏

x∈X(Fp)Cpであり, 解析接続もできない. そこで, 良い性質を持つように部
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分代数Aa
Col ⊂ Aa

locと部分加群Ωa
Col ⊂ Ωa

locを以下で定義する. まず, 積分
∫
が満たして

欲しい性質を述べる.

1. d
∫

ω = ω,

2. (Frobenius不変性)
∫

φ∗ω = φ∗
∫

ω (φ∗は Frobenius準同型),

3.
∫

dg = g + const. for g ∈ A†.

従って, P (t)をCp係数の多項式でP (φ∗)ωが既に積分ができることが分かっている微分
形式になれば, P (φ∗)

∫
ωは定数を除いて定まる. さらに P (t)が 1の冪根を根に持たな

ければ,そこから
∫

ωも定数を除いて定まる. このように d(A†)から出発してFrobenius

不変性を用いて積分できる微分形式を広げていくのが基本的なアイデアである. 積分
が

∏
x∈X(Fp)Cpを除いて定まるのではなく, 定数Cpを除いて定まるように積分できる

範囲を広げていくのに気をつける.
∫
の範囲を広げていく詳しい議論は省略するが, 次

のようにしてColeman関数のなす環Aa
ColとColeman1形式のなす加群Ωa

Colが定義
される.

Aa
Col := ∪n≥1A

a
Col(n), Ωa

Col := ∪n≥0Ω
a
Col(n),

Aa
Col(n) := A†

∫
(Ωa

Col(n− 1)),

Ωa
Col(n) :=

{
Aa

Col(n)Ω† if n ≥ 1,

d(A†) if n = 0.

ここで, Ω† := Γ(]YFp
[, j†Ω]YFp [). この時, 次の完全系列がある.

0 → Cp → Aa
Col → Ωa

Col → 0.

つまり, Coleman微分形式 ω ∈ Ωa
Colは必ず積分でき, それは定数倍を除いて一意的で

ある. このようにして, 最初のAとBを満たす p進積分論が得られた.

2 (捻り)p進多重ポリログ, p進多重ゼータ値 (L値)

a ∈ Cpを固定する. この章ではU := P1(Cp) \ {0, 1,∞}(多重ゼータ値の場合) ある
いはUN := P1(Cp) \ {0,∞}∪ µN (p - N) (多重L値の場合) に対してColeman積分論
を使って (捻り)p進多重ポリログ, p進多重ゼータ値 (L値)を定義する. 多重 L値の場
合には pで割れない自然数N と埋め込みQp(µN) ↪→ Cpを固定する.

定義 2.1 (古庄 [Fu1])自然数k1, . . . , kd ≥ 1に対してp進多重ポリログ関数Liak1,...,kd
(z) ∈

Aa
Col = Aa

Col(U)を次のように定義する.

Liak1,...,kd
(z) :=





∫ z

0
1
z
Liak1,...,kd−1(z)dz if kd > 1,∫ z

0
1

1−z
Liak1,...,kd−1

(z)dz if kd = 1, and d > 1,∫ z

0
1

1−z
dz := − loga(1− z) if kd = 1, and d = 1.
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定義 2.2 同様に自然数 k1, . . . , kd ≥ 1と 1のN 乗根 ζ1, . . . , ζdに対して捻り p進多重
ポリログ関数 Liak1,...,kd;ζ1,...,ζd

(z) ∈ Aa
Col = Aa

Col(UN) を次のように定義する ([Y]).

Liak1,...,kd;ζ1,...,ζd
(z) :=





∫ z

0
1
z
Liak1,...,kd−1;ζ1,...,ζd

(z)dz if kd > 1,∫ z

0
1

ζd−z
Liak1,...,kd−1;ζ1,...,ζd−1

(z)dz if kd = 1, and d > 1,∫ z

0
1

ζ1−z
dz := − loga(ζ1 − z) if kd = 1, and d = 1.

ここで dを深さ, k1 + · · ·+ kdを重さという. Liak1,...,kd;ζ1,...,ζd
(z)がLiak1,...,kd;ζ1,...,ζd

(z)|]0[ ∈
A(]0[), Liak1,...,kd;ζ1,...,ζd

(z)|]ζ[ ∈ A(]ζ[)[loga(z − ζ)] (ζ ∈ µN), Liak1,...,kd;ζ1,...,ζd
(z)|]∞[ ∈

A(]∞[)[loga(1/t)] を満たす事も定義からすぐに分かる.

定理 2.1 (古庄 [Fu1]) lim′
Cp3z→1 Liak1,...,kd

(z) が収束するか否かは aに依らない. さ
らに, 収束するときは収束値も aに依らない. ここで, aに収束する数列 {zi}∞i=1 で
Qp(z1, z2, . . .)/Qpの分岐指数が有限になるような任意の数列に対して limi→∞ f(zi)が
存在して {zi}∞i=1 に依らない時, それを lim′

z→a f(z)と書く.

limCp3z→1
′Liak1,...,kd

(z) についても同様の事が成立する ([Y]).

定義 2.3 (古庄 [Fu1]) lim′
Cp3z→1 Liak1,...,kd

(z)が収束する時, その値 ζp(k1, . . . , kd)を p進
多重ゼータ値と呼ぶ.

同様に, lim′
Cp3z→1 Liak1,...,kd;ζ1,...,ζd

(z)が収束する時, その値 Lp(k1, . . . , kd)を p進多重 L

値と呼ぶ ([Y]).

定理 2.2 (古庄 [Fu1]) kd > 1の時, lim′
Cp3z→1 Liak1,...,kd

(z) は収束する.

注意 kd = 1であっても収束する事もある. その時, 収束値は正規化された p進多重
ゼータ値 (後述)になる. 特に, それは同じ重さの p進多重ゼータ値の線型和で表され
る ([Fu1]).

p進多重L値に対しても, (kd, ζd) 6= (1, 1)の時, lim′
Cp3z→1 Liak1,...,kd;ζ1,...,ζd

(z) は収束する
([Y]).

例 2.3 (Coleman) n > 1に対して

ζp(n) =
pn

pn − 1
Lp(n, ω1−n).

ここで Lpは久保田-Leopoldtの p進 L関数, ωは Teichmuüller指標. 特に, n ≥ 1に対
して, ζp(2n) = 0. 久保田-Leopoldtの p進L関数は負の整数点を p進補間して得られる
関数であり, 上の p進ポリログと p進L関数の比較は正の整数点でなので, これによる
ζp(2n) = 0の証明はあまり直接的ではない. 古庄氏は 2-,3-cycle関係式から ζp(2n) = 0

を導き出してもいる. これは 3-cycle関係式を導くときの「三角形の内角」が「0にな
る」事からきている. またこの事実は “p進では π2が 0になる”とも言われる.
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奇数での値は難しい. 実際, n ≥ 1に対して ζp(2n + 1) 6= 0 ⇔ Lp(2n + 1, ω−2n) 6=
0 ⇔ H2(Z[1/p],Qp/Zp(−n)) = 0 (高次 Leopoldt予想). これは pが正則な素数の時か n

が p− 1で割り切れる時には成立する事が知られているが, 一般には知られていない.

定理 2.4 (古庄 [Fu1]) ζp(k1, . . . , kd) ∈ Qp.

同様に Lp(k1, . . . , kd; ζ1, . . . , ζd) ∈ Qp(µN) ([Y]).

問い 2.5 (古庄) いつ ζp(k1, . . . , kd) ∈ Zpになるか？

この問いについては ζp(2n), ζp(2n, . . . , 2n), ζp(3, 1, . . . , 3, 1) などの 0になる場合以外に
まだ何も分かっていない. 同様にいつ Lp(k1, . . . , kd; ζ1, . . . , ζd) ∈ Zp[µN ]になるか？　
という問いも考えられる.

さて, w > 0に対してZp
w[N ] ⊂ Qpを次のように定義する.

Zp
w[N ] :=

〈
Lp(k1, . . . , kd; ζ1, . . . , ζd)

∣∣∣∣∣
d ≥ 1, ki ≥ 1, ζi ∈ µN for i = 1, . . . , d,

k1 + · · ·+ kd = w, (kd, ζd) 6= (1, 1)

〉

Q

,

(Lp(k1, . . . , kd; ζ1, . . . , ζd)たちで生成されるQベクトル空間)とおき, Zp
0 [N ] := Qとお

く. Zp
• [N ] := ⊕wZp

w[N ](形式的直和)とおく. Zp
w := Zp

w[1], Zp
• := Zp

• [1]とおく. Zp
w

(resp. Zp
w[N ])を重さwの p進多重ゼータ値空間 (resp. p進多重 L値空間)と呼ぶ. こ

れらの空間の次元に関しては 6章で述べる.

3 p進KZ方程式, p進Drinfel’d associator

Drinfel’d associatorは [Dr]において擬テンソル圏 (あるいは組み紐テンソル圏)の結
合制限 (associativity constraint)を表すものとして導入され, Drinfel’dはすべての量子
群の表現はKZ方程式の解のモノドロミーから構成されるという河野の定理に見通し
の良い証明を与えた。さらにDrinfel’dは単位元と結合制限と可換制限 (commutativity

constraint) たちが満たすべき五角形公理, 六角形公理 (+α) から Qの絶対 Galois群
と深い関係のあるGrothendieck-Teichmüller群を定義して考察した. (五角形公理, 六
角形公理 (+α)やこれらを見易く変形した形の関係式を associator関係式, あるいは
2-,3-,5-cycle関係式と呼ぶ.)

この章では p進KZ方程式, p進Drinfel’d associatorについて述べる. 擬テンソル圏
の話はここでは出さない.

A,Bを変数に持つCp係数の非可換形式的冪級数環をCp〈〈A,B〉〉 で表す.

定義 3.1 (古庄 [Fu1]) Cp〈〈A,B〉〉に値を持つ p進解析関数G(z) についての次の p進
微分方程式を p進KZ方程式とよぶ.

dG

dz
(z) =

(
A

z
+

B

z − 1

)
G(z),
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z ∈ U. ここで Cp〈〈A,B〉〉に値を持つ関数が p進解析関数であるとは, A,Bからなる
任意の語の係数が p進解析関数である時にいう.

同様に多重 L値の時にはCp〈〈A, {Bζ}ζ〉〉に値を持つ関数G(z) (z ∈ UN)に対して

dG

dz
(z) =

(
A

z
+

∑

ζ∈µN

Bζ

z − ζ

)
G(z),

を考える ([Y]).

定理 3.1 (古庄 [Fu1]) p進 KZ方程式の解Ga
0(z)(resp. Ga

1(z)) ∈ Aa
Col〈〈A,B〉〉 で境界

条件

Ga
0(z) ≈ zA :=

∞∑
n=0

1

n!
(loga zA)n (z → 0),

(resp. Ga
1(z) ≈ (1− z)B (z → 1) ),

を満たすものがただ 1つ存在する. ここで Ga
0(z) ≈ zA (z → 0)は Ga

0(z)z−A|]0[ が
A(]0[)〈〈A,B〉〉A+A(]0[)〈〈A,B〉〉Bに入りz = 0で値が1になる事を意味する. (Ga

1(z) ≈
(1− z)B (z → 1)も同様.) (ここで zAは logの枝のとり方に依る事に注意. )

p進多重 L値の場合も同様の結果が成立する ([Y]).

定理 3.2 (古庄 [Fu1]) Φp
KZ(A,B) := Ga

1(z)−1Ga
0(z) は z, aに依らず, Cp〈〈A,B〉〉×の元

を与える.

p進多重 L値の場合も同様の結果が成立する ([Y]).

定義 3.2 (古庄 [Fu1]) Φp
KZ(A,B) ∈ Cp〈〈A,B〉〉× を p進Drinfel’d associatorと呼ぶ.

p進多重L値の場合も同様に p進Drinfel’d associator Φp
KZ(A, {Bζ}ζ)を定義する ([Y]).

定理 3.3 (明示公式, 古庄 [Fu1]) Φp
KZ(A,B) = 1 +

∑
W Ip(W )W とおく. ここでW は

A,Bから作られる語全体を走る. W = BrV As, V ∈ ACp〈〈A,B〉〉Bと書く時,

Ip(W ) = (−1)depth(W )
∑

0≤a≤r,0≤b≤s

(−1)a+bZp(f(Ba ◦Br−aBAs−b ◦ Ab))

が成立する. ここでfは合成Cp〈〈A,B〉〉 ³ Cp〈〈A,B〉〉/(BCp〈〈A,B〉〉+Cp〈〈A,B〉〉A)
∼=−→

Cp · 1 + ACp〈〈A,B〉〉B ↪→ Cp〈〈A,B〉〉で定義され, ◦はシャッフル積を意味し, Zp(W )

はZp(A
kd−1B · · ·Ak1−1B) = ζp(k1, . . . , kd) を線型にCp · 1 + ACp〈〈A, B〉〉Bに延ばした

ものである. 特に, W ∈ ACp〈〈A,B〉〉Bの時, Ip(W ) = (−1)depth(W )Zp(W )が成立する.

p進多重 L値の場合も同様の結果が成立する ([Y]).

一般にkd = 1の時でも (−1)depth(W )Ip(A
kd−1B · · ·Ak1−1B)は定義されていて,この値

を正規化された p進多重ゼータ値と呼ぶ. 特に, 正規化された p進多重ゼータ値は同じ
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重さの p進多重ゼータ値による線型結合で表される ([Fu1]). また, lim′
Cp3z→1 Liak1,...,kd

(z)

は kd = 1でも収束する事があると前節で述べたが, 収束する時その値は正規化された
p進多重ゼータ値になることも知られている ([Fu1]). 特に, Zp

wの定義を

Zp
w := 〈ζp(k1, . . . , kd) | d ≥ 1, k1, . . . , kd ≥ 1, lim

Cp3z→1

′Liak1,...,kd
(z)は収束する 〉Q,

としてもZp
wは以前と同じものになる. 同様の事は p進多重L値の場合も成立する ([Y]).

Cp 代数射 ∆ : Cp〈〈A,B〉〉 → Cp〈〈A,B〉〉⊗̂Cp〈〈A,B〉〉 を ∆(A) = A ⊗ 1 + 1 ⊗ A,

∆(B) = B ⊗ 1 + 1⊗Bにより定める.

定理 3.4 ∆(Φp
KZ) = Φp

KZ⊗̂Φp
KZ が成立する.

系 3.5 (積分シャッフル積) W,W ′ ∈ ACp〈〈A, B〉〉Bに対して
Zp(W ) · Zp(W

′) = Zp(W ◦W ′)

が成立する. 特に, Zp
• は次数付き代数になる, すなわち, Zp

w ·Zp
w′ ⊂ Zp

w+w′が成立する.

p進多重 L値の場合も同様に∆(Φp
KZ) = Φp

KZ⊗̂Φp
KZ, Lp(W ) · Lp(W

′) = Lp(W ◦ W ′),
Zp

w[N ] · Zp
w′ [N ] ⊂ Zp

w+w′ [N ] が成立する ([Y]).

Ga
0(z)についての明示公式や z ↔ 1− z についての関数等式もあるが, ここでは省略

する (cf. [Fu1]).

4 p進多重ゼータ値 (L値)間の関係式
多重ゼータ値には ζ(1, 2) = ζ(3)のような関係式が膨大にあり, 多重ゼータ値の研究
はこのような関係式を中心になされているように思える. これらの関係式は超幾何微
分方程式, 擬テンソル圏 (あるいは組み紐テンソル圏)と擬三角擬Hopf量子化普遍包絡
代数 (quasi-triangular quasi-Hopf quantized universal envelopping algebra) の表現, 組
み紐の量子不変量, 可解格子模型, 曲線のモヂュライ空間, 混合Tateモティーフの圏な
どと関係して非常に面白い研究対象である.

この章では p進多重ゼータ値について知られている関係式を紹介する.

定理 4.1 (二重シャッフル関係式, Besser-古庄, [BF]) W,W ′ ∈ ACp〈〈A,B〉〉Bに対し
て Zp(W ∗W ′) = Zp(W )Zp(W

′) = Zp(W ◦W ′) が成立する. ここで ∗は級数 (あるい
は調和)シャッフル積を意味する.

注意 積分シャッフル積については前節で触れた. 級数 (あるいは調和)シャッフル積に
ついては p進多重ゼータ値では単純な無限級数表示がないので非自明である.

注意 寺杣氏の [T2]における主結果を p進でも同様の手法で証明できるように思われ
る. その時, 次に紹介する cycle関係式から二重シャッフル関係式が導かれ上の定理の
別証明になるのではないかと思われる. またこの手法だと, 正規化された二重シャッフ
ル関係式も証明されるのではないかと思われる.

8



p進多重 L値について同様の結果はまだ知られていない.

定理 4.2 (古庄) Φp
KZ(A,B)は 2-,3-,5-cycle関係式を満たす. (詳しい式はここでは触れ

ないことにする.)

注意 2-cycle関係式は Uの z ↔ 1 − z の対称性, 3-cycle関係式は Uの z 7→ 1
1−z

7→
1− 1

z
7→ zの対称性 (前の 2つの写像で 0,1,∞はそれぞれ 1,∞,0に移り∞,0,1に移る)

からでてくる. Uは 4点付き種数 0の曲線のモヂュライ空間であり, 5点付き種数 0の
曲線のモヂュライ空間の境界に 10通りの入り方をして 5角形が 12個できる. この 5角
形の対称性から 5-cycle関係式がでてくる.

注意 p進多重 L値については, UN(N > 1)には z ↔ 1 − zのような対称性や z 7→
1

1−z
7→ 1 − 1

z
7→ z のような対称性は無いので単純な意味の 2-,3-cycle関係式の類似は

考えられない. UN の z ↔ 1
z
による対称性に対応する関係式なら示されている ([Y]).

1 7→ ζN 7→ ζ2
N 7→ · · · 7→ ζN−1

N 7→ 1の対称性に対応する関係式もでてくると思われる.

またN = 4の場合は {0, 1, i,−1,−i,∞}が正 8面体をなすという特殊な対称性をもつ
ので, それに対応するN = 4に特有の関係式も出てくると思われる. これらはいい練
習問題だと思う. またUN(N > 1)が曲線のモヂュライの解釈があるかどうか筆者は知
らないので, 5-cycle関係式の類似の関係式の可能性も筆者はよく分からない.

上の定理によりGrothendieck-Teichmüller群との関係で副有限側 (Gal(Q/Q)
bΦ

↪→ ĜT)と

`進Galois側 (Gal
(`)
Q (Q)

Φ
(`)
Q

↪→ GT1(Q))とHodge側 (HomQ-alg.(Z•/π2,Q)
ΦKZ
↪→ GRT1(Q))

に対して, crystalline側 (HomQ-alg.(Z•,Q)
Φp

KZ
↪→ GRT1(Q)) ができることになる (古庄).

詳しい説明はここではしない.

余談になるが 2-,3-,5-cycle関係式は最初Drinfel’dにより擬テンソル圏の結合制限と
可換制限 (+α) が満たすべき以下の可換図式 (+α)を変形したものであった.

((V1 ⊗ V2)⊗ V3)⊗ V4

Φ1,2,3⊗id4

∼=
//

Φ1⊗2,3,4 ∼=
²²

(V1 ⊗ (V2 ⊗ V3))⊗ V4

Φ1,2⊗3,4

∼=
// V1 ⊗ ((V2 ⊗ V3)⊗ V4)

id1⊗Φ2,3,4

∼=
ttiiiiiiiiiiiiiiiii

(V1 ⊗ V2)⊗ (V3 ⊗ V4)Φ1,2,3⊗4

∼= // V1 ⊗ (V2 ⊗ (V3 ⊗ V4)),

(V1 ⊗ V2)⊗ V3

R1,2⊗id3

∼=
//

Φ1,2,3 ∼=
²²

(V2 ⊗ V1)⊗ V3

Φ2,1,3

∼=
// V2 ⊗ (V1 ⊗ V3)

id2⊗R1,3 ∼=
²²

V1 ⊗ (V2 ⊗ V3) R1,2⊗3

∼= // (V2 ⊗ V3)⊗ V1 Φ2,3,1

∼= // V2 ⊗ (V3 ⊗ V1),

(V1 ⊗ V2)⊗ V3

R1⊗2,3

∼=
//

Φ−1
1,2,3

∼=
²²

V3 ⊗ (V1 ⊗ V2)
Φ−1

1,2,3

∼=
// (V3 ⊗ V1)⊗ V2

R3,1⊗id2∼=
²²

V1 ⊗ (V2 ⊗ V3)id1⊗R2,3

∼= // V1 ⊗ (V3 ⊗ V2)
Φ−1

1,3,2

∼= // (V1 ⊗ V3)⊗ V2.
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ここでRは可解格子模型における研究でR行列として最初に発見された. また, これ
らの関係式から組み紐や可解格子模型におけるYang-Baxter方程式も出てくる. この
ような擬テンソル圏の視点も大切である. 詳しい説明はここではしない.

話を戻して, p進多重ゼータ値の関係式について, 次の予想がある.

予想 4.3 (古庄) p進多重ゼータ値のすべての関係式は 2-,3-,5-cycle関係式から導かれ
るだろう.

予想 4.4 (等圧予想, 古庄) p進多重ゼータ値のすべての関係式は同じ重さの p進多重
ゼータ値の関係式の一次結合だろう. 特に, 形式的直和Zp

• := ⊕wZp
wはQpの中で考え

ても直和になっているだろう.

p進多重 L値についてもすべての関係式は同じ重さの p進多重 L値の関係式の一次結
合であるだろう (Y.)と予想されている ([Y]).

5 淡中圏解釈と多重ポリログ (p進多重ポリログ)の変種
この章では多重ポリログと p進多重ポリログの淡中圏解釈について述べる. この章
の内容は古庄氏の報告集の記事 [Fu3]に多くを依拠している.

まず, Bloch-ZagierのC上のポリログの変種について復習する. 奇数 (resp. 偶数)k ≥
1に対して

Pk(z) := Re(resp. Im)

(
k−1∑
a=0

Ba

a!
(log |z|2)aLik−a(z)

)

とおく. ここで Ba は Bernouilli数, すなわち t
et−1

=
∑∞

n=0 Bn
tn

n!
. 例えば, P1(z) =

− log |1− z|, P2(z) = Im(Li2(z)) + log |z|arg(1− z) である. これらはモノドロミーが
無い. すなわちU(C)上で単価関数である. (例えば, P2(z)は zが 1の周りを反時計回
りに 1回まわると, 値は Im(Li2(z)+2πi log z)+ log |z|(arg(1− z)− 2π) = Im(Li2(z))+

log |z|arg(1− z) と変わらない.) このポリログの変種は二重ログ関数の時にBlochによ
りレギュレーターの計算に使われ様々な性質が研究された. その後ZagierによるZagier

予想の定式化にもこのポリログの変種が使われ. Beilinson-Deligneがポリログの変種
のHodge理論的解釈を与えた.

さて, 古庄氏はC上の多重ポリログの単価な変種と p進多重ポリログの過収束な変
種を淡中圏解釈の考察から作った.

U := P1
Q − {0, 1,∞}とおく. 接基点

−→
01についてはここでは復習しない.

まずC上の話から始める. z ∈ U(C)を固定する. U(C)上の冪単局所系のなす淡中圏
に対し

−→
01, zに対応するファイバー関手間の同型のなす亜群を表現するQ上の副冪単亜

群を πB
1 (U(C);

−→
01, z) と書きU(C)のBetti冪単基本亜群という. 同様に, U上の冪単可

積分接続付き連接OU加群のなす淡中圏に対し−→01, zに対応するファイバー関手間の同型
のなす亜群を表現するQ上の副冪単亜群をπdR

1 (U/Q;
−→
01, z)と書きUのde Rham冪単

基本亜群という. πB
1 (U(C),

−→
01) := πB

1 (U(C);
−→
01,

−→
01), πdR

1 (U/Q,
−→
01) := πdR

1 (U/Q;
−→
01,

−→
01)
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とおく.
−→
01と zをつなぐU(C)上の位相的な道 bzを 1つ選ぶ. bzは πB

1 (U(C);
−→
01, z)の

元と思える. また, H1(U,OU) = 0なので πdR
1 (U/Q,

−→
01)-torsorはすべて自明になるの

で πdR
1 (U/Q;

−→
01, z)には標準的な単位元 dzがある. 同様に πdR

1 (U/Q;
−→
01, z)にも標準的

な単位元 dzがある. ここで zは zの複素共役.

複素共役が誘導する同型 πB
1 (U(C);

−→
01, z)

∼=−→ πB
1 (U(C);

−→
01, z) の逆写像をφ∞と書く.

今, 比較同型
πB

1 (U(C);
−→
01, z)(C) ∼= πdR

1 (U/Q;
−→
01, z)(C)

により bzを πdR
1 (U/Q;

−→
01, z)(C)の元とみなす. また同様に比較同型により φ∞を同型

φ∞ : πdR
1 (U/Q;

−→
01, z)(C)

∼=−→ πdR
1 (U/Q;

−→
01, z)(C)

と思うことにする. したがって, 今 πdR
1 (U/Q;

−→
01, z)(C)は 3つの特殊元

bz, dz, φ∞(dz) ∈ πdR
1 (U/Q;

−→
01, z)(C)

を持つ.

定理 5.1 πdR
1 (U/Q,

−→
01)(C)を dz

z
, dz
z−1
に対応してC〈〈A,B〉〉に埋め込む.

1. (Chen)埋め込み
πdR

1 (U/Q,
−→
01)(C) ↪→ C〈〈A,B〉〉

において (dz)
−1bz の行き先は G0(z) =

∑
W (−1)depth(W )LiW (z)W になる. ここ

で LiW (z)は語に対しても同様に定義された多重ポリログ. また, bz の取り方は
LiW (z)の枝と対応している.

2. (古庄)上の埋め込みにおいて (dz)
−1φ∞(dz)の行き先を exp(G−

0 (z))とし, G−
0 (z) =∑

W (−1)depth(W )`W (z)W とおくと, `Ak−1B(z)は Pk(z)と一致する. また, `W (z)

は単価. これを多重ポリログの単価な変種という.

3. (微分方程式, 古庄) G−
0 (z)は微分方程式

dG

dz
=

(
A

z
+

B

z − 1

)
G(z)−G(z)

(
dz

z
(−A) +

dz

z − 1
Φ−

KZ(A,B)−1(−B)Φ−
KZ(A,B)

)

を満たす. ここでΦ−
KZ(A,B)については詳しくは述べない (cf. [Fu2]).

4. (関係, 古庄)

G−
0 (z) = G0(A,B)(z)

[
G0(−A, Φ−

KZ(A,B)−1(−B)Φ−
KZ(A,B))(z)

]−1

が成り立つ.

注意 もともと z ∈ U(C)を固定して話をしていたため, `W (z)は各点での値だけで z

の関数としての繋がり具合は見ていなかったが, 上の 4により多重ポリログを使って
`W (z)が表されるので `W (z)はU(C)上の実解析関数だと分かる. (zが出てくるので正
則関数ではない.)
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注意 3の微分方程式は複素共役と接続の整合性の式から来る.

注意 4の関係式は

(dz)
−1φ∞(dz) = (dz)

−1bz[φ∞((dz)
−1bz)]

−1

から来る.

次にp進の話に進む. z ∈ U(Qp) ⊂ P1(Qp) = P1(Zp)でz0 := z mod p ∈ U(Fp)となる
ものを固定する. UFp上の冪単過収束 isocrystalのなす淡中圏に対し

−→
01, z0に対応するフ

ァイバー関手間の同型のなす亜群を表現するQp上の副冪単亜群をπrig
1 (UFp/Qp;

−→
01, z0)と

書きUFpの rigid冪単基本亜群という. πrig
1 (UFp/Qp,

−→
01) := πrig

1 (UFp/Qp;
−→
01,

−→
01)とおく.

Besserの定理 ([B])により,
−→
01とz0をつなぐFrobenius不変な道cz0 ∈ πrig

1 (UFp/Qp;
−→
01, z0)

が唯 1つ存在する. また πdR
1 (U/Q;

−→
01, zp)にも標準的な単位元 dzp がある.

Frobeniusが誘導する同型 πrig
1 (UFp/Qp;

−→
01, z0)

∼=−→ πrig
1 (UFp/Qp;

−→
01, z0) の逆写像を

φpと書く. 今, 比較同型

πrig
1 (UFp/Qp;

−→
01, z0)(Qp) ∼= πdR

1 (U/Q;
−→
01, z)(Qp)

により cz0を πdR
1 (U/Q;

−→
01, z)(Qp)の元とみなす. また同様に比較同型により φpを同型

φp : πdR
1 (U/Q;

−→
01, zp)(Qp)

∼=−→ πdR
1 (U/Q;

−→
01, z)(Qp)

と思うことにする. したがって, 今 πdR
1 (U/Q;

−→
01, z)(Qp)は 3つの特殊元

cz0 , dz, φp(dzp) ∈ πdR
1 (U/Q;

−→
01, z)(Qp)

を持つ.

定理 5.2 πdR
1 (U/Q,

−→
01)(Qp)を dz

z
, dz
z−1
に対応してQp〈〈A,B〉〉に埋め込む.

1. (古庄)埋め込み
πdR

1 (U/Q,
−→
01)(Qp) ↪→ Qp〈〈A, B〉〉

において (dz)
−1cz0 の行き先はG0(z) =

∑
W (−1)depth(W )LiaW (z)W になる. ここ

で LiaW (z)は語に対しても同様に定義された p進多重ポリログ.

2. (古庄) 上の埋め込みにおいて (dz)
−1φp(dzp)の行き先を exp(G†

0(z))とし, G†
0(z) =∑

W (−1)depth(W )`a
W (z)W とおく. ここで, `a

W (z)はA†(UQp)の元になる. これを
p進多重ポリログの過収束な変種という.

3. (p進微分方程式, 古庄-Y.) G†
0(z)は p進微分方程式

dG

dz
=

(
A

z
+

B

z − 1

)
G(z)−G(z)

(
dzp

z
(p−1A) +

dzp

zp − 1
Φp

D(A,B)−1(p−1B)Φp
D(A,B)

)

を満たす. ここでΦp
D(A,B)については詳しくは述べない (cf. [Y],[Fu2]).
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4. (関係, 古庄)

G†
0(z) = G0(A,B)(z)

[
G0(p

−1A, Φp
D(A,B)−1(p−1B)Φp

D(A,B))(zp)
]−1

が成り立つ.

注意 もともと z ∈ U(Qp)を固定して話をしていたため, `a
W (z)は各点での値だけで

zの関数としての繋がり具合は見ていなかったが, 上の 4により p進多重ポリログを
使って `a

W (z)が表されるので `a
W (z)は P1(Cp)−]1,∞[ 上の p進解析関数に延ばせる事

が分かる. また z ∈ P1(Cp)−]1,∞[の範囲では cz0, LiaW (z), `a
W (z)は logの枝 aに依存

しない.

注意 `a
W (z)はA†(UQp)の元, すなわち過収束なので 1や∞を中心とした単位開円盤

より少し小さい半径の開円盤を除いた所まで p進解析接続され, そこの範囲では logの
枝 aには依存しない. しかし本当はもっと p進解析接続され, そこまで範囲を延ばした
所では logの枝 aに依存する.

注意 3の p進微分方程式はFrobeniusと接続の整合性の式から来る. (筆者がFrobenius

と接続の整合性から 3の p進微分方程式を導き出したが, 古庄氏が非可換性からくる共
役の取り忘れを指摘し, そこから正しい p進微分方程式を得た. ちなみに, このように
Frobeniusと接続の整合性から p進微分方程式を導き出す手法はDeligneの論文 [D] か
ら来ている.)

注意 4の関係式は

(dz)
−1φp(dzp) = (dz)

−1cz0 [φp((dzp)−1cz0)]
−1

から来る.

捻り p進多重ポリログについても淡中圏解釈と p進微分方程式がある ([Y]).

6 p進多重ゼータ値 (L値)空間の次元の上からの評価
この章では p進多重ゼータ値空間, p進多重 L値空間の次元の評価について述べる.

まず, C上の多重ゼータ値の空間については次の予想が知られている. Zp
w, Zp

w[N ]の
時と同様に多重ゼータ値, 多重 L値を使ってZw, Zw[N ]を定義する.

予想 6.1 (次元予想, Zagier) D0 = 1, D1 = 0, D2 = 1, Dn+3 = Dn+1 + Dn (n ≥ 0) に
より数列 {Dn}nを定義する. (母関数

∑∞
n=0 Dnt

n = 1/(1− t2− t3)で定義されると言っ
てもよい.) この時, w ≥ 0に対して dimQ Zw = Dwであろう.

定理 6.2 (Goncharov,寺杣, Deligne-Goncharov [G1][T1][DG]) w ≥ 0に対してdimQ Zw ≤
Dw が成立する.
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この定理は多重ゼータ値間に膨大な関係式が存在する事を言っている. 逆向きの不等
式は超越数論的な問題になり, 代数幾何的に取り組めるか疑問である. 多重L値につい
ては次の定理がある.

定理 6.3 (Deligne-Goncharov[DG]) N = 2 (resp. N > 2)の時は数列 {Dn[N ]}nを母
関数 1/(1− t− t2) (resp. 1/(1− (ϕ(N)

2
+ ν)t + (ν − 1)t2)) で定める. ここでϕはEuler

関数, νはN を割る素数の数を表す. この時, w ≥ 0に対して dimQ Zw[N ] ≤ Dw[N ] が
成立する.

注意 N > 4の時, 一般に等号は成立しない事が知られている (Goncharov[G2]). その
ギャップにはNが素数の時重さ 2のΓ1(N)の尖点形式の空間が関与している (loc. cit.).

さて, p進の話に移る. Zagierの予想の類似の予想も定式化されている.

予想 6.4 (次元予想, 古庄-Y.) d0 = 1, d1 = 0, d2 = 0, dn+3 = dn+1 + dn (n ≥ 0) によ
り数列 {dn}nを定義する. (母関数

∑∞
n=0 dntn = (1− t2)/(1− t2 − t3)で定義されると

言ってもよい.) この時, w ≥ 0に対して dimQ Zp
w = dwであろう.

定理 6.5 (Y.[Y]) N = 2 (resp. N > 2)の時は数列{dn[N ]}nを母関数 (1−t2)/(1−t−t2)

(resp. (1− t)/(1− (ϕ(N)
2

+ ν)t + (ν − 1)t2)) で定める. ここで ϕはEuler関数, νはN

を割る素数の数を表す. この時, w ≥ 0に対して dimQ Zp
w[N ] ≤ dw[N ] が成立する.

この定理も同様に p進多重ゼータ値間に膨大な関係式が存在する事を言っている. 逆
向きの不等式も p進超越数論的な問題になり, やはり代数幾何的に取り組めるか疑問で
ある.

注意 dimQ Zp
w[N ]が pに依らない事も分かっておらず, 難しい問題のように思える (cf.

例 2.3での高次 Leopoldt予想).

注意 N > 4の時, C上の時と同様の理由で一般に等号は成立しない事が知られてい
る. そのギャップにはやはりN が素数の時重さ 2の Γ1(N)の尖点形式の空間が関与し
ている.

これらの数列にはK理論的意味があり, 証明もK理論と関係させる事でなされる. 例
えば,

1

1− t2 − t3
=

1

1− t2
1

1− t3

1−t2

=
1

1− t2
1

1− (t3 + t5 + t7 + · · · )
であり, 1/(1− t2)の項は π2が重さ 2の部分にある事と対応しており, t3 + t5 + t7 + · · ·
は

rankK2n−1(Z) =

{
0 for n :偶数 or n = 1

1 for n :奇数かつ n 6= 1

に対応している. p進では母関数が (1−t2)/(1−t2−t3)と 1/(1−t2)の因子がなくなるの
は“p進ではπ2 = 0”である事と対応している. N > 2ではC上とp進のズレが1/(1−t2)
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ではなく 1/(1− t)であるのは, 重さ 1の部分がC上では− log(1− ζ) + log(1− ζ−1) =

− log(−ζ) = (有理数) · πであったのが “p進では π = 0”であるためにそれが消えてし
まうのと対応している.

定理の証明はDeligne-Goncharov([DG])のZ[µN , { 1
1−ζw

}w|N ]上の混合Tateモティー
フの圏, UN のモティーフ的冪単基本亜群, 前節の淡中圏解釈を使う. 要点だけを手短
に述べる. K 理論と深く関係した副冪単群 Uω のQp(µN)値点に p進多重 L値と深く
関係した元ϕpをつくる (このϕpは大雑把に言って “de Rhamと rigidのズレ”を表す).

ϕp ∈ Uω(Qp(µN))から ϕpは Uωの定義方程式を満たさなくてはいけない (具体的な定
義方程式は筆者は知らない). UωがK理論との関係で “十分小さい”事で ϕpが満たす
べき定義方程式から p進多重 L値の豊富な関係式が導出され, 次元の上からの評価が
得られる. この証明はDeligne-Goncharovによる, 多重L値と深く関係した元 a0

σ (この
a0

σは大雑把に言って “de Rhamと Bettiのズレ”を表す) をK 理論と深く関係した副
冪単群 Uω(上と同じもの) のC値点に作ることで多重 L値空間の次元を上から評価す
る証明の p進類似になっている. この元 a0

σについては次の予想がある.

予想 6.6 (Grothendieck, [DG]) a0
σ ∈ Uω(C)はQ-Zariski denseだろう.

N = 1の時, (+αを加えれば) この予想から Zagierの予想 6.1と多重ゼータ値のすべ
ての関係式は同じ重さの多重ゼータ値の関係式の一次結合だろう, という等圧予想 (cf.

p進での等圧予想 4.4)が従う. p進でも同様のことが考えられる.

予想 6.7 (Y., [Y]) ϕp ∈ Uω(Q(µN))はQ-Zariski denseだろう.

N = 1の時, (+αを加えれば) この予想から p進の次元予想 6.4と p進の等圧予想 4.4

が従う.
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