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1 はじめに
無限に広がったシエルピンスキー格子上のラプラシアンのスペクトル

について，まずその固有値と状態密度が福島・島によって計算された [1]．
その後，A. Teplyaevはスペクトルが純点スペクトルであること，つまり
固有関数全体がシエルピンスキー格子上の �2-空間の正規直交基底をなす
ことを証明した [5]．

定理 1.1 ([1], [5]). Sn (n ≥ 2) を n-次元の無限に拡がったシエルピン
スキー格子とする．このとき

Spec(−∆Sn) =
∞⋃

k=0

{
{g−k(

n + 1

2n
)} ∪ {g−k(

n + 3

2n
)}
}
∪ {n + 1

n
},

ただし，g(x) = −2nx2 + (n +3)x で，∆Sn は Sn 上の単純酔歩に対応す
るラプラシアンである．

[1, 5]のいずれの場合も有限シェルピンスキー格子からの近似によって
上の定理 1.1を得ている．このノートでは，無限シェルピンスキー（プ
レ）格子が正則グラフ上のある写像（パラライングラフ）の固定点であ
るという事実と，無限グラフとそのライングラフ・パラライングラフの
上のラプラシアンのスペクトル集合の間の関係を用いて，少し異なった
視点から定理 1.1を証明する．
このノートでシエルピンスキー格子というときは以下で定義するもの

を指す（図 1参照）．{ei}n
i=1 を Rn の標準基底，e0 を零ベクトルとする．

ϕi : Rn → Rn を ϕi(x) = 1
2
(x + ei) (0 ≤ i ≤ n) によって定義し，V0 を

V0 =
⋃

0≤i�=j≤n

{(1− t)ei + tej ∈ Rn ; 0 ≤ t ≤ 1}
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図 1: シエルピンスキー格子 Sn (n = 2)

として帰納的に

Vn =

n⋃
i=1

ϕi(Vn−1), V−n = ϕ−n
0 (Vn)

とする．さらに，S̃n = ∪n≥0V−n を無限グラフと見なす．この無限グラフ
は原点を除いて次数 2n で，原点の次数は n である．S̃n のコピー S̃ ′

n を
用意して，原点で同一視したもの S̃n ∪ S̃ ′

n/ ∼0 を Sn とする．こうやっ
て構成された 2n-正則無限グラフ Sn を n-次元シエルピンスキー格子と
呼ぶ．

2 ライングラフとパラライングラフ
グラフ G = (V (G), A(G)) とは頂点集合 V (G) と（両方向の）向きの

ついた辺集合 A(G) の組であるとする．e ∈ A(G) に対して，e は逆向き
の辺を表わすことにする．（ちなみに e ∈ A(G) ならば e ∈ A(G) である．）
頂点 o(e), t(e) をそれぞれ辺 e の始点と終点とする．

Ax(G)は頂点 x ∈ V (G)の近傍の辺集合で，Ax(G) = {e ∈ A(G) | o(e) =

x} で定義されるものとし，点 xにおける次数をdeg(x) = |Ax(G)|によっ
て定義する．任意の x ∈ V (G) に対して deg(x) = d であるグラフを d-

正則グラフという．以下，グラフ G は連結でかつ正則であるとし，d-正
則グラフ G 上のラプラシアン ∆G は

∆Gf(x) =
1

d

∑
e∈Ax(G)

f(t(e)) − f(x)
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によって定義されたものを �2(V (G)) 上で考える．任意のグラフ G に対
して，Spec(−∆G) ⊂ [0, 2] となることを注意しておく．

2.1 ライングラフ

表題にあるライングラフとはグラフ理論でしばしば用いられるグラフ
の一つの変形である．ラフには，元々のグラフの辺を頂点とするグラフで
あると言ってよい．通常ライングラフの定義は単純グラフ（自己ループ
や多重辺を持たないグラフ）に対して与えられるが，ここでは自己ルー
プや多重辺を持つグラフに対しても定義を与えよう．

定義 2.1. グラフ G = (V (G), A(G)) に対して，以下の性質で定まるグラ
フをG のライングラフと言い，L(G) と表わす．

1. V (L(G)) = {[e] | e ∈ A(G)},

2. A(L(G)) = {(e1, e2) | e1 �= e2, t(e1) = o(e2)}.

ただし，e ∈ A(G) に対して [e] は辺の向きを忘れて得られる無向辺であ
る．また，(e1, e2) = (e2, e1)とし，o(e1, e2) = [e1], t(e1, e2) = [e2] である．
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図 2: グラフ G とライングラフ L(G)

注意 2.2. d-正則グラフのライングラフは (2d − 2)-正則グラフ．

特に d-正則グラフ Gとそのライングラフ L(G)上の単純ランダムウォー
クに付随するラプラシアンのスペクトルについて，以下のような結果が
得られる．
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定理 2.3 ([4]). d ≥ 3 とする．G は無限 d-正則グラフで L(G) は G の
ライングラフとする．このとき，

Spec(−∆L(G)) =
d

2d− 2
Spec(−∆G) ∪ { d

d − 1
}.

ただし， d
d−1
は無限多重度の固有値である．

2.2 パラライングラフ

パラライングラフとは，樋口（雄）[2]によって，グラフ G とそのライ
ングラフ L(G) 上のランダムウォークの再帰性の比較のために導入され
た概念である．
グラフ G のパラライングラフ P (G) とは，次で定義されるグラフであ

る．[2]では簡単のため単純グラフについて定義されているが，ここでは
単純グラフでない場合についても定義を与えておこう．

V (P (G)) = A(G),

A(P (G)) = {(e1, e2) ∈ A(G) × A(G) | o(e1) = o(e2), e1 �= e2}
�{(e, e) | e ∈ A(G)}.

ただし，(e1, e2) = (e2, e1) であるとする．
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図 3: グラフ G とパラライングラフ P (G)

注意 2.4. d-正則グラフのパラライングラフは d-正則グラフであり，d-正
則グラフ全体はこの操作に関して閉じている．

このとき，パラライングラフについても，ライングラフと同様の定理
が成立する．
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定理 2.5 ([4]). d ≥ 3 とする．G は無限 d-正則グラフで P (G) は G の
パラライングラフとする．このとき，ϕ(x) = −dx2 + (d + 2)x とおくと

Spec(−∆P (G)) = ϕ−1(Spec(−∆G)) ∪ {1} ∪ {d + 2

d
}

= ϕ−1
− (Spec(−∆G)) ∪ {1} ∪ ϕ−1

+ (Spec(−∆G)) ∪ {d + 2

d
}.

ただし，1 と d+2
d
は無限多重度の固有値で，ϕ−1

± は ϕ の逆関数の二つの
枝で，

ϕ−1
± (x) =

(
d + 2 ±

√
(d + 2)2 − 4dx

)
/2d

である．

注意 2.6. 例えば Z2 は 4-正則グラフで Spec(−∆Z2) = [0, 2] になる．パ
ラライングラフをとる操作は繰り返すことができ，

Spec(−∆P (Z2)) = [0,
1

2
] ∪ [1,

3

2
]

Spec(−∆P 2(Z2)) = [0,
3−√

7

4
] ∪ [

3−√
5

4
,
3−√

3

4
]

∪{1} ∪ [
3 +

√
3

4
,
3 +

√
5

4
] ∪ [

3 +
√

7

4
,
3

2
]

. . . etc.

となる．ただし，{1}, {3
2
}, {3±√

3
4

}, {3±√
5

4
}は無限多重度の固有値である．

パラライングラフを繰り返しとることにより，スペクトル集合がカントー
ル集合的になる様子が見てとれる．

3 定理の証明
定理の証明には次の事実が本質的である．

補題 3.1. P (G) = G となる格子が存在する．特に n次元のシエルピン
スキー格子 Sn は，ある P (G∗

n) = G∗
n を満たす n + 1-正則グラフ G∗

n の
ライングラフである．
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図 4: シエルピンスキープレ格子G∗
n (n = 2)

注意 3.2. P を d-正則グラフ全体からそれ自身への写像と見なすと P は
(グラフ同型を除いて)１対１であることが知られている [3]．固定点とな
るグラフは局所的には図 4にあるシェルピンスキープレ格子と同型であ
るが，無限遠の違いにより同型でないものが存在する．

補題 3.1を考慮すれば次の形で定理を述べることができる．

定理 3.3. n ≥ 2 とする．P (G) = G である n+1-正則グラフのライング
ラフを S∗

n とする．このとき，

Spec(−∆S∗
n
) =

∞⋃
k=0

{
{g−k(

n + 1

2n
)} ∪ {g−k(

n + 3

2n
)}
}
∪ {n + 1

n
},

ただし，g(x) = −2nx2 + (n +3)x である．特に n次元シエルピンスキー
格子 Sn は S∗

n の例となっている．

定理 3.3の証明. P (G) = G を満たす (n + 1)-正則グラフの１つを G∗
n と

する．定理 2.5 と補題 3.1により，

Spec(−∆G∗
n
) = Spec(−∆P (G∗

n))

= ϕ−1(Spec(−∆G∗
n
)) ∪ {1} ∪ {n + 3

n + 1
},

を得る．ただし，ϕ(x) = −(n + 1)x2 + (n + 3)x．つまり，Spec(−∆G∗
n
)

はコンパクト集合に対する方程式

B = ϕ−1(B) ∪ {1} ∪ {n + 3

n + 1
},
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の解である．ところが B �→ ϕ−1(B) ∪ {1} ∪ {n+3
n+1

} は（ハウスドルフ距
離の下）縮小写像であるから，解は唯一存在し，

Spec(−∆G∗
n
) =

∞⋃
k=0

{
{ϕ−k(1)} ∪ {ϕ−k(

n + 3

n + 1
)}
}

によって与えられる．S∗
n はG∗

n のライングラフであるから，定理 2.3より

Spec(−∆S∗
n
) =

n + 1

2n

( ∞⋃
k=0

{
{ϕ−k(1)} ∪ {ϕ−k(

n + 3

n + 1
)}
})

∪ {n + 1

n
}

=
∞⋃

k=0

{
{g−k(

n + 1

2n
)} ∪ {g−k(

n + 3

2n
)}
}
∪ {n + 1

n
},

となる．ここで，g(x) = (f ◦ϕ◦f−1)(x) = −2nx2+(n+3)x, f(x) = n+1
2n

x

である．
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