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� はじめに

ゆっくりした長波長の運動を記述する少数自由度の方程式をもとの多自由度の系から取り出す問題は� パ

ターン形成の物理を含む統計物理学� 多体系の集団運動論等� 物理学のほとんどあらゆる分野で基本的な問題

である� 例えば� 流体力学の基礎方程式から振幅方程式� 位相拡散方程式と� 段階的に巨視的方程式を得てパ

ターンを記述しようとする立場がある ���� これらの進む方向はつねに下の階層の情報を縮約して� 新しく上の

階層の構造を記述する有効方程式を探し出すことである�

図 � ��
は� 層流中に円柱障害物を置いたときその後流に観測される実験室系でのカルマン渦列である� カ

ルマン渦列は� 流れを特徴づける無次元パラメーター� レイノルズ数 �� � ���� が ��� 程度で観測されるこ

とが知られている ���� ここで� � は流体の流速� �は円柱の直径� � は流体の動粘性係数である� このカルマ

ン渦列とよく類似した流れが実験室規模でなくても見られることがある� 図 � ��
は� 晩秋から初春にかけて

大陸から北西風が吹くときに済州島（ ��!� "�#�	
）の風下にできた巨大なカルマン渦列であり� 雲で可視化

されている �$�� この場合� 風速 � � ������ 済州島のサイズ � � ����� 空気の動粘性係数 � � ��������

より �� � ���� にも達し� これは完全な乱流領域での現象となる� レイノルズ数の大きさが同じ流れは� た

とえ � � �� � のそれぞれの大きさが異なっていても� 同じ流れ模様になるのは流れの相似性の現われである�

しかしこの例は� 類似した流れ構造が見られるにもかかわらず� レイノルズ数が %桁も異なっていてレイノル

ズの相似則を満たさない� 実験室内の層流をミクロに見れば分子の不規則な熱運動が見えるが� この熱運動が

分子粘性の原因である� 大気中ではこれと同様な現象が巨視的なスケールで行われており� 小規模で不規則な

乱流の渦が分子粘性と同じような作用を生み出す� すなわち� 大気中のカルマン渦列は乱流場を平均的にみ

たときの構造なのである� レイノルズの相似則がこの大気中のカルマン渦列についても満たされるためには�

� � ����� � ������
� �����
���� � �������となり� 分子粘性に比べて %桁も大きな値をとらなければ

ならない� この異常な粘性は大気中の乱流が起源であり渦粘性と呼ばれている �&��

乱流場の適切な情報の縮約あるいはモデル化では� 考えているスケールよりも十分小さいスケールの乱流運

動を渦粘性として取り込んだ縮約された方程式を導き出す必要がある� 渦粘性は定性的にはレイノルズストレ

�
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図  !�" 円柱の後にできるカルマン渦列（�� #  $%）& !'" 済州島の風下にできるカルマン渦列& 文献 ()*より転載&

スで説明されてきたが� 流体力学の基礎方程式に基づいてこの異常性が定量的に説明されたことはない� 渦は

'�(���)������方程式のような非線形方程式によって記述され� 本来決定論的なものから派生した非線形相互

作用によって乱雑化したもので� 多自由度のカオスである� ここでは� '�(���)������乱流から情報の縮約さ

れた有効方程式を導く代わりに� 同じく決定論的な非線形方程式でその解は時空カオス的に振舞うことが知ら

れている *�������)��(����	��+ （*�）方程式から有効方程式を導く問題を考えることにする� 次に述べる

,�����の予想と呼ばれる問題はその典型例である �-�� *�方程式は� 化学乱流や火炎面の伝播� 重力下での液

膜のダイナミックスを記述することが知られている �.� /��

界面ラフニングに関する連続体モデルとして� *��
��)0�����)1��	� �*01
 方程式 �%�と *�方程式が知ら

れている� *01方程式は正の表面張力係数を持ち� 成長の駆動力となるのはランダム力である� 一方� *�方程

式は完全に決定論的な方程式である� 負の表面張力係数をもつため自発的に不安定になる� このような違いに

もかかわらず� ,�����は� �2�（空間＋時間）次元の *�方程式の巨視的スケールの統計的性質は� *01方程

式 （あるいは� ノイズのある 3������方程式）のそれと等価であることを予想した �-� 4� ���� 負の表面張力

により生成された時空カオスあるいは揺らぎがくりこまれて� 長波長側では有効な（くりこまれた）正の表面

張力と有効な（くりこまれた）ノイズの項を持つ有効方程式になるというのがこの予想である� ,�����の予

想を証明するために� �2�次元の *�方程式に対して数多くの数値的検証がなされてきた ���� ��� �$� �&�� 実

際に� �2�次元の *�方程式の長波長の特性を記述する有効方程式が *01方程式になると仮定して� その中

の有効パラメーターである表面張力係数やノイズの強さの値が� 粗視化の方法 ���� �$� や他の方法 ���� �&�で

評価された� しかし� 1�#����らの計算はシステムサイズが小さかったために *�方程式から *01方程式の動

的スケーリングを見つけることができなかった ���� �$� �&�� �	�55�	 らは� もっと大きなシステムサイズで

計算し *01方程式の動的スケーリングへのクロスオーバーの始まりを *�方程式から観察した� しかし� ま

だシステムサイズと計算時間の制約のために� 彼らの得た結果（����の 6��� � を参照）が *01と同じ動的ス

ケーリング指数なのかどうかをはっきりと判別することはできない�

,�����の予想に関する理論的な観点からの取り組みのひとつに� ,�����自身のくりこみ群（78）的アプ

ローチがある �-�� 残念ながら� *� 方程式を制御不能な発散を持つ不安定なプロパゲーターのまわりの摂動

理論で扱っていたために� ,�����自身の証明は確かなものではなかった� 一方� 9:(�(らは� *�方程式の長

時間� 長距離極限でのスケーリング特性を� ��
�  ��5#�	� ;����+ �� ;
 ��-� や流体乱流へ適用された

*�����	�	の <����� "	��������	 =55��>������	 �<"=
 理論 ��.� のような類の方法で調べた� その方法で

は� 最初からくりこまれた応答関数や相関関数の存在を仮定して� 自己エネルギー関数に現れる裸の応答関数

や相関関数をそれらに置き換え� <+��	)?+#
方程式からセルフコンシステントな方法でスケーリング特性を

�



解析している� 自己エネルギー関数の積分を評価する際に� 波数空間で局所的な相互作用が支配的な場合と非

局所的な相互作用が支配的な場合に分けて調べている� その結果� �2�次元の *01と *�方程式は両方とも

局所的な相互作用が支配的であり� *�方程式は長距離� 長時間で *01方程式と同じスケーリング特性をもち

得ると結論づけている ��/� �%��

,�����の予想に答えるために別の試みもあった� *�方程式ではなくて� ノイズをもつ *�方程式と *01

方程式が同じ普遍クラスに入るかどうかが �2�次元の場合について数値的 ��4� ���� 理論的 ����に調べられ

た� ひとつは� 高エネルギーの粒子を物体に衝突させて表面から原子を放出させることによって侵食された界

面の動的ラフニングの研究である� これによると� 侵食モデルの初期と後期段階のダイナミックスは� ノイズの

ある *�方程式から得られたものと同じになることがわかった ��4�� もうひとつは� 気相成長によるある結晶

面上での孤立したステップの蛇行を記述する確率論的な非線形方程式の数値シミュレーションである� その非

線形方程式は� ある臨界過飽和以上ではノイズのある *�方程式の形をとった� ノイズのない *�方程式から

得られたステップのラフネスを特徴づけるラフネス関数は� 非平衡度が増すにつれて� ノイズのある *�方程

式から得られたものと一致した �����の 6��� �を参照
� これらの結果は� ノイズのある *�方程式はノイズの

ない *�方程式と同じように振舞うことを示唆している� さらに� ��4� ���では� ノイズのある *�方程式から

求めた成長界面の高さ �の定常状態のスペクトル �������は� 小さな波数 �に対して� *01や決定論的な*�

方程式の場合に見られる ��� スケーリングに従うことがわかった� ここで �� は� �のフーリエ変換の波数 �

の成分である� しかし� ��4�では� 動的スケーリングの特性ははっきりと見つかっていないし� ����では調べら

れていない� これは� ノイズの強さが小さいせいか数値シミュレーションのシステムサイズと時間の制約のせ

いかもしれない� ノイズをもつ *�方程式と *01方程式の間の関係を理論的に明らかにするために� 非保存

的なノイズを加えた *�方程式に動的くりこみ群が適用された� その結果� ノイズのある *�方程式に含まれ

るパラメーターの 78 @�A 方程式から� ある安定な固定点が見つかった ����� それは *01の固定点とみなさ

れたが� 彼らの求めた �2�次元での界面のラフネス指数や動的スケーリング指数の値は� *01の固定点での

厳密な値とは違っていた�

ノイズのある *�方程式とノイズのない *�方程式の唯一の違いは� 決定論的なノイズ（すなわち� カオス）

と確率論的なノイズの両方から生じる有効なノイズにある ��%�� これらふたつのノイズ間の相互作用がどのよ

うに界面のラフネスを決定するのかを理解することは重要な問題である� 以下で我々は� ����のくりこみ群の

解析で得られた結果の問題点を指摘し� 非保存的なノイズに新たに保存的なノイズを加えた *�方程式に動的

くりこみ群を適用する� くりこみ群解析の結果から� 決定論的な *�方程式から *01のスケーリング特性を

見出す際の数値シミュレーションにおけるシステムサイズと時間の制約を克服する方法を紹介する �����

� くりこみ群解析

��� �� ��� 方程式

�2�次元のノイズのある *�方程式は
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である� ここで� ���
 �
は時刻 �での基板上の位置 �上の界面の高さであり� � は負の表面張力係数� 	 は正

の表面拡散係数� 
は非線形性の強さを表すパラメーターである� また下添え字は �� �についての偏微分を表
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す� ���
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は� 平均がゼロで� 相関が
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であるガウス的ホワイトノイズである� � は非保存的ノイズと保存的ノイズからなっており� それぞれのノイ

ズの強さを �、�� とする ��$�� ��
 式の �� の項は�  ���	�らのくりこみ群の計算 ����では考慮されていな

い� 新たにこの項を導入することによって� �次元の *01方程式で成り立つとされる揺動散逸定理を満たすセ

ルフコンシステントなくりこみ群の結果が得られることを以下では示す�

� � ���� � � ��� とおくと� ��
式に等価な方程式が得られる�

�� � ���� �	����� � 
��� 2 ���
 �
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 � �のとき� �$
式の非線形項は �次元の '�(���)������方程式の類である� そのとき� ���
 �
は圧縮場中で

の �次元速度場と解釈できる �4� ���� �$
式から� 波数 � と周波数 � をもつフーリエモードに対する方程式は

次のように書ける�
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ここで� C� � ��D�はフーリエ空間での最大波数であり� D� � ��� は実空間での格子間隔である� �はシス

テムサイズの大きさ� � は格子点の数である� ��
式から� ���
 �
のフーリエ変換の相関は次式のようになる�
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通常のくりこみ群の手続きに従って �%� 4� ��� �$�� はじめに� ���
 �
を ����
 �
と ����
 �
に分解する�

����
 �
は C��
 � C��
�� � ��� � C� を満たす波数成分のみを持ち� ����
 �
は ��� � C��
を満たす波数成

分のみを持つ� ここで� � � �はスケールパラメーターである� 同様に� ���
 �
も ����
 �
と ����
 �
に分解

する� �-
式の統計的性質を使って� 速いモード ����
 �
を �&
式から消去すると� 遅いモード ����
 �
のみ

を含む方程式が得られる�
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ここで� ����
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は
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を満たす� �.
式の E��
 �
と �/
 式の F��
 �
 は �ループ近似で以下のようになる�
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ここで� ����
 �
 � ������2 ��� 2	��
は裸の応答関数である�

我々は� � 	 �� � 	 �の極限に対応する長距離� 長時間でのスケーリングの振る舞いに興味がある� はじ

めに �%
 と �4
式の右辺を Bについて積分する� 次に � � �とおき� �%
と �4
式の積分結果を �� までテイ

ラー展開すると� E � Æ��� 2 Æ	��� F � Æ��� 2 Æ���
� と表すことができる� �$
式の線形部分から分散関

係式 � � ���� �	�� を得るが� � � �のとき長波長側は不安定になり� 裸の応答関数 ����
 �
は � � �の

とき波数 � � �と � � �� � �����	
��� で発散する� このとき� この ����
 �
を使った摂動展開は破綻する�

そのような発散を回避するために� 9:(�(や 0��������らは� *�方程式の解の存在と有界性に関する厳密な証

明がある事実を利用して� 最初からくりこまれた応答関数と相関関数の存在を仮定した ��/� �%�� そのため� 彼

らの E��
 �
と F��
 �
の中の応答関数と相関関数は最初からくりこまれたもので表されている� 一方� くり

こみ群の方法では� �%
� �4
式の積分は無限小の波数殻 C���� Æ�
 � ��� � C� 内で行われるので� 裸の応答関

数の特異性による発散を回避できる ����� Æ�� Æ	� Æ�� Æ�� のすべてを Æ� の �次まで計算し� くりこまれた

パラメーター �� � � 2 Æ�� 	� � 	 2 Æ	� �� � �2 Æ�� ��
� � ��2 Æ�� を定義する� �$
式のガリレイ

不変性により 
には粗視化による補正はないので� 
� � 
である �4��

粗視化しパラメーターをくりこんだ後の次のステップは� すべてのパラメーターを再スケールする

ことである� 空間� 時間� 場の量を微小量だけスケール変換すると� G� � �� 2 Æ�
�� G� � �� 2 �Æ�
��

G��G�
 G�
 � ��� ��2 �
Æ������
 �
と変換される� ここで� �は界面のラフネス指数� �はダイナミック指数と呼

ばれている ��$�� 粗視化と再スケールによってパラメーターは� G� � ��2����
Æ����� G	 � ��2���&
Æ��	��

G
 � ��2 ��2 � � �
Æ��
�� G� � ��2 �� � ��� �
Æ����� G�� � ��2 �� � ��� $
Æ����
� のように変換された

ことになる� ここで� ～のついた変数やパラメーターは再スケールしたものを表し� ついていないものはもとも

とのスケールでの変数とパラメーターを表すものとする� 極限 Æ� 	 �で� ノイズのある *�方程式に含まれる

パラメーターのくりこみ群変換による変化を記述する 78 @�A方程式を得る�
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ここで� 無次元パラメーター� � ��
 � G���
�


G	��
C�

�
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を定義した� ���
)��&
式から� � � �� � の 78 @�A 方程式を得る�
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ここで導入した無次元パラメーターには� ���
 � G	��
C�
��G���
�  ��
 � G
��
� G���
�

�
&�G���
�C�

�
� ���
 �

G
��
� G����
C��
�
&�G���
�

�
のような別の表し方もある� しかし� G� がゼロに近づくときは� ���
�  ��
� ���
 は

発散するので� それらのパラメーターは便利なものではない ����� � ��
� ���
� ���
 とは� � ��
 � �����
�

���
 �  ��
����
�� ���
 � ���
����
� の関係があることに注意しておく�

��� �� ��� 方程式の固定点

 ���	�らは� ��
式の � の項のみを考慮して ��
 式のくりこみ群の計算を行った ����� 彼らの 78 @�A 方

程式は� �G�� � G	C�
� の極限で ��&�の �/
式に帰着するので正しいように見える� しかし� ここで得られた ��-
�

��.
式で G�� � � �すなわち� � � � 
とおいたものは� ����の ���
� ��4
式で � � �とおいたものに帰着しな

い� 故に� ����で得られた結果についてコメントしておく必要がある�

� � � のとき� 彼らは安定な固定点 �� �
 ��
 � ���-��-
�/���%
 を見つけ� � � ��&.� � � ��-&� ! �

��� � ��$/の値を得た� 彼らは� この値を *01の固定点とみなしたが� この �� �� ! の値は� *01の固定点

でのそれらの値から� それぞれ ��/H� %H� ��Hずれているし� � �� �� が負の値なので� G�� " �� G	� � �とな

る� このとき� G� � �G���� G	��
��� 以上の波数で不安定なモードが発生することになる� しかも� � � ��-&を ��$

節で議論するパワースペクトルのスケーリング関数に代入すると� #��
 
 ���	�
 となり� � 	 �の極限で一

定値をとらない� このことは� � � �のとき *01方程式で成り立つはずの揺動散逸定理の結果に反する�

我々は� ����の � � �のときの 78 @�A 方程式は� �%
� �4
式で �	 �2 ���� B	 B 2 ���の置き換えを

することによって得られることを確認した� このような置き換えをするのは被積分関数が対称化されるため

である� ただし ����では� 積分範囲を C��
 � ��� � C� から C��
 � ��2 ���� � C� に変更していないようで

ある� 我々は� 積分範囲もきちんと変更して同じ積分を行った結果� G�� G�に関しては� ����と同じ 78 @�A方

程式を得た� しかし� G	 に関しては違った 78 @�A 方程式を得た� �� までの展開では積分範囲の変更の効果

は出ないが� �� まで展開すると積分範囲の変更の効果が現れるからこのような違いが出たのである� 我々は�

�	 �2 ���� B	 B2 ���の置き換えをせずに� 直接 �%
� �4
式の積分を行った� この結果は� 積分変数の置

き換えと積分範囲の変更によって得られた結果と同じになることを確認した� その結果は� ��-
� ��.
式で �

の項がないものである� この 78 @�A方程式から安定な固定点 �� �
 ��
 � ��$��%.%
 ��.&�&$
を見つけ� ス

ケーリング指数の値は� � � ��-&� � � ��&.� ! � ��$�となった� 今度は� � � の値は正� すなわち G	� " �と

なって� ����で G	 が負の値をとる問題は �ループ近似のせいではないことを明らかにした� ただし� このよう

な修正を行った後でも� スケーリング指数の値は *01の固定点での厳密な値とは異なっていた�

.
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図 + パラメーター空間 !�����"での �� ,�- の軌道の !�" !���"平面への射影� !'" !���"平面への

射影& 初期パラメーターは� .�!%" # � � .�!%" #  � .� #  � .	!%" # 	 !	 # %� %
%/� +
/� +%"� .	�!%" # %&

この問題を克服するために� 我々は ��
 式のように �� の項を付け加えた� その結果� パラメーター

空間 ��
�
 は ��
�
�
 に拡張される� 78 @�A 方程式 ��-
)��/
 の安定な固定点が� �� �
 ��
 ��
 �

����/-4$
 .%��.-�
 .$��.�&
にあることを見つけた� �� �の値は� �G���� � �� � G���� � �より� 次の式から求

めることができる�
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上の �� �
 ��
 ��
の値を用いると� � � ��-� � � ��-� ! � ��$となる� このスケーリング指数の値は� 完全に

*01の固定点のものに等しい� �$
式のガリレイ不変性により� 
は再スケールしても不変なままである� 故

に ���
式から� スケーリング関係式 � 2 � � �が得られる� 実際に� 上で求めた �� �の値はこの関係式を満

たす�

図 � は� � � � � ��& の範囲の初期段階でのくりこみ群変換による無次元パラメーター �� ��

 ���

 ���



の軌道を表示している� & 個の初期値�
����C�

�
 �
 �
�
�
����C�

�
 ���-��&�C
	
�

 �

�
�
����C�

�
 ��-��&�C
	
�

 �

�
�����C�

�
 ����&�C
	
�

 �

�
に対する軌道を示している� ここで� G���
 � ��� G	��
 � �� G
��
 � �� G���
 � �

�� � �
 ���-
 ��-
 ��
� G����
 � �� C� � ��D� � ����- と設定した� これらの値は $ 節の数値計算でも使

う�
����C�

�
 �
 �
�
� すなわち G���
 � G����
 � �の特別な場合を除いて� 残り３個の軌道はすべて同じ固定点

�� �
 ��
 ��
 � ����/-4$
 .%��.-�
 .$��.�&
に近づく� さらに� �� ��

 ���

 ���

の 78 @�Aは� �の強さが

大きくなるほどはやく *01固定点に近づくことがわかる� *�方程式へ加えるノイズの大きさが増加するに

つれて� *01スケーリングへ近いスケーリングの振る舞いが容易に観察されることを $節で数値的に確認す

る� 図 ���
の � � ��の軌道は� � � �から � " �へ符号が変化している� これは� G� が負の値からくりこま

れて正の値へ変化していくことを示している� �の値がいくら小さくてもゼロでなければ� 78 @�A の軌道は

� 軸から離れていく� もしスケールパラメーター � を時間に例えれば� � の値が非常に小さいとき� 78 @�A

の軌道は長い時間 � 軸近傍に沿って負の方向に動き� あるところで右側に向きを変えて� 最終的には *01固

定点 �� �
 ��
 ��
 � ����/-4$
 .%��.-�
 .$��.�&
に到着する� このことは� � の値が小さいときは� *01固

定点に到着するのに多くのくりこみ群変換をしなければならないことを意味する� この振る舞いは� G���
 � ��
G����
 �� �の場合でも同じであった� G���
 � G����
 � �の場合は� �%
式の E� �4
 式の Fはいつもゼロにな

るのでくりこみによる補正は存在しない� このとき� 初期値 ����C�
�
 �
 �
は ���
 �
 �
へ行く� 78 @�Aの

/



軌道は常に図 �の � 軸上にあり� 決して *01固定点へ到達できないことになる� この振る舞いを別のパラ

メーター空間 ����

  ��

 ���

で表現すれば� 初期値 ��C�
�
 �
 �
は固定点 ��
 �
 �
に近づく�

��� 再スケールの引き戻し

実際に我々に興味あるのは� 再スケールをしない有効理論にある� そのため� 前節で得られたくりこみ群

の結果を次の節の数値計算と比較する際には� 再スケールを元にもどさなければならない ��-�� 元々のス

ケールに戻るためには� 次のような変換をしなければならない� � � ���G�� � � ��
�G�� ���
 � ���
����G���
�

	��
 � ���
���� G	��
� 
��
 � �����
����G
��
� ���
 � ���
������� G���
� ����
 � ���
������� G����
� 元々

のスケールの変数に関して� 結合定数は � ��
 � ���
�
�
	��
C��
�

�
� ���
 � 
��
����
�

�
&�	��
�C��
	

�
�

���
 � 
��
�����
�
�
&�	��
�C��
�

�
と表現できる� ここで� C��
 � C��

�� を使った� くりこみ群変換のもと

でのカットオフ波数 C� は固定されている� しかし� もともとのスケールでのカットオフ波数 C��
は� ���� �$�

で導入されたようにある適当に選んだカットオフ波数に対応している� そこでは� ���
の ��� " C��
である

短波長の自由度が消去されている� 元々のスケールに戻ると� 78 @�A 方程式 ��-
)��/
 は変化しないが� 78

@�A 方程式 ���
)��&
は次のように変化する�
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これらの方程式は� ���
)��&
式の一部と同じ形をとるが� 元々のスケールでは再スケールによるパラメーター

変化の項はないことに注意する�

図 $ ��
� ��
 は� 再スケールした表面張力係数 G���
 とノイズの強さ G���
 の振る舞いを示している� それ

らは� ���
� ��$
式で � � ��-� � � ��-を仮定して� ��-
)��/
式と同時に解くことによって得られる� G�� G�

は� 定常値 G��� G�� に収束することがわかる� これらの定常値の値は� G���
 � �の値の増加に伴い大きくなっ

ている� 一方� 図 $ ��
� �

 は� 元々のスケールでの ���
� ���
を示している� それらは� ��-
)��/
式を使い

���
� ��$
 式を解くことによって得られる� あるいは� 図 $ ��
� ��
 からスケール変換 ���
 � ���
����G���
�

���
 � ���
������� G���
を施すことによって得られる� ���
� ���
はパラメーター �とともに単調増加するこ

とがわかる� このことは� くりこみ群解析では� �$
式から得られた有効方程式において線形項が非線形項より

支配的な中間領域での有効な表面張力係数 ��
 と有効なノイズの強さ ��
 の値 ���� ��� �$� �&� を予言でき

%
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図 ) !�" 再スケールした表面張力係数 .�!�"� !'" 再スケールしたノイズの強さ .	!�"� !�" 元々のスケー

ルでの表面張力係数 �!�"� !�" 元々のスケールでのノイズの強さ 	!�"& 初期値は� .�!%" # �!%" # � �
.�!%" # �!%" #  � .	!%" # 	!%" # 	 # %� %
%/� +
/� +%� .	�!%" # 	�!%" # %&

ないことを示している� ��4�のイオンスパッタリングによる侵食過程の離散的な確率論的モデルでは� ある周

期的な ��55#�形態が時間発展の初期段階を特徴づけていることがわかった� 一方� 後期段階では界面は自己ア

フィン的スケーリングを示していた� くりこみ群の手続きでは� 元々のシステムと自己相似なシステムを得る

ためには� 空間� 時間� 界面の高さを再スケールしなければならない� これは界面が自己アフィン的であるとい

う仮定に基づいている� この仮定は ���
� ��$
式で � � ��-� � � ��-を代入したことに相当する� しかし� 発展

方程式のすべての時間にわたってこのスケーリング指数をもつような界面が発達しているのではないことに注

意すべきである� それ故に� ここでのくりこみ群解析は荒れた界面の自己アフィン的スケーリング指数を決定

することはできるが� ��55#�構造から荒れた界面へのクロスオーバーを予言することはできないと言える� 図 $

��
� ��
� ��
� �

では� 初期値を G���
 � ���
 � ��� G	��
 � 	��
 � �� G���
 � ���
 � � � �
 ���-
 ��-
 ���

G����
 � ����
 � �� C� � ��D� � ����-と選んだ� �� �
 ��
 ��
の値は� 初期値に依存しないという意味で

普遍的であるが� G��� G�� の値は初期値に依存するということに注意しておく�

��	 揺動散逸定理

ノイズのある *�方程式から得られた有効方程式の線形部分から� もともとのスケールでの �の相関は� 次

のように表せる �4� ����
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一方� 再スケールされた G�の相関は�

G$�G�
 G�
 �
�


G���
G�� 2 G����
G�

�
�

G�� 2


G���
G�� 2 G	��
G��

�� 
 ��.


で与えられる� $��
 �
と G$�G�
 G�
は� スケール変換によって� G$�G�
 G�
 � �������
��$��
 �
のように関係づ

けられる� このとき� このスケーリング解は� $��
 �
 � ������
I����

となる� ここで� I��
はあるスケー

リング関数である� � � ��-� � � ��-の値を代入すると� $��
 �
 � ���	�I
�
����	�

�
となる� 従って� ノイ

ズのある *�方程式から得られた有効方程式のスケーリング解は� �2�次元の *01方程式 �%�と *�方程式

��-� �/�に対するものと同じである� ��-
 式から� もともとのスケールでの �のパワースペクトルは� 次のよ

うに書ける�
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一方� 再スケールされた G�のパワースペクトルは�

G#�G�
 �
G���
 2 G����
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�
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で与えられる�

#��
 と G#�G�
 は� スケール変換によって� G#�G�
 � ��������#��
 のように関係づけられる� そのとき� ス

ケーリング解は� #��
 
 ����� で与えられる� 固定点 �� �
 ��
 ��
 � ����/-4$
 .%��.-�
 .$��.�&
から�

����� � ���4$� ��� � � ���4$となる� 従って� ��%
式から� G#�G�
 � G���G�� となる� このことは� �2�次

元のノイズのある *� 方程式でも� 長波長極限で揺動散逸定理が成り立つことを示している� もし� ノイズ

の相関に �� の項を導入しなかった場合� ��%
式で ���
 の項がない形になる� このとき G#��
 は� 固定点で

��� ��
 �� �のため� G� に依存することになる� ノイズのない *�方程式の数値シミュレーションでは� �の同

時刻相関関数は� � 	 �の極限で一定値をとる ���� ��� �$�� �� の項は揺動散逸定理が成立するためには必要

不可欠な項であり� くりこみ群解析の結果ともセルフコンシステントである�

� 数値計算

��� スケーリング指数

*�方程式の長距離� 長時間の特性は *01方程式のように振舞うことが期待されてきた� �	�55�	らは� 大

きなシステムサイズ �で長時間� *�方程式の数値シミュレーションを行った ����� 彼らは� 界面の平均二乗

変位 ���� ���
����� � �� の動的スケーリングを調べ� ! � ��&である J
A��
)?�#��	��	スケーリングから

*01スケーリングへのクロスオーバーを見つけたものの� ! � ��$である *01スケーリングをはっきりと見

つけることはできなかった� *01スケーリングを検証するためにはもっと大きなシステムサイズと時間を要

する数値シミュレーションが必要であった� しかし� 前節のくりこみ群解析は� ノイズを加えることによって容

易に *01固定点 �� �
 ��
 ��
に近づけることを示した� 故に� ! � ��$である *01スケーリングが� それ

ほど大きくないシステムサイズでも� ノイズのある *�方程式では数値的に観察されるものと期待できる�

��
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図 $ !�" � # +%%� %%%のとき� ノイズのない ��方程式に対する
 !�"の時間発展& +本の破線は指数の

値� %
+/ と %
+0 を表している& !'" � # +%� %%% のとき� 	 # %� %
%/� +
/� +% のノイズのある ��方程式

に対する 
 !�"の時間発展&

*� 方程式の通常の数値シミュレーションでは� ��
 または �$
 式の中にあるすべてのパラメーターは

適当なスケール変換で � に選べる� 残された唯一のコントロールパラメーターはシステムサイズ � であ

る ���� ��� �$� �&�� 一方� ノイズのある *� 方程式の場合は� 新たに � と �� がコントロールパラメー

ターとして付け加わる� 我々は� � � ��
 	 � �
 
 � � とおいて ��
 式の直接シミュレーションを行い�

% ��
 � �����
 �
� ����
 �
������� の時間発展を調べた� 二つの場合 � �� �
 �� � �と � � �
 �� �� �を調

べたが� 同じような結果を得たので� 以下では � �� �� �� � �の結果のみを示す� この場合が� ノイズによる

界面成長としてはより自然であるからである ��4�� D� � ��-� D� � ����-とし� ���	法を使った� �	�55�	

らは� D� � �� D� � ���とし� J�#��法を使っている� 周期境界条件を課し� 初期条件は ���
 �
 � �とした�

図 & ��
は� � � ���
 ���のときの *�方程式の% ��
の時間発展を表示している� $回実行した計算に対

してアンサンブル平均をとった� ���
 �
 � �のままでは変化しないので� ここでは � � ���のノイズが初期

時刻 � � � � ��-だけに加えられ� � " ��-ではノイズを切って時間発展は決定論的な *�方程式に従うように

した� % ��
の両対数プロットは� % ��
が動的スケーリング ���� にかなりよく従っていることを示している�

% ��
が若干上方に曲がっているのは� おそらく*01スケーリングへのクロスオーバーを表しているのかもし

れない� � � -�
 ���近くの指数の値は約 ���4であり� まだ �K$よりかなり小さい� すなわち� 我々の数値計算

でもまた� ! � ��$である *01スケーリングを決定論的な *�方程式からはっきりと確認することができな

かった�

図 & ��
は� 図 & ��
の ����のサイズである � � ��
 ���のとき� ノイズの強さを � � �
 ���-
 ��-
 ��と

変化させたときのノイズのある *�方程式に対する% ��
の時間発展を表示している� ��回実行した計算に対

してアンサンブル平均をとった� ノイズの強さが増加するにつれて� % ��
の大きさは上方にシフトしている�

これは� ノイズによって揺らぎが増加したためである� � � �の決定論的な場合は� 動的スケーリング指数の

値は� -� � � � ����間のデータを使って最小二乗法より求めると ! � ���&%となった� � � ���-では� 時

間発展はほとんど � � �の場合と同じである� � � ��-では� 動的スケーリング指数の値は� ! � ���&%から

! � ��$へ増加している� � � ��では� 動的スケーリング指数の値は� 同様に -� � � � ����間のデータを

使って最小二乗法より求めると ! � ��$�.と見積もられた� この値は *01スケーリング指数の値 ! � ��$に

近い� ����のように� % ��
��� から ! の値を� � � �に対しては ! � ���-� � � ��に対しては ! � ��$�-と

��



見積ることもできた� 図 & ��
は� � � �の場合は� この小さなシステムサイズと短い時間のシミュレーション

では *01へのクロスオーバーを見ることは不可能であったのだが� ノイズを加えることによって *01固定

点へ容易に近づけることを示している� この結果は� 図 �で示した 78 @�A の結果とも首尾一貫している� な

ぜならば� *01固定点上にあるということが *01スケーリングへ漸近したことを意味するからである� 図 &

��
に示したものよりもっと大きなシステムサイズで長い時間のシミュレーションを行うことができれば� *�

方程式（� � �� � �の場合）に対する 78 @�Aの軌道は *01固定点に到達するであろう� しかし� くりこ

み群の計算では� � � �� � �のときは� �%
式の E� �4
式の Fは常にゼロになり� 初期の �� 	 や �� �� へ

のくりこみはないことになる� このとき� 78 @�Aの軌道は常に図 �の � 軸上にあり� 決して *01固定点へ

は到達できない� これは� 前節の� � �� � �のときの 78 @�Aの軌道と数値シミュレーションの間の定性的

な違いであるが� 数値計算ではなんらかの数値誤差は常につきもので完全にノイズのない状態はなく� 軌道が

6軸からほんの少しずれる可能性がある� そのとき� *�方程式はノイズの非常に小さい *�方程式とみなして

いいかもしれない� しかし� *01固定点へ到達するには非常に長い時間を要するであろう�

��� 
��方程式によるモデリングと有効パラメーターの評価

次に� 有効な表面張力係数とノイズの強さをもつ *01方程式に基づいてノイズのある *�方程式の数値的

結果を解析する� その際� � が小さい場合には� 有効な *01方程式によるモデリングは大きな空間� 時間ス

ケールでの振舞いの良い近似になっていると仮定すると� *01方程式は次のように書ける�

�� � ��
��� 2
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� 2 ���
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����
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���� 
 ��
� � ���
Æ��� ��
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� �$�


�	�55�	 らは� 決定論的な *� 方程式の直接数値計算から� 有効な表面張力係数 ��
 と有効なノイズの強さ

��
 を評価した� 彼らは� 動的スケーリング指数が ! � ��&である時間領域での

% ��
� �
���
�
����


����
 �$�


から ��
��
���
�
 の値を評価した� また長波長領域では� �� の平衡論的な等分配則が *�方程式に対して観測さ

れているので ���� ��� �$� �&�� 次の関係式

��


��

� ��������
 �
���
 �$�


から ��
���
 の値を決定している� �$�
� �$�
 式から� �	�55�	 らは� ��
 と ��
 の値を ��
 � .�&�

��
 � ���-と見積もった� 彼らは� � � ��
 	 � �
 
 � �の *�方程式 ��
の数値計算を実行したが� 上の

��
 の値は 
 � �になるように再スケールしたものである� 彼らの結果は� ここでの結果を � 	 ��� � 	 ��

と ��
 	 ���
 と置き換えることによって得られることに注意しておく� 有効な表面張力係数 ��
 は別の

方法 ���� �&� によっても評価され� 似たような値 . � ��
 � ��が得られている� 我々は� ノイズのある *�

方程式に対して� ふたつの関係式 �$�
� �$�
から有効な表面張力係数 ��
 と有効なノイズの強さ ��
 を評価

した� 関係式 �$�
 から評価する際には � � ��
 ���の数値計算を実行し� 関係式 �$�
から評価する際には�

� � &�4.の数値計算を実行した�

図 - ��
� ��
は� �の関数として ��
 と ��
 を表示している� 有効な表面張力係数 ��
 は� � � �の近くで

��
 � %から減少し� 大きな�では� 約 -の値をとっている� 有効なノイズの強さ��
 は� カオス的な振る舞い

��
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図 / 	 の関数としてふたつの関係式 !) "� !)+" から数値的に評価した !�" 有効な表面張力係数� !'" 有

効なノイズの強さ& !�" 数値的に得られた	������ （�） とくりこみ群解析で得られた	������ （1）&

によって自発的に生成された決定論的なノイズに確率論的なノイズを付加したものなので� �とともに増加し

ている� � � �での ��
 と��
 の値は� �	�55�	らが評価した値とは少しばかり違っている� 図 - ��
は� �の

関数として��
���
 を表示している� �は �$�
式から決定した数値的な値を示し� 2は� C� � ��D� � ����-

のときの 78 @�A 方程式 ���
� ��$
 を解くことによって得られた G��G� の値を示している� ここで� � と

� の値は� � � ��-� � � ��- で与えられる仮定し� 初期値は G���
 � � � ��
 G	��
 � 	 � �
 G���
 � ��

G����
 � �� � �とした� 図 $ ��
� ��
に示すように� G�� G�は定常値 G��� G�� に近づく� 我々は� この定常状態

から G��G� の値を評価した� くりこみ群解析は��
���
 のおおまかな近似的な値を与えていると言えるかもし

れない� 図 - ��
に示すように� くりこみ群解析では� ��
���
 の値は � 	 �の極限でゼロに近づくが� 数値

計算では� � � �でもある有限な値をとっていることに注意すべきである� これはおそらく � � �� � �と

き� 決定論的な *�方程式から生成されたカオス的揺らぎがくりこみ群解析では十分に取り込まれていないせ

いであろう�

��� くりこみ群解析による界面成長則の近似

図 & ��
で見たように� 有効なノイズの強さの増加は *01スケーリングへのクロスオーバーを容易にする

ものと期待される� 我々は� *01方程式に基づいて動的スケーリングを考える� ��
 � ��
 は� �$�
� �$�
式を

使って見積もれることを仮定する�  ��
 � G
��
� G��
��
��&�G��
��

�C�
の 78方程式は�

� ��


��
�  ��
� � ��
�
 �$$


で与えられる� これは� ���
� ��$
 式で G	 � G�� � �と置き� ���
式を使うことによって得られる� �$$
式は�

容易に解けて  ��
 � 
�2 ��	������ &
��&となる� ここで &は� 初期値として G��
��
 � ��
 � G��
��
 � ��
 �

G
��
 � 
を使うと�  ��
 � 
���
��&��
�
�
C�
 � ��� ��	� &
�&から決まる�  ��
 � ���と選ぶと� & � ��

を得る�  ��
の上の厳密な解に & � ��を代入すると� 任意の � に対して  ��
 � ���となる� すなわち� ��
 �

��
 � 
� C� の初期値を  ��
 � 
���
��&��
�
�
C�
 � ���を満たすように選べば� ! � ��$の動的スケーリン

グが小さい �に対しても容易に観察される� なぜならば� システムは最初から 78 @�A 方程式の固定点にある

からである� G	 � G�� � �と置くことにより� 再スケールしたパラメーター G��
��
� G��
��
は ���
� ��$
式に

�$
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図 2 直接数値計算（実線）で得られた 
 !�" と !)/" 式（波線）と !) " 式（点線）との比較& !�"

��� #  %� 	�� # +
/� � # +%� %%%�  � %%%� %%% での �34方程式� !'" � # +%%� %%% での ��方程式� !�"

	 # +
/� � # +%� %%% でのノイズのある ��方程式& !'"� !�"の直線状の点線は !) " 式を 5�����させた

ものである&

従う� 本来のスケールに戻ると� ��
��
 � ���
����G��
��
� ��
��
 � ���
������� G��
��
は

���
��


��
� ��
��
 ��



���
��


��
� ��
��
 ��
� �$&


に従う� 有効な ��
��
� ��
��
は ��
��
 � ��
 �>5

� �
�  ��
��� � ��
 �>5�
�2� #�� ���������&
��&����
��
 �

��
 �>5�
� 2 � #�� �������� � &
��&� のように増加する� � 	 � に対して� 波数 � は � � C��
�� のように

スケールするので� � � #���C���
 である� すなわち� 本来のスケールでの有効な表面張力係数とノイズの強

さは� 小さい � に対して ��
��
 � ������ ��
��
 � ����� のように増加する� もし� ��
��
� ��
��
 が波数

� � C��
�� での有効な表面張力係数とノイズの強さであれば� % ��
の時間発展は近似的に次で表現できる�
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�� ������� ����
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�
� �$-


ここで� 和は離散的な波数 � � �� � ��'�� �' � �
 � � � 
 ���
でとる� �$-
式を使って� % ��
 の時間発展

を評価することができる� 図 . ��
は� � � ��
 ���� ��
 � ��� ��
 � ��- のときの *01方程式の数値結果

と � � ��
 ���� �
 ���
 ���のときの �$-
式との比較である� �$-
式は% ��
のかなりよい評価を与えている�

! � ��&の動的スケーリング指数が ��
 � ��での *01方程式でさえ見れる� � � ��
 ���のようにシステム

サイズが小さいときは �の有限性による% ��
の飽和効果もまた �$-
式で表現できる�

図 . ��
 はまた� 大きな ��
 � �� に対して *01 スケーリングへのクロスオーバーを見るためには非常

に大きなシステムサイズと長い時間が必要であることを示している� 図 . ��
 は� � � ���
 ���� � � � で

の *� 方程式の数値結果（それはすでに図 & ��
 に示されている）と� 波線で示した �$-
 式� � � ���
 ����

��
 � /�%-
 ��
 � /�.-の点線で示した �$�
 式との比較である� ここで� ��
 � ��
 の値は図 - ��
� ��
 の

� � � での値である� これらの値は� �$�
 式の図 . ��
 の実線への線形 L���	� から得られたものであるた

め� 当然点線は実線に近い値である� 波線は *01 スケーリングへの遅いクロスオーバーを表している� し

かしながら� クロスオーバーは直接数値計算では �$-
式での予言よりもっと遅いようにみえる� 図 . ��
は�

�&



1

10

100

1 10 100 1000

W
(t

)

t

図 6 	 # +%� � # +%%� %%% のノイズのある ��方程式の
 !�"の時間発展（実線）と !)2"式との比較（波線）&

� � ��
 ���� � � ��-でのノイズのある *�方程式の数値結果（すでに図 & ��
で示されている
 と� 波線で

示した �$-
式� � � ��
 ���� ��
 � &�.-
 ��
 � �.�/の点線で示した �$�
式との比較である� ここで� ��
 と

��
 の値は� 図 - ��
� ��
の � � ��-での値である� 図 . ��
に比べると小さなシステムサイズでも *01ス

ケーリングへのクロスオーバーがはっきりとみえる� しかしながら� クロスオーバーはこのパラメーターでも

直接数値計算では �$-
式の予言より遅いようにみえる�

��-
)��/
式と ���
)��&
式の 78 @�A 方程式を使うと対応する% ��
の和の公式は� 次のように書ける�
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指数 ! � ��&の成長則と ! � ��$へのクロスオーバーはこの公式では現れなかった� 特に小さな �に対して

は� 決定論的なカオスによる揺らぎは� ���
)��/
 式と ���
)��&
式のくりこみ群解析には十分に含まれてはい

ないのではないかと思われる� 小さな�では� 動的スケーリングの基礎として ��4
式の *01方程式を仮定し

たのはこのためである� これは� 図 $ ��
に示すように� - � ��程度の有効な表面張力係数は現れなかったと

いう事実に関係しているかもしれない�

しかしながら� もし �の値が非常に大きければ� 確率論的なノイズがカオス的な揺らぎを支配し� ��-
)��/


式と ���
)��&
式の 78 @�Aはよりもっともらしくなる� さらに� 有効な表面張力係数とノイズの強さは大

きな � の値に対しては評価することはできない� なぜなら� 動的指数 ! � ��&をもつ中間状態をみることが

できないからであり� *01方程式に基づいた解析は適用できないからである� ここで� 大きな � の値に対し

て �$.
式からノイズのある *�方程式の 78 @�Aの適用性を示す� 図 /は� 図 & ��
 に示した � � ��
 ����

� � ��の数値結果と �$.
式との比較である� � � ��の大きな値ではかなりよい一致が見れる� 図 . ��
� ��


と図 /において� 数値結果（実線）と �$-
� �$.
式（波線）とのずれのひとつの理由は� カオス的な揺らぎがく

りこみ群の計算には陽に含まれていないせいかもしれない�

� まとめと課題

保存的なノイズと非保存的なノイズをもつ �2�次元の *�方程式に対してくりこみ群解析を行った� 保存

的なノイズを新たに加えることによって� *01の固定点で得られるのと同じスケーリング指数を得ることが

�-



できた� さらに� 保存的なノイズのおかげで� ノイズのある *�方程式の場合も長波長極限で揺動散逸定理が成

立することを示した� 以上のことから� �2�次元のノイズのある *�方程式の長波長特性は *01方程式でか

なりよく記述されると言える� 確率論的なノイズのある *�方程式のノイズの強さを大きくすることによって�

*01スケーリングに近いスケーリングの振る舞いがそれほど大きくないシステムサイズと時間の数値計算で

も観察することができることを示した� それはノイズのある *�方程式のくりこみ群解析により得られた 78

@�A方程式の結果ともセルフコンシステントである�

*�方程式は決定論的な方程式なので本来ノイズは必要ない� くりこまれたノイズの強さと粘性係数の比で

ある揺動散逸比を計算すると� 裸のノイズの強さがゼロのとき� ノイズのある *�方程式のくりこみ群ではそ

の比はゼロになるが� *�方程式の数値計算ではある有限値をとる� このことは� くりこみ群の方法ではくりこ

まれたパラメーターの値を見積もる際にカオスによる揺らぎを正しくとりこんでいない可能性がある� ノイズ

のある *�方程式に対するくりこみ群解析は� 中間的なスケーリング領域での有効な表面張力係数とノイズの

強さを予言することはできなかったので� 我々は有効な *01方程式を仮定して有効な表面張力係数とノイズ

の強さを数値的に評価した� *�方程式のカオス的な揺らぎが正しく取り込まれていない問題は� <"=（����の

6��� ��を参照）や� ; ��-� のような他の方法でも起こるだろう� これらの方法では� *�方程式から得られ

るスペクトルに特徴的なこぶをもつスペクトルを得ることはできないことが知られている� 有効な表面張力係

数の粗い見積もりは ��
 � �������( である� ここで� ����� は *�システムでのセル構造のサイズであり� ( は最

も不安定なモードの線形成長時間である ���� �$�� 線形不安定なモードの領域� それはスペクトルの顕著なこ

ぶの部分にみられるが� *�方程式の非線形な力学的振る舞いに決定的な役割を果たすものと認識されている

��%�� 相互作用の非局所性が支配的なときには� 紫外領域でのこの不安定領域の違いは波数の小さい赤外領域の

スケーリング特性に影響を与える可能性があるので� たとえ長波長の特性に興味があったとしても� この力学

的に支配的な不安定領域を無視することはできないだろう� 線形不安定なモードがくりこみ群の方法に組み込

まれているかどうかを明らかにするために� ��
または �$
式の &階微分を .階微分に置き換えたモデルを考

えることは価値がある� そのような変形したモデルでは� ��
 � ��
 の値は大きくなるが� 揺動散逸定理は以前

として満たされるということが報告されている ���� �$�� ��
 の大きな値は定性的には ��
 � �������( から評価

することができる� 線形不安定なモードがくりこみ群の方法により十分に取り込まれていれば� 変形したモデ

ルではノイズのある *�方程式に比べるとより大きな ��
 � ��
 の値を得ることが出来るであろう�

くりこみ群の方法では� 最初からくりこまれた応答関数や相関関数の存在を仮定する必要はない� 今回� �2�

次元のノイズのある *�方程式のくりこみ群の計算から求めたスケーリング指数の値は� *01方程式のそれに

正確に一致し、,�����の予想は正しいことを証明することができた� ただし� くりこみ群の方法では再スケー

ルを何度も繰り返すので� もともとのスケールでパラメーターのくりこみ変化をみるには� くりこみ群変換で

得られた結果をもとのスケールに戻す必要がある� ここでは� ノイズのある *�方程式のくりこみ群解析によ

り� スケール変換したものとしないものとのパラメーターのくりこみ変化を具体的に示した� その結果� もとも

とのスケールでみると� くりこまれたパラメーターの値はカットオフ波数の減少に伴って増加していったので

局所的な相互作用が支配的であることが言える�

*01方程式のくりこみ群の計算 �%�� ここで行ったノイズのある *�方程式のくりこみ群の計算はすべて �

ループ近似のものである� 9:(�(や 0��������達らは� くりこみ群の方法は �ループの計算しかしていないの

でよくないと主張している ��/�� しかし� なぜ �ループのみで *01の厳密な結果と同じ結果が出たのだろう

か� 9:(�(や 0��������達らの計算では� 高次のループの寄与がゼロになるのは �次元では揺動散逸定理が成

り立つせいだと言っている� それに対して� �ループの計算の際にくりこみ群では波数についての積分範囲を

ある狭い波数殻に限定しているのでそこから微小パラメーター Æ� がでてくる� 積分範囲を限定しているので

�.



�ループ以上はその微小パラメーターについて高次の項になる� くりこみ群の微分方程式（78 @�A）を導く

際に Æ� がゼロの極限をとるので� 結局 �ループだけの寄与が残り� �ループ以上は無視できる ��.�� 全ての可

能な無限個のループのグラフがこのくりこみ群の微分方程式の解として自動的に足しあげられていくのか確認

し� そして揺動散逸定理が成り立つときにはこの高次のループがキャンセルすることを確かめる必要がある�
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