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概 要

Sinai-Liによるプレプリント”Blows Ups of Complex Solutions of the 3D-Navier-Stokes System and
Renormalization Group Method” (arXiv:physics/0610101 v1) by Dong Li and Ya. G. Sinaiの解説を
おこなう。

1 Navier-Stokes方程式の数学的理論（概観）

Navier-Stokes 方程式とは，水などの縮まない（非圧縮性）流体の挙動を記述する基礎方程式である次の
非線型偏微分方程式をさす：

(NS)

{
ut − µ∆u + (u · ∇)u + ∇p = 0,

divu = 0 in R3 × (0,∞),
(1)

ここに，u = (u1(x, t), u2(x, t), u3(x, t)) ∈ R3 は空間座標 x ∈ R3 時刻 t > 0における流体の速度ベクト
ルを，p = p(x, t) ∈ Rは同じく x, tにおける圧力を表す； µ > 0は粘性係数を表し，以下では簡単のため 1
であると仮定する；ut = ∂u

∂t , (u · ∇)u =
∑3

j=1 uj
∂

∂xj
uであるとする。

更に，方程式（１）に次の初期条件を課す：

(I.C.) u(x, 0) = u0(x) forx ∈ R3. (2)

　　ここに，u0(x)は初期速度ベクトルを与える既知の実数値ベクトル値関数を表す。
数学の立場からは，この Navier-Stokes方程式の初期値問題 (1)，(2)に対する解の存在およびその一意

性を解明することが，最も基本的かつ重要な課題の 1つである。この課題に対する数学的理論の出発点は，
Leray（および Hopf）による次の結果である1。

Theorem [Leray, Hopf ].
初期値 u0 が，エネルギー有限かつ非圧縮である，すなわち，

u0 ∈ L2(R2) : div u0 = 0 in R3 (3)

を満たすと仮定する

このとき，Navier-Stokes方程式の初期値問題 (1)，(2)の次のエネルギー不等式（E.I.)を満足する時間大
域的弱解 uが存在する：

(E.I.) ‖u(t)‖2
L2(R3) + ν

∫ t

0

‖∇u(τ)‖L2(R3) dτ ≤ ‖u0‖L2(R3) for ∀t > 0.

1より詳しい Navier -Stokes 方程式に対する数学的理論の解説については，例えば [3] を参照して頂きたい。
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Remark.1.

1. 上記 Theorem中の弱解の一意か否かについては，未だ明らかになっていない。

2. 初期値 u0が十分小さい場合，あるいは粘性係数 ν が十分大きい場合は，（E.I)を満足する (1)，(2)の
時間大域的古典解が存在することが示されている。また，流れが 2次元的な場合（すなわち，u3 ≡ 0
かつ u1, u2 が x3 に独立な場合）には，（3）を満たす任意の初期値に対して (1)，(2)の時間大域的 (2
次元の）古典解が存在することが示されている。

3. (3)を満たす任意の初期値に対してつねに 3次元Navier-Stokes方程式の初期値問題 (1)，(2)の時間大
域的古典解が一意的に存在するのか，あるいは (3)を満たす特定の初期値に対しては初期値問題（1），
(2)の解は有限時間で爆発する2のかという問題は，いまだ未解決の数学的課題として残されている。

2 Li－Sinaiによる結果

このような中で，Liと Sinaiは [4](以下 [Li-Sinai]と引用）において，くりこみ群の考え方に基づくNavier-
Stokes方程式に対する考察を行い，以下に述べる結果を得た。
まず，Navier-Stokes方程式 (1)に Fourier変換を施して得られる次の方程式を考える3:

vt + |k|2v+i

∫
R3

< v(k − k′), k > Pkv(k′, t) dk′ = 0,

< v(k, t),k >= 0, for k ∈ R3, t > 0.

(4)

ここに，複素数値ベクトル値関数 vは uの Fourier像：

v(k, t) = û(k, t) =
∫

R3
e−i<k,x>u(x, t)dx

を表し，Pk は k ∈ R3 の直交補空間への射影:

Pkv = v − < v, k >

< k, k >
k

を表す；< ·, · > は C3 における内積，すなわち < v,w >=
∑3

i=1 viwi を表す。

この方程式 (4)の初期値 v(k, 0) = v0(k)に対する解は，Duhamelの原理により次の積分方程式の解とし
て与えられる：

v(k, t) = exp {−t|k|2}v0(k) + i

∫
R3

exp {−(t − s)|k|2} ds

∫
R3

< v(k − k′, s), k > Pkv(k′, s) dk′,

< v(k, t), k >= 0 for ∀k ∈ R3, t > 0. (5)

2すなわち，解 uに関わる何らかの（エネルギーやエンタルピー等の）量が有限時間に発散し，uが古典解としての滑らかさを失う。
3実際，v = û とし (3) の第 2 式と û = ǔ 等を用いると，

̂(u · ∇)u` =
3

X

j=1

vj ∗ ikjv`

= i

Z

R3
< vj(k − k′), k′ > v`(k

′)dk′

= i

Z

R3
< vj(k

′), k − k′ > v`(k − k′)dk′

= i

Z

R3
< vj(k

′), k > v`(k − k′)dk′,

= i

Z

R3
< vj(k − k′), k > v`(k

′)dk′, ` = 1, 2, 3,

が成り立つことに注意（t 変数は略してある）。



[Li-Sinai]は，この積分方程式 (5)の（(2)の初期値 u0のFourier像 û0(k)とは無関係な）ある初期値 v0(k)
に対する解は有限時間で爆発することを示した。

Theorem [Li − Sinai].
ある測度正の閉区間 S ⊂ R+

4と空でない部分集合 X ⊂ L2
σ(R3; C3) 5が存在し，任意の T0 ∈ S（爆発時

刻）および ṽ ∈ X（初期位相）に対して，次が成立する：（T0に依存する）ある AT0（初期振幅）が存在し

て，初期値 v0(k) = AT0 ṽ(k)に対する積分方程式 (5)は，一意的な解 vを時間区間 [0, T0)上でもつ。更に，
この解 vに対して，次の (A)，(B)が成り立つ：

(A)

{
0 < ∀T ′ < T0,

∃C0,T ′ , C1,T ′ > 0 s.t.

|v(k, t)| ≤ C0,T ′exp {−C1,T ′ |k|} for 0 < ∀t ≤ T ′,

(B)


lim
t↑T0

‖v(k, t)‖L2(R3
k) = +∞,

lim
t↑T0

‖kv(k, t)‖L2(R3
k) = +∞,

lim
t↑T0

‖v(k, t)‖L∞(R3
k) = +∞.

Remark.2.

1. 初期位相 ṽ(k)が空間 L2
σ(R3; C3)に属することと評価式 (A)より，上記 Theoremにおける (5)の解

v(k, t)の Fourier逆像 v̌(x, t)は，(3)を満足する初期値 u0(x) = v̌(x)に対する元の Navier-Stokes方
程式の初期値問題 (1)，(2)の時間区間 (0, T0)上正則な 複素数値解6となっていることに注意する。

2. 一方，(B)から v̌のエネルギーおよびエンストロフィーは，極限 t ↑ T0で発散することが分かる7。す

なわち，この v̌は，時刻 T0 で爆発する 3次元 Navier-Stokes方程式の複素数値解となっている。

3. 爆発解を導く初期位相を与える集合XT0 は，10個のパラメーターにより記述される。

3 Theoremの証明の概略

3.1.積分方程式（5）の初期振幅に関するべき級数解，および recurrent equation

積分方程式 (5)における初期値 v0(k)を次で与える：

v0(k) = Aṽ(k) for k ∈ R3. (6)

ここに， A ∈ Rは初期振幅を表し，ṽ(k)は初期位相を与える C3-値関数で ṽ(k)⊥kを満たすものとする。

(5)の近似解を，次の Iteration schemeを通して構成していく:

v1
A(k, t) = exp {−t|k|2}v0(k) = exp {−t|k|2}Aṽ(k),

vj+1
A (k, t) = v1

A(k, t) + i

∫ t

0

exp {−(t − s)|k|2} ds

∫
R3

< vj
A(k − k′, s), k > Pkvj

A(k′, s) dk′, j ≥ 1.

上記 schemeにおいて逐次代入を繰り返すと，(5)の解を与える {vj
A}∞j=1 の（形式的）極限

vA(k, t) = lim
j→∞

vj
A(k, t),

4R+ = { t ∈ R | t > 0 } であるとする。
5関数空間 L2

σ(R3; C3) は，複素数値ベクトル値関数 ṽ(k) で L2(R3
k) に属し，かつ ṽ(k)⊥k = 0 for a.e. k ∈ R3 をみたすもの全

体の集合を表すとする。
6正確には，正則な複素数値解の定数倍。
7しかし，評価式 (A) が成立するので，(0, T0) 上では v̌ のエネルギーおよびエンストロフィーは共に有限であることにも注意。



は，Aに関する次のべき級数として与えられることがわかる：

vA(k, t) = Ah1(k, t) +
∫ t

0

exp {−(t − s)|k|2}
∑
p>1

Aphp(k, s) ds. (7)

ここに，

h1(k, s) = exp {−s|k|2}ṽ(k) (8)

h2(k, s) = i

∫
R3

< ṽ(k − k′), k > Pkṽ(k′)exp {−s|k − k′|2 − s|k′|2} d3k′, (9)

hp(k, s) = i

∫ s

0

ds2

∫
R3

< ṽ(k − k′), k > Pkhp−1(k′, s)exp {−s|k − k′|2 − (s − s2)|k′|2} d3k′

+i
∑

p1 + p2 = p

p1, p2 > 1

∫ s

0

ds1

∫ s

0

ds2

∫
R3

< hp1(k−k′, s1), k > Pkhp2(k
′, s)exp {−(s−s1)|k−k′|2−(s−s2)|k′|2} d3k′

+ i

∫ s

0

ds1

∫
R3

< hp−1(k − k′, s1), k > Pkṽ(k′)exp {−(s − s1)|k − k′|2 − s|k′|2} d3k′, (10)

である。8

ここで，

k̃ = k
√

s, k̃′ = k′√s, s̃1 =
s1

s
, s̃2 =

s2

s

とおき，gp を

gp(k̃, s) = hr

(
k̃√
s
, s

)
, p ≥ 1

と定義すると，(8)-(10)より gp に関する次の recurrent equationが従う9：

g1(k̃, s) = exp {−|k̃|2}ṽ(
k̃√
s
), (11)

g2(k̃, s) =
i

s2

∫
R3

< ṽ(
k̃ − k̃′
√

s
), k̃ > Pk̃ṽ(

k̃′
√

s
)exp {−|k̃ − k̃′|2 − |k̃′|2} d3k̃′, (12)

gp(k̃, s) =
i

s

∫ 1

0

ds̃2

∫
R3

< ṽ(
k̃ − k̃′
√

s
), k̃ > Pk̃gp−1(k̃′

√
s̃2, s̃2s)exp {−|k̃ − k̃′|2 − (1 − s̃2)|k̃′|2} d3k̃′

+ i
∑

p1 + p2 = p

p1, p2 > 1

∫ 1

0

ds̃1

∫ 1

0

ds̃2

∫
R3

< gp1((k̃ − k̃′)
√

s̃1, s̃1s), k̃ > Pk̃gp2(k̃
′
√

s̃2, s̃2s)

× exp {−(1 − s̃1)|k̃ − k̃′|2 − (1 − s̃2)|k̃′|2} d3k̃′

+
i

s

∫ 1

0

ds̃1

∫
R3

< gp−1((k̃ − k̃′)
√

s̃1, s̃1s), k̃ > Pk̃ṽ(
k̃′
√

s
)exp {−(1 − s̃1)|k̃ − k̃′|2 − |k̃′|2} d3k̃′. (13)

更に，(13)において次の変数変換を施す：

8hp(k, s) ⊥ k が任意の p ≥ 1 に対して成立していることに注意。
9(12) の g2(k̃, s)は sに関して可積分（s−1/2 の特異性）であること，(13) の gp(k̃, s), p ≥ 3, は初期位相 ṽ( k̃√

s
)の k̃ に関する

p 回の（重みつき）合成積で表すことができることに注意する。



1. 十分大きな正数 k̃(0) > 0に対して，
κ̃(0) = (0, 0, k̃(0)),

とおき，K̃(r) を次で定義する：

K̃(r) = rκ̃(0), r ∈ N.

2. k̃のかわりに新たな独立変数 Y = (Y1, Y2, Y3) ∈ R3 を次の関係式を介して導入する：

k̃ = K̃(p) +
√

pY

= pκ̃(0) +
√

pY.

3. s̃1, s̃2 のかわりに，新たな変数 θ1, θ2 を次により定義する：

1 − s̃j =
θj

pj
2
, j = 1, 2.

4. k̃′ のかわりに，新たな独立変数 Y ′ ∈ R3 を次により定義する：

k̃′ = K̃(p2) +
√

pY ′.

5. 新たな従属変数 g̃p(Y, s)を
g̃p(Y, s) = gp(K̃(p) +

√
pY, s)

と定義する。

6. 最後に，
γ =

p1

p

とおき，この γ を新たな独立変数とみなす10。

このとき，(13)の中間の項の被積分関数に現れる各部分は次のように書き換えられる 11：

〈gp1((k̃ − k̃′)
√

s̃1, s̃1s), k̃〉 = 〈gp1((K̃(p1) +
√

p(Y − Y ′))
√

s̃1, s̃1s), pκ̃(0) +
√

pY 〉

= p〈gp1((K̃(p1) +
√

p1
Y − Y ′
√

γ
)
√

s̃1, s̃1s), κ̃(0) +
Y
√

p
〉,

(14)

Pk̃ gp2(k̃
′
√

s̃2, s̃2s) = Ppκ̃(0)+
√

pY gp2((K̃(p2) +
√

pY )
√

s̃2, s̃2s)

= Pκ̃(0)+ Y√
p

gp2((K̃(p2) +
√

p2
Y√
1 − γ

)
√

s̃2, s̃2s),

(15)

exp {−(1 − s̃1)|k̃ − k̃′|2 − (1 − s̃2)|k̃′|2}

= exp {−θ1

p2
1

|K̃(p1) +
√

p1
Y − Y ′
√

γ
|2 − θ2

p2
2

|K̃(p2) +
√

p2
Y ′

√
1 − γ

|2

= exp {−θ1|κ̃(0) +
Y − Y ′
√

pγ
|2 − θ2|κ̃(0) +

Y ′
√

p(1 − γ)
|2}. (16)

10従って，
1 − γ =

p2

p

が成立する。3 の変数変換と，この γ を新たな独立変数とみなす点が重要。
11√p =

√
p2

q

p
p2

=
√

p2√
1−γ

,
√

p =
√

p1√
γ

=
√

p2√
1−γ

となることを用いる。



更に，d3k′ = p3/2dY ′, dsi = dθi

p2
i
であることに注意すると，結局 (13)は，g̃p(Y, s)，p >> 1，に対する次

の表記式に書き換えられる12。

g̃p(Y, s) = gp(K̃(p) +
√

pY, s) = ip5/2[
∑

p1 + p2 = p

p1, p2 >
√

p

∫ p2
1

0

dθ1

∫ p2
2

0

dθ2
1

p2
1 · p2

2

×
∫

R3
〈gp1((K̃(p1) +

√
p1

Y − Y ′
√

γ
)
√

s̃1, s̃2s), κ̃(0) +
Y
√

p
〉Pκ̃(0)+ Y√

p
gp2((K̃(p2) +

√
p2

Y ′
√

1 − γ
)
√

s̃2, s̃2s)

× exp {−θ1|κ̃(0) +
Y − Y ′
√

pγ
|2 − θ2|κ̃(0) +

Y ′
√

p(1 − γ)
|2} d3Y ′] + pRp(Y, s). (17)

ここに，剰余項 pRp(Y, s)は，(13)の中間項にあらわれる和を，p1 ≤ √
pあるいは p2 ≤ √

p となるときに

とったものに対応する。[Li-Sinai]では，このRp に関して，適当な位相の下で

Rp −→ 0 as p → ∞

が成立するとしている。

3.2. 極限 p → ∞における，g̃p の普遍的部分の抽出: The renormalization group equation

p → ∞のときの，g̃pの漸近形を求めていく。特に，g̃pの漸近形における pに依存しない普遍的部分 (く
りこみ変換の固定点）を抽出し，その支配方程式を導くことを目標とする。

p → ∞のとき，(17)においては
p1, p2 ∼ O(p)

なる p1, p2について和をとった部分が dominantであるので13，p >> 1かつ Y, Y ′ ∼ O(1)のときは，(17)
における Gaussian termの部分は，

exp {−θ1|κ̃(0) +
Y − Y ′
√

pγ
|2 − θ2|κ̃(0) +

Y ′
√

p(1 − γ)
|2} ∼ exp {−(θ1 + θ2)|κ̃(0)|2}

と近似できる。更に，このとき

s̃j = 1 − θj

p2
j

∼ 1, j = 1, 2

となることにも注意すれば，(17)の θ1, θ2に関する積分と Y ′に関する積分が分離できることが分かり，次

が示される：

g̃p(Y, s) ∼ i p5/2
∑

p1 + p2 = p

p1, p2 >
√

p

∫ ∞

0

dθ1

∫ ∞

0

dθ2

× 1
p2
1 · p2

2

∫
R3
〈g̃p1(

Y − Y ′
√

γ
, s), κ̃(0) +

Y
√

p
〉Pκ̃(0)+ Y√

p
g̃p2(

Y ′
√

1 − γ
, s)exp {−(θ1 + θ2)|κ̃(0)|2}d3Y ′

=
i

|κ̃(0)|4
p5/2

∑
p1 + p2 = p

p1, p2 >
√

p

1
p2
1 · p2

2

∫
R3
〈g̃p1(

Y − Y ′
√

γ
, s), κ̃(0) +

Y
√

p
〉Pκ̃(0)+ Y√

p
g̃p2(

Y ′
√

1 − γ
, s)d3Y ′. (18)

更に，(18)を非圧縮条件 g̃r(Y, s) ⊥ Y を用いて簡約化していく：

12最左辺の最初に現れる p のべきが，5/2 になることに注意。
13このことは，以下の議論から容易に正当化される。



まず，γ = p1
p , 1 − γ = p2

p であること注意し，非圧縮条件を用いると

〈g̃p1(
Y − Y ′
√

γ
, s), κ̃(0)+

Y
√

p
〉 =

1
√

p
[
γ − 1
√

γ
〈g̃p1(

Y − Y ′
√

γ
, s),

Y − Y ′
√

γ
〉+

√
1 − γ〈g̃p1(

Y − Y ′
√

γ
, s),

Y ′
√

1 − γ
〉]

(19)

が従うことが分かる。そこで，

g̃p(Y, s) = (G(p)
1 (Y, s), G(p)

2 (Y, s),
1
√

p
F (p)(Y, s))

とおき，再び非圧縮条件を用いると，Y ∼ O(1)，p >> 1のとき，

Y1G
(p)
1 (Y, s) + Y2G

(p)
2 (Y, s) + k̃(0)F (p)(Y, s) ∼ 0 (20)

を示すことができる。　ここで，簡単なオーダーの比較を行うと (19)，(20)から， Y ∼ O(1)，p >> 1の
とき，

〈g̃p1(
Y − Y ′
√

γ
, s), κ̃(0) +

Y
√

p
〉

∼ 1
√

p
[
γ − 1
√

γ
(
Y1 − Y ′

1√
γ

G
(p1)
1 (

Y − Y ′
√

γ
, s) +

Y2 − Y ′
2√

γ
G

(p1)
2 (

Y − Y ′
√

γ
, s))

+
√

1 − γ(
Y ′

1√
1 − γ

G
(p1)
1 (

Y − Y ′
√

γ
, s) +

Y ′
2√

1 − γ
G

(p1)
2 (

Y − Y ′
√

γ
, s))] (21)

を導くことができる。

一方，(18)に現れる射影作用素についても， 定義に戻ることにより漸近的に恒等作用素とみなせること
が分かる：

Pκ̃(0)+ Y√
p
g̃p2(

Y ′
√

1 − γ
, s) ∼ g̃p2(

Y ′
√

1 − γ
, s). (22)

以上，(18)と (21)，(22)から，g̃p(Y, s)の，Y ∼ O(1)，p >> 1のときの漸近形は次で与えられることが
示された。

g̃p(Y, s) ∼ i

|κ̃(0)|4
∑

p1 + p2 = p

p1, p2 >
√

p

p2

p2
1 · p2

2

×
∫

R3
[
γ − 1
√

γ
(
Y1 − Y ′

1√
γ

G
(p1)
1 (

Y − Y ′
√

γ
, s) +

Y2 − Y ′
2√

γ
G

(p1)
2 (

Y − Y ′
√

γ
, s))

+
√

1 − γ(
Y ′

1√
1 − γ

G
(p1)
1 (

Y − Y ′
√

γ
, s) +

Y ′
2√

1 − γ
G

(p1)
2 (

Y − Y ′
√

γ
, s))]g̃p2(

Y ′
√

1 − γ
, s) d3Y ′. (23)

ここで [Li-Sinai]は，極限 p → ∞における g̃p(Y, s)の漸近形の普遍的部分に関する次のAnzatsを与えて
いる。

g̃p(Y, s)の漸近形に対するAnzats: 十分大きな自然数 pをとり固定し，Y ∼ O(1)とする。このとき，あ

る閉区間 [S(p)
− , S

(p)
+ ](⊂ R+)上，g̃r(Y, s)，r = 1, 2, . . . , p − 1，は次の形で与えられる：

g̃r(Y, s) = Λ(s)r−1 r wσ(1),σ(2)
(Y )

(
H(Y ) + δ(r)(Y, s)

)
for ∀s ∈ [S(p)

− , S
(p)
+ ]. (24)

ここに，Λ(s)は p, r, Y に依らない sに関する滑らかな関数, σ(1), σ(2) は p, r, Y, sに依らない定数であり，

wσ(1),σ(2)
(Y )は次の形の Gaussian densityである：

wσ(1),σ(2)
(Y ) =

σ(1)

2π
exp {−σ(1)

2
(|Y1|2 + |Y2|2)}

√
σ(2)

2π
exp {−σ(2)

2
|Y3|2}.



更に，H(Y ), δ(r)(Y, s)は，
H(Y ) = (H1(Y1, Y2, Y3), H2(Y1, Y2, Y3), 0),

δ(r)(Y, s) = (δ(r)
1 (Y, s), δ

(r)
2 (Y, s), δ

(r)
3 (Y, s)),

で与えられ，誤差項 δ(r) は適当な位相の下14

δ(r) −→ 0 as r −→ ∞

を満たす。

このAnzatzの正当性に関する命題は，次節のClaim 2として述べることにして，ここでは，このAnsatz
が正しいことを認めた上で，(24)の漸近形における pに依存しない普遍部分であるH(Y )に対する支配方
程式を求めていこう。

そのために， (24)における誤差項 δ(r) = 0 としたものを， (23)に代入して式変形を行っていく15：

g̃p(Y, s) ∼ i

|κ̃(0)|4
∑

p1 + p2 = p

p1, p2 >
√

p

p2

p2
1 · p2

2

Λ(s)p1+p2−2p1·p2

∫
R3

[
γ − 1
√

γ
(
Y1 − Y ′

1√
γ

H1(
Y − Y ′
√

γ
)+

Y2 − Y ′
2√

γ
H2(

Y − Y ′
√

γ
))

+
√

1 − γ(
Y ′

1√
1 − γ

H1(
Y − Y ′
√

γ
)+

Y ′
2√

1 − γ
H2(

Y − Y ′
√

γ
))]H(

Y ′
√

1 − γ
)wσ(1),σ(2)

(
Y − Y ′
√

γ
)wσ(1),σ(2)

(
Y ′

√
1 − γ

) d3Y ′

=
i

|κ̃(0)|4
pΛ(s)p−2

∑
p1 + p2 = p

p1, p2 >
√

p

1
p

p2

p1 · p2
γ3/2(1−γ)3/2

∫
R3

[
γ − 1
√

γ
(
Y1 − Y ′

1√
γ

H1(
Y − Y ′
√

γ
)+

Y2 − Y ′
2√

γ
H2(

Y − Y ′
√

γ
))

+
√

1 − γ(
Y ′

1√
1 − γ

H1(
Y − Y ′
√

γ
) +

Y ′
2√

1 − γ
H2(

Y − Y ′
√

γ
))]H(

Y ′
√

1 − γ
)

× γ−3/2wσ(1),σ(2)
(
Y − Y ′
√

γ
)(1 − γ)−3/2wσ(1),σ(2)

(
Y ′

√
1 − γ

) d3Y ′

=
i

|κ̃(0)|4
pΛ(s)p−2

∑
γ=

p1
p

1
p

γ1/2(1 − γ)1/2

∫
R3

[
γ − 1
√

γ
(
Y1 − Y ′

1√
γ

H1(
Y − Y ′
√

γ
) +

Y2 − Y ′
2√

γ
H2(

Y − Y ′
√

γ
))

+
√

1 − γ(
Y ′

1√
1 − γ

H1(
Y − Y ′
√

γ
) +

Y ′
2√

1 − γ
H2(

Y − Y ′
√

γ
))]H(

Y ′
√

1 − γ
)

× σ(1)

2πγ
exp {−σ(1)

2γ
(|Y1 − Y ′

1 |2 + |Y2 − Y ′
2 |2)}

σ(1)

2π(1 − γ)
exp {− σ(1)

2(1 − γ)
(|Y ′

1 |2 + |Y ′
2 |2)}

×

√
σ(2)

2πγ
exp {−σ(2)

2γ
|Y3 − Y ′

3 |2}

√
σ(2)

2π(1 − γ)
exp {− σ(2)

2(1 − γ)
|Y ′

3 |2} d3Y ′.

(25)

この (25)と，(24)（において δ(r) = 0とおいたもの）をあわせると，

14どのような位相なのか等この部分は不正確な表現になっているが，正確な主張については §3.3 の Claim 2 を見よ。
15最後の等式を導く際， p2

p1·p2
= 1

γ(1−γ)
であることを使う。また，最後の式における和は γ = p1

p
，
√

p < p1 < p−√
p，につい

てとるとみていることに注意。



Λ(s) × wσ(1),σ(2)
(Y )H(Y ) ∼ i

|κ̃(0)|4
∑

γ=
p1
p

1
p

γ1/2(1 − γ)1/2

×
∫

R3
[
γ − 1
√

γ
(
Y1 − Y ′

1√
γ

H1(
Y − Y ′
√

γ
) +

Y2 − Y ′
2√

γ
H2(

Y − Y ′
√

γ
))

+
√

1 − γ(
Y ′

1√
1 − γ

H1(
Y − Y ′
√

γ
) +

Y ′
2√

1 − γ
H2(

Y − Y ′
√

γ
))]H(

Y ′
√

1 − γ
)

× σ(1)

2πγ
exp {−σ(1)

2γ
(|Y1 − Y ′

1 |2 + |Y2 − Y ′
2 |2)}

σ(1)

2π(1 − γ)
exp {− σ(1)

2(1 − γ)
(|Y ′

1 |2 + |Y ′
2 |2)}

×

√
σ(2)

2πγ
exp {−σ(2)

2γ
|Y3 − Y ′

3 |2}

√
σ(2)

2π(1 − γ)
exp {− σ(2)

2(1 − γ)
|Y ′

3 |2} d3Y ′　

(26)

が成立することが分かる。[Li-Sinai]は，極限 p → ∞をとると (26)右辺における γ に関する和の部分が，

[0, 1]上のγに関するRiemann積分に収束することに着目し，次の H(Y )に対する支配方程式 (the renor-
malization equation)を導いた：

Λ(s)
σ(1)

2π
exp {−σ(1)

2
(|Y1|2 + |Y2|2)}

√
σ(2)

2π
exp {−σ(2)

2
|Y3|2}H(Y ) =

i

|κ̃(0)|4

∫ 1

0

γ1/2(1 − γ)1/2 dγ

×
∫

R3

σ(1)

2πγ
exp {−σ(1)

2γ
(|Y1 − Y ′

1 |2 + |Y2 − Y ′
2 |2)}

σ(1)

2π(1 − γ)
exp {− σ(1)

2(1 − γ)
(|Y ′

1 |2 + |Y ′
2 |2)}

×

√
σ(2)

2πγ
exp {−σ(2)

2γ
|Y3 − Y ′

3 |2}

√
σ(2)

2π(1 − γ)
exp {− σ(2)

2(1 − γ)
|Y ′

3 |2}

×
[ γ − 1

√
γ

(Y1 − Y ′
1√

γ
H1(

Y − Y ′
√

γ
) +

Y2 − Y ′
2√

γ
H2(

Y − Y ′
√

γ
)
)

+
√

1 − γ
( Y ′

1√
1 − γ

H1(
Y − Y ′
√

γ
) +

Y ′
2√

1 − γ
H2(

Y − Y ′
√

γ
)
)]

H(
Y ′

√
1 − γ

) d3Y ′.

(27)

特に，H1, H2 が Y1, Y2 のみに依存するときのH(Y ) = (H1(Y1, Y2),H2(Y1, Y2))の支配方程式は，

Λ(s)
σ(1)

2π
exp {−σ(1)

2
|Y |2}H(Y )

=
i

|κ̃(0)|4

∫ 1

0

dγ

∫
R2

σ(1)

2πγ
exp {−σ(1)

2γ
|Y − Y ′|2} σ(1)

2π(1 − γ)
exp {− σ(1)

2(1 − γ)
|Y ′|2}

×
[
−(1 − γ)3/2

(Y1 − Y ′
1√

γ
H1(

Y − Y ′
√

γ
) +

Y2 − Y ′
2√

γ
H2(

Y − Y ′
√

γ
)
)

+ γ1/2(1 − γ)
( Y ′

1√
1 − γ

H1(
Y − Y ′
√

γ
) +

Y ′
2√

1 − γ
H2(

Y − Y ′
√

γ
)
)]

H(
Y ′

√
1 − γ

) d2Y ′

(28)

で与えられることに注意する16。

16[Li-Sinai] の論文では，(28) における Λ(s) と i
|κ̃(0)|4

が欠落している。g̃r の漸近形 (24) を少し修正することにより 1
|κ̃(0)|4

を

とることはできるが，Λ(s) の方をどのように取り扱うかについては不明である。以下では，[Li-Sinai] にあるように (28) から Λ(s)
と i

|κ̃(0)|4
をとった方程式が H(Y ) の支配方程式であるとして議論を進める。



3.3.Theoremの証明

まず，g̃p の漸近形における普遍部分H（すなわち，非線型積分方程式方程式（28）あるいは (27)の解）
の存在に関して [Li-Sinai]は，Hermite多項式についての展開を用いることにより，次の事実が成立すると
主張している。

Claim 1 [Li-Sinai].

σ(1) = 1とする。(28)の次の形の解（の族）が存在する17:

Hj(Y1, Y2) =
∑

m1≥0,m2≥0

hj
m1,m2

Hm1(Y1)Hm2(Y2), j = 1, 2.

ここに，Hm(z)は 1
2π exp {− 1

2 |z|
2}に関するm次のHermite多項式を表し，複素数値係数 hj

m1,m2
18は次の

評価式を満たす：ある定数 C > 0，0 < ρ < 1/4が存在して

|hj
m1,m2

| ≤ C
ρm1+m2

Γ(m1+m2+7
2 )

for m1 ≥ 0, m2 ≥ 0,

が成立。

ここで，一般の σ(1) > 0に対する (28)の解は，この Claim 1の解Hj(Y ), j = 1, 2,をスケール変換した

Hσ(1)

j (Y ) =
√

σ(1)Hj(
√

σ(1)Y ), j = 1, 2, (29)

で与えられることに注意しておく。

次に，g̃r(Y, s)の漸近形に関する Ansatzの正当性に関して [Li-Sinai]の主張していることをまとめると，
次のようになる。

Claim 2 [Li-Sinai].

R+ 上のある滑らかな関数 Λ(s)，および正定数 σ(1), σ(2) と十分大きな自然数 p0 が存在して，次が成

立する: 任意の自然数 p ≥ p0 に対して，閉区間 [S(p)
− , S

(p)
+ ], 0 < S

(p)
− < S

(p)
+ ，と (空でない）部分集合

Xp ⊂ L2
σ(R3; C3)で，

1. ∩p≥p0 [S
(p)
− , S

(p)
+ ]（≡ S とおく）は測度正の閉区間，

2. ∩p≥p0Xp (≡ X とおく）は，L2
σ(R3; C3)の（10個のパラメータで表される）空でない部分集合,

となるものが存在して，任意の ṽ ∈ Xp を初期位相とする g̃r(Y, s) 19，r = 1, 2, . . . , p − 1，に対しては

g̃r(Y, s) = Λ(s)r−1 r wσ(1),σ(2)
(Y )(Hσ(1)

(Y ) + δ(r)(Y, s)) for ∀s ∈ [S(p)
− , S

(p)
+ ], ∀Y ∼ O(1), (30)

なる表現が成立する。

特に，任意の ṽ ∈ X を初期位相とするときは，任意の p ≥ p0に対して，g̃r(Y, s)，r = 1, 2, . . . , p− 1，は
次の漸近形

g̃r(Y, s) = Λ(s)r−1 r wσ(1),σ(2)
(Y )(Hσ(1)

(Y ) + δ(r)(Y, s)) for ∀s ∈ S, ∀Y ∼ O(1), (31)

をもち，誤差項 δ(r) は，r → ∞のとき

‖δ(r)(Y, s)‖
L2(R3

Y :wσ(1),σ(2)
(Y ))

−→ 0 for ∀s ∈ S, (32)

の意味で 0に収束する。
17勿論，この解（の族）以外にも (28) の解が存在する可能性がある。後出の Claim 3 を参照せよ。
18この係数 hj

m1,m2 ∈ C は，3 つのパラメータに依存して決定される。特に，これら 3 つのパラメータを実数としたとき，対応す
る hj

m1,m2 も実数値をとる。
19すなわち，ṽ ∈ Xp を初期位相として (13) を通して決定される g̃r(Y, s)。前出の脚注 9 も参照せよ。



ここに，Hσ(1)
(Y ) = (Hσ(1)

1 (Y ),Hσ(1)

2 (Y ), 0) 20は方程式 (27)の解を，‖·‖
L2(R3

Y :wσ(1),σ(2)
(Y ))
はwσ(1),σ(2)

(Y )
の重みをつけた L2(R3

Y )－ノルムを，それぞれ表す。

この Claim 2を用いることより，Theoremの主張は次のように示される。

まず，初期値 v0(k) = Aṽ(k)に対する非線形積分方程式（5）のべき級数解は，（7)でみたように

vA(k, t) = Aexp {−t|k|2} ṽ(k) +
∫ t

0

exp {−(t − s)|k|2}
∑
p>1

Apgp(k
√

s, s) ds

で与えられることを思い出そう。

一方で，独立変数 Y の定義から

g̃p(Y, s) = gp(pκ(0) +
√

pY, s)

であったので，

gp(
√

kT0, T0) = g̃p(
√

T0(k − pκ(0)/
√

T0)√
p

, T0)

が従う。ここに，κ(0) = (0, 0, k̃(0))であり，k̃(0) は十分大きな正定数。

ここで Claim 2を用いると，T0 ∈ S，ṽ ∈ X から決定される gp，p ≥ p0，に対して，

Apgp(k
√

T0, T0) ∼ ApΛ(T0)p−1 pw(σ(1),σ(2))(
√

T0(k − (pκ(0))/
√

T0)√
p

)Hσ(1)
(
√

T0(k − (pκ(0))/
√

T0)√
p

)

が成立。従って，AをA = Λ(T0)−1(≡ AT0)ととり，更に，w(σ(1),σ(2))(Y )がGaussian termであることと，
Hσ(1)

(Y )が Hermite多項式で与えられることに注意すると，p >> 1に対して，

Apgp(k
√

T0, T0) ∼ ΛT0 p χDp (k) (33)

となることが分かる。ここに，χDp (k)は，集合

Dp = { k ∈ R3 | |ki| ≤ O(
√

p) for i = 1, 2, |k3 − (pk̃(0))/
√

T0| ≤ O(
√

p) }

の特性関数を表す。

よって，（33）から直ちに

lim
t↑T0

‖
∫ t

0

exp {−(t − s)|k|2} Apgp(k
√

s, s)‖L2(R3
k) ∼ p → ∞, as p → ∞

が導かれ，

lim
t↑T0

‖v(k, t)‖L2(R3
k) = +∞

が示される。Theoremの (B)における他の式も同様に示される。
(A)の評価式を導出する為には，より詳細に Claim 2の証明を見ていく必要があると思われる。

3.4. Claim 2の証明の方針21

まず，十分大きな pに対して，g̃r(Y, s)，r = 1, . . . , p − 1,を (30）の形で表示したとしよう：

g̃r(Y, s) = Λr−1(s) r wσ(1),σ(2)
(Y )

(
Hσ(1)

(Y ) + δ(r)(Y, s)
)
.

このとき，上の δ(r)(Y, s)，r = 1, . . . , p − 1，から δ(p)(γ, Y, s)を次のように構成する22：
20Hσ(1)

j (Y )，j = 1, 2，は (29) で与えられた関数。
21初期値の選び方に関わる本質的な部分であるが，私にはいまだ理解しきれていない。従って，ここでは，[Li-Sinai]における証明
の大筋を示し，理解できていない部分を指摘するに留める。

22δ(r) も非圧縮条件を満足するので，δ
(r)
3 は δ

(r)
j , j = 1, 2 で表すことができることに注意。



(a) δ(p)(γ, Y, s) = δ(r)(Y, s) for γ = r
p , r = 1, . . . , p − 1,

(b) δ(p)(1, Y, s)は (28)をHσ(1)
(Y )のまわりで線型化した次の方程式23の解として定める24:

exp {−σ(1)

2
(|Y1|2 + |Y2|2) −

σ(2)

2
|Y3|2}

σ(1)

2π

√
σ(2)

2π
δ
(p)
j (1, Y, s)

=
∫ 1

0

dγ

∫
R3

σ(1)

2πγ

√
σ(2)

2πγ

σ(1)

2π(1 − γ)

√
σ(1)

2π(1 − γ)

× exp {−σ(1)(|Y1 − Y ′
1 |2 + |Y2 − Y ′

2 |2)
2πγ

− σ(2)|Y3 − Y ′
3 |2

2πγ
− σ(1)(|Y ′

1 |2 + |Y ′
2 |2)

2π(1 − γ)
− σ(2)|Y ′

3 |2

2π(1 − γ)
}

{[−(1 − γ)
3
2 (

Y1 − Y ′
1√

γ
Hσ(1)

1 (
Y − Y ′
√

γ
) +

Y2 − Y ′
2√

γ
Hσ(1)

2 (
Y − Y ′
√

γ
))

+ γ
1
2 (1 − γ)(

Y ′
1√

1 − γ
Hσ(1)

1 (
Y − Y ′
√

γ
) +

Y ′
2√

1 − γ
Hσ(1)

2 (
Y − Y ′
√

γ
)]δ(p)

j (1 − γ,
Y ′

√
1 − γ

, s)

+ [−(1 − γ)
3
2 (

Y1 − Y ′
1√

γ
δ
(p)
1 (γ,

Y − Y ′
√

γ
, s) +

Y2 − Y ′
2√

γ
δ
(p)
2 (γ,

Y − Y ′
√

γ
, s))

+γ
1
2 (1−γ)(

Y ′
1√

1 − γ
δ
(p)
1 (γ,

Y − Y ′
√

γ
, s)+

Y ′
2√

1 − γ
δ
(p)
2 (γ,

Y − Y ′
√

γ
, s))]Hσ(1)

j (
Y ′

√
1 − γ

, s)}d3Y ′, j = 1, 2.

(34)

上記（a)，(b)により，分点 γ = r
p，r = 1, . . . , p，上の値が確定した δ(p)(γ, Y, s)を，線型補間により [0, 1]

上に拡張し，それを再び δ(p)(γ, Y, s)と表す。

次に，δ(p+1)(γ, Y, s)を，上で定義した δ(p)(γ, Y, s)から次のように定義する：

(i) δ(p+1)(γ, Y, s) = δ(p)(p+1
p γ, Y, s) for 0 ≤ γ ≤ p

p+1 ,

(ii) δ(p+1)(1, Y, s)は (34)における δ(p) を δ(p+1) におきかえた方程式の解として定める25。

こうして得られた δ(p+1)(γ, Y, s)を，[ p
p+1 , 1]間も線型補間して得られる関数を再び δ(p+1)(γ, Y, s)と表す。

以上の手続きを通して，次の作用素が定義できる Rp
26：

Rp : δ(p)(γ, Y, s) −→ δ(p+1)(γ, Y, s).

更に，この作用素 Rp を pに関して連続化した作用素 Lθ を次のように導入する。

まず，関数空間4を

4 = {δ(γ, Y ) ∈ C3 | δ(γ, ·) ∈ Lip([0, 1]; L2
σ(R3

Y : wσ(1),σ(2)
(Y ))}

と定義する。0 < θ < 1なる任意の実数 θに対して，空間4上の作用素

Lθ : 4 −→ 4

を次で定義する: γj = (1 + θ)−j , j = 0, 1, . . . , とおき，

23ここに，(34)右辺に被積分関数として現れる δ(p)(γ, Y, s)としては，(a)により分点 γ = r
p
，r = 1, . . . , p− 1，上定義された関

数を，線型補間により [0, 1] 上に拡張した関数をとることにする。従って，(34) は δ(p)(1, Y, s) に関する線型方程式となる。
24すなわち，この段階で renormalization を行う。後出の (ii)’ の手続きも同じ。
25脚注 23 と同様に，(34) に対応する方程式の右辺に被積分関数として現れる δ(p+1) としては，折れ線により [ p

p+1
, 1] 間を補間

したのちの関数をとることにする。
26この Rp は，(13) を通して定義されるくりこみ変換: {gr|r < p} 7→ {gr|r < p + 1} の，固定点 Hσ(1)

のまわりでの（p → ∞
における漸近的）線型化作用素とみなすことができる。



(i)’ γj+1 ≤ γ ≤ γj , j = 1, 2, . . . , に対しては，

Lθ(δ(γ, Y )) = δ(γ(1 + θ), Y ),

(ii)’ γ1 ≤ γ ≤ 1に対しては，

Lθ(δ(·, Y )) = (34)の δ(p) を δ(p0) でおきかえた方程式の解として定まる δ(p0)(1, Y, s)と

Lθ(δ(γ1, Y ))を折れ線で補間した関数 (ここに，p0 = [ 1θ ] + 1),

とする。

直ちに，Rp は Lθ を用いて

Rp = L 1
p

で与えられることがわかるので，この Lθ は Rp，p = 1, 2, . . .，を pに関して連続化した作用素であると見

なすことができる。

作用素 Lθ に対しては，任意の t > 0に対して極限

lim
θ→0, nθ→t

Ln
θ

が存在することが容易に示され，極限 At に対しては次が成立する：

(a) {At}t>0 は semi-groupをなす。

(b) 0 < γ < 1, t > 0かつ γet < 1なる任意の γ, tに対して，

Atδ(γ, Y ) = δ(γet, Y ).

更に，この semi-groupAtの生成作用素A(≡ limt↓0
At−I

t )，D(A) = 4，のスペクトルについて，[Li-Sinai]
は次の事実を示している。

Claim 3 [Li-Sinai].

Spec(A) = {1,
1
2
, 0, λ(1)

m , λ(2)
m m ≥ 1},

ここに，

λ(1)
m = −m

2
, λ(2)

m = −
√

17 − 4 − m

2
, m ≥ 1.

上記 Aの固有値のうち 1, 1
2 , 0の重複度は，それぞれ，1, 3, 6であり，λ

(1)
m ，λ

(2)
m の重複度は，おのおの

(m + 3)(m + 4)/2，m(m + 5)/2である。
更に，Aの固有関数系は空間4を張る。

以下，Aの固有値 1, 1
2 に対する固有関数を Φ(u)

i ，i = 1, . . . , 4，Aの固有値 0 に対する固有関数を Φ(n)
i ，

i = 1, . . . , 6；Aの固有値 λ
(1)
m , λ

(2)
m ，m ≥ 1，に対する固有関数の張る空間をW s(Hσ(1)

)とおく。
生成作用素 Aに対するこの不安定モード Φ(u) と中立モード Φ(n) の存在が，Claim 2の証明を困難にし

ている。具体的には，初期位相 ṽ(k)を

ṽ(k) = wσ(1),σ(2)
(Y )(Hσ(1)

(Y ) +
4∑

j=1

b
(u)
j Φ(u)

j (Y ) +
6∑

j′=1

b
(n)
j′ Φ(n)

j′ (Y ) + Φ(Y, b(n), b(u))),

b
(u)
j , b

(n)
j′ ∈ R, Φ(Y, b(u), b(n)) ∈ W s(Hσ(1)

),

なる形で与えて27，δ(r) −→ ∞ としたときに，この不安定モードの影響をおさえるような b
(u)
j ，b

(n)
j′ ，

Φ(Y, b(u), b(n)) が存在することを示すことが Claim 2 の証明のポイントとなる。[Li-Sinai] では，このこ
27この不安定モードの係数 b

(u)
j ，j = 1, . . . , 4，と中立モードの係数 b

(n)
j′ ，j′ = 1, . . . , 6，が爆発解を導く初期位相を与える空間

X の 10 個のパラメータとなる。



とを，上記 Lθ の定義における (ii)’の段階（すなわち renormalizationをおこなうとき）毎に，初期位相に
おける不安定モードと中立モードの係数 b

(u)
j ，b

(n)
j′ を適宜おきかえることにより示しているようである。し

かし，くりこみ変換を繰り返し作用させていったときに本当にこのような b
(u)
j ，b

(n)
j′ ，Φ(Y, b(u), b(n))の存

在（範囲）の保障が示されているのか，また証明過程で何回か為された簡略化のたびに現れる誤差項の評価

が本当に出来ているのか，私には follow出来ていない28。

4 おわりに

その論証に不明な点も残るが，この論文は，Sinai等による最近 10年ほどのNavier-Stokes方程式に関す
る一連の研究（[6],[7],[8]等）の中でも，特に注目すべきアイデアと強力な方法論を含む（示唆する）論文
の一つであると思う。

最後に，今後の課題として思いつくことを幾つか述べておく。

(1) 前節でも不明であるとした，爆発解を導く初期値（特に初期位相）のクラスを classifyするために [Li-
Sinai]がおこなっている（Claim 2の証明の核心にあたる）議論を明確にすること：この部分の議論と
合成積をくりかえした極限として非線型積分方程式 (27) が導出されるという部分の議論には，Sinai等
による 1970年代の相転移モデルの研究で用いたくりこみ群による方法（[1],[2]，および [5]の 5章）と，
本質的にほぼ同じアイデアが用いられているようである29。従って，これらの結果も参考にしながら，

誤差項の評価も含めた詳細な検証をおこなっていく必要がある。手始めに，Navier-Stokes方程式より
取り扱い易い半線型熱方程式に対して，[Li-Sinai]の議論が適用できないかを検討してみるのも面白い
かもしれない。

(2) 方程式 (28)（あるいは (27))の解空間の構造について更に詳しく調べること：このことは，[Li-Sinai]
で構成されたNavier-Stokes方程式の複素数値爆発解と，本来のNavier-Stokes方程式の実数値（爆発）
解との関係を考察する際に重要になると思われる。

(3) 非線型偏微分方程式で従来用いられてきた手法を使って，[Li-Sinai]の Theoremに対する別証明を与え
ること：複素数値 Navier-Stokes方程式とMHD方程式との関連からも，これは興味深い課題であると
思う。
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