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楕円尖点形式に付随する GL(3, R) 上のEisenstein級数の
Fourier 展開

(Fourier expansions of the Eisenstein series on

GL(3, R) attached to elliptic cusp forms)

By

宮崎 直 (Tadashi MIYAZAKI)

Abstract

In this article, we compute the explicit formula of the Fourier‐Whittaker coefficients of the

Eisenstein series induced from elliptic cusp forms. As an application, we give another proof of

the analytic continuation and the functional equation, which is originally proved by Langlands.

§1. 序論

本稿では GL(3, \mathrm{R}) 上の Eisenstein 級数の Fourier‐Whittaker 展開について述べる.

GL(3, \mathrm{R}) 上の GL(3, \mathrm{Z}) に関する Eisenstein 級数としては

1. 極小放物型部分群の指標から誘導されたEisenstein級数,

2. 極大放物型部分群の指標から誘導されたEisenstein級数,

3. 極大放物型部分群の尖点形式から誘導されたEisenstein級数,

の3種類が考えられる.この中で1. と2. の場合については,それぞれ Bump([1]) と

Friedberg([3]) によって Fourier‐Whittaker 係数の明示式が与えられている. 今回は残る
3. の場合について Fourier‐Whittaker 係数の明示式を与える. 本稿では楕円尖点形式の場

合しか扱わないが, Maass 波動尖点形式の場合もまったく同様に扱う事ができる. (詳し
くは, [9] 参照)
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また , Langlands([7]) によって一般の場合に証明されている Eisenstein 級数の解析接

続と関数等式について , §6でFourier‐Whittaker 係数の明示式を用いた別証明を与える.

§2. Eisenstein 級数と Fourier‐Whittaker 展開の定義

§2.1. GL(3, \mathrm{R}) の構造

G=GL(3, \mathrm{R}) とし , \mathrm{g} をその Lie 代数とする. G の岩 \ovalbox{\tt\small REJECT} 分解 G=NAK を

N_{0}=\{n[x_{1}, x_{2}, x3]=\left(\begin{array}{ll}
1x_{1} & x_{3}\\
01 & x_{2}\\
00 & 1
\end{array}\right)|x_{1}, x_{2}, x_{3}\in \mathrm{R}\},
A_{0}=\{a[y_{1}, y_{2}, y_{3}]=\left(\begin{array}{lll}
y_{1}y_{2}y_{3} & 0 & 0\\
0 & y_{2}y_{3} & 0\\
0 & 0 & y_{3}
\end{array}\right) y_{1}, y_{2}, y_{3}\in \mathrm{R}_{>0}\},
K=O(3)

とする.ここで, \mathrm{R}_{>0} は正の実数全体の集合を表す. G のWeyl 群 W=N_{K}(A_{0})/Z_{K}(A_{0})
の完全代表系 \{w_{i}\in K|0\leq i\leq 5\} を以下のようにとり , 固定しておく.

w_{0}=1_{3}, w_{1}=\left(\begin{array}{ll}
0 & -10\\
1 & 00\\
0 & 01
\end{array}\right), w_{2}=\left(\begin{array}{ll}
10 & 0\\
00 & -1\\
01 & 0
\end{array}\right),
w_{3}=w_{1}w_{2}, w_{4}=w_{2}w_{1}, w_{5}=w_{1}w_{2}w_{1}=w_{2}w_{1}w_{2}.

また , P_{1} を

P_{1}=\{\left(\begin{array}{l}
***\\
***\\
00*
\end{array}\right)\in G\}
で定義される G の極大放物型部分群とし , その Langlands 分解 P_{1}=N_{1}A_{1}M_{1} を

N_{1}=\{n[0, x_{2}, x_{3}]|x_{2}, x_{3}\in \mathrm{R}\}\subset N_{0},

A_{1}=\{a[1, y_{2}, y_{3}]|y_{2}, y_{3}\in \mathrm{R}_{>0}\}\subset A_{0},

M_{1}=\{m[h_{1}, h_{2}]=\left(\begin{array}{ll}
h_{1} & O_{2,1}\\
O_{1,2} & h_{2}
\end{array}\right)|h_{2}h_{1}\in\{\pm 1\}\in SL^{\pm}(2, \mathrm{R}) , \}
SL^{\pm}(2, \mathrm{R})=\{g\in GL(2, \mathrm{R})|\det(g)=\pm 1\}

とする.ここで , O_{m,n} は m\times n の零行列とする.
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§2.2.  $\Gamma$=GL(3, \mathrm{Z}) に関する G 上の保型形式

X, g\in G と G 上の関数 F に対して,

(R(g)F)(x)=F(xg)

とおく.また , R の微分によって定まるgc(または, U(\mathrm{g}_{\mathrm{C}}) ) の G 上の滑らかな関数への

作用を同様に R と書く事にする.

Denition 2.1.  $\Gamma$=GL(3, \mathrm{Z}) に関する G 上の保型形式とは, G 上の滑らかな関

数  $\phi$:G\rightarrow \mathrm{C} で, 次の性質をみたすものである :

1.  $\phi$ は左  $\Gamma$‐不変, 即ち ,  $\phi$( $\gamma$ g)= $\phi$(g)( $\gamma$\in $\Gamma$, g\in G) .

2.  $\phi$ は  K‐有限, 即ち, R(k) $\phi$(k\in K) の張るﾍｸﾄﾙ空間は有限次元.

3.  $\phi$ は  Z(\mathrm{g}_{\mathrm{C}}) ‐有限, 即ち, R(D) $\phi$(D\in Z(\mathrm{g}_{\mathrm{C}})) の張るﾍｸﾄﾙ空間は有限次元.

4.  $\phi$ は緩増加, 即ち , ある  r, C\in \mathrm{R} が存在して , | $\phi$(g)|<C\Vert g\Vert^{r} が勝手な g\in G に対

して成り立つ.ここで , \Vert\cdot\Vert は, \displaystyle \Vert g\Vert^{2}=\sum_{ij}|g_{ij}|^{2}+|\det(g)|^{-1}(g= (gij) \in G) で

定義される G 上のﾉﾙﾑである.

\mathcal{A}( $\Gamma$\backslash G) を  $\Gamma$ に関する  G 上の保型形式のなす空間とし , 右正則作用 R によって (gc, K ) ‐

加群とみなす.

§2.3. G 上の Whittaker 関数

c_{1}, c_{2}\in \mathrm{R} に対して , N_{0} のﾕﾆﾀﾘ指標  $\psi$=$\psi$_{c_{1},c_{2}} を

 $\psi$(n[x_{1}, x_{2}, x_{3}])=\mathrm{e}(c_{1}x_{1}+c_{2}x_{2}) , x_{1}, x_{2}, x_{3}\in \mathrm{R}

で定義する.ここで , \mathrm{e}(x)=\exp(2 $\pi$\sqrt{-1}x) である. 指標  $\psi$=$\psi$_{c_{1},c_{2}} が c_{1}c_{2}=0 をみた

すとき,  $\psi$ は退化指標であるという.

 C_{\mathrm{m}\mathrm{g}}^{\infty}(N_{0}\backslash G; $\psi$)=\{ $\varphi$\in C^{\infty}(G)| $\varphi$ \mathrm{B} $\varphi$(ng_{ $\gamma$}\underline{)}= $\psi$(.n) $\varphi$(g) , (n, g)\in N_{0}\times G, \}
とおいて, 右正則作用 R によって (gc, K)‐  $\gamma$\square \ovalbox{\tt\small REJECT}群とみなす.

( $\Pi$, H_{ $\Pi$}) を許容 (gc, K)功旧群とする. H_{ $\Pi$} から C_{\mathrm{m}\mathrm{g}}^{\infty}(N_{0}\backslash G; $\psi$) への (gc, K)‐準同型の
像を  $\Pi$ のWhittaker 模型といい, その元を  $\Pi$ のWhittaker 関数という.

§2.4. Fourier‐Whittaker 展開

 $\phi$\in \mathcal{A}( $\Gamma$\backslash G) に対して , Fourier‐Whittaker 係数 $\phi$_{c_{1},c_{2}} を

$\phi$_{c_{1},c_{2}}(g)=\prime\prime\prime_{0} $\phi$(n[$\xi$_{1}, $\xi$_{2}, $\xi$_{3}]g)\mathrm{e}(-c_{1}$\xi$_{1}-c_{2}$\xi$_{2})d$\xi$_{1}d$\xi$_{2}d$\xi$_{3}
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で定義する.このとき ,  $\phi$\mapsto$\phi$_{c_{1},c_{2}} は \mathcal{A}( $\Gamma$\backslash G) から C_{\mathrm{m}\mathrm{g}}^{\infty}(N_{0}\backslash G;$\psi$_{c_{1},c_{2}}) への (gc, K)‐準
同型である. よって , $\phi$_{c_{1},c_{2}} は \mathcal{A}( $\Gamma$\backslash G) のWhittaker 関数である事に注意しておく.

$\Gamma$^{2}=SL(2, \mathrm{Z}) ,

とおく.

Proposition 2.2.  $\phi$\in \mathcal{A}( $\Gamma$\backslash G) は

$\Gamma$_{\infty}^{2}=\{\left(\begin{array}{l}
1n\\
01
\end{array}\right)|n\in \mathrm{z}\}

((
 $\phi$(g)=\displaystyle \sum_{m_{1}=-\infty}^{\infty}$\phi$_{m_{1},0}(g)+\sum_{ $\gamma$\in$\Gamma$_{\infty}^{2}\backslash $\Gamma$^{2}}(m_{1},m_{2})\in \mathrm{Z}^{2}\sum_{m_{2}>0}$\phi$_{m_{1},m_{2}}(\left(\begin{array}{ll}
 $\gamma$ & O_{2,1}\\
O_{1,2} & 1
\end{array}\right)g)

と展開される.これを  $\phi$ のFourier‐Whittaker 展開と呼ぶ.

このFourier‐Whittaker 展開は Shalika [11, Theorem 5 \cdot 8] によって  GL(n, \mathrm{A}) 上の

保型形式に対して定義されたものを GL(3, \mathrm{R}) 上の場合に書き直したものである.また,

Bump [1, §4] と同様に直接証明する事もできる.

§2.5. 尖点形式から誘導された Eisenstein 級数

$\nu$_{1}=($\nu$_{1,1}, $\nu$_{1,2})\in \mathrm{C}^{2} に対して , 指標 A_{1}\ni a\mapsto a^{$\nu$_{1}}\in \mathrm{C}^{\times} を

a[1, y_{2}, y_{3}]^{$\nu$_{1}}=y_{2}^{2$\nu$_{1,1}}y_{3}^{2$\nu$_{1,1}+$\nu$_{1,2}}

で定義する.また , $\rho$_{1}=(1/2, -1) とおいておく.

$\nu$_{1}\in \mathrm{C}^{2} と M_{1} の許容表現 ( $\pi$, H_{ $\pi$}) に対して,

I_{$\nu$_{1}}( $\pi$)=\{_{\sqrt[\backslash ]{}}\backslash \ovalbox{\tt\small REJECT} 6\hslash\searrow f_{X}\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathscr{X}|_{(n,a,m,g)\in N_{1}\times A_{1}\times M_{1}\times}^{F:K-\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{S}\prime}F(namg)=a^{$\nu$_{1}+$\rho$_{1}} $\pi$(m)f(g),G. \}
とおいて , 右正則作用 R によって (gc, K)‐  $\gamma$\square \ovalbox{\tt\small REJECT}群とみなす.ここで, H_{ $\pi$}^{\infty} は H_{ $\pi$} の滑らか

なﾍｸﾄﾙ全体のなす部分空間とする.

\mathrm{C}^{2}\times G\ni($\nu$_{1}, g)\mapsto F_{$\nu$_{1}}(g)\in H_{ $\pi$}^{\infty} が I_{$\nu$_{1}}( $\pi$) の平坦な切断 (at section) であるとは,

1. 全ての $\nu$_{1}\in \mathrm{C}^{2} に対して , F_{$\nu$_{1}}\in I_{$\nu$_{1}}

2.  $\kappa$\in K に対して , F_{$\nu$_{1}} () の値は $\nu$_{1}\in \mathrm{C}^{2} に依存しない.

をみたす事である.

$\Gamma$_{M_{1}}= $\Gamma$\cap M_{1} とおく.

L_{\mathrm{o}}^{2}($\Gamma$_{M_{1}}\backslash M_{1})=\{ $\varphi$\in L^{2}($\Gamma$_{M_{1}}\backslash M_{1}) \prime_{0^{1}} $\varphi$(n[x, 0,0]m)dx=0, m\in M_{1}\}
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とおいて , 右正則作用 R によって M_{1} の表現とみなす.  $\pi$ が  L_{\mathrm{o}}^{2}($\Gamma$_{M_{1}}\backslash M_{1}) の既約な部分

表現であるとき ,  $\pi$ を  M_{1} の尖点的表現と呼ぶ.

( $\pi$, H_{ $\pi$}) を M_{1} の尖点的表現とし ,  $\lambda$:H_{ $\pi$}\rightarrow \mathrm{C} を  $\varphi$\mapsto $\varphi$(1_{3}) で定義する.このとき,

F\in I_{$\nu$_{1}} () に対して , Eisenstein 級数を

(2.1) E(F;g)=\displaystyle \sum_{ $\gamma$\in( $\Gamma$\cap P_{1})\backslash  $\Gamma$} $\lambda$(F( $\gamma$ g))
で定義する.この級数は {\rm Re}($\nu$_{1,1}-$\nu$_{1,2})>3/2 のときに絶対収束し , \mathcal{A}( $\Gamma$\backslash G) の元を定め

る.また , F\mapsto E(F;g) は I_{$\nu$_{1}}() から \mathcal{A}( $\Gamma$\backslash G) への (gc, K)‐準同型である.
ここで , F_{$\nu$_{1}} を I_{$\nu$_{1}}() の平坦な切断とすると , Eisenstein 級 E(F_{$\nu$_{1}};g) は $\nu$_{1} の関

数とみなす事ができる. §6において , E(F_{$\nu$_{1}};g) のFourier‐Whittaker 係数の明示式を計

算する事で , 全ての $\nu$_{1}\in \mathrm{C}^{2} に解析接続される事と関数等式をみたす事を示す.

§3. M_{1} の尖点的表現

この節では, M_{1} の尖点的表現について述べる. M_{1}\simeq SL^{\pm}(2, \mathrm{R})\times\{\pm 1\} より,本

質的にはよく知られた GL(2, \mathrm{R}) の場合 (例えば, [2] 参照) と同様である.

§3.1. M_{1} の主系列表現

M_{1} の岩 \ovalbox{\tt\small REJECT} 分解 M_{1}=N_{M_{1}}A_{M_{1}}K_{M_{1}} を

N_{M_{1}}= \{\~{n}[x]=n[x, 0, 0]|x\in \mathrm{R}\},

K_{M_{1}}=K\cap M_{1},

とする.また,

A_{M_{1}}= \{\~{a}[y]=a[y, 1/\sqrt{y}, 1] |y>0\},

K_{M_{1}}^{\mathrm{o}}=\{\hslash_{ $\theta$}=\left(\begin{array}{lll}
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} $\theta$ & \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} $\theta$ & 0\\
-\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} $\theta$ & \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} $\theta$ 0 & \\
0 & 0 & 1
\end{array}\right)|0\leq $\theta$<2 $\pi$\}\subset K_{M_{1}}
とおく. Mo=\{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}($\epsilon$_{1}, $\epsilon$_{2}, $\epsilon$_{3})|$\epsilon$_{i}\in\{\pm 1\}, 1\leq i\leq 3\} とおいて , Mo の生成元の集合

\{m_{i}|1\leq i\leq 3\} を

m_{1}=\left(\begin{array}{l}
-100\\
010\\
001
\end{array}\right), m_{2}=\left(\begin{array}{lll}
-1 & 0 & 0\\
0 & -10 & \\
0 & 0 & 1
\end{array}\right)=\hslash_{ $\pi$}, m_{3}=-1_{3}
と定義する.

\tilde{ $\nu$}\in \mathrm{C} に対して , 指標 A_{M_{1}}\ni a\mapsto a^{i}\in \mathrm{C}^{\times} をã [y]^{i}=y^{\sim}\sim で定義する.また,

$\delta$_{1}, $\delta$_{2}, $\delta$_{3}\in\{0 ,
1 \} に対して , Mo の指標  $\sigma$=$\sigma$_{($\delta$_{1},$\delta$_{2},$\delta$_{3})} を

 $\sigma$( diag ( $\epsilon$_{1}$\epsilon$_{2}$\epsilon$_{3}, $\epsilon$_{2}$\epsilon$_{3}, $\epsilon$_{3}))=$\epsilon$_{1}^{$\delta$_{1}}$\epsilon$_{2}^{$\delta$_{2}}$\epsilon$_{3}^{$\delta$_{3}}, $\epsilon$_{1}, $\epsilon$_{2}, $\epsilon$_{3}\in\{\pm 1\}
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で定義する.このとき , M_{1} の主系列表現 $\pi$_{(\sim, $\sigma$)}- を表現空間

H_{(i, $\sigma$)}=\{f:\mathrm{D}\urcorner_{\grave{\mathrm{t}},}M_{1}6_{\backslash }|\rfloor \mathscr{L}|f|_{K_{M_{1}}}\in L^{2}(K_{M_{1}})f(namg)^{\sim} $\sigma$(m)f(g)(n, a,m,g^{=a^{\sim+\frac{1}{2}}})\in N_{M_{1}}\times A_{M_{1}}\times M_{0}\times M_{1}, \}
に M_{1} が右正則作用で作用する (つまり , $\pi$_{(i, $\sigma$)}(g)=R(g) ) 表現と定義する. H_{(i, $\sigma$),K_{M_{1}}}
を K_{M_{1}} ‐有限なﾍｸﾄﾙのなす H_{(i, $\sigma$)} の部分空間とする.

岩 \ovalbox{\tt\small REJECT} 分解 M_{1}=N_{M_{1}}A_{M_{1}}K_{M_{1}} と K_{M_{1}}=M_{0}K_{M_{\rceil}}^{\mathrm{o}} より , g\in M_{1} は

g=\~{n}(g)\tilde{a}(g)\tilde{m}(g)\tilde{ $\kappa$}_{$\theta$_{g}} (ñ(g) \in N_{M_{1}}, \~{a}(g)\in A_{M_{1}}, \mathrm{m}(g)\in M_{0},0\leq$\theta$_{g}<2 $\pi$)

と分解できる.ここで, q\in$\delta$_{2}+2\mathrm{Z} に対して, f_{(\sim, $\sigma$;q)}-\in H_{(i, $\sigma$),K_{M_{1}}} を

f_{(\sim, $\sigma$;q)}\sim(g)=\tilde{a}(g)^{ $\nu$+\frac{1}{2}} $\sigma$(\tilde{m}(g))\exp(\sqrt{-1}q$\theta$_{g})
で定義すると , V_{(\sim, $\sigma$;q)}-=\mathrm{C}f_{(i, $\sigma$;q)}+\mathrm{C}f_{(i, $\sigma$;-q)} は K_{M_{1}} の既約表現であり , H_{(i, $\sigma$),K_{M_{1}}}
は K_{M_{1}} の表現として,

H_{(\tilde{ $\nu$}, $\sigma$),(\sim, $\sigma$;q)}K_{M_{1}}=\displaystyle \bigoplus_{q\in$\delta$_{2}+2\mathrm{Z}\geq 0}V-
と既約分解される.ここで , 集合 \mathrm{Z}_{\geq l} は l 以上の整数全体のなすの集合とする.このと

き , K_{M_{1}} の V_{(i, $\sigma$;q)} への作用は以下で与えられる.

(3.1) $\pi$_{(i, $\sigma$)}(\tilde{ $\kappa$}_{ $\theta$})f_{(\sim, $\sigma$;\pm q)}-=\exp(\pm\sqrt{-1}q $\theta$)f_{(i, $\sigma$;\pm q)},
(3.2) $\pi$_{(\sim, $\sigma$)}-(m_{1})f_{(i, $\sigma$;\pm q)}= $\sigma$(m_{1})f_{(i, $\sigma$;\mp q)}=(-1)^{$\delta$_{1}}f_{(\sim, $\sigma$;\mp q)}-,
(3.3) $\pi$_{(\sim, $\sigma$)}- (m3) f_{(i, $\sigma$;\pm q)}= $\sigma$(m_{3})f_{(i, $\sigma$;\pm q)}=(-1)^{$\delta$_{3}}f_{(\sim, $\sigma$;\pm q)}-.

また , {\rm Re}(\tilde{ $\nu$})>0 のとき , c\in \mathrm{R} と f- に対して , M_{1} 上の Jacquet 積分

W_{c}(f_{(i, $\sigma$;q)};g) を

W_{c}(f_{(i, $\sigma$;q)};g)=\prime_{\mathrm{R}}f_{(i, $\sigma$;q)} ( w_{l} ñ[x ] g ) \mathrm{e}(-cx)dx (g\in M_{1})

で定義できる.

§3.2. 離散系列表現の $\pi$_{(i, $\sigma$)} への埋め込み

k\in \mathrm{Z}_{\geq 2} とMo の指標  $\sigma$=$\sigma$_{($\delta$_{1},$\delta$_{2},$\delta$_{3})} に対して , $\delta$_{2}\equiv k\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 2 が成り立つとき,

H_{D_{(k, $\sigma$)}}=\overline{\bigoplus_{q\in k+2\mathrm{Z}\geq 0}}V_{(\frac{k-1}{2}, $\sigma$;q)}
は $\pi$_{(\frac{k-1}{2}, $\sigma$)} の既約な部分表現になる. ( \overline{\oplus} はHilbert 空間としての直和を表す. )これを

(D_{(k},{}_{ $\sigma$)}H_{D_{(k, $\sigma$)}}) と書く事にする.このとき , D_{(k, $\sigma$)} の M_{1} の表現としての構造は $\delta$_{1} に依
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存しない, つまり , D_{(k,$\sigma$_{(0,$\delta$_{2},$\delta$_{3})})}\simeq D_{(k,$\sigma$_{(1,$\delta$_{2},$\delta$_{3})})} . また , M_{1} の勝手な離散系列表現 D に

対して , ある (k,  $\sigma$) が存在して , D は D_{(k, $\sigma$)} と (\mathfrak{m}_{1\mathrm{C}}, K_{M_{1}})-T\square \ovalbox{\tt\small REJECT}\mp^{\backslash r} として同型になる.こ

こで, \mathfrak{m}_{1} は M_{1} のLie 代数である.

M_{1} の尖点的表現 ( $\pi$, H_{ $\pi$}) はﾕﾆﾀﾘ主系列表現か 離散系列表現のどちらかと同型な

表現である事が知られている. 本稿では, 離散系列表現と同型な表現になる場合について

考える.このとき , ある k\in 2\mathrm{Z}\geq 6 が存在して ,  $\pi$ は  D_{(k,$\sigma$_{\mathrm{O}})}(0=(0,0,0)) と(mlc; K_{M_{1}} )‐
加群として同型になる.

§3.3. 尖点的表現の構造

L_{\mathrm{o}}^{2}($\Gamma$_{M_{1}}\backslash M_{1}) 上の Hecke 作用素 T(n)(n\in \mathrm{Z}_{\geq 1}) を

(T(n) $\varphi$)(g)=\displaystyle \frac{1}{\sqrt{n}}\sum_{a,b,d\in \mathrm{Z}\geq 0}, $\varphi$ ad=n,0\leq b<d(\frac{1}{\sqrt{n}}\left(\begin{array}{ll}
ba & 0\\
0d000\sqrt{n} & 
\end{array}\right)g) ( $\varphi$\in L_{\mathrm{o}}^{2}($\Gamma$_{M_{1}}\backslash M_{1}))

で定義する. M_{1} の尖点的表現 ( $\pi$, H_{ $\pi$}) がHecke 作用素 T(n)(n\in \mathrm{Z}_{\geq 1}) の同時固有空間

に含まれるとき ,  $\pi$ をHecke 固有尖点的表現と呼ぶ事にする.  L_{\mathrm{o}}^{2}($\Gamma$_{M_{1}}\backslash M_{1}) はHecke 固

有尖点的表現の直和に分解されるから,Hecke固有尖点的表現のみを考えれば十分であ
る. 以下, ( $\pi$, H_{ $\pi$})=($\pi$_{k}, H_{$\pi$_{k}})t は D_{(k,$\sigma$_{\mathrm{O}})} と( \mathfrak{m}_{1\mathrm{C}} , KM1)‐  $\gamma$\square 群として同型な Hecke 固有

尖点的表現とする.

n\in \mathrm{Z}_{\geq 1} に対して , c_{ $\pi$}(n) をHecke 作用素 T(n) の H_{ $\pi$} 上での固有値とする. 各素数 p

に対して , $\alpha$_{ $\pi$}(p)+$\beta$_{ $\pi$}(p)=c_{ $\pi$}(p) と $\alpha$_{ $\pi$}(p)$\beta$_{ $\pi$}(p)=1 で定まる2つの複素数 $\alpha$_{ $\pi$}(p) , $\beta$_{ $\pi$}(p)
をとる.このとき , c_{ $\pi$}(n) は \{$\alpha$_{ $\pi$}(p), $\beta$_{ $\pi$}(p)\}_{p} から , 以下のようにして決まる.

1. 互いに素な正の整数 m, n に対して , c_{ $\pi$}(mn)=c_{ $\pi$}(m)c_{ $\pi$}(n)_{\text{．}}

2. 素数 P と非負整数 e に対して,

(3.4) c_{ $\pi$}(p^{e})=\displaystyle \frac{$\alpha$_{ $\pi$}(p)^{e+1}-$\beta$_{ $\pi$}(p)^{e+1}}{$\alpha$_{ $\pi$}(p)-$\beta$_{ $\pi$}(p)}.
n\in \mathrm{Z}_{\geq 1} に対して, c_{ $\pi$}(-n)=c_{ $\pi$}(n) とおく. |q|\geq k となる q\in 2\mathrm{Z} に対して, M_{1} 上

の関数 $\varphi$_{ $\pi$,q} を

(3.5) $\varphi$_{ $\pi$,q}(g)=\displaystyle \sum_{m\neq 0}c_{ $\pi$}(m)|m|^{-\frac{k-1}{2}W_{m}(f_{(\frac{k-1}{2},$\sigma$_{0};q)}\cdot g)} (g\in M_{1})
で定義する.このとき , $\varphi$_{ $\pi$,q}\in H_{ $\pi$} であり , f_{(\frac{k-1}{2},$\sigma$_{ $\pi$};q)}\mapsto$\varphi$_{ $\pi$,q} によって定まる線型写像

$\iota$_{ $\pi$}:H_{D_{(k, $\sigma$)},K_{M_{1}}\mathrm{O}}\rightarrow H_{ $\pi$,K_{M_{1}}} は( \mathfrak{m}_{1\mathrm{C}} , KM1)‐同型写像になる.さらに $\iota$_{ $\pi$} は H_{D_{(k,$\sigma$_{\mathrm{O}})}}^{\infty} から

H_{ $\pi$}^{\infty} への M_{1} ‐同型写像に拡張できる.

{\rm Re}(s)>1 となる s\in \mathrm{C} に対して ,  $\pi$ のｽﾀﾝﾀｰﾄ  L 関数を

L(s,  $\pi$)=\displaystyle \sum_{m>0}c_{ $\pi$}(m)m^{-s}=\prod_{\mathrm{p}p:\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{e}}(1-$\alpha$_{ $\pi$}(p)p^{-s})^{-1}(1-$\beta$_{ $\pi$}(p)p^{-s})^{-1}
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で定義する.

$\epsilon$_{ $\pi$}=(-1)^{\frac{k}{2}}, L_{\infty}(s,  $\pi$)=$\Gamma$_{\mathrm{C}}(s+\displaystyle \frac{k-1}{2})
とおくと ,  $\Lambda$(s,  $\pi$)=L_{\infty}(s,  $\pi$)L(s,  $\pi$) は全ての s\in \mathrm{C} に解析接続され, 関数等式

(3.6)  $\Lambda$(s,  $\pi$)=$\epsilon$_{ $\pi$} $\Lambda$(1-s,  $\pi$)

をみたす.ここで , $\Gamma$_{\mathrm{C}}(s)=2(2 $\pi$)^{-s} $\Gamma$(s) とする.

Remark. 離散系列表現と同型な尖点的表現は楕円尖点形式と対応している. 実際,

\tilde{ $\varphi$}(x+\sqrt{-1}y)=y^{-\frac{k}{2}}$\varphi$_{ $\pi$,k} (ñ[x]ã[y]) とおくと, \tilde{ $\varphi$} は重さ k の SL(2, \mathrm{Z}) に関する楕円尖点

形式になる.また , 留数定理を用いて計算すれば,

W_{m} ( f_{(\frac{k-1}{2},$\sigma$_{\mathrm{O}};k)} ; ñ[x]ã[y]) =\left\{\begin{array}{ll}
\frac{(2 $\pi$)^{k}m^{k-1}}{(\sqrt{-1})^{k}(k-1)!}y^{\frac{k}{2}}\mathrm{e}(m(x+\sqrt{-1}y)) , & \mathrm{i}\mathrm{f} m>0,\\
0, & \mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{e},
\end{array}\right.
となり , (3.5) は古典的な意味での Fourier 展開と一致する事が分かる.また , ﾕﾆﾀﾘ

主系列表現と同型な場合はMaass波動尖点形式と対応している.

§4. I_{$\nu$_{1}}() の平坦な切断の構成

§4.1. K の既約表現

\tilde{V}_{l} を l 次同次多項式のなす \mathrm{C}[X1, X2, x_{3}] の部分空間とし, SO(3) の \tilde{V}_{l} 上の作用を

\tilde{ $\tau$}_{l}( $\kappa$)f(x_{1}, x_{2}, x_{3})=f((x_{1}, x_{2}, x_{3})\cdot $\kappa$) ( $\kappa$\in SO(3), f\in\tilde{V}_{l})

と定義する.ここで , (x_{1}, x2, x_{3})\cdot $\kappa$ は通常の行列の積である.  r^{2}=x_{1}^{2}+x_{2}^{2}+x_{3}^{2}\in\tilde{V}_{2}
とおく. r^{2} はSO(3)‐不変だから , r^{2}\cdot\tilde{V}_{l-2} は \tilde{V}_{l} のSO(3)‐不変部分空間である. $\tau$_{l} を

V_{l}=\tilde{V}_{l}/(r^{2}\cdot\tilde{V}_{l-2}) 上に定義される \tilde{ $\tau$}_{l} の商表現とすると , $\tau$_{l} は (2l+1) 次元既約表現にな

り , SO(3) の既約表現の同型類は \{$\tau$_{l}|l\in \mathrm{Z}_{\geq 0}\} で尽くされる. (l<0 のときは \tilde{V}_{l}=0 と

する. )ここで, $\tau$_{l} を -1_{3} が自明に作用するように K=O(3)=\{\pm 1_{3}\}\times SO(3) 上に拡

張すると , K の既約表現で m_{3}=-1_{3} が自明に作用するものは \{$\tau$_{l}|l\in \mathrm{Z}_{\geq 0}\} で尽くさ

れる.

V_{l} の基底 \{v_{q}^{(l)}\}_{-l\leq q\leq l} を

v_{q}^{(l)}=(\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(q)x_{1}+\sqrt{-1}x_{2})^{|q|}x_{3}^{l-|q|} \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} r^{2}\cdot\tilde{V}_{l-2}, -l\leq q\leq l.

と定義する. ($\tau$_{l}^{*}, V_{l}^{*}) を( $\tau$_{l} , Vl)の反傾表現とし , \{v_{q}^{(l)*}\}_{-l\leq q\leq l} を \{v_{q}^{(l)}\}_{-lq\leq l}< の双対基

底とする. 平坦な切断を構成するときに必要となるので, \hslash_{ $\theta$}, m_{1}\in K の \{v_{q}^{\overline{(}l)*}\}_{-l\leq q\leq l} へ
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(4.1) $\tau$_{l}^{*}(\hslash_{ $\theta$})v_{q}^{(l)*}=\exp(-\sqrt{-1}q $\theta$)v_{q}^{(l)*},
(4.2) $\tau$_{l}^{*}(m_{1})v_{q}^{(l)*}=(-1)^{l}v_{-q}^{(l)*}.

の作用を計算しておく :

0\leq $\theta$<2 $\pi$,

§4.2. 平坦な切断の構成

まず, k\in 2\mathrm{Z}_{\geq 6} に対して , I_{$\nu$_{1}}(D_{(k,$\sigma$_{\mathrm{O}})}) の平坦な切断を構成する.

H_{D_{(k,$\sigma$_{\mathrm{O}})}}= \overline{\oplus} \mathrm{C}f_{(i, $\sigma$;q)}.
q\in 2\mathrm{Z}, |q|\geq k

であるから , HD(k,  $\sigma$ ｡)‐,直関数  F\in I_{$\nu$_{1}}(D_{(k,$\sigma$_{\mathrm{O}})}) は

F(x)= \displaystyle \sum F_{q}(x)f_{(i, $\sigma$;q)}
q\in 2\mathrm{Z}, |q|\geq k

と分解される.このとき,

F(mx)=D_{(k,$\sigma$_{\mathrm{O}})}(m)F(x)

であるから , (3.1) , (3 \cdot 2), (3 \cdot 3) より,

 x\in G, m\in M_{1}

F_{q}(\tilde{ $\kappa$}_{ $\theta$}x)=\exp(\sqrt{-1}q $\theta$)F_{q}(x) (0\leq $\theta$<2 $\pi$) ,

F_{q}(m_{1}x)=F_{-q}(x) , F_{q}(m_{3}x)=F_{q}(x)

が成り立つ. 従って , F|_{K} は

(4.3) \displaystyle \bigoplus_{q\in 2\mathrm{Z}\geq k/2}\{F_{q}(x)f_{(i, $\sigma$;q)}+F_{q}(m_{1}x)f_{(i, $\sigma$;-q)}|F_{q}\in Cfin (  K;q

Cfin (  K;q)=\{F_{q}\in Cfin (  K)|F_{q}(m_{3}x)=F_{q}(x),x\in KF_{q}(\tilde{ $\kappa$}_{ $\theta$}x)=\exp(\sqrt{-1}q $\theta$)F_{q}(x) ,  $\theta$\in \mathrm{R}, \}
に含まれる.ここで, Cfin (K) は K 上の K‐有限な関数のなす空間を表す. P_{1}\cap K=K_{M_{1}}
と G=P_{1}K より , 制限写像 F\mapsto F|_{K} は I_{$\nu$_{1}}(D_{(k,$\sigma$_{\mathrm{O}})}) から (4.3) の空間への K‐同型写像

を定める事が分かる.

Peter‐Weyl の定理より , Cfin (K) は K の既約表現の行列係数で張られる. 従って,

(4 \cdot 1) より , Cfin (  K;q) は

F_{(q,v)}(x)=\langle v_{q}^{(l)*}, $\tau$_{l}(x)v\rangle, (v\in V_{l}, l\in \mathrm{Z}_{\geq|q|})

で張られる事が分かる.ここで, \rangle は  V_{l}^{*}\times V_{l} 上の標準的なﾍｱﾘﾝｸを表す.さらに

(4.2) より , F_{(q,v)}(m_{1}x)=(-1)^{l}F_{(-q,v)}(x) である.
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G=NAMK であるから , g\in G は

g=n_{1}(g)a_{1}(g)m_{1}(g)$\kappa$_{1}(g) , (n_{1}(g)\in N_{1}, a_{1}(g)\in A_{1}, m_{1}(g)\in M_{1}, $\kappa$_{1}(g)\in K)

と分解できる. q\in 2\mathrm{Z}_{\geq k/2} に対して, G 上の H_{D_{(k,$\sigma$_{\mathrm{O}})}} ‐値関数 F_{($\nu$_{1},k;q,v)}^{1} を

F_{($\nu$_{1},k;q,v)}^{1}(g)=a_{1}(g)^{$\nu$_{1}+$\rho$_{1}}D_{(k,$\sigma$_{\mathrm{O}})}(m_{1}(g))\{F_{(q,v)}($\kappa$_{1}(g))f_{(\frac{k-1}{2},$\sigma$_{0};q)}
+(-1)^{l}F_{(-q,v)}($\kappa$_{1}(g))f_{(\frac{k-1}{2},$\sigma$_{0};-q)}\}

ここで, g=n_{1}(g)a_{1}(g)m_{1}(g)$\kappa$_{1}(g) という分解は一意的でないが,この定義は well‐dened

である. 上の議論より,

I_{$\nu$_{1}}(D_{(k,$\sigma$_{\mathrm{O}})})=\displaystyle \bigoplus_{lq\in 2\mathrm{Z}\geq k/2,\in \mathrm{Z}\geq q}\{F_{($\nu$_{1},k;q,v)}^{1}|v\in V_{l}\}.
となる.このとき, \{F_{($\nu$_{1},k;q,v)}^{1}|v\in V_{l}\}\simeq V_{l} であり, F_{($\nu$_{1},k;q,v)}^{1}(g) は I_{$\nu$_{1}}(D_{(k,$\sigma$_{\mathrm{O}})}) の平

坦な切断である.

§3.3で定義した M_{1} ‐同型写像 $\iota$_{ $\pi$}:H_{D_{(k,$\sigma$_{\mathrm{O}})}}^{\infty}\rightarrow H_{ $\pi$}^{\infty} は(gc, K)‐同型写像  I_{$\nu$_{1}}(D_{(k,$\sigma$_{\mathrm{O}})})\ni
 F\mapsto$\iota$_{ $\pi$}\circ F\in I_{$\nu$_{1}}() を誘導する. F_{($\nu$_{1},k;q,v)}^{1}(g) のこの写像による像は

F_{($\nu$_{1}, $\pi$;q,v)}^{1}(g)=a_{1}(g)^{$\nu$_{1}+$\rho$_{1}} $\pi$(m_{1}(g))\{F_{(q,v)}($\kappa$_{1}(g))$\varphi$_{ $\pi$,q}+(-1)^{l}F_{(-q,v)}($\kappa$_{1}(g))$\varphi$_{ $\pi$,-q}\}

であり,

I_{$\nu$_{1}}( $\pi$)=\displaystyle \bigoplus_{lq\in 2\mathrm{Z}\geq k/2,\in \mathrm{Z}\geq q}\{F_{($\nu$_{1}, $\pi$;q,v)}^{1}|v\in V_{l}\}
となる. F_{($\nu$_{1}, $\pi$;q,v)}^{1} は I_{$\nu$_{1}}( $\pi$) の平坦な切断である.

§5. Eisenstein 級数の Fourier‐Whittaker 展開

§5.1. G の主系列表現

$\nu$_{0}=($\nu$_{0,1}, $\nu$_{0,2}, $\nu$_{0,3})\in \mathrm{C}^{3} に対して , 指標 A_{0}\ni a\mapsto a^{$\nu$_{0}}\in \mathrm{C}^{\times} を a[y_{1}, y2, y_{3}]^{$\nu$_{0}}=
y_{1}^{$\nu$_{0,1}}y_{2}^{$\nu$_{0,1}+$\nu$_{0,2}}y_{3}^{$\nu$_{0,1}+$\nu$_{0,2}+$\nu$_{0,3}} で定義する. $\rho$_{0}=(1,0, -1) とおく. $\nu$_{0}\in \mathrm{C}^{3} とMo の指標

 $\sigma$=$\sigma$_{($\delta$_{1},$\delta$_{2},$\delta$_{3})} に対して,

I($\nu$_{0},  $\sigma$)=\{F\in C^{\infty}(G)|F:K-\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{S}F(namg)=a^{$\nu$_{0}+$\rho$_{0}} $\sigma$(m)F(g)(n,a,m,g), \in N_{0}\times A_{0}\times M_{0}\times G, \}.
とおいて , 右正則作用 R によって , (gc, K ) 加群とみなす.このとき , I($\nu$_{0},  $\sigma$) は G の主

系列表現に付随する (gc, K)‐  $\gamma$\square \ovalbox{\tt\small REJECT}群である.
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写像 $\lambda$_{(i, $\sigma$)}:H_{(i, $\sigma$)}!\mathrm{C} を f\mapsto f(1_{3}) で定義する. $\nu$_{0=}($\nu$_{1,1}+\sim\sim, $\nu$_{1,1}-i, $\nu$_{1,2}) の

とき , F\in I_{$\nu$_{1}}($\pi$_{(\sim, $\sigma$)}\sim) に対して , $\lambda$_{(i, $\sigma$)}\mathrm{o}F\in I($\nu$_{0},  $\sigma$) であり , $\Phi$_{(i, $\sigma$)}:I_{$\nu$_{1}}($\pi$_{(\sim, $\sigma$)}\sim)\ni F\mapsto
$\lambda$_{(i, $\sigma$)}\circ F\in I($\nu$_{0},  $\sigma$) は(gc, K)‐同型写像である.

定義より , I_{$\nu$_{1}}(D_{(k,$\sigma$_{\mathrm{O}})}) は I_{$\nu$_{1}}($\pi$_{(\frac{k-1}{2},$\sigma$_{\mathrm{O}})}) の部分加群である事が分かるから , $\nu$_{0}=

($\nu$_{1,1}+\displaystyle \frac{k-1}{2}, $\nu$_{1,1}-\frac{k-1}{2} $\nu$) のとき , $\Phi$_{(\frac{k-1}{2},$\sigma$_{\mathrm{O}})} は I_{$\nu$_{1}}(D_{(k,$\sigma$_{\mathrm{O}})}) から I($\nu$_{0}, $\sigma$_{0}) への埋め込

みを定める. よって , I_{$\nu$_{1}}( $\pi$)\simeq I_{$\nu$_{1}}(D_{(k,$\sigma$_{\mathrm{O}})}) は I($\nu$_{0}, $\sigma$_{0}) の(gc, K)‐部分加群とみなせる.
このとき , $\Phi$_{(\frac{k-1}{2},$\sigma$_{\mathrm{O}})} による F_{($\nu$_{1},k;q,v)}^{1} の像は

F_{($\nu$_{1},k;q,v)}^{0}(g)=a_{0}(g)^{$\nu$_{0}+$\rho$_{0}}\{F_{(q,v)}($\kappa$_{0}(g))+(-1)^{l}F_{(-q,v)}($\kappa$_{0}(g))\}

となる.ここで , g=n_{0}(g)a_{0}(g)$\kappa$_{0}(g) は g\in G の岩 \ovalbox{\tt\small REJECT} 分解である.

§5.2. Jacquet 積分

0\leq i\leq 5, F\in I($\nu$_{0},  $\sigma$) に対して , G 上の Jacquet 積分 W_{c_{1},c_{2}}(w_{i}, F;g) を定義する

事ができる. 本稿では, その中で,

W_{c_{1},0}(w_{1}, F;g)=\prime_{\mathrm{R}}F(w_{1}n[x_{1},0,0]g)\mathrm{e}(-c_{1}x_{1})dx_{1},
W_{c_{1},c_{2}}(w_{5}, F;g)=\prime_{\mathrm{R}^{3}}F(w_{5}n[x_{1}, x_{2}, x_{3}]g)\mathrm{e}(-c_{1}x_{1}-c_{2}x_{2})dx_{1}dx_{2}dx_{3}

を用いる.これらの積分は {\rm Re}($\nu$_{0,i}-$\nu$_{0,i+1})>0(i\in\{1,2\}) のときに絶対収束する.こ

のとき , F\mapsto W_{c_{1},c_{2}}(w_{i}, F;g) は I($\nu$_{0},  $\sigma$) から C_{\mathrm{m}\mathrm{g}}^{\infty}(N_{0}\backslash G;$\psi$_{c_{1},c_{2}}) への (gc, K)‐準同型と
なる. よって , Jacquet 積分 W_{c_{1},c_{2}}(w_{i}, F;g) は I($\nu$_{0},  $\sigma$) のWhittaker 関数である.

§5 \cdot 3. Eisenstein 級数の Fourier‐Whittaker 展開

§5.1での議論より ,  F_{($\nu$_{1}, $\pi$;q,v)}^{1} と F_{($\nu$_{1},k;q,v)}^{0} を同一視する事で, I_{$\nu$_{1}}() は I($\nu$_{0}, $\sigma$_{0}) の

(\mathrm{g}_{\mathrm{C}}, K) ‐部分加群とみなせる.よって, Jacquet 積分は I_{$\nu$_{1}}( $\pi$) のWhittaker 関数とみな

す事ができる.この事から , Eisenstein 級数 E(F_{($\nu$_{1}, $\pi$,q,v)}^{1};g) のFourier‐Whittaker 係数

E_{m_{1},m_{2}}(F_{($\nu$_{1}, $\pi$;q,v)}^{1};g) は W_{m_{1},m_{2}}(w_{i}, F_{($\nu$_{1},k;q,v)}^{0};g) を用いて書き表せる事が期待される.

(Whittaker 関数の重複度1定理 ([11],[13]) より , m_{1}m2\neq 0 のときは必ず可能である. )
この事を念頭において計算すると , 以下の定理を得る.
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Theorem 5.1. {\rm Re}($\nu$_{1,1}-$\nu$_{1,2})>(k+1)/2 と仮定すると,

E_{m_{1},m_{2}}(F_{($\nu$_{1}, $\pi$;q,v)}^{1}\cdot g)

=\left\{\begin{array}{l}
0 if m_{1}=0, m_{2}=0,\\
c_{ $\pi$}(m_{1})|m_{1}|^{-\frac{k-1}{2}W_{m_{1},0}(w_{1},F_{($\nu$_{1},k;q,v)}^{0}\cdot g)} if m_{1}\neq 0, m_{2}=0,\\
\frac{L($\nu$_{1,1}-$\nu$_{1,2}, $\pi$)}{L($\nu$_{1,1}-$\nu$_{1,2}+1, $\pi$)}c_{ $\pi$}(m_{2})|m_{2}|^{-\frac{k-1}{2}W_{0,m_{2}}}(w_{5}, F_{($\nu$_{1},k;q,v)}^{0};g)\\
if m_{1}=0, m_{2}\neq 0,\\
\frac{C_{($\nu$_{1}, $\pi$)}(m_{1},m_{2})|m_{1}|^{-2$\nu$_{1,1}}|m_{2}|^{-$\nu$_{1,1-\frac{k-1}{2}}}}{L($\nu$_{1,1}-$\nu$_{1,2}+1, $\pi$)}W_{m_{1},m_{2}}(w_{5}, F_{($\nu$_{1},k;q,v)}^{0};g)\\
if m_{1}\neq 0, m_{2}\neq 0.
\end{array}\right.
ここで, C_{($\nu$_{1}, $\pi$)}(m_{1}, m_{2}) は

1. C_{($\nu$_{1}, $\pi$)}(m_{1}, m_{2})=C_{($\nu$_{1}, $\pi$)}(|m_{1}|, |m_{2}|) .

2. m_{1}m_{2} と m_{1}'m_{2}' が互いに素なとき,

C_{($\nu$_{1}, $\pi$)}(m_{1}m_{1}', m_{2}m_{2}')=C_{($\nu$_{1}, $\pi$)}(m_{1}, m_{2})C_{($\nu$_{1}, $\pi$)}(m_{1}', m_{2}') .

3. 素数 p と非負整数 n_{1} , n2に対して,

C_{($\nu$_{1}, $\pi$)}(p^{n_{1}},p^{n_{2}})=S_{n_{1},n_{2}}($\alpha$_{ $\pi$}(p)p^{$\nu$_{1,1}}, $\beta$_{ $\pi$}(p)p^{$\nu$_{1,1}},p^{$\nu$_{1,2}}) .

で定義される.ここで, S_{n_{1},n_{2}}( $\alpha$,  $\beta$,  $\gamma$) はSchur 多項式 即ち,

S_{n_{1},n_{2}}( $\alpha$,  $\beta$,  $\gamma$)=\displaystyle \frac{\left|\begin{array}{lll}
1 & $\alpha$^{n_{1}+1} & $\alpha$^{n_{1}+n_{2}+2}\\
1 & $\beta$^{n_{1}+1} & $\beta$^{n_{1}+n_{2}+2}\\
1 & $\gamma$^{n_{1}+1} & $\gamma$^{n_{1}+n_{2}+2}
\end{array}\right|}{( $\alpha$- $\beta$)( $\beta$- $\gamma$)( $\gamma$- $\alpha$)}
である.

Remark. (i)  $\pi$ がﾕﾆﾀﾘ主系列表現と同型なときも,まったく同様の Fourier‐

Whittaker 展開を得る事ができる. 但し , Jacquet 積分の収束域からは外れてしまうため,

Jacquet 積分の有理型接続の結果 ([5]) を使う必要がある.

(ii) 筆者はこの定理を直接計算によって得たが, ｱﾃｰﾙ化した状況で考えれば, 無限素点

での局所成分を除いて新しい結果ではない. 実際, 非退化指標  $\psi$_{m_{1},m_{2}} (m_{1}m_{2} \neq 0) の項

については, 新谷氏の GL(n) 上の不分岐な P 進Whittaker 関数の明示式 ([12]) とShahidi

氏の一般の Eisenstein 級数の Fourier‐Whittaker 係数の�正規化因子� の結果 ([4],[10]) か
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ら , 不分岐有限素点での局所成分が得られる.また , 退化指標 $\psi$_{m_{1},m_{2}} (m_{1}m_{2} =0) の項

については,

\displaystyle \sum_{m_{1}\in \mathrm{Z}}E_{m_{1},0}(F_{($\nu$_{1}, $\pi$;q,v)}^{1}\cdot g) , \sum_{m_{2}\in \mathrm{Z}}E_{0,m_{2}}(F_{($\nu$_{1}, $\pi$;q,v)}^{1}\cdot g)
がそれぞれ極大放物型部分群の冪単根基 N_{1} と N_{2}=w_{5} $\theta$(N_{1})w_{5}^{-1} に関するEisenstein級

数の定数項となる事から,Langlands の定数項の計算 ([6]) から , 主張の表示を得られる

と思われる.

§6. Jacquet 積分の評価

この節では極小 K‐ ﾀｲﾌでの Jacquet 積分の明示式を計算し , それを利用して Eisen‐

stein 級数の解析接続と関数等式を示す.

§6.1. Whittaker 関数の動径部分

Vl を生成する集合 \{v_{\mathrm{n}}\}_{\mathrm{n}\in S_{l}} を

v_{(n_{1},n_{2},n_{3})}=x_{1}^{n_{1}}x_{2}^{n_{2}}x_{3}^{n_{3}} \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} r^{2}\cdot\tilde{V}_{l-2},
S_{l}=\{(n_{1}, n_{2}, n3) \in \mathrm{Z}_{\geq 0}^{3}|n_{1}+n_{2}+n_{3}=l\}

で定義する. \{v_{\mathrm{n}}\}_{\mathrm{n}\in S_{l}} は l\geq 2 のとき , 線型独立ではないので基底ではないが, Weyl 群

の作用について対称性を持っており,Whittaker関数の明示式を考える上でも都合が良い

ものである.

K‐準同型 Vl\ni v\mapsto W(v;g)\in C_{\mathrm{m}\mathrm{g}}^{\infty}(N_{0}\backslash G; $\psi$) に対して,

W(v;g)= $\psi$(n_{0}(g))W($\tau$_{l}($\kappa$_{0}(g))v;a_{0}(g)) , g\in G

となる.ここで, g=n_{0}(g)a_{0}(g)$\kappa$_{0}(g) は g\in G の岩 \ovalbox{\tt\small REJECT} 分解とする. よって, K‐準同型

v\mapsto W(v;g) は \{W(v_{\mathrm{n}};a[y_{1}, y2, y_{3}])\}_{\mathrm{n}\in s_{l}} で特徴付けられる. W(v_{\mathrm{n}};a[y_{1}, y2, y_{3}]) をK‐

準同型 v\mapsto W(v;g) の \mathrm{n}‐成分と呼ぶ事にする.
K‐  $\gamma$ 加群\mp\grave{}\acute{} H に対して, $\tau$_{l} ‐同型成分を H[$\tau$_{l}] と書く事にすると, §4.2と§5.1の議論よ

り , 次が従う.

Lemma 6.1. I_{$\nu$_{1}}(D_{(k,$\sigma$_{\mathrm{O}})}) のK‐ﾀｲﾌは \{$\tau$_{l}|l\geq k\} で与えられる.このとき,

極小 K‐ﾀｲﾌ $\tau$_{k} は I_{$\nu$_{1}}(D_{(k,$\sigma$_{\mathrm{O}})}) において重複度1で現れ, I_{$\nu$_{1}}(D_{(k,$\sigma$_{\mathrm{O}})})[] の $\Phi$_{(\frac{k-1}{2}, $\sigma$)}
による像は \{F_{($\nu$_{1},k;k,v)}^{0}|v\in V_{k}\} である.

この節の目標は Jacquet 積分から定まる極小 K‐ ﾀｲﾌでの K‐準同型

37!
V_{k}\ni v\mapsto W_{c_{1},c_{2}}(w_{i}, F_{($\nu$_{1},k;k,v)}^{0};g)\in C_{\mathrm{m}\mathrm{g}}^{\infty}(N_{0}\backslash G)
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の \mathrm{n}‐成分の明示式を求める事である.

§6.2. Jacquet 積分の明示式

$\delta$_{i,j} をKronecker のﾃﾙﾀ記号, 即ち,

$\delta$_{i,j}=\left\{\begin{array}{l}
1, \mathrm{i}\mathrm{f} i=j,\\
0, \mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{e},
\end{array}\right.
とし, $\Gamma$_{\mathrm{R}}(s)=$\pi$^{-s/2} $\Gamma$(s/2) とおいておく. [1] と[8] の計算を参考にして計算すると以下

の明示式を得る.

Proposition 6.2. {\rm Re}($\nu$_{1,1}-$\nu$_{1,2})>(k+1)/2 と仮定する.

W_{c_{1},c_{2}}(w_{i}, F_{($\nu$_{1},k;k,v_{\mathrm{n}})}^{0};a[y_{1}, y_{2}, y_{3}])
=(-1)^{n_{1}}(\sqrt{-1})^{n_{2}}y_{1}y_{2}(y_{2}y_{3})^{2$\nu$_{1,1}+$\nu$_{1,2}}\tilde{W}_{c_{1},c_{2},\mathrm{n}}^{(k;i)}(y_{1}, y_{2})

とおく.このとき, c_{1}, c_{2}\neq 0 と \mathrm{n}=(n_{1}, n_{2}, n_{3})\in S_{k} に対して,

\displaystyle \tilde{W}_{c_{1},0,\mathrm{n}}^{(k;1)}(y_{1}, y_{2})=$\delta$_{n_{3},0}\frac{(\sqrt{-1})^{k}\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(c_{1})^{n_{2}}|c_{1}|^{k-1}}{$\Gamma$_{\mathrm{R}}(2k)}
\times y_{1}^{$\nu$_{1,1}+\frac{k-1}{2}}y_{2}^{-$\nu$_{1,2}}\exp(-2 $\pi$|c_{1}|y_{1}) ,

\displaystyle \tilde{W}_{0,c_{2},\mathrm{n}}^{(k;5)}(y_{1}, y_{2})=$\delta$_{n_{1},0}\frac{\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(c_{2})^{n_{2}}$\Gamma$_{\mathrm{C}}($\nu$_{1,1}-$\nu$_{1,2}+\frac{k-1}{2})|c_{2}|^{k-1}}{$\Gamma$_{\mathrm{C}}($\nu$_{1,1}-$\nu$_{1,2}+\frac{k+1}{2})$\Gamma$_{\mathrm{R}}(2k)}
\times y_{1}^{$\nu$_{1,2}}y_{2}^{-$\nu$_{1,1}+\frac{k-1}{2}}\exp(-2 $\pi$|c_{2}|y_{2})

\displaystyle \tilde{W}_{c_{1},c_{2},\mathrm{n}}^{(k;5)}(y_{1}, y_{2})=\frac{\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(c_{1})^{n_{2}+n_{3}}\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(c_{2})^{n_{1}+n_{2}}|c_{1}|^{-$\nu$_{1,2}}|c_{2}|^{$\nu$_{1,1}+\frac{k-1}{2}}}{$\Gamma$_{\mathrm{C}}($\nu$_{\mathrm{l},\mathrm{l}}-$\nu$_{1,2}+\frac{k+1}{2})$\Gamma$_{\mathrm{R}}(2k)}
\displaystyle \times\frac{1}{(4 $\pi$\sqrt{-1})^{2}}\prime_{s_{2}}\prime_{s_{1}}V_{\mathrm{n}}^{(k)}(s_{1}, s_{2})(2 $\pi$|c_{1}|y_{1})^{-s_{1}}(2 $\pi$|c_{2}|y_{2})^{-s_{2}}ds_{1}ds_{2}

となる.ここで, V_{\mathrm{n}}^{(k)}(s_{1}, s_{2}) は

V_{\mathrm{n}}^{(k)}(s_{1}, s_{2})=\displaystyle \frac{$\Gamma$_{\mathrm{R}}(s_{1}+$\nu$_{1,2}+n_{1})$\Gamma$_{\mathrm{R}}(s_{2}-$\nu$_{1,2}+n_{3})}{$\Gamma$_{\mathrm{R}}(s_{1}+s_{2}+n_{1}+n_{3})}
\displaystyle \times$\Gamma$_{\mathrm{C}}(s_{1}+$\nu$_{1,1}+\frac{k-1}{2})$\Gamma$_{\mathrm{C}}(s_{2}-$\nu$_{1,1}+\frac{k-1}{2})

で定義されるものとし, \displaystyle \int_{s_{i}} は十分大きく実部を固定して, {\rm Re}(s_{i})-\sqrt{-1}1 から {\rm Re}(s_{i})+
\sqrt{-1}1 への直線に沿って積分するものとする.
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§6.3. 極小 K- ﾀｲﾌでの Eisenstein 級数の明示式

Eisenstein 級数 E(F_{($\nu$_{1}, $\pi$;q,v)}^{1};g) を正規化して

Ẽ (F_{($\nu$_{1}, $\pi$;q,v)}^{1}\cdot g)=$\Gamma$_{\mathrm{R}}(2k) $\Lambda$($\nu$_{1,1}-$\nu$_{1,2}+1,  $\pi$)E(F_{($\nu$_{1}, $\pi$;k,v)}^{1}\cdot g)

とおく. Theorem 5.1と前節の結果より , 次の結果を得る.

Theorem 6.3. v\in V_{k} に対して , 正規化した Eisenstein 級数 \tilde{E}(F_{($\nu$_{1}, $\pi$;k,v)}^{1};g) の

Fourier‐Whittaker 係数 \tilde{E}_{m_{1},m_{2}}(F_{($\nu$_{1}, $\pi$;k,v)}^{1};g) は

\tilde{E}_{m_{1},m_{2}}(F_{($\nu$_{1}, $\pi$;k,v)}^{1};g)

=\left\{\begin{array}{l}
0 ifm_{1}=0, m_{2}=0,\\
$\epsilon$_{ $\pi$} $\Lambda$($\nu$_{1,1}-$\nu$_{1,2}+1,  $\pi$)c_{ $\pi$}(|m_{1}|)|m_{1}|^{-$\nu$_{1,1}}W_{m_{1},0}^{($\nu$_{1}, $\pi$;v)}(g) if m_{1}\neq 0, m_{2}=0,\\
 $\Lambda$($\nu$_{1,1}-$\nu$_{1,2},  $\pi$)c_{ $\pi$}(|m_{2}|)|m_{2}|^{$\nu$_{1,1}}W_{0,m_{2}}^{($\nu$_{1}, $\pi$;v)}(g) if m_{1}=0, m_{2}\neq 0,\\
C_{($\nu$_{1}, $\pi$)}(|m_{1}|, |m_{2}|)|m_{1}|^{-2$\nu$_{1,1-\mathcal{U}_{1,2}}}W_{m_{1},m_{2}}^{($\nu$_{1}, $\pi$;v)}(g) if m_{1}\neq 0, m_{2}\neq 0,
\end{array}\right.
となる. Vk\ni v\mapsto W_{m_{1},m_{2}}^{($\nu$_{1}, $\pi$;v)}\in C_{mg}^{\infty}(N_{0}\backslash G;$\psi$_{m_{1},m_{2}}) は K ‐準同型で , \mathrm{n} ‐成分は

W_{m_{1},m_{2}}^{($\nu$_{1}, $\pi$;v_{\mathrm{n}})}(a[y_{1}, y_{2}, y_{3}])
=(-1)^{n_{1}}(\sqrt{-1})^{n_{2}}y_{1}y_{2}(y_{2}y_{3})^{2$\nu$_{1,1}+$\nu$_{1,2}}\tilde{W}_{m_{1},m_{2}}^{($\nu$_{1}, $\pi$;\mathrm{n})}(y_{1}, y_{2}) .

で与えられる.ここで, m_{1}, m2\neq 0 に対して,

\displaystyle \tilde{W}_{m_{1},0}^{($\nu$_{1}, $\pi$;\mathrm{n})}(y_{1}, y_{2})=$\delta$_{n_{3},0}\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(m_{1})^{n_{2}+n_{3}}\frac{y_{2}^{-\mathrm{p}_{1,2}}}{4 $\pi$\sqrt{-1}}\prime_{s_{1}}L_{\infty}(s_{1}+$\nu$_{1,1},  $\pi$)(|m_{1}|y_{1})^{-s_{1}}ds_{1},
\displaystyle \tilde{W}_{0,m_{2}}^{($\nu$_{1}, $\pi$;\mathrm{n})}(y_{1}, y_{2})=$\delta$_{n_{1},0}\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(m_{2})^{n_{1}+n_{2}}\frac{y_{1}^{\mathrm{p}_{1,2}}}{4 $\pi$\sqrt{-1}}\prime_{s_{2}}L_{\infty}(s_{2}-$\nu$_{1,1},  $\pi$)(|m_{2}|y_{2})^{-s_{2}}ds_{2},
\tilde{W}_{m_{1},m_{2}}^{($\nu$_{1}, $\pi$;\mathrm{n})}(y_{1}, y_{2})=\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(m_{1})^{n_{2}+n_{3}}\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(m_{2})^{n_{1}+n_{2}}

\displaystyle \times\frac{1}{(4 $\pi$\sqrt{-1})^{2}}\prime_{s_{2}}\prime_{s_{1}}\frac{$\Gamma$_{\mathrm{R}}(s_{1}+$\nu$_{1,2}+n_{1})$\Gamma$_{\mathrm{R}}(s_{2}-$\nu$_{1,2}+n_{3})}{$\Gamma$_{\mathrm{R}}(s_{1}+s_{2}+n_{1}+n_{3})}
\times L_{\infty}(s_{1}+$\nu$_{1,1},  $\pi$)L_{\infty}(s_{2}-$\nu$_{1,1},  $\pi$)ds_{1}ds_{2}

であり, \displaystyle \int_{s_{i}} は十分大きく実部を固定して, {\rm Re}(s_{i})-\sqrt{-1}1 から {\rm Re}(s_{i})+\sqrt{-1}1 への直

線に沿って積分するものとする.

Theorem 5.1のRemark (ii) でも述べたようにEisenstein 級数の Fourier‐Whittaker

係数の不分岐有限素点での局所成分は一般の簡約群の場合に計算されているが, 今回のよ

うに平坦な切断を具体的に構成し , 無限素点での局所成分まで計算した例は少ないように
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思われる. (今回は  $\Gamma$=GL(3, \mathrm{Z}) として扱ってないが, 分岐有限素点の局所成分について

も計算された例は少ないと思われる. )上の定理の明示式はBumpの明示式 ([1]) の類似

であり , 筆者は Rankin‐Selberg 法等に応用できる事を期待している.
また , 上の定理で与えた積分表示によって , \tilde{E}_{m_{1},m_{2}}(F_{($\nu$_{1}, $\pi$;k,v)}^{1};g) は $\nu$_{1} について \mathrm{C}^{2}

上で正則な関数に解析接続され,さらに勝手な $\nu$_{1}\in \mathrm{C}^{2} で \tilde{E}(F_{($\nu$_{1}, $\pi$;q,v)}^{1};g) のFourier‐

Whittaker 展開は絶対収束する事が分かる.また , 関数等式 (3.6) を用いれば, 関数等式

\tilde{E}_{m_{1},m_{2}}(F_{($\nu$_{1}, $\pi$;k,v)}^{1};g)=\tilde{E}_{m_{1},m_{2}}(F_{(-$\nu$_{1}, $\pi$;k,v)}^{1};w_{5^{t}}g^{-1}) をみたす事が分かる. よって,次

のCorollary が成り立つ.

Corollary 6.4. v\in V_{k} に対して, Ẽ (F_{($\nu$_{1}, $\pi$;k,v)}^{1};g) は全ての $\nu$_{1}\in \mathrm{C}^{2} に解析接続

され, 関数等式 \tilde{E}(F_{($\nu$_{1}, $\pi$;k,v)}^{1};g)=\tilde{E}(F_{(-$\nu$_{1}, $\pi$;k,v)}^{1};^{t}g^{-1}) をみたす.
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