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高次合成則入門

(An Introduction to higher composition laws)
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Abstract

We give an introduction to the theory of higher composition laws established by M. Bhar‐

gava.
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§1. はじめに

本稿の目的は Bhargava の一連の論文 [3, 4, 5, 6, 7] によって展開されている , 高次

合成則 (Higher composition laws) の理論について入門的解説を行うことである. Gauss

は[24] において , 整数係数2元2次形式の \mathrm{S}\mathrm{L}() 同値類について合成が定義できること

を示し , その理論を展開した.この合成は現代の用語で言えば2次体のｲﾃｱﾙ類群の積

を考えることに相当している. 一言で言えば高次合成則とはこの理論の大幅な一般化であ

り , 2 元2次形式の空間以外にも , 線形表現 (G, V) の整数点の軌道 G_{\mathrm{Z}}\backslash V_{\mathrm{Z}} が拡大体やそ

のｲﾃｱﾙ類群と対応するようなものがいくつもあることを示したものである.これまで

出版された第 I‐IV 部[3, 4, 5, 6] において扱われた表現は全部で12個あり , それらをVz
だけ記すと以下になる.

\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{2}\mathbb{Z}^{2}, \mathbb{Z}^{2}\otimes \mathbb{Z}^{2}\otimes \mathbb{Z}^{2}, \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{3}\mathbb{Z}^{2}, \mathbb{Z}^{2}\otimes \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{2}\mathbb{Z}^{2}, \mathbb{Z}^{2}\otimes\wedge^{2}\mathbb{Z}^{4}, \wedge^{3}\mathbb{Z}^{6},

\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{3}\mathbb{Z}^{2}, \mathbb{Z}^{2}\otimes \mathbb{Z}^{3}\otimes \mathbb{Z}^{3}, \mathbb{Z}^{2}\otimes \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{2}\mathbb{Z}^{3}, \mathbb{Z}^{2}\otimes\wedge^{2}\mathbb{Z}^{6},
\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{2}\mathbb{Z}^{3}\otimes \mathbb{Z}^{2}, \wedge^{2}\mathbb{Z}^{5}\otimes \mathbb{Z}^{4}

群Gz は各々に自然に作用する \mathrm{G}\mathrm{L}() または \mathrm{S}\mathrm{L}() の直積であり , G_{\mathrm{Z}}=\mathrm{S}\mathrm{L}_{2}(\mathbb{Z}) , V_{\mathrm{Z}}=

\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{2}\mathbb{Z}^{2} が上述の Gauss の場合である. いずれも整軌道が適当な代数的対象の族をﾊﾗ

ﾒｰﾀ付けすることが示され, その対応が明示的に構成される.また,これらの空間の間

の共変写像に対し , そのﾊﾗﾒｰﾀ付けが代数的に自然な操作によって対応することも示

される.これによって,もともとのGauss の合成則についても新しい視点が与えられ (7 \cdot 1

節�(立方体の話�), Gauss の合成則がこの枠組みの一断面であったことが明らかになる.

これまで出版されている4部の論文 \mathrm{I}-\mathrm{I}\mathrm{V}[3 , 4, 5, 6 ] では,順に2, 3, 4, 5次の拡大に

対応する表現が扱われている.また , 準備中の第 V部[7] では,

\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{2}\mathbb{Z}^{3}, \wedge^{2}\mathbb{Z}^{3}\otimes \mathbb{Z}^{2}\otimes \mathbb{Z}^{2}, \wedge^{2}\mathbb{Z}^{3}\otimes\wedge^{2}\mathbb{Z}^{4}, \wedge^{4}\mathbb{Z}^{7}, \wedge^{3}\mathbb{Z}^{8}

などの表現の整軌道が, 4元数環･8元数環･9次元の中心的単純環等の非可換環を分類

することが示されるようである. [3, 4, 5, 6] の120 ﾍｰｼ余りに及ぶ全体をここで再現す

るのは不可能なので , 本稿では, 基本的でまた既知の2元2次形式の空間 \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{2}\mathbb{Z}^{2} と2
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元3次形式の空間 \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{3}\mathbb{Z}^{2} の場合を再定式化し , それが [3, 4, 5, 6] で一般化される様子

を説明することに重点を置いた. 解説する順序が第 III 部[5], 第IV 部[6], 第I部[3], 第
II 部[4] とやや変則的になってしまったが, ご容赦いただきたい.Bhargava自身による
ICM の報告記事 [10] や , Bourbaki ｾﾐﾅｰの講義録 [1] もあるので, 本稿を読まれる際

はこれらも見比べながら読んでいただくとよいと思う.

上述の (Gz, Vz) はすべて佐藤幹夫氏により考案された概均質ﾍｸﾄﾙ空間 ([35], [34])
の \mathbb{Z} 上のﾓﾃﾙであるが, 1992年の Wright‐Yukie の論文 [50] ではそれらの表現の体 k 上

の軌道が考察されており,((非退化� な軌道が k の次数2, 3, 4, 5の分離代数と対応するこ

とが示されていた. Bhargava が明らかにした豊富な整軌道の構造は予期されていなかっ

たものであるが, [50] は高次合成則の先駆的研究と言える理論である. より単純な体上の

軌道との比較は有用であると思われるため , 本稿では [50] の理論も簡単に解説した.

また最近, 概均質ﾍｸﾄﾙ空間の一般化である余正則空間の研究が, Bhargava を中

心とするｸﾙｰﾌによって推進されている. その軸となっているのは

\mathbb{Q}^{2}\otimes \mathbb{Q}^{2}\otimes \mathbb{Q}^{2}\otimes \mathbb{Q}^{2}, \mathbb{Q}^{3}\otimes \mathbb{Q}^{3}\otimes \mathbb{Q}^{3}, \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{2}\mathbb{Q}^{4}\otimes \mathbb{Q}^{2}, \wedge^{2}\mathbb{Q}^{5}\otimes \mathbb{Q}^{5}

の4つの空間と,これらから対称化や歪対称化などによって得られる \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{4}\mathbb{Q}^{2}, \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{3}\mathbb{Q}^{3}
などの多数の空間である.まだ公表されている論文やﾌﾚﾌﾘﾝﾄは多くないが, 楕円曲

線の平均階数の評価などで特筆に値する成果が挙がっており , 今後も理論が大きく発展す

る可能性があるため , 筆者の知り得た範囲で簡単に記した.

本稿の構成は次のとおりである.まず次節で環の用語と基本性質を簡単にまとめる.

3節では2元2次形式の空間 \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{2}\mathbb{Z}^{2} と2元3次形式の空間 \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{3}\mathbb{Z}^{2} の場合の既知の理

論を再定式化する. 4節では第 III 部[5] の , 空間 \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{2}\mathbb{Z}^{3}\otimes \mathbb{Z}^{2} による4次環の分類の結

果を解説する. 5節で Wright‐Yukie 理論を紹介し,これらの表現が体上では分離代数を

分類していることを見る.また概均質ﾍｸﾄﾙ空間についても解説し , 今回問題になって

いる表現各々が, (主に) 例外群とある方法で結びついていることを説明する. 6節では第
IV 部[6] の , 空間 \wedge^{2}\mathbb{Z}^{5}\otimes \mathbb{Z}^{4} による5次環の分類の結果を解説する. その後, 7節では

第I部[3] に戻り , 6 種類の表現が2次環のさまざまなｲﾃｱﾙ類と関係する様子を解説

し,また8節では第 II 部[3] の , 3 次環のｲﾃｱﾙ類と関係する3種類の表現について解

説する. 9節では7節と8節の議論の (驚くべき) 並行性を踏まえ , 概均質ﾍｸﾄﾙ空間

が相互に密接な繋がりをもつ �(網" をなしていることを説明する. そして , 余正則空間に

ついて簡単に触れる. 最後の10節では, 応用と一般化について触れた. 本稿の4, 6節と

7, 8, 9節は独立なので, 3節の後, 先に7, 8, 9節を読んでいただくこともできる.また,

5節は背景の解説で , 論理的には他の節と独立である.

高次合成則の豊富で示唆に富む内容をすべて解説することは難しく , 本稿で紹介でき

たことはその一部にとどまっている. 4部すべての解説を書いたため , 比較的長い記事と
なった. 一方, 完全な証明はほとんどの場合につけることができなかった.これらの点で

不完全な記事であるかも知れないが, 本稿が高次合成則の理論を理解する助けになれば幸

いである. 本稿を読んでこの理論に更なる興味を持たれた方は, ぜひ原論文を読んでいた

だきたいと思う.
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§2. 準備

以降の議論で必要になる環の用語とその基本性質を簡単にまとめておく. 単位的可換

環であって , \mathbb{Z}‐加群として階数 n の自由加群となるものを n 次環とよぶ. R を n 次環と

する.  $\alpha$\in R が定める R の \mathbb{Z}功醐群としての準同型 R\ni x\mapsto $\alpha$ x\in R の跡(trace), 行列式

をそれぞれ Tr ( $\alpha$) , \mathrm{N}( $\alpha$)\in \mathbb{Z} で表す. R を明示したいときは \mathrm{T}\mathrm{r}_{R/\mathrm{Z}}( $\alpha$) , \mathrm{N}_{R/\mathrm{Z}}( $\alpha$) のように

も書く. R の \mathbb{Z}功旧群としての基底 $\alpha$_{1} ,
. . .

, $\alpha$_{n} をとる.このとき行列式 \det (Tr ($\alpha$_{i} $\alpha$ j) ) \in \mathbb{Z}

は基底の取り方に依らずに定まる.これを R の判別式とよび D(R) で表す. D(R)=0 の

ときは R は退化しているという. n 次環の同型類の集合を \mathcal{A}_{n}=\mathcal{A}_{n}() で表す.

例えば, n 次の代数体 F の整数環 \mathcal{O}_{F} は n 次環で, その判別式が F の判別式とよば

れるものである.また \mathcal{O}_{F} の部分環で階数 n であるものが F の整環 (order) と呼ばれる

ものである. 他にも , \mathbb{Z} の n 個の直積 \mathbb{Z}^{n} は n 次環の例である. 簡単な計算で D(\mathbb{Z}^{n})=1
が分かる.また , \mathbb{Z}[X]/(X^{n}) は退化した n 次環の例である.

次の補題は以下断りなしに用いる.

補題2.1. R を n 次環とする. R の \mathbb{Z} 加群としての基底を1を含むように取るこ

とができる. 特に , \mathbb{Z} 加群としての商加群 R/(\mathbb{Z}\cdot 1) は \mathbb{Z}^{n-1} と同型である.

(証明) R/(\mathbb{Z}\cdot 1) がねじれ元をもたないことを示す. \mathrm{r}\in R/(\mathbb{Z}\cdot 1) がある 0\neq m\in \mathbb{Z} に

対して m\overline{r}=0\in R/(\mathbb{Z}\cdot 1) であるとする. r\in R を \mathrm{r} の持ち上げとすると , mr\in \mathbb{Z} す

なわち r\in \mathbb{Q}\subset R\otimes_{\mathrm{Z}}\mathbb{Q} である.もし r\not\in \mathbb{Z} であるとすると , \mathbb{Z}[r] は \mathbb{Z} 上の有限生成加

群にならない.これは R が有限生成加群であることに反する.したがって r\in \mathbb{Z} となる.

よって \mathrm{r}=0 となり, R/(\mathbb{Z}\cdot 1) がねじれ元をもたないことがわかった.

したがって PID 上の有限生成加群の構造定理によって R/(\mathbb{Z}\cdot 1) は階数 n-1 の自由

加群となる. よって R/(\mathbb{Z}\cdot 1)\cong \mathbb{Z}^{n-1} であり,これによる \mathbb{Z}^{n-1} の基底の任意の R への

持ちあげを考えると , それと1をあわせたものは R の基底となる. (証明終)

1次環は \mathbb{Z} しかない. 正確には, 1次環 R は \mathbb{Z} と標準的に同型である. では2次環

はどのように分類されるだろうか. 答えは次のようになる.

定理2.2. \mathrm{D}:= { D\in \mathbb{Z}|D\equiv 0 ,
1 mod4} とおくと,

\mathcal{A}_{2}\ni S\mapsto D(S)\in \mathrm{D}

は全単射である. 具体的には,各 D\in \mathrm{D} に対し

(1) S(D):=\left\{\begin{array}{ll}
\mathbb{Z}[X]/(X^{2}-D/4) & D\equiv 0 \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}4,\\
\mathbb{Z}[X]/(X^{2}-X-(D-1)/4) & D\equiv 1 \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}4
\end{array}\right.
が判別式を D にもつ唯‐の2次環であり, 2次環はこれらで尽くされる.

1すべての D\in \mathbb{D} について同じ公式で表すこともできる. 例えば \mathbb{Z}[X]/(X^{2}-DX+D(D-1)/4) など.
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この証明は難しくない. S を2次環とし, 基底を取って  S=\mathbb{Z}\cdot 1\oplus \mathbb{Z}\cdot $\tau$ とすれ

ば,  $\tau$^{2}=a $\tau$+b(a, b\in \mathbb{Z}) と書けて,このとき D(S)=a^{2}+4b となる.また,  $\tau$ を

 $\tau$+m(m\in \mathbb{Z}) に置き換えることで, a=0 , 1のいずれかに取ることがただ一通りの m に

対して可能である. 以上のことから定理がしたがう.

この2次環の分類は簡明であるが, すぐに想像されるように3次環以上には適用で
きない. 3次以上の環については, 同型でなく判別式が一致するものが存在する. そこで,

一般に n 次環をどのように分類し記述することができるかという問題が起きる. 高次合成

則の理論は n\leq 5 に対して , 代数群の線形表現 (G, V) の整軌道 G_{\mathrm{Z}}\backslash V_{\mathrm{Z}} によってこの問題

への一つの見事な解答を与える. 次節以降で, その理論を順を追って説明していきたい.

話が前後するが, 節を改める前に定理2.2の2次環の分類について補足しておく.任

意の2次環は自明でない自己同型を唯一つ持っている. 実際, (1) の S(D) に対しては

D\equiv 0 mod4のときは X\mapsto-X, D\equiv 1 mod4のときは X\mapsto 1-X で与えられる.
したがって , 判別式の同じ2次環は互いに同型であるが, 標準的に同型3ではない. (2つ
ある同型写像のいずれか一方を特別に選ぶ方法がない. )2次環のｲﾃｱﾙ類を分類する
とき , 2 次環の同型を固定しておきたい場面が出てくる.このために分類を以下のように

書き直しておく.

定義2.3. 向き付けられた2次環とは, 2次環 s と同型  $\iota$:S/(\mathbb{Z}.1) \rightarrow \mathbb{Z} の組 (S, $\iota$)
のことである.  $\iota$ を  s の向きという.

誤解がなければ (S,  $\iota$) を単に S と書く. 向き付けられた2次環の間の準同型は, 向き

を保つものだけを考える. 2次環の自明でない自己同型は向きを保たない. したがって定

理2.2は次のようにも述べられる.

定理2.4. 向き付けられた2次環の同型類は

S\leftrightarrow D(S)

によって \mathrm{D} と一対一に対応する. 判別式の等しい向き付けられた2次環は (その間に同型
写像が唯一存在するという意味で) 互いに標準的に同型である.

§3. 2元2次形式の空間と2元3次形式の空間

本節では2元2次形式の空間と2元3次形式の空間の場合の既知の理論を再定式化

する.

2_{n=}1
, 2のときは上述の通り問題は �容易� だが, n=1 のときは 0 次元格子 V\mathrm{z}= {0(この場合 Gz は

なし), n=2 のときは V_{\mathrm{Z}}=\mathbb{Z}, G\mathrm{z}=\mathrm{S}\mathrm{L}() によって分類したと考えることもできる.
3 �標準的に同型� とは, 2つの対象の間に誰が見ても特別視すると考えられる同型写像があり , その同型に

よって同一視しても不都合が起こらないことが事前に経験的に分かっている状況をいう. (これは主観的な
用語で , 一般には厳密に定式化することはできないと思われる. )



216 谷口隆

§3.1. 2元2次形式の空間と2次環のｲﾃｱﾙ類

2元2次形式の空間

V\mathrm{z} :=\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{2}\mathbb{Z}^{2}=\{f(x, y)=ax^{2}+bxy+cy^{2}|a, b, c\in \mathbb{Z}\},
(2)

G_{\mathrm{Z}}:=\mathrm{S}\mathrm{L}()

について考えよう. Gz のVz への作用は変数の線形変換で定める. f\in V_{\mathrm{Z}} に対し P(f)=
b^{2}-4ac とおくとこれは Gz の作用で不変である.この表現が2次環のｲﾃｱﾙ類を記述
していることはGauss によって発見された.このことを正確に定式化しよう.

S を向き付けられた非退化な2次環とする. S の向き付けられた (分数) ｲﾃｱﾙと

は, K=S\otimes_{\mathrm{Z}}\mathbb{Q} の S‐部分加群であって \mathbb{Z}‐加群としての階数が2であるようなもの I と,

符号  $\epsilon$=\pm 1 の組 (I,  $\epsilon$) のことである.このｲﾃｱﾙﾉﾙﾑ N(I,  $\epsilon$) は  $\epsilon$|L/I||L/S|^{-1} とし

て定める. ただし L\subset K は I, S を共に含む S の(分数) ｲﾃｱﾙである.  $\kappa$\in K^{\times} に対し,

 $\kappa$\cdot(I,  $\epsilon$)=( $\kappa$ I, \mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(N_{K/\mathbb{Q}}( $\kappa$)) $\epsilon$) と定め , 二つの向き付けられたｲﾃｱﾙ (I_{1}, $\epsilon$_{1}) , (I_{2}, $\epsilon$_{2})
はある  $\kappa$\in K^{\times} によって (I_{2}, $\epsilon$_{2})= $\kappa$\cdot(I_{1}, $\epsilon$_{1}) となるとき , 同一の �(向き付けられたｲﾃ

ｱﾙ類� に属するという. 以下, 誤解がなければ (I,  $\epsilon$) を単に I と書く.

注3.1. �(向き付けられたｲﾃｱﾙ類� は判別式が正の2次環に対しては狭義ｲﾃ

ｱﾙ類の概念と一致する. 後述の定理3.2は, �(向き付けられたｲﾃｱﾙ類� を考えるこ

とで最も明瞭に記述される.

向き付けられた2次環とその向き付けられたｲﾃｱﾙ類の同値類のなす集合を

B_{2}:=
\prime \{(S, I) I:SS:\mathrm{n}[]のき \mathrm{n}[]

{ $\iota$\backslash 

き

\ovalbox{\tt\small REJECT} f

4 $\iota$\grave{}

6

\ovalbox{\tt\small REJECT}

れ

f \mathrm{g} れ$\gamma$_{-\triangleleft\overline{\grave{ $\tau$}}^{\vee}7 $\kappa$}$\gamma$_{-3\mathrm{E}\mathrm{F}4,\mathrm{b}f_{X2_{J\triangleright^{*}\mathrm{H}_{\backslash }}}}>\grave{-}\mathrm{L}^{\{\mathrm{i}}\grave{(}$\chi$_{\mathrm{f}\frac{\mathrm{m}}{R}}>\backslash , } /\sim

とおく.  V_{\mathrm{Z}}'=\{f\in V_{\mathrm{Z}}|P(f)\neq 0\} とおくと , 次が成り立つ.

定理3.2. 判別式を保つ標準全単射場 \rightarrow G_{\mathrm{Z}}\backslash V_{\mathrm{Z}}' が存在する. すなわち可換図式

B_{2}'\rightarrow^{1:1}G_{\mathrm{Z}}\backslash V_{\mathrm{Z}}'

D\downarrow 0\downarrow P\mathbb{Z}--\mathbb{Z}
が成り立つ.ここで左の縦の写像は2次環の判別式をとる写像で , 右の縦の写像は2元2

次形式の判別式をとる写像である.

写像の構成を与えよう. (S, I)\in B_{2}' に対して2元2次形式を構成する.  $\tau$\in S を

 S=\mathbb{Z}\cdot 1\oplus \mathbb{Z}\cdot $\tau$ で ,  S の向き  $\iota$ (定義2.3参照) による  $\tau$\in S/(\mathbb{Z}\cdot 1) の像が1となるよう

なものとする.ｲﾃｱﾙ I について  I=\mathbb{Z}\cdot $\alpha$\oplus \mathbb{Z}\cdot $\beta$ と基底をとる.ここで, ( $\alpha$,  $\beta$) の順

序はその ( 1,  $\tau$) との変換行列 g\in \mathrm{G}\mathrm{L}() について , \det(g) の符号が  $\epsilon$ と同じになるよう

にとる. (もし符号が反対ならば, ( $\beta$,  $\alpha$) と順序を変えればよい.
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このとき \mathbb{Z}^{2} から \mathbb{Z} への2次の写像

(3) f:\displaystyle \mathbb{Z}^{2}\rightarrow \mathbb{Z}, (x, y)\mapsto\frac{\mathrm{N}_{K/\mathbb{Q}}( $\alpha$ x- $\beta$ y)}{N(I)}
は V_{\mathrm{Z}}' の元となる. I の基底の取り替えは G_{\mathrm{Z}}=\mathrm{S}\mathrm{L}() の作用を考えることに相当し,ま

たｲﾃｱﾙ類の代表の取り方にもよらない. 以上のことから , B_{2}'\rightarrow G_{\mathrm{Z}}\backslash V_{\mathrm{Z}}' が構成され

た.これが判別式を保つことは簡単な計算で確かめられる.

基底に依らない記述も与えておこう. (S, I)\in 場に対し , 上のように  $\tau$\in S を取る.

このとき

(4)  f_{(S,I)}:I\rightarrow\wedge^{2}I,  $\xi$\mapsto $\xi$\wedge $\tau \xi$

とするとこれは  $\tau$ の取り方によらずに定まる2次写像で ,  I は階数2である. I\cong \mathbb{Z}^{2},
\wedge^{2}I\cong \mathbb{Z} を上述のように S, I の向き付けと両立するように取れば, [f_{(S,I)}:I\rightarrow\wedge^{2}I]\in
 G_{\mathrm{Z}}\backslash V_{\mathrm{Z}} となる.これは (3) と同等である.

この定理のﾎｲﾝﾄは,この写像場 \rightarrow G_{\mathrm{Z}}\backslash V_{\mathrm{Z}}' が全単射となることである. 逆写像

は以下のように構成される. f(x, y)=ax^{2}+bxy+cy^{2}\in V_{\mathrm{Z}}', a\neq 0 とする. (V_{\mathrm{Z}}' 内の任

意の Gz‐軌道はこの形の元を含む. )このとき

S=\mathbb{Z}\cdot 1\oplus \mathbb{Z}\cdot $\tau,\ \tau$^{2}+b $\tau$+ac=0, S/(\mathbb{Z}\cdot 1)\cong \mathbb{Z}, T\mapsto 1,
(5)

I=\mathbb{Z}\cdot a\oplus \mathbb{Z}\cdot $\tau$,  $\epsilon$=\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(a)

なる (S, I)\in 場を考えると,  f\mapsto(S, I) が逆写像である.

注3.3. この定理を退化した環の場合を含むように拡張することは可能である.た

だしそのためには, 退化した環に対するｲﾃｱﾙ類の概念を正確に定式化する必要があ
る. やや複雑になるので,ここでは述べない. 一般に, 非退化な場合に標準全単射が構成

されていても, それを退化した場合に延長する問題は非自明である. (このことについて
は後の注7.11で少し論ずる. )

定理3.2を n 次環のｲﾃｱﾙ類の対応に拡張することはできるだろうか. 簡単のた

め向きは考えないことにして, 非退化な3次環とそのｲﾃｱﾙ類の同型類のなす集合を

B_{3}' とし, 対応する表現を考えてみよう. (S, I)\in B_{3}' とし,  I=\mathbb{Z}\cdot $\alpha$\oplus \mathbb{Z}\cdot $\beta$\oplus \mathbb{Z}\cdot $\gamma$ と基

底をとると (3) の対応物は

 f(x, y, z)=N(I)^{-1}\mathrm{N}_{S_{\mathrm{Q}}/\mathbb{Q}}( $\alpha$ x+ $\beta$ y+ $\gamma$ z)\in \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{3}\mathbb{Z}^{3},

すなわち3元3次形式となる. そこで素直な一般化として (\mathrm{G}\mathrm{L}_{3}(\mathbb{Z}), \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{3}\mathbb{Z}^{3}) を考えてみ

ることは自然かもしれないが,これはうまくいかない. それは3変数3次形式は一般に1

次式の積に分解されず, \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{3}\mathbb{Z}^{3} の元は3次環のﾉﾙﾑ形式になるとは限らないからであ

る. 例えば x^{3}+y^{3}+z^{3} は \mathbb{C} 上でも1次式の積には分解されない. 定理3.2の場合は任

意の2元2次形式が必ずある2次環のﾉﾙﾑ形式になっているから全射になっているので
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ある. 対応 (3) は簡明だが, 全単射が成り立つ理由は集合 B_{2}', G_{\mathrm{Z}}\backslash V_{\mathrm{Z}}' それぞれの具体的

な性質に依存しており, 安易な一般化は困難である.

2元2次形式の合成則についても復習しておく. 向き付けられた非退化な2次環 S

を固定し, その向き付けられたｲﾃｱﾙ類の間の積を, (I_{1}, $\epsilon$_{1})(I_{2}, $\epsilon$_{2})=(I_{1}I_{2}, $\epsilon$_{1}$\epsilon$_{2}) と

して定める. (I,  $\epsilon$) は I が S 上射影的なときに限って可逆である. 可逆なｲﾃｱﾙ類のな

す集合を \mathrm{C}1^{+}(S) で表す.これは有限ｱｰﾍﾙ群をなし, D(S)>0 なら S の狭義ｲﾃｱ

ﾙ類群になり, D(S)<0 なら S のｲﾃｱﾙ類群と \mathbb{Z}/2\mathbb{Z} の直積と同型になる. D\in \mathrm{D},

D\neq 0 とする. f(x, y)=ax^{2}+bxy+cy^{2}\in V\mathrm{z} は a, b, c の最大公約数が1のとき原始的

(primitive) とよばれる.

V_{\mathrm{Z}}(D)^{\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{m}}= { f\in V_{\mathrm{Z}}|P(f)=D, f は原始的}

とおく. 定理3.2の全単射により \mathrm{C}1^{+}(S(D))\subset B_{2}' と対応するのは G_{\mathrm{Z}}\backslash V_{\mathrm{Z}}(D)^{\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{m}} である

ことが計算で確かめられる.したがって

系3.4. D\in \mathrm{D}, D\neq 0 とする. 定理3.2は全単射 \mathrm{C}1^{+}(S(D))\leftrightarrow G_{\mathrm{Z}}\backslash V_{\mathrm{Z}}(D)^{\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{m}} を

誘導する. 特に G_{\mathrm{Z}}\backslash V_{\mathrm{Z}}(D)^{\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{m}} は自然な有限ｱｰﾍﾙ群の構造をもつ.

この G_{\mathrm{Z}}\backslash V_{\mathrm{Z}}(D)^{\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{m}} における積が2元2次形式の Gauss の合成則と呼ばれるもので
ある. 以下, G\mathrm{z}\backslash V_{\mathrm{Z}}(D)^{\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{m}}=\mathrm{C}1(\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{2}\mathbb{Z}^{2};D) と書く.

注3.5. ここではｲﾃｱﾙに向きをつけて考えてきたたが, 向きを考えないｲﾃｱ

ﾙ類をﾊﾗﾒｰﾀ付けすることも可能である. それには群を SL () から GL () に変えれ

ばよい. ただし , g\in \mathrm{G}\mathrm{L}() の作用は (g\displaystyle \cdot f)(x, y)=\frac{1}{\det g}f((x, y)g) を考える ((4) を参照).
このとき同様の議論で, S(D) の(通常の) ｲﾃｱﾙ類群 \mathrm{C}1(S(D)) とGL (\mathbb{Z})\backslash V_{\mathrm{Z}}(D)^{\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{m}}
の間に標準全単射が構成される.

なお,さらに2次環の向きも考えない定式化も可能である. 群を GL (\mathbb{Z})\times \mathrm{G}\mathrm{L}() と

し , \mathrm{G}\mathrm{L}() はｽｶﾗｰ倍で Vz に作用させれば, (向き付けられていない)2次環と (向き付け
られていない) ｲﾃｱﾙ類の組 (S, I) がﾊﾗﾒｰﾀ付けされる. ただしこの場合は, 2次環の

同型が標準的に決まっていないことに注意しよう. (S, I) , (S', I') について, D(S)=D(S')
ならば定理2.2によって S と S' は同型である.しかし同型の取り方が一通りでなく,こ

の同型の取り方によってｲﾃｱﾙ類の積 II� は変わってしまうから , (S, I) , (S', I') の積

を自然に定めることができない. したがって (GL () \times \mathrm{G}\mathrm{L}_{2}(\mathbb{Z}) ) \backslash V_{\mathrm{Z}}(D)^{\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{m}} にも一般に

自然な群構造が入らない.これが2次環に向きを指定する理由である.

注3.6. 式(4) の( (f_{(S,I)} が2次写像である� ということの定義を考えておこう.

M, N を自由 \mathbb{Z}‐  $\gamma$\square \ovalbox{\tt\small REJECT}群とする. f:M\rightarrow N が2次写像であるとは, M, N それぞれの基底

を固定して M=\mathbb{Z}^{m}, N=\mathbb{Z}^{n} としたとき, f(x_{1}, \ldots, x_{m})\in \mathbb{Z}^{n} の各成分が x_{1} ,
. . . x_{m} の

2次式で表されること (これは基底の取り方によらない.) と考えればだいたいよい.し

かし,もう少し厳密な定式化が大切なこともあるので述べておく.
M から N への2次写像とは正確には, M の2階対称ﾃﾝｿﾙから N への \mathbb{Z}‐線形写

像のことである.ところが, M の2階対称ﾃﾝｿﾙは実は2種類ある. 一つは M\otimes M
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を \{m_{1}\otimes m_{2}-m_{2}\otimes m_{1}|m_{1}, m2 \in M\} が生成する部分加群で割った商加群であり,本

稿ではこれを Sym2M と書く.もう一つは M\otimes M にS2が自然に作用するが, その \mathfrak{S}_{2^{-}}

不変な元のなす部分加群であり, 本稿ではこれを \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{2}M と書く. 合成

\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{2}M\mapsto M\otimes M\rightarrow \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{2}M

は単射になるが, (m\neq 1 なら) 全射でないことがﾎｲﾝﾄである. (同じことを \mathbb{Q} 上など

標数が2でない体の上で考えると全単射になる. )なお, (\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{2}M)^{*}=\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{2}(M^{*}) であ

る.ここで一般に N^{*} で N の双対加群 \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(N, \mathbb{Z}) を表している.

2つの2階対称ﾃﾝｿﾙ Sym2M と \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{2}M は \mathbb{Z} 加群としては同型だが, Aut (M)=
GL () の作用と共変な同型はない. つまり , 互いに双対的な表現 (GL \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{2}\mathbb{Z}^{m} ),
(\mathrm{G}\mathrm{L}_{m}(\mathbb{Z}), \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{2}\mathbb{Z}^{m}) は異なる. 一般に n 階対称ﾃﾝｿﾙも , M^{\otimes n} の商加群 \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{n}M と

部分加群 \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{n}M の2種類がある. \mathbb{Q} 上の2階対称ﾃﾝｿﾙの空間 \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{2}\mathbb{Q}^{n} を n 次対称

行列の空間として実現することがよく行われるが,このときその格子として, 半整数係数

対称行列のなす格子 L と , 整数係数対称行列のなす部分格子 M\subset L とが現れる.これが

それぞれ, \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{2}\mathbb{Z}^{m} と \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{2}\mathbb{Z}^{m} である.

これらが \mathrm{G}\mathrm{L}() 加群として同型でないことは例えば次のように示される. 一般に

\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{2}\mathbb{Q}^{n} の \mathrm{G}\mathrm{L}() 不変な格子 L, L' が \mathrm{G}\mathrm{L}() 加群として同型であったとする.このと

き同型写像 f:L\rightarrow L' に \mathbb{Q} をﾃﾝｿﾙして, \mathrm{G}\mathrm{L}() 共変な \tilde{f}:\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{2}\mathbb{Q}^{n}\rightarrow \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{2}\mathbb{Q}^{n} が

得られる. 一方 \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{2}\mathbb{Q}^{n} は \mathrm{G}\mathrm{L}() の既約表現である. よって Schur の補題によって \tilde{f}
はｽｶﾗｰ倍と分かる.したがってその L への制限 f もｽｶﾗｰ倍である. よって同型

な \mathrm{G}\mathrm{L}() 加群を与える格子は互いに他の \mathbb{Q}^{\times} 倍である.

2階対称ﾃﾝｿﾙが2種類あることに対応して, 2次写像の定義も二通りある. 一つ

は \mathbb{Z}‐線形な写像 \tilde{f}:M\otimes M\rightarrow N を \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{2}M に制限して得られる f:\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{2}M\rightarrow N で,

このとき f\in(\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{2}M)^{*}\otimes N=\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{2}(M^{*})\otimes N である.もうひとつは \mathbb{Z}‐線形な写像

\tilde{f}:M\otimes M\rightarrow N が \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{2}M を経由して f:\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{2}M\rightarrow N を誘導するときの f で,この

とき  f\in (Sym2M) *\otimes N =\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{2}(M^{*})\otimes N である. (同様に, n 次写像 (n\geq 2) も二つ

ある. )
式(4) の( (f_{(S,I)} が2次写像である� ことの正確な意味は, \mathbb{Z}‐線形写像

\tilde{f}_{(S,I)}:I\otimes I\rightarrow\wedge^{2}I, $\xi$_{1}\otimes$\xi$_{2}\mapsto$\xi$_{1}\wedge $\tau \xi$_{2}
を \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{2}I に制限して得られる f_{(S,I)}\in(\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{2}I)^{*}\otimes(\wedge^{2}I)=\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{2}(I^{*})\otimes(\wedge^{2}I) を考える

ということである. 本稿ではこれ以上詳しく述べないが, 詳細は例えば [17, Chapter 4]
を参照いただきたい.

なお, M の2階交代ﾃﾝｿﾙについても同様に二通りの定義が考えられる. M\otimes M

を \{x\otimes x|x\in M\} が生成する部分加群で割つた商加群 \wedge^{2}M と , M\otimes M の部分加群

\displaystyle \bigwedge_{2}M=\{X\in M\otimes M| $\sigma$(X)=\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}( $\sigma$)X,  $\sigma$\in \mathfrak{S}_{2}\} である.この場合も合成で得られる

単射 \displaystyle \bigwedge_{2}M\rightarrow\wedge^{2}M は同型でない.しかし,この像は 2\wedge^{2}M であって , Aut (M) 加群と
して \wedge^{2}M と同型である.このことから, \displaystyle \bigwedge_{2}M, \text{∧^{}2}M はAut (M) 加群として同型である.
n 階の交代ﾃﾝｿﾙも同様である.
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§3.2. 2元3次形式の空間と3次環

次に2元3次形式の空間について考えよう.

V_{\mathrm{Z}} :=\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{3}\mathbb{Z}^{2}\otimes(\wedge^{2}\mathbb{Z}^{2})^{*}=\{f(x, y)=ax^{3}+bx^{2}y+cxy^{2}+dy^{3}|a, b, c, d\in \mathbb{Z}\},
(6)

G_{\mathrm{Z}}:=\mathrm{G}\mathrm{L}()

とする. 作用は次で定める.

(g\displaystyle \cdot f)(x, y)=\frac{1}{\det(g)}\cdot f(px+ry, qx+sy) , f\in V_{\mathrm{Z}}, g=\left(\begin{array}{l}
pq\\
rs
\end{array}\right)\in \mathrm{G}\mathrm{L}()
f\in V\mathrm{z} の判別式を P(f) とおく. f(x, y)=ax^{3}+bxy +cxy^{2}+dy^{3} に対して P(f)=
b^{2}c^{2}+18abcd-4ac^{3}-4b^{3}d-27a^{2}d^{2} である. P(f) がGz の作用に対して不変であるこ

とはよく知られている. G_{\mathrm{Z}}\backslash V_{\mathrm{Z}} が3次環を分類していることはDelone‐Faddeev により部

分的に見出され, Gan‐Gross‐Savin により完全に示された.

定理3.7 ([21],[23]). 判別式を保つ標準全単射 \mathcal{A}_{3}\rightarrow G_{\mathrm{Z}}\backslash V_{\mathrm{Z}} が存在する. すなわ

ち可換図式

\mathcal{A}_{3}\rightarrow^{1:1}G_{\mathrm{Z}}\backslash V_{\mathrm{Z}}

D\downarrow 0\downarrow P\mathbb{Z}--\mathbb{Z}
が成り立つ.ここで左の縦の写像は3次環の判別式をとる写像である.

(証明) まず写像の構成を与える. R\in \mathcal{A}_{3} とする. \tilde{f}_{R}:R\rightarrow\wedge^{3}R を

(7) \tilde{f}_{R}:R\rightarrow\wedge^{3}R,  $\xi$\mapsto 1\wedge $\xi$\wedge$\xi$^{2}

で定義すると , \tilde{f}_{R} は階数3自由 \mathbb{Z}功醐群 R から階数1自由 \mathbb{Z}功醐群 \wedge^{3}R への3次写像であ

る.また任意の a\in \mathbb{Z} に対して

\tilde{f}_{R}( $\xi$+a)=1\wedge( $\xi$+a)\wedge( $\xi$+a)^{2}=1\wedge( $\xi$+a)\wedge($\xi$^{2}+2a $\xi$+a^{2})
=1\wedge $\xi$\wedge$\xi$^{2}=\tilde{f}_{R}( $\xi$)

なので,これは射影 R\rightarrow R/(\mathbb{Z}\cdot 1) を経由する.さらに , \wedge^{3}R\cong\wedge^{2}(R/(\mathbb{Z}\cdot 1)) を用いて

すなわち

(8) f_{R}:R/(\mathbb{Z}\cdot 1)\rightarrow\wedge^{2}(R/(\mathbb{Z}\cdot 1 [ $\xi$]\mapsto[ $\xi$]\wedge[$\xi$^{2}]

が定まり , f_{R} は階数2自由 \mathbb{Z}‐加群 R/\mathbb{Z} から階数1自由 \mathbb{Z}‐加群 ∧2 (R/\mathbb{Z}) への3次写像

である. ( R/(\mathbb{Z}\cdot 1) を簡単に R/\mathbb{Z} と書いた. )この [f_{R}:R/\mathbb{Z}\rightarrow\wedge^{2}(R/\mathbb{Z})]\in G_{\mathrm{Z}}\backslash V\mathrm{z} を

R の像として写像が構成された.
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この3次写像 f_{R} は R の環構造を記憶している.このことを実際に確認する. R=

\mathbb{Z}\cdot 1\oplus \mathbb{Z}\cdot$\omega$_{1}\oplus \mathbb{Z}\cdot$\omega$_{2} と1を含む基底をとる.このとき $\omega$_{1}$\omega$_{2}=p+q$\omega$_{1}+r$\omega$_{2} と書ける

ので ($\omega$_{1}-r)($\omega$_{2}-q)=p+qr になる. したがって $\omega$_{1}, $\omega$_{2} を $\omega$_{1}-r, $\omega$_{2}-q で置き換える

ことで , $\omega$_{1}$\omega$_{2}\in \mathbb{Z}\cdot 1 としてよい.このとき

$\omega$_{1}^{2}=k-b$\omega$_{1}+a$\omega$_{2},
(9) $\omega$_{2}^{2}=l-d$\omega$_{1}+c$\omega$_{2},

$\omega$_{1}$\omega$_{2}=m

となる a, b, c, d, k, l, m\in \mathbb{Z} が定まるが,結合法則 $\omega$_{1}^{2}\cdot$\omega$_{2}=$\omega$_{1}\cdot($\omega$_{1}$\omega$_{2}) , $\omega$_{1}\cdot$\omega$_{2}^{2}=($\omega$_{1}$\omega$_{2})\cdot$\omega$_{2}
から

(10) k=-ac, l=-bd, m=-ad

が必要である. このもとで  $\xi$=x$\omega$_{1}+y$\omega$_{2}(x, y\in \mathbb{Z}) に対し \tilde{f}_{R}( $\xi$) を計算すると

\tilde{f}_{R}( $\xi$)=1\wedge(x$\omega$_{1}+y$\omega$_{2})\wedge(x^{2}$\omega$_{1}^{2}+2xy$\omega$_{1}$\omega$_{2}+y^{2}$\omega$_{2}^{2})
=\cdots= (ax3 +bx^{2}y+cxy^{2}+dy^{3})\cdot 1\wedge$\omega$_{1}\wedge$\omega$_{2}

が分かる.したがって R の像は ax^{3}+bx^{2}y+cxy^{2}+dy^{3}\in V_{\mathrm{Z}} となり , R の乗法構造 (9),
(10) を決めるために必要な定数 a, b, c, d\in \mathbb{Z} がすべて反映される.

このことにより写像 R\mapsto f_{R} が単射であることが分かった. 逆に任意の a, b, C, d に

対し , 加群 \mathbb{Z}\cdot 1\oplus \mathbb{Z}\cdot$\omega$_{1}\oplus \mathbb{Z}\cdot$\omega$_{2} に(9), (10) によって積の構造を入れると , 結合律をみ

たし , \mathbb{Z} 上の3次環になることが分かる.これにより写像は全射である. 判別式を保つこ

とは, 基底1, $\omega$_{1}, $\omega$_{2} に対する判別式を計算すれば分かる. (証明終)

この対応も非常に簡明で美しい一方, 一般の n 次環に拡張することは困難であるこ

とが想像されると思う. (8) に倣い, 4次環 R に対して , 写像 f_{R}:R/\mathbb{Z}\rightarrow\wedge^{3}(R/\mathbb{Z}) を

 7-\rightarrow ∧ ∧ f_{R}:R/\mathbb{Z}\rightarrow\wedge^{3}(R/\mathbb{Z}) , [ $\xi$]\mapsto[ $\xi$]\wedge[$\xi$^{2}]\wedge[$\xi$^{3}]

と定義することはたやすい. しかし今度はﾊﾗﾒｰﾀ空間は3元6次形式の空間 \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{6}\mathbb{Z}^{3}
となっており,このような大きな空間に全射があるとは考えにくいであろう.

注3.8. a=1 のときの f(x, y)=x^{3}+bx^{2}y + cxy2 +dy^{3}\in V\mathrm{z} に対する自然な3

次環の構成として \mathbb{Z}[X]/(X^{3}+bX^{2}+cX+d) が考えられるが,これは定理3.7によって

f に対応する3次環と一致する. より一般に, a\neq 0 なる f\in V_{\mathrm{Z}} に対し, \mathbb{Q} 上3次の代

数 \mathbb{Q}[X]/(f(X, 1)) を考えると,この中で1, aX, aX^{2}+bX が生成する部分 \mathbb{Z} 加群 R は部

分環をなし, R は定理3.7によって f と対応する3次環に一致する.

§4. 第III 部 : 4 次環のﾊﾗﾒｰﾀ付け

本節では,第III 部[5] で示された, 3元2次形式のﾍｱの空間を用いた4次環の分

類について解説する.



222 谷口隆

§4.1. 3元2次形式のﾍｱの空間

次節で詳しく述べるが, Wright‐Yukie [50] は2元2次形式の空間 (2), 2元3次形式

の空間 (6) を含む8種類のﾍｸﾄﾙ空間について \mathbb{Q} などの体上で考察し , その軌道が次

数2, 3, 4, 5の拡大体と対応することを指摘していた. その中で扱われたものの一つが3元

2次形式のﾍｱの空間

V_{\mathbb{Q}}=\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{2}\mathbb{Q}^{3}\otimes \mathbb{Q}^{2},
(11)

G_{\mathbb{Q}}=\mathrm{G}\mathrm{L}_{3}(\mathbb{Q})\times \mathrm{G}\mathrm{L}()

である.この表現の有理軌道について, 次が示されていた.

定理4.1 ([50]). G_{\mathbb{Q}}\backslash V_{\mathbb{Q}}' は \mathbb{Q} の4次分離代数の同型類の集合と一対一に標準的に
対応する. (V� はこの表現の不変式tr P の値が消えない Zariski 開集合を表す. P は4.3節
で与える. )

幾何学的には V_{\mathbb{Q}} の元は2次曲線のﾍｱなので, その交点は \mathbb{P}^{2} の4点を決めている.

このことから \mathbb{Q} の4次分離代数との関係は想像しやすいであろう.

そこで,この対応が \mathbb{Z} 上に持ち上げられないか考えることは自然である.

V_{\mathrm{Z}}=\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{2}\mathbb{Z}^{3}\otimes \mathbb{Z}^{2},
(12)

G_{\mathrm{Z}}=\mathrm{G}\mathrm{L}_{3}(\mathbb{Z})\times \mathrm{G}\mathrm{L}()

を問題にしよう. \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{2}\mathbb{Z}^{3} は整数係数の3元2次形式全体のなす集合である. 基底に依ら

ない言い方としては

G_{\mathrm{Z}}\backslash V_{\mathrm{Z}}= \{f:M\rightarrow N
M:7_{\mathrm{F}\exists}^{\mathrm{k}\mathrm{b}})\mathscr{X}3 の

 $\xi$\exists \mathrm{E}\exists \mathbb{Z}-T\square \ovalbox{\tt\small REJECT}\mp,Nf:M\hslash\searrow 6N\wedgeの  2_{\grave{(}}\mathrm{X}\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\backslash r}4\mathscr{X}
:階数2の自由 \mathbb{Z}-T\square 群

\}/\sim
と考えることができる. 問題は次のように述べられる.

4拡大次数の合計が4となる \mathbb{Q} の拡大体の直積のこと.または, [F:\mathbb{Q}]=4 となる \mathbb{Q}‐代数 F で, 判別式
が 0 でないもののことと言ってもよい. 判別式は (\mathbb{Q}^{\times})^{2} 倍の不定性があるが, 0 か 0 でないかはこの不定
性によらない.
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問題4.2. 判別式を保つ全単射 \mathcal{A}_{4}\rightarrow G_{\mathrm{Z}}\backslash V_{\mathrm{Z}} が存在するか/?

しかし , 実はこのような全単射は存在しない. 実際4次環を一つ与えたときに,階

数3と階数2の自由加群の間の2次写像を構成する方法と言われてもなかなか難しいで

あろう. Bhargava [5] はこの表現には3次ﾚｿﾙﾍﾝﾄ環と付随するﾚｿﾙﾍﾝﾄ写像

が隠れていることを見抜き , 上の対応に代わる正確な一対一対応を構成した.

§4.2. 4次方程式の解法とﾚｿﾙﾍﾝﾄ写像

\mathbb{Q} 係数の4次方程式 f(t)=t^{4}+pt^{3}+qt^{2}+rt+s=0 を解く方法を思い出してみよ

う. 解を  $\alpha$, $\alpha$',  $\alpha$  $\alpha$ とする.  $\beta$= $\alpha \alpha$''+$\alpha$'$\alpha$''', $\beta$'= $\alpha \alpha$'+$\alpha$''$\alpha$''',  $\beta$''= $\alpha \alpha$ +$\alpha$'$\alpha$''

とおくと  $\beta$, $\beta$', $\beta$'' は t^{3}-qt^{2}+(pr-4s)t-(p^{2}s-4qs+r^{2})=0 の解となる.この3次方

程式を解いてまず  $\beta$, $\beta$', $\beta$'' を求め , それを用いて  $\alpha$, $\alpha$',  $\alpha$  $\alpha$ を求めたのであった.な

お,これは群論の言葉でいえば \mathfrak{S}_{4} の3点集合 {(1324), (1234), (1423) }への作用,また
はそれが定める準同型 \mathfrak{S}_{4}\rightarrow \mathfrak{S}_{3} を考えていることになる.

この  $\alpha$ と  $\beta$ の関係を考える.  f(t) のGalois 群が \mathfrak{S}_{4} , すなわち \mathbb{Q}( $\alpha$, $\alpha$',  $\alpha$  $\alpha$ が \mathbb{Q} の

S4拡大であるとする. F=\mathbb{Q}( $\alpha$) , L=\mathbb{Q}( $\beta$) とおくとそれぞれ \mathbb{Q} の 4
\backslash 

次, 3次拡大である.

このときの L は F のﾚｿﾙﾍﾝﾄ体と呼ばれる. x\in F=\mathbb{Q}( $\alpha$) の \mathbb{Q}($\alpha$') , \mathbb{Q}($\alpha$'') , \mathbb{Q}($\alpha$''')
における共役をそれぞれ x', x x で表す. そして

\tilde{ $\phi$}:F\rightarrow L, x\mapsto xx''+x'x'''

と定義する.これは \mathbb{Q}‐加群の間の写像として2次である.さらに c\in \mathbb{Q} に対し

\tilde{ $\phi$}(x+c)=(x+c)(x''+c)+(x'+c)(x'''+c)
=xx''+x'x'''+c(x+x'+x''+x +2c^{2}

= $\phi$(x)+c\mathrm{T}\mathrm{r}_{F/\mathbb{Q}}(x)+2c^{2}

なので \tilde{ $\phi$} は剰余加群の間の2次写像

 7-\rightarrow
(13)  $\phi$:F/(\mathbb{Q}\cdot 1)\rightarrow L/(\mathbb{Q}\cdot 1) , [x]\mapsto[xx''+x'x''']

を誘導する.このﾚｿﾙﾍﾝﾄ写像が階数3の自由加群から階数2への自由加群への2次

写像となっていて, G_{\mathbb{Q}}\backslash V_{\mathbb{Q}} の元と対応するのである.

§4.3. 不変式

不変式 P を構成しておく. Vz は整係数3元2次形式のﾍｱ (A, B) からなる集合で

ある. z= (z_{1}, z2, z_{3}) を不定元とし, A(z_{1}, z2, z_{3})=\displaystyle \sum_{1\leq i\leq j\leq 3}a_{ij}z_{i^{Zj}}, B(z_{1}, z2, z_{3})=
5(部分的に) 写像を構成することができる. ただし, 後の4.5節で明らかになるようにこの対応は一般に多

\perp

対一になる.
6次のように考えてもよい. \mathfrak{S}_{4} の元  $\sigma$ 0 ,

. . .

;  $\sigma$ 3 を  $\sigma$ 0() = $\alpha$,  $\sigma$ 1 () =$\alpha$',  $\sigma$ 2( $\alpha$)=$\alpha$'',  $\sigma$ 3( $\alpha$)= $\alpha$ と

なるように取ろう.  F を固定する部分群を $\Gamma$_{F} とすると, \{ $\sigma$ 0, . . . ,  $\sigma$ 3\} は \mathfrak{S}_{4}/$\Gamma$_{F} の完全代表系である.
また ,  $\sigma$ 0,  $\sigma$ 1,  $\sigma$ 2,  $\sigma$ 3 を \mathbb{Q}( $\alpha$) に制限すると , それらはそれぞれ \mathbb{Q}( $\alpha$) から \mathbb{Q}( $\alpha$) , \mathbb{Q}($\alpha$') , \mathbb{Q}($\alpha$'') , \mathbb{Q}($\alpha$''') へ

の同型を与える.このとき x\in F に対して x= $\sigma$ 0(x) , x'= $\sigma$ 1(x) , x''= $\sigma$ 2(x) , x'''= $\sigma$ 3(x) である.
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\displaystyle \sum_{1\leq i\leq j\leq 3}b_{ij^{Z}i^{Z}j} , a_{ij} , b_{ij}\in \mathbb{Z} と表す.このとき ($\gamma$_{3}, $\gamma$_{2})\in G\mathrm{z} は $\gamma$_{2}=\left(\begin{array}{l}
pq\\
rs
\end{array}\right) として,

(A(z), B(z))\mapsto(pA(z$\gamma$_{3})+qB(z$\gamma$_{3}), rA(z$\gamma$_{3})+sB(z$\gamma$_{3})) で作用している.

a_{ji}=a_{ij}, b_{ij}=b_{ji} とする. A, B は 3\times 3 の半整数対称行列とみなせる. 例えば A は

(i, i) ‐成分は a_{ii}, (i, j)‐成分は a_{ij}/2(i\neq j) なる行列である.このとき

f(x, y)=f_{(A,B)}(x, y)=4\det(Ax+By)

と定めると,これは (x, y) の整係数3次形式になり , f(x, y)=ax^{3}+bx^{2}y+cxy^{2}+dy^{3} と

書くと a, b, c, d は a_{ij}, b_{ij} の4次同次式になる.この f_{(A,B)}\in \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{3}\mathbb{Z}^{2} の判別式を P(A, B)
とする.この V_{\mathrm{Z}} の12次同次式 P を V_{\mathrm{Z}} の判別式とよぶ. P が不変式になっていること

は簡単に確かめられる.

§4.4. 3次ﾚｿﾙﾍﾝﾄ環と基本対応

[5] の基本対応を簡単にまとめておく. 全てを正確に定義すると長くなるので, 詳細に

興味のある方は原論文 [5] を参照されたい. 以下 Q で D(Q)\neq 0 なる4次環を表す.このと

き Q の形式的 \mathfrak{S}_{4} ‐閉包 \overline{Q} が定義される. \overline{Q} は \mathfrak{S}_{4} が左から作用する24次環であり , Galois

対応が存在する. 特に \mathfrak{S}_{4} で固定される部分環は \mathbb{Z} であり , Q の元すべてを固定する部分

群 $\Gamma$_{Q} は \mathfrak{S}_{3} に同型である. $\sigma$_{0} ,
. . .

, $\sigma$_{3}\in \mathfrak{S}_{4} を \mathfrak{S}_{4}/$\Gamma$_{Q} の代表系とする. ただし $\sigma$_{0}\in$\Gamma$_{Q}
とする. x\in Q に対し x'=$\sigma$_{1}(x) , x''=$\sigma$_{2}(x) ,

x =$\sigma$_{3}(x) とし , \tilde{ $\phi$}(x)=xx''+x'x''' と

おく. R^{\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{v}}(Q) で, \mathbb{Z} 上 \tilde{ $\phi$}(x)(x\in Q) たちが生成する \overline{Q} の部分代数とする.これは3次

環になる.

定義4.3 ([5]). Q を4次環とする. D(Q)\neq 0 のとき , 3 次環 R が Q のﾚｿﾙﾍ

ﾝﾄ環であるとは, R が R^{\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{v}}(Q) を部分環として含み, かつ D(Q)=D(R) であること

である. D(Q)=0 のときも形式的に定義される ([5, Definition 20

この定義は抽象的なものだが, 4.2節のﾚｿﾙﾍﾝﾄ体の整ﾓﾃﾙとなっている.例

えば Q が4.2節で扱つた \mathfrak{S}_{4}-4 次拡大 F の整数環 \mathcal{O}_{F} の場合, 3次ﾚｿﾙﾍﾝﾄ体 L の

整数環 \mathcal{O}_{L} は \mathcal{O}_{F} のﾚｿﾙﾍﾝﾄ環になる.

\mathcal{A}_{4,3}= { (Q, R)|Q:4 次環, R : Q の3次ﾚｿﾙﾍﾝﾄ環}/ \sim

とおく. 次が [5] の主定理である.

定理4.4 ([5]). 判別式を保つ標準全単射 \mathcal{A}_{4,3}\rightarrow G_{\mathrm{Z}}\backslash V_{\mathrm{Z}} が存在する :

\mathcal{A}_{4,3}\rightarrow^{1:1}G_{\mathrm{Z}}\backslash V_{\mathrm{Z}}

\mathbb{Z}\downarrow--0\mathbb{Z}\downarrow P
7[5] に定義がある.また最近, 系統的な定義が Bhargava‐Satriano [13] により与えられた.
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写像の構成は4.2節の (13) と全く同様である. (Q, R)\in \mathcal{A}_{4,3} に対してﾚｿﾙﾍﾝﾄ

写像 \tilde{ $\phi$}:Q\rightarrow R^{\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{v}}(Q)\subset R が誘導する写像

 7-\rightarrow
(14)  $\phi$:Q/(\mathbb{Z}\cdot 1)\rightarrow R/(\mathbb{Z}\cdot 1) , [x]\mapsto[xx''+x'x''']

を対応させればよい.

この場合も著しいのは,この写像 \mathcal{A}_{4,3}\rightarrow G_{\mathrm{Z}}\backslash V_{\mathrm{Z}} が全単射となることである. すな

わち ,  $\phi$ から  Q, R の環構造が一意に復元でき (単射性), またどのような (A, B)\in V_{\mathrm{Z}} も,

ある (Q, R)\in \mathcal{A}_{4,3} から得られる (全射性). 実際,[5] では, (A, B)\in V\mathrm{z} に対応する

\mathcal{A}_{4,3} の元 (Q, R)=(Q(A, B), R(A, B)) が明示的に構成されている. 少し長くなるが書き

下しておこう.

各 1\leq i, j, k, l\leq 3, (i, j)\neq(k, l) に対し,

$\lambda$_{kl}^{ij}=$\lambda$_{kl}^{ij}(A, B)=\det\left(\begin{array}{ll}
a_{ij} & b_{ij}\\
a_{kl} & b_{kl}
\end{array}\right)
と定める.このとき Q=\mathbb{Z}\cdot 1\oplus \mathbb{Z}\cdot$\alpha$_{1}\oplus \mathbb{Z}\cdot$\alpha$_{2}\oplus \mathbb{Z}\cdot$\alpha$_{3} の積構造

$\alpha$_{i}$\alpha$_{j}=c_{ij}^{0}+c_{ij}^{1}$\alpha$_{1}+c_{ij}^{2}$\alpha$_{2}+c_{ij}^{3}$\alpha$_{3},

を

(15) c_{ij}^{k}=c_{j}^{k_{i}} (1\leq i, j\leq 3,0\leq k\leq 3) ,

c_{23}^{1}=$\lambda$_{33}^{22}, c_{31}^{2}=$\lambda$_{11}^{33}, c_{12}^{3}=$\lambda$_{22}^{11},

c_{22}^{1}=$\lambda$_{23}^{22}, c_{33}^{2}=$\lambda$_{31}^{33}, c_{11}^{3}=$\lambda$_{12}^{11}, c_{33}^{1}=$\lambda$_{33}^{32}, c_{11}^{2}=$\lambda$_{11}^{13}, c_{22}^{3}=$\lambda$_{22}^{21},
(16)

c_{12}^{1}=$\lambda$_{31}^{22}, c_{23}^{2}=$\lambda$_{12}^{33}, c_{31}^{3}=$\lambda$_{23}^{11}, c_{13}^{1}=0, c_{21}^{2}=0, c_{32}^{3}=0,

c_{11}^{1}=$\lambda$_{13}^{12}+$\lambda$_{23}^{11}, c_{22}^{2}=$\lambda$_{21}^{23}+$\lambda$_{31}^{22}, c_{33}^{3}=$\lambda$_{32}^{31}+$\lambda$_{12}^{33},

(17) c_{ij}^{0}=\displaystyle \sum_{1\leq r\leq 3}(c_{ik}^{r}c_{rj}^{k}-c_{ij}^{r}c_{rk}^{k}) (k\neq j)

で定義すると , 異なる (g, h) , (i, j) , (k, l) , (m, n) に対する $\lambda$_{kl}^{ij} の関係式

$\lambda$_{ij}^{gh}(A, B)$\lambda$_{mn}^{kl}(A, B)-$\lambda$_{kl}^{gh}(A, B)$\lambda$_{mn}^{ij}(A, B)+$\lambda$_{mn}^{gh}(A, B)$\lambda$_{kl}^{ij}(A, B)=0

により Q の基底は結合律 ($\alpha$_{j}$\alpha$_{i})$\alpha$_{k}=$\alpha$_{j}($\alpha$_{i}$\alpha$_{k}) をみたし, Q は4次環になる.また

a=a(A, B) ,
. . .

, d=d(A, B) を

4 \det(Ax+By)=ax^{3}+bx^{2}y+cxy^{2}+dy^{3}

によって定めると , R=\mathbb{Z}\cdot 1\oplus \mathbb{Z}\cdot$\omega$_{1}\oplus \mathbb{Z}\cdot$\omega$_{2} は(9), (10) によって3次環になり,

 $\phi$:Q/\mathbb{Z}\rightarrow R/\mathbb{Z}, z_{1}$\alpha$_{1}+z_{2}$\alpha$_{2}+z_{3}$\alpha$_{3}\mapsto A(z_{1}, z_{2}, z_{3})$\omega$_{1}+B(z_{1}, z_{2}, z_{3})$\omega$_{2}
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のある持ち上げをﾚｿﾙﾍﾝﾄ写像として, (Q, R)=(Q(A, B), R(A, B))\in \mathcal{A}_{4,3} となる.

これが逆対応を与えることになる.

証明について,ここでは  $\phi$ から  Q の環構造 (15), (16), (17) を復元する方法について

簡単に要点を述べておく. (15) は $\alpha$_{i}$\alpha$_{j}=$\alpha$_{j}$\alpha$_{i} から,また (17) は ($\alpha$_{i}$\alpha$_{j})$\alpha$_{k}=$\alpha$_{i}($\alpha$_{j}$\alpha$_{k})
の $\alpha$_{k} の係数を比べて得られる. (16) を得るには次のようにする.まず, 適当に $\alpha$_{1}, $\alpha$_{2}, $\alpha$_{3}

を \mathbb{Z}\cdot 1 の元でずらすことで, c_{13}^{1}=c_{21}^{2}=c_{32}^{3}=0 とできる. 恒等式

\left|\begin{array}{lllll}
1 & x & y & xy & \\
1 & x' & y' & x'y' & \\
1 & x'' & y'' & x''y'' & \\
 & 1x'' & y'' & x, & \prime\prime\prime y
\end{array}\right|=\left|\begin{array}{ll}
1xx''+x'x''' & yy''+y'y'''\\
1xx'+x''x''' & yy,+y''y'''\\
1xx''+x'x'' & yy'''+y'y''
\end{array}\right|
と D(Q)=D(R) から,

(18) \mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{Q}(1, x, y, xy)=\pm \mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{R}(1,  $\phi$(x),  $\phi$(y))

が分かる.ただしここで例えば, \mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{Q} (1, x, y , xy)は, \langle 1,  x, y, xy\rangle \mathrm{z} の Q=\langle 1, $\alpha$_{1}, $\alpha$_{2}, $\alpha$_{3}\rangle \mathrm{z}
に対する符号つき指数を表す.

ここで, $\alpha$_{1}, $\alpha$_{2}, $\alpha$_{3} と $\omega$_{1}, $\omega$_{2} は(18) における符号が + になるように選ばれていると

する. x=r_{1}$\alpha$_{1}+r_{2}$\alpha$_{2}+r_{3}$\alpha$_{3}, y=s_{1}$\alpha$_{1}+s_{2}$\alpha$_{2}+s_{3}$\alpha$_{3}, xy=t_{0}+t_{1}$\alpha$_{1}+t_{2}$\alpha$_{2}+t_{3}$\alpha$_{3}

とすれば, t_{k}=\displaystyle \sum_{1\leq i,j\leq 3}c_{ij}^{k}r_{i^{S}j}(1\leq k\leq 3) であって , (18) は

\left|\begin{array}{lll}
10 & 0 & 0\\
0r_{1}r_{2}r_{3} &  & \\
0s_{1}s_{2}s_{3} &  & \\
*t_{1}t_{2}t_{3} &  & 
\end{array}\right|=\left|\begin{array}{lllll}
1 & 0 &  & 0 & \\
*A(r_{1} & r_{2} & r_{3})B(r_{1} & r_{2} & r_{3})\\
*A(s_{1} & s_{2} & s_{3})B(s_{1} & s_{2} & s_{3})
\end{array}\right|
となる.これが r_{1}, r_{2}, r_{3}, s_{1}, s_{2}, s_{3} の恒等式となることから, 係数を比較することができ

る. 例えば, r_{1}^{2}s_{2}^{2} の係数を比較して c_{12}^{3}=$\lambda$_{22}^{11} が,また r_{1}^{2}s_{1}s_{2} の係数を比較して c_{11}^{3}=$\lambda$_{12}^{11}
が分かる.

§4.5. 3次ﾚｿﾙﾍﾝﾄ環の個数

各4次環 Q に対してその3次ﾚｿﾙﾍﾝﾄ環はどのぐらい存在するか,このことが
分かって , 4 次環を G_{\mathrm{Z}}\backslash V_{\mathrm{Z}} によって理解したと言えることとなる. ｱﾌﾘｵﾘには少な

くとも一つ存在するかどうかも分からないことに注意しておこう. 4次環 Q に対してそ

の内容 (content)ct(Q) を

ct (Q)=\displaystyle \max\{n\in \mathbb{Z}\geq 1| ある4次環 Q' が存在して Q\cong \mathbb{Z}+n Q

で定義すると , 次がこの問いの解答となる.

定理4.5. 4次環 Q に対して , 3 次ﾚｿﾙﾍﾝﾄ環の個数は \mathrm{c}\mathrm{t}(Q) の約数和だけ存

在する.
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特に全ての4次環に対して少なくとも一つの3次ﾚｿﾙﾍﾝﾄ環が存在する.また,
ct (Q)=1 のときは Q の唯一のﾚｿﾙﾍﾝﾄ環は R^{\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{v}}(Q) である. 例えば Q が \mathfrak{S}_{4}-4

\backslash 

次

拡大体 F の整数環 \mathcal{O}_{F} のときは, ct (Q)=1 であり , そのﾚｿﾙﾍﾝﾄ環は F のﾚｿﾙ

ﾍﾝﾄ体の整数環になる.

以上が [5] の大まかな全体像である.

注4.6. なお, 古典的に , 4 次方程式の解法と3元2次方程式の組の解法には著し

い類似があることが知られていた. 高木貞治 『代数学講義』 [40] の§38にその優れた解説
があるので, 興味のある方は是非参照していただきたい. 表現 (11) は時代を超えた古典

的な研究対象で , その歴史は, 3次方程式を2次曲線の組の交点を求める問題として考察

した11世紀の数学者 Omar Khayyam の研究にまでさかのぼれるようである ([43] 参照).

注4.7. 本節の理論は, 3元2次形式の対と4次環をGalois理論 (の整ﾓﾃﾙ) を

使って結びつけたことがﾎｲﾝﾄだったが, 3.2節の2元3次形式と3次環の対応もGalois

理論によって解釈することができる. F=\mathbb{Q}( $\alpha$) を \mathfrak{S}_{3}-3 次拡大とし , $\alpha$', $\alpha$'' を  $\alpha$ の共役

とする.このとき  $\beta$=( $\alpha-\alpha$')($\alpha$'-$\alpha$'')($\alpha$''- $\alpha$) とおくと L=\mathbb{Q}( $\beta$) は2次体である.

このとき

\tilde{ $\phi$}:F\rightarrow L,  $\xi$\mapsto( $\xi-\xi$')($\xi$'-$\xi$'')($\xi$''- $\xi$)
は F/(\mathbb{Q}\cdot 1) を経由して3次写像  $\phi$:F/(\mathbb{Q}\cdot 1)\rightarrow L/(\mathbb{Q}\cdot 1) を定める. 一方で  $\phi$ は

( $\xi-\xi$')($\xi$'-$\xi$'')($\xi$''- $\xi$)=\left|\begin{array}{ll}
1 & $\xi$^{2} $\xi$\\
 1 & ($\xi$'$\xi$')^{2}\\
 & 1$\xi$'($\xi$')^{2}
\end{array}\right|
によって (7) と結びついている.このように捉えれば, 本節の4次環の理論と後述6節の

5次環の理論は3.2節の3次環の理論の延長線上にあると見ることができる.

§5. 概均質ﾍｸﾄﾙ空間と Wright‐Yukie 理論

この節では, 概均質ﾍｸﾄﾙ空間と , 高次合成則の理論の先駆的研究となったWright‐
Yukie 理論 [50] を簡単に紹介する. 一般に,体 k 上定義された代数多様体 X の k‐有理点

の集合を Xk で表す.

まず, 概均質ﾍｸﾄﾙ空間の定義から始める.

定義5.1. 体 k 上定義された簡約代数群 G の有限次元線形表現 (G, V) は, k の代

数閉包 \overline{k} 上で Zariski 開軌道が存在するとき概均質ﾍｸﾄﾙ空間であるという.

定義5.2. 体 k 上定義された簡約代数群 G の有限次元既約線形表現 (G, V) は,以

下の条件が成り立つとき , 正則な概均質ﾍｸﾄﾙ空間であるという. (1) ある定数でない多

項式 P\in k[V] と G の有理指標  $\chi$ が存在して  P(gx)= $\chi$(g)P(x) がすべての g\in G, x\in V

に対して成り立ち , (2) V':=\{x\in V|P(x)\neq 0\} とするとき , V_{\overline{k}}' は単一 G_{\overline{k}} 軌道になる.



228 谷口隆

(1) の多項式 P を相対不変式という. 標数 0 の代数閉体上で , 既約正則な概均質ﾍ

ｸﾄﾙ空間は, M. Sato‐Kimura [34] により分類された. それらは全部で29種類あり (!) ,

そのうちの5個は無限系列である.これまでに扱った (\mathrm{G}\mathrm{L}_{2}, \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{2}k^{2}) , (\mathrm{G}\mathrm{L}_{2}, \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{3}k^{2}) ,

(\mathrm{G}\mathrm{L}_{3}\times \mathrm{G}\mathrm{L}_{2}, \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{2}k^{3}\otimes k^{2}) はいずれもこの例で,また一般に (\mathrm{G}\mathrm{L}_{\mathrm{n}}, \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{2}k^{n}) もこの例と

なる.この場合 P はSym2kn を対称行列のなす空間とみたときの行列式である.

次に , 概均質ﾍｸﾄﾙ空間の典型的で重要な構成法について説明しよう. 以下 k を体

とする. E を k 上の単純代数群とし , その k 上定義された極大放物型部分群 P を一つ選ぶ.

(極大放物型部分群を表すのに相対不変式と同じ記号 P を用いるが, 文脈からどちらであ

るか判断できると思われるのでご容赦いただきたい. ) P のLevi分解を P=GU とする

と , G は U に共役で作用し,したがって U のｱｰﾍﾙ化 U^{\mathrm{a}\mathrm{b}}=U/[U, U] にも作用する

が,これは k 上定義された線形表現になる.この (G, U^{\mathrm{a}\mathrm{b}}) には Zariski 開軌道が存在する

ことがVinberg [44] によって示されている. したがって (G, U^{\mathrm{a}\mathrm{b}}) は概均質ﾍｸﾄﾙ空間で

ある.このようにして得られるものを放物型の概均質ﾍｸﾄﾙ空間と呼ぶ. 典型的な例と
して , E=\mathrm{S}\mathrm{P}_{n} を行列ｻｲｽ 2n のｼﾝﾌﾚｸﾃｨｯｸ群とし , P をSiegel 放物型部分群

とすると , 上の構成によって得られる (G, U^{\mathrm{a}\mathrm{b}}) は2次形式の空間 (GLn, \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{2}k^{n} ) になる.

M. Sato‐Kimura [34] により分類された29種類の概均質ﾍｸﾄﾙ空間はその多くが放物

型になるが, すべてではない. 放物型概均質ﾍｸﾄﾙ空間の分類についてはRubenthaler

[32] を参照されたい.

以上を踏まえて , Wright‐Yukie [50] について解説しよう.表1に , [50] で調べられた

8種類の既約正則な放物型概均質ﾍｸﾄﾙ空間 (G, V) を , (E, P) からの構成としてまと

めた. 極大放物型部分群 P を得るには E のDynkin 図形から頂点を一つ抜けばよく,表

ではその頂点を \times で表している.
 k 上の代数であって , k 上のﾍｸﾄﾙ空間としての次元が n であるものを k の n 次代

数と呼ぶ. そのうち分離的なものを n 次分離代数という. n 次代数, n 次分離代数の同型

類の集合をそれぞれ \mathcal{A}_{n}(k) , \mathcal{A}_{n}(k)^{\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{p}} で表す. 以下が [50] の主定理である.

定理5 \cdot 3 (Wright‐Yukie [50]). 表1にある概均質ﾍｸﾄﾙ空間 (G, V) それぞれに

ついて , G_{x}/G_{\mathring{x}}\cong \mathfrak{S}_{n} となる 2\leq n\leq 5 が定まり,この n について , 幾何学的な解釈を

もつ自然な全単射 G_{k}\backslash V_{k}'\rightarrow \mathcal{A}_{n}(k)^{\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{p}} が存在する.

整数論的な考察の便のため , C2, G2型では可換なﾄｰﾗｽを増やした G についての

V への線形表現が扱われている. 具体的な対応を表2にまとめた. x\in G_{k}\backslash V_{k}' に対する

\mathcal{A}_{n}(k)^{\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{p}} の元を k(x) と書いている. [50] では, 定理5.3の他,各 x\in V_{k}' について G_{\mathring{x}} の

k 上の代数群としての構造も決定されていて,これは整数論的に重要な情報を与える.特
に (\mathrm{G}\mathrm{L}_{2}\times \mathrm{G}\mathrm{L}_{3}^{2}, k^{2}\otimes k^{3}\otimes k^{3}) は (\mathrm{G}\mathrm{L}_{1}\times \mathrm{G}\mathrm{L}_{2}, k\otimes \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{2}k^{2}) の3次の類似と考えられるこ

とが分かる.表2では G_{\mathring{x}} の構造も記した. (k^{2}\otimes\wedge^{2}k^{6} の場合のみ少し記号が必要にな

るので省略した. )ただし , k(x)^{\times} は k 上の代数群と見ており , 正確には Weil restriction

をもちいて R_{k(x)/k}(\mathrm{G}\mathrm{L}) と書かれるものである.

この定理の \mathfrak{S}_{n} と \mathcal{A}_{n}(k)^{\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{p}} の結びつきを説明すると次のようになる.まず, x\in V_{k}'
に対し , k 上の多様体として , V'\cong G/G_{x} である. よって非可換 Galois ｺﾎﾓﾛｼｰの



高次合成則入門 229

V = \mathrm{U}^{\mathrm{a}\mathrm{b}}type of \mathrm{E} \mathrm{P} = GU

GL Sym \mathrm{k}

(\mathrm{G}\mathrm{L})

\otimes ∧GL GL

GL Sym \mathrm{k}

GL (\mathrm{G}\mathrm{L}) \mathrm{k} \mathrm{k} \mathrm{k}

\otimes ∧GL GL

GL GL Sym \mathrm{k} \mathrm{k}

∧ \otimesGL GL

Table 1. Wright‐Yukie [50] で扱われた放物型概均質ﾍｸﾄﾙ空間 : (E, P) からの構成

type of \mathrm{E}

∧ Sym \mathrm{k} \mathrm{S}

GL GL

(\mathrm{G}\mathrm{L})
GL GL

GL (\mathrm{G}\mathrm{L})
GL GL

GL GL

GL GL

\mathrm{k} Sym \mathrm{k}

\otimes ∧

\otimes ∧
Sym \mathrm{k} \mathrm{k}

∧ \otimes

\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{p}

\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{p}

GL (\mathrm{k}(\mathrm{x})) (k) ep

\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{p}

\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{p}

\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{p}

\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{p}

\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{p}

Table 2. Wright‐Yukie [50] で扱われた放物型概均質ﾍｸﾄﾙ空間 : 有理軌道の解釈
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一般論 [37] から,

G_{k}\backslash V_{k}'\cong \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(H^{1}(k, G_{x})\rightarrow H^{1}(k, G))

となる. \mathrm{G}\mathrm{L}_{m} およびその直積に対して Galois ｺﾎﾓﾛｼｰが消えることから,表2の
G に対してはいずれも H^{1}(k, G)=\{1\} となり , G_{k}\backslash V_{k}'\cong H^{1}(k, G_{x}) が分かる. 準同型

G_{x}\rightarrow \mathfrak{S}_{n} から H^{1}(k, G_{x})\rightarrow H^{1}(k, \mathfrak{S}_{n}) が定まり,さらに \mathfrak{S}_{n}= Aut k‐alg (k^{n}) であるこ

とから  H^{1}(k, \mathfrak{S}_{n})\cong {k‐forms of  k^{n} } =\mathcal{A}_{n}(k)^{\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{p}} となるので, 合成して

(19) G_{k}\backslash V_{k}'\cong H^{1}(k, G_{x})\rightarrow H^{1}(k, \mathfrak{S}_{n})\cong \mathcal{A}_{n}(k)^{\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{p}}

が定まる.各 x\in V_{k}' に対して H^{1}(k, G_{\mathring{x}}) が消えることが上述 G_{\mathring{x}} の構造の決定からした

がうので,これが全単射であることが示される.
また , [50] では,各 x\in V_{k}' に対し , n=2 なら \mathbb{P}^{1} の2点, n=3 なら \mathbb{P}^{1} の3点,

n=4 なら \mathbb{P}^{2} の4点, n=5 なら \mathbb{P}^{3} の5点からなる Z_{x} が構成され,  G_{x}/G_{x}^{\mathrm{o}}\cong Aut (Z_{x})
であることが示されている.このことからｺﾎﾓﾛｼｰ論的に構成された写像 (19) に自

然な幾何学的解釈がつく. 特に x\in V_{k}' に対する k(x)\in \mathcal{A}_{n}(k)^{\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{p}} は Z_{x} の大域切断のなす

環  $\Gamma$(Z_{x}, \mathcal{O}_{Z_{x}}) である. (これについては興味のある方は [41] も参照されたい. )この Z_{x}

は V=\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{2}k^{2}, \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{3}k^{2} の場合は, x\in V_{k}' の根が定める \mathbb{P}^{1} 内の2点および3点である.

また V=\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{2}k^{3}\otimes k^{2} の場合は4.1節で触れた , 2 次曲線の対の交点となる \mathbb{P}^{2} 内の4点

である. 他の場合など詳細は [50] を参照されたい.

定理5.3と , 定理3.2, 定理3.7, 定理4.4 との関係は容易に想像されるであろう.

V_{\mathrm{z}}'=V\mathrm{z}\cap V_{\mathbb{Q}}'=\{x\in V\mathrm{z} |P(x)\neq 0\} とおくと,自然な全射 G_{\mathrm{Z}}\backslash V_{\mathrm{z}}'\rightarrow G_{\mathbb{Q}}\backslash V_{\mathbb{Q}}' が定ま

る.これと対応する環の側の写像は, 例えば2元2次形式の空間の場合なら  B_{2}'\ni(S, I)\mapsto
 S\otimes \mathbb{Q}\in A_{2}(\mathbb{Q})^{\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{p}} である. 残り二つも , 3 次環, 4次環をそれぞれ \otimes \mathbb{Q} すればよい.

注5.4. 注3.3でも触れたが,体 k の場合も , 定理5.3の全単射 G_{k}\backslash V_{k}'\rightarrow \mathcal{A}_{n}(k)^{\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{p}}
は G_{k}\backslash V_{k}\rightarrow \mathcal{A}_{n}(k) に自明には延長されない.また延長されたとしても , 一般に全単射に

はならない.

注5 \cdot 5.  G=\mathrm{G}\mathrm{L}_{n} は部分群に \mathfrak{S}_{n} を含む.このことから , X=\mathrm{G}\mathrm{L}_{n}/\mathfrak{S}_{n} とおく

と , (19) と同様にして , 標準全単射 G_{k}\backslash X_{k}\rightarrow \mathcal{A}_{n}(k)^{\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{p}} が構成される. ただし X は一

般の多様体なので, その有理点の集合 X_{k} を調べることは一般に容易ではない. 概均質ﾍ

ｸﾄﾙ空間の場合は G/G_{x} がﾍｸﾄﾙ空間の Zariski 開集合に実現されることが非常に特

別な状況である.

Yukie(と共同研究者) は[50] の後も , 他のいろいろな概均質ﾍｸﾄﾙ空間について

同様の問題を考えている. ([27], [54], [53], [49], [56] など. 講義録 [51] もある. )例え
ばch (k)\neq 2 とし , (G, V)=(\mathrm{G}\mathrm{L}_{1}\times \mathrm{G}\mathrm{L}_{3}, k\otimes \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{2}k^{3}) を考えると , x\in V_{k}' に対して

81
,
Aut (X)) は X の \mathrm{k} ‐form の同型類と一対一に対応する.

9多様体 V' の \mathbb{Z} 有理点としては V_{\mathrm{Z}}'=\{x\in V\mathrm{z} |P(x)=\pm 1\} であり,この記法はあまりよくないかもし
れないが, 別の記号を導入するのも繁雑なのでこのように表した. ご容赦いただきたい.
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G_{x}\cong \mathrm{G}\mathrm{L}_{1}\times \mathrm{P}\mathrm{G}\mathrm{L}_{2} となる. よって G_{k}\backslash V_{k}'\cong \mathrm{H}^{1}(k, \mathrm{P}\mathrm{G}\mathrm{L}) であり , \mathrm{P}\mathrm{G}\mathrm{L}_{2}= Aut (\mathrm{M}(2,2))
だから , G_{k}\backslash V_{k}' は \mathrm{M}(2,2) の k‐form, つまり k 上の4元数環の同型類の全体と一対一に対

応する.さらにこのとき , 3 元2次形式 x\in V_{k}' に対応する4元数環は x のClifford 環になる

ことが分かる ([51, pp.57−61]). またch (k)\neq 2 , 3とし , (G, V)=(\mathrm{G}\mathrm{L}_{1}\times \mathrm{G}\mathrm{L}_{7}, k\otimes\wedge^{3}k^{7})
を考えると , x\in V_{k}' に対して G_{x}\cong \mathrm{G}\mathrm{L}_{1}\times G_{2} となる.ここにG2とはG2型の単純群で
ある. G2は8元数環 (Cayley 代数) の自己同型群なので , 同じ理由により , G_{k}\backslash V_{k}' は8

元数環の同型類の集合と一対一に対応する. [49] では, x\in V_{k}' に対応する8元数環の具

体的な構成も与えられている.このように有理軌道が4元数環, 8元数環と対応するよう

なものについて , 整軌道の研究が第 V部[7] でなされるようである.これについては, 9

節でも簡単に触れる.

§6. 第IV 部 : 5 次環のﾊﾗﾒｰﾀ付け

第IV 部[6] では, 表現

V_{\mathrm{Z}}=\wedge^{2}\mathbb{Z}^{5}\otimes \mathbb{Z}^{4},
(20)

G_{\mathrm{Z}}=\mathrm{G}\mathrm{L}_{5}(\mathbb{Z})\times \mathrm{G}\mathrm{L}()

が調べられ,この整軌道 G_{\mathrm{Z}}\backslash V_{\mathrm{Z}} が5次環を分類することが示されている.これは体上で

非退化な有理軌道が5次分離代数を分類した結果 (定理5.3) と整合する.しかしこの場合

も4節の場合と同様, G_{\mathrm{Z}}\backslash V_{\mathrm{Z}} と \mathcal{A}_{5} が一対一対応するのではなく , 5 次環に付加構造を考

える必要がある. それが6次ﾚｿﾙﾍﾝﾄ環である.

5次方程式の Galois 理論を振り返ってみよう. \mathfrak{S}_{5} の5‐Sylow部分群は位数5の巡回群
であり , それらは6個ある. \mathfrak{S}_{5} はその集合に共役で作用し,これが準同型 \mathfrak{S}_{5}\rightarrow \mathfrak{S}_{6} を定め

る.これを Galois 理論によって翻訳する. F=\mathbb{Q}( $\alpha$) を5次拡大とし , $\alpha$_{1}= $\alpha$, $\alpha$_{2} ,
. . .

, $\alpha$_{5}

を  $\alpha$ の共役とする.

(21)  $\beta$=\displaystyle \frac{$\alpha$_{1}$\alpha$_{2}+$\alpha$_{2}$\alpha$_{3}+$\alpha$_{3}$\alpha$_{4}+$\alpha$_{4}$\alpha$_{5}+$\alpha$_{5}$\alpha$_{1}-$\alpha$_{1}$\alpha$_{3}-$\alpha$_{3}$\alpha$_{5}-$\alpha$_{5}$\alpha$_{2}-$\alpha$_{2}$\alpha$_{4}-$\alpha$_{4}$\alpha$_{1}}{\sqrt{D(F)}}
とおく.このとき  $\beta$ は \mathbb{Q} 係数の6次方程式の根になる. 特に F=\mathbb{Q}( $\alpha$) が \mathfrak{S}_{5}-5 次拡大

ならば L=\mathbb{Q}( $\beta$) は \mathbb{Q} の6次拡大であり , L は F の6次ﾚｿﾙﾍﾝﾄ体とよばれる.

この6次ﾚｿﾙﾍﾝﾄ体の整ﾓﾃﾙとして , 任意の5次環に対して , その6次ﾚｿ

ﾙﾍﾝﾄ環の概念を定義することができる ([6]).

\mathcal{A}_{5,6}= { (R, S)|R:5 次環, S : R の6次ﾚｿﾙﾍﾝﾄ環}/ \sim

とおくと, 定理4.4と全く同様の次の定理が成立する.

定理6.1. 判別式を保つ標準全単射 \mathcal{A}_{5,6}\rightarrow G_{\mathrm{Z}}\backslash V_{\mathrm{Z}} が存在する.

ここで詳細を記述することはできないが, (R, S)\in \mathcal{A}_{5,6} には標準的に \mathbb{Z} 加群の準同

型 R/(\mathbb{Z}\cdot 1)\rightarrow\wedge^{2}S/(\mathbb{Z} . 1 ) が付随する.この構成を , \mathfrak{S}_{5}-5 次拡大 F とその6次ﾚｿﾙ
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ﾍﾝﾄ体 L の組 (F, L) のﾚﾍﾙで与えておく. F のtrace pairing \langle x, y\rangle=\mathrm{T}\mathrm{r}_{F/\mathbb{Q}}(xy) に

よって F の双対加群 F^{*}=\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{\mathbb{Q}}(F, \mathbb{Q}) を F 自身とみなす.このとき F/(\mathbb{Q}\cdot 1) の双対加

群は \tilde{F}=\{x\in F|\mathrm{T}\mathrm{r}_{F/\mathbb{Q}}(x)=0\} である. x\in L の元の \mathbb{Q} 上の共役を x^{(1)}, x^{(2)}
,

. . .

,
x^{(6)}

で表す. F のGalois 閉包を \overline{F} とする.このとき,

\tilde{ $\phi$}:L\times L\times L\rightarrow\overline{F}, (x, y, z)\mapsto\left|\begin{array}{l}
x^{(1)}-x^{(2)}x^{(3)}-x^{(6)}x^{(4)}-x^{(5)}\\
y^{(1)}-y^{(2)}y^{(3)}-y^{(6)}y^{(4)}-y^{(5)}\\
z^{(1)}-z^{(2)}z^{(3)}-z^{(6)}z^{(4)}-z^{(5)}
\end{array}\right|
を考えると, 簡単な計算で以下が分かる.

\bullet \tilde{ $\phi$} の像はある F の共役体に入る. 特に, 共役の順序 x^{(1)}, x^{(2)}
,

. . .

,
x^{(6)} を適切に選ぶ

ことで, \tilde{ $\phi$} の像は F=F^{*} に含まれる. 以下共役の順序はそのように選ばれていると

する.

\bullet \mathrm{T}\mathrm{r}_{F/\mathbb{Q}}(\tilde{ $\phi$}(x, y, z))=0 である. つまり \tilde{ $\phi$} の像は \tilde{F} に含まれる.

\bullet \tilde{ $\phi$} は L/(\mathbb{Q}\cdot 1)\times L/(\mathbb{Q}\cdot 1)\times L/(\mathbb{Q}\cdot 1) を経由し,しかもこの上の交代形式である.

このことから, \tilde{ $\phi$} は

(22)  $\phi$:\wedge^{3}(L/(\mathbb{Q}\cdot 1))\rightarrow\tilde{F}, (x, y, z)\mapsto\left|\begin{array}{l}
x^{(1)}-x^{(2)}x^{(3)}-x^{(6)}x^{(4)}-x^{(5)}\\
y^{(1)}-y^{(2)}y^{(3)}-y^{(6)}y^{(4)}-y^{(5)}\\
z^{(1)}-z^{(2)}z^{(3)}-z^{(6)}z^{(4)}-z^{(5)}
\end{array}\right|
を定める.この線形写像は, (L/(\mathbb{Q}\cdot 1)) の双対 \tilde{L} を考えることで,  $\phi$ :∧2 \tilde{L}\rightarrow\tilde{F} とみな

せる.また  $\phi$ を与えることはその双対写像  $\phi$^{*}:F/(\mathbb{Q}\cdot 1)\rightarrow\wedge^{2}(L/(\mathbb{Q}\cdot 1)) を与えること

と同値である.これらを (F, L) のﾚｿﾙﾍﾝﾄ写像と呼ぶ.

(R, S)\in \mathcal{A}_{5,6} に対しても,このﾚｿﾙﾍﾝﾄ写像の整ﾓﾃﾙとしてのﾚｿﾙﾍﾝﾄ

写像が付随する.これによって, 定理6.1の写像が構成される.

注6.2. (21) の対応  $\alpha$\mapsto $\beta$ は自然に2次写像 \tilde{ $\psi$}:F\rightarrow L=L^{*} を定める.これは

F/(\mathbb{Q}\cdot 1) を経由し,また \mathrm{T}\mathrm{r}_{L/\mathbb{Q}}(\tilde{ $\psi$}( $\alpha$))=0 なので2次写像  $\psi$:F/(\mathbb{Q}\cdot 1)\rightarrow\tilde{L} が定まる.

しかし実はこれは  $\phi$ の2次の共変写像として得られるもので,  F, L 間の最も基本的な写

像は (22) の  $\phi$ である.

§7. 第I部 :  2 次環とそのｲﾃｱﾙ類のﾊﾗﾒｰﾀ付け

本節では第 I部[3] について概説する.ここでは6種類の表現の整軌道の数論的解釈
と , それら表現の相互関係が考察されている. 具体的な内容を説明する前に , その理論か

ら得られる Gauss の合成則 (系3 \cdot 4) に関する極めて印象的な結果を紹介しよう.
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§7.1. 立方体の話

唐突であるが, 立方体の各頂点に計8個の整数を置いたものを考える.

/|\overline{/}ef
(23) A= a-\left|/ & g-|\right|h

c-d

この立方体 A を以下のように(切り口が立方体のいずれかの面に平行になるようにして)
2次正方行列の2個の組に3通りの方法で分割する.

M_{1}=\left(\begin{array}{l}
ba\\
cd
\end{array}\right) N_{1}=\left(\begin{array}{l}
ef\\
gh
\end{array}\right)
(24) M_{2}=\left(\begin{array}{ll}
a & c\\
eg & 
\end{array}\right) N_{2}=\left(\begin{array}{ll}
b & d\\
fh & 
\end{array}\right)

M_{3}=\left(\begin{array}{ll}
a & e\\
bf & 
\end{array}\right) N_{3}=\left(\begin{array}{ll}
c & g\\
dh & 
\end{array}\right).
立方体 A からこのようにして得られる2次正方行列の組 (M_{i}, N_{i}) それぞれに対して,整

係数2元2次形式 Q_{i}^{A}(x, y)\in \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{2}\mathbb{Z}^{2} を

(25) Q_{i}^{A}(x, y)=-\det(M_{i}x-N_{i}y)

として定める. 簡単な計算で, Q_{1}^{A}, Q_{2}^{A}, Q_{3}^{A} の判別式は一致することが分かる.これを A

の判別式とよび, P(A) で表す1 \ovalbox{\tt\small REJECT}
. このとき次が成り立つ.

定理7.1. A から定まる Q_{1}^{A}, Q_{2}^{A}, Q_{3}^{A}\in \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{2}\mathbb{Z}^{2} が原始的ならば, Gauss の合成則

(系3.4) によるこれら3個の積は単位元になる. 逆に , 判別式の等しい3個の原始的2元

2次形式 Q_{1} , Q2, Q3の , ｶｳｽの合成則による積が単位元ならば, ある A が存在して,

Q_{i}=Q_{i}^{A}(1\leq i\leq 3) である.

これは Gauss の合成則の簡潔で完全な記述を与えており,また見方を変えれば Gauss

の合成則の定義を与えていると捉えることもできるものである. 実際にはこの定理は,

\mathbb{Z}^{2}\otimes \mathbb{Z}^{2}\otimes \mathbb{Z}^{2} の \mathrm{S}\mathrm{L}() ‐軌道を , 2 次環のｲﾃｱﾙ類の言葉で記述し,これと共変写像

(25) との関係を明らかにすることで示される.

[3] の説明に戻ろう.ここで扱われる空間は

\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{2}\mathbb{Z}^{2}, \mathbb{Z}^{2}\otimes \mathbb{Z}^{2}\otimes \mathbb{Z}^{2}, \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{3}\mathbb{Z}^{2},

\displaystyle \frac{(26)\mathbb{Z}^{2}\otimes \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{2}\mathbb{Z}^{2}}{10\succ,\infty \text{れ}l2;,A\underline{\backslash f}} inant)とよ l2\grave{\dot{:}} れ\mathrm{g})b\mathbb{Z}\otimes\wedge \mathbb{Z}^{4}, のである.

\wedge^{3}\mathbb{Z}^{6}
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の6個である. ただし群は各々に自然に作用する \mathrm{S}\mathrm{L}() の直積で, 具体的には順に \mathrm{S}\mathrm{L}_{2}(\mathbb{Z}) ,

\mathrm{S}\mathrm{L}_{2}(\mathbb{Z})^{3}, \mathrm{S}\mathrm{L}_{2}() , \mathrm{S}\mathrm{L}_{2}() , \mathrm{S}\mathrm{L}_{2} () \times \mathrm{S}\mathrm{L}_{4}(\mathbb{Z}) , \mathrm{S}\mathrm{L}() である.これらの表現の整軌道

が, 2次環の (様々な) ｲﾃｱﾙ類をﾊﾗﾒｰﾀ付けしていることが示される.また,これ

らの空間の間に可換図式

/ \mathrm{Z}\otimes ∧ \mathrm{Z} / ∧ \mathrm{Z}\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{3}\mathbb{Z}^{2}\rightarrow \mathbb{Z}^{2}\otimes \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{2}\mathbb{Z}^{2}\rightarrow \mathbb{Z}^{2}\otimes

(27) Sym

が定まり , 各々に作用する群の間の適当な準同型のもとでこれらは共変写像になる.また

水平方向の写像はいずれも \mathbb{Z} 線形な写像である. [3] では,この共変写像が誘導する整軌

道の集合の間の写像が, ﾊﾗﾒｰﾀ付けしている代数的な集合の間の自然な写像と整合

していることも明らかにされる. 特に3.1節で復習した2元2次形式の空間 \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{2}\mathbb{Z}^{2} の

Gauss の理論は,この枠組みの一部として理解され, 定理7.1が得られる.

以下, \mathbb{Z}^{2}\otimes \mathbb{Z}^{2}\otimes \mathbb{Z}^{2}, \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{3}\mathbb{Z}^{2}, \mathbb{Z}^{2}\otimes\wedge^{2}\mathbb{Z}^{4} の場合をある程度具体的に解説しながら,

この様子を概観する.

注7.2. Wright‐Yukie 理論との関係について注意を述べておく. (26) の表現を体

上で考えると , 一つを除いて G_{x}/G_{\mathring{x}}\cong \mathfrak{S}_{2} であり,このことが(26) が2次環と関係する

理由である. ただし , 2 元3次形式の空間については G_{x}/G_{\mathring{x}}\cong \mathfrak{S}_{3} だから , \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{3}\mathbb{Z}^{2} の

軌道に2次環による解釈があることは, 体上のﾃｰﾀからは直接には読み取れないよう

に思われる.

§7.2. 2\times 2\times 2 立方体の空間

表現

V_{\mathrm{Z}}=\mathbb{Z}^{2}\otimes \mathbb{Z}^{2}\otimes \mathbb{Z}^{2},
(28)

G_{\mathrm{Z}}=\mathrm{S}\mathrm{L}_{2}(\mathbb{Z})\times \mathrm{S}\mathrm{L}_{2}(\mathbb{Z})\times \mathrm{S}\mathrm{L}()

を考える. 立方体たちのなす空間は Vz と同一視される.この同一視は, v_{1} , v2を \mathbb{Z}^{2} の標

準基底として, (23) の A に対して

av_{1}\otimes v_{1}\otimes v_{1}+bv_{1}\otimes v_{2}\otimes v_{1}+cv_{2}\otimes v_{1}\otimes v_{1}+dv_{2}\otimes v_{2}\otimes v_{1}

+ev_{1}\otimes v_{1}\otimes v_{2}+fv_{1}\otimes v_{2}\otimes v_{2}+gv_{2}\otimes v_{1}\otimes v_{2}+hv_{2}\otimes v_{2}\otimes v_{2}

11これらのうち , [50] では (GL6, \wedge^{3}k^{6} ) は扱われていないが,これは後に [49] で調べられている. なお,

k^{2}\otimes \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{2}k^{2} はCastling 変換とよばれる概均質ﾍｸﾄﾙ空間の変換で \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{2}k^{2} に移る空間である. Castling
変換で移りあう概均質ﾍｸﾄﾙ空間は本質的にあまり違いがない.Castling変換については [34] を参照さ
れたい.
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に対応させる. A\in V_{\mathrm{Z}} は P(A)\neq 0 のとき非退化であるという. Vz の非退化な元全体の

なす集合を V_{\mathrm{Z}}' で表す.
S を向き付けられた非退化な2次環とする. S の向き付けられた (分数) ｲﾃｱﾙの

3つ組 (I_{1}, I2, I_{3}) は, I_{1}I_{2}I_{3}\subset S かつ N(I_{1})N(I_{2})N(I_{3})=1 であるとき, 均衡してい

る(balanced) という. 二つの均衡している向き付けられたｲﾃｱﾙの3つ組 (I_{1}, I2, I_{3}) ,

(Il�, I_{2}' , I3�) は, ある $\kappa$_{1}, $\kappa$_{2}, $\kappa$_{3}\in S\otimes \mathbb{Q}, $\kappa$_{1}$\kappa$_{2}$\kappa$_{3}=1 が存在して I_{i}'=$\kappa$_{i}I_{i}(1\leq i\leq 3) と

なるとき , 同値であるという. 例えば S がDedekind 環の場合, 均衡している向き付けら

れたｲﾃｱﾙの3つ組の同値類とは, 3つの向き付けられたｲﾃｱﾙ類の組でその積が主

ｲﾃｱﾙ類であるようなものに他ならない.

C_{2}=
\prime \{(S, (I_{1}, I_{2}, I_{3})) \mathrm{f} $\eta$ 衡し s_{\vee}\mathrm{n}[]\mathscr{X}_{\text{る}\mathrm{n}[]}^{\mathrm{y}\mathrm{g}}れき

 $\gamma$

4c $\iota$>\backslash \ovalbox{\tt\small REJECT}$\ddagger$^{-}6 れ
3\mathrm{E}\grave{\mathrm{L}}^{\{4\mathrm{b}}\mathrm{F}\mathrm{i} fx

 $\gamma$c>
2

\triangleleft
�(

\backslash  $\chi$

t‐
\grave{}\grave{}

fR‐
\check{}m7,ﾙ(のI1,3Iつ2, ) S の

\displaystyle \mathrm{f}\backslash r_{\backslash  $\xi$ \mathrm{i}\text{の_{\overline{}[]}}}\prod^{I_{3}}4\llcorner\ovalbox{\tt\small REJECT} 類 \}/\sim
とおく. (S, (I_{1}, I2, I_{3}))\in C_{2}' の判別式とは D(S) のこととする.このとき次が成立する.

定理7.3. 判別式を保つ標準全単射 C_{2}'\rightarrow G_{\mathrm{Z}}\backslash V_{\mathrm{Z}}' が存在する.

この定理も対応の構成だけ述べる. (S, (I_{1}, I2, I_{3}))\in C_{2}' をとる. 標準射影 S\rightarrow S/(\mathbb{Z}\cdot 1)
を  $\pi$ と表すと , 合成

 I_{1}\times I_{2}\times I_{3}\rightarrow S\rightarrow S/(\mathbb{Z}\cdot 1) , ($\xi$_{1}, $\xi$_{2}, $\xi$_{3})\mapsto$\xi$_{1}$\xi$_{2}$\xi$_{3}\mapsto $\pi$($\xi$_{1}$\xi$_{2}$\xi$_{3})

は \mathbb{Z} 線形な写像

(29) I_{1}\otimes I_{2}\otimes I_{3}\rightarrow S/(\mathbb{Z}\cdot 1) , $\xi$_{1}\otimes$\xi$_{2}\otimes$\xi$_{3}\mapsto $\pi$($\xi$_{1}$\xi$_{2}$\xi$_{3})

を誘導する. 定義によりこれは同値類からの代表 I_{1}, I_{2}, I_{3} の取り方によらない. I_{1}, I_{2}, I_{3}

は階数2の自由 \mathbb{Z} 加群であること,また向き付けられていることから , 写像 (29) は G_{\mathrm{Z}}\backslash V_{\mathrm{Z}}
の元とみなせる.これが定理7.3の対応を与える.この場合も著しいことに,この写像は

全単射となる.

さて,この定理によって , A\in V_{\mathrm{z}}' に対して , 判別式が P(A) であるような2次環 S

の3個のｲﾃｱﾙ類 I_{1}, I_{2}, I_{3} が定まることが分かった. 一方で (25) によって A から,判

別式を P(A) とするような3個の2元2次形式 Q_{1}^{A}, Q_{2}^{A}, Q_{3}^{A} が定まる. 定理3.2によって

2元2次形式の類とｲﾃｱﾙ類には自然な対応があったから,この対応との関係は当然気

になるところであろう. 実際,これは定理3.2の対応そのものになる. すなわち次が成り

立つ.

系7.4. 各 1\leq i\leq 3 に対し , 図式

G_{\mathrm{Z}}\backslash V_{\mathrm{Z}}'\ni[A]-[Q_{i}^{A}]\in \mathrm{S}\mathrm{L}_{2}(\mathbb{Z})\backslash (\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{2}\mathbb{Z}^{2})'

1:1\uparrow \uparrow 1:1
C_{2}'\ni(S, (I_{1}, I_{2}, I_{3}))\mapsto(S, I_{i})\in B_{2}'
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は可換である. ただし , 垂直な全単射はそれぞれ定理7. 3, 定理3.2で与えられた写像で

ある.

なお , V\mathrm{z}\ni A\mapsto Q_{i}^{A}\in \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{2}\mathbb{Z}^{2} は, 作用する群の間の準同型 p_{i}:\mathrm{S}\mathrm{L}_{2}(\mathbb{Z})^{3}\ni g=
(g_{1}, g2, g_{3})\mapsto g_{i}\in \mathrm{S}\mathrm{L}() に対して共変写像となる , すなわち Q_{i}^{g\cdot A}=p_{i}(g)\cdot Q_{i}^{A} である

ことを注意しておく.このことから図式の上部の水平な写像はwell‐defined になる.

定理7.3, 系7.4と定理7.1の関係について説明しておこう. D\in \mathrm{D}, D\neq 0 に対して

C2 (D)^{\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{j}}= { (S , ( I_{1} , I2, I_{3} ) )\in C_{2}|D(S)=D, I_{1} , I2, I_{3} は S の射影加群}

とおく.これは I_{1} , I2, I_{3} の成分ごとの積によって \mathrm{C}1^{+}(S(D))^{2} と同型な群となる :

C_{2}(D)^{\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{j}}=\{(I_{1}, I_{2}, I3) \in \mathrm{C}1^{+}(S(D))^{3}|I_{1}I_{2}I_{3}=1\}\cong \mathrm{C}1^{+}(S(D))^{2}

一方, A\in V\mathrm{z} は Q_{1}^{A}, Q_{2}^{A}, Q_{3}^{A}\in \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{2}\mathbb{Z}^{2} がいずれも原始的であるとき射影的であるとい

うことにする.

\mathrm{C}1(\mathbb{Z}^{2}\otimes \mathbb{Z}^{2}\otimes \mathbb{Z}^{2};D)=G\mathrm{z}\backslash {A\in V\mathrm{z}|P(A)=D, A は射影的}

すると系7 \cdot 4により次が得られる.

系7.5. 定理7.3の全単射は, 全単射 C2 (D)^{\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{j}}\leftrightarrow \mathrm{C}1(\mathbb{Z}^{2}\otimes \mathbb{Z}^{2}\otimes \mathbb{Z}^{2};D) を誘導す
る. 特に \mathrm{C}1(\mathbb{Z}^{2}\otimes \mathbb{Z}^{2}\otimes \mathbb{Z}^{2};D) は自然なｱｰﾍﾙ群の構造をもち , \mathrm{C}1^{+}(S(D))^{2} と同型で

ある.また , \mathrm{C}1(\mathbb{Z}^{2}\otimes \mathbb{Z}^{2}\otimes \mathbb{Z}^{2};D)\ni[A]\mapsto[Q_{i}^{A}]\in \mathrm{C}1(\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{2}\mathbb{Z}^{2};D) は準同型である.

このことから定理7.1が示される.

§7.3. 2元3次形式の空間

次に, 立方体 A のうち, 次のような形をしたものだけからなる空間について考えて
みる.

b-c

(30) a| b^{/}c-|_{\overline{/}}d
b-c

これは, \mathbb{Z}^{2}\otimes \mathbb{Z}^{2}\otimes \mathbb{Z}^{2} に \mathfrak{S}_{3} を作用させたときの不変部分空間である.この空間を \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{3}\mathbb{Z}^{2}
で表す.この空間にはもはや \mathrm{S}\mathrm{L}_{2}(\mathbb{Z})^{3} は作用しないが, \mathrm{S}\mathrm{L}() が \mathrm{S}\mathrm{L}_{2}(\mathbb{Z})\ni g\mapsto(g, g, g)\in
\mathrm{S}\mathrm{L}_{2}(\mathbb{Z})^{3} を通して作用する. 立方体 (30) に ax^{3}+3bx^{2}y+3cxy^{2}+dy^{3} を対応させること
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にすれば, \mathrm{S}\mathrm{L}() は変数の線形変換で作用する. そこで , \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{3}\mathbb{Z}^{2} を2元3次形式のな

す空間とみなし , 次の表現を考える.

V_{\mathrm{Z}}=\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{3}\mathbb{Z}^{2}=\{f(x, y)=ax^{3}+3bx^{2}y+3cxy^{2}+dy^{3}|a, b, c, d\in \mathbb{Z}\},
(31)

G_{\mathrm{Z}}=\mathrm{S}\mathrm{L}()

注7.6. この2元3次形式の空間 \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{3}\mathbb{Z}^{2} は(6) の2元3次形式の空間 \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{3}\mathbb{Z}^{2} と

少し異なる.注3.6に述べたように, \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{3}\mathbb{Z}^{2} は \mathbb{Z}^{2}\otimes \mathbb{Z}^{2}\otimes \mathbb{Z}^{2} の商加群として定義される

もので, \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{3}\mathbb{Z}^{2} は \mathbb{Z}^{2}\otimes \mathbb{Z}^{2}\otimes \mathbb{Z}^{2} の部分加群として定義されるものである. \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{3}\mathbb{Z}^{2} の

双対加群は \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{3}((\mathbb{Z}^{2})^{*}) になる.

V\mathrm{z}\subset \mathbb{Z}^{2}\otimes \mathbb{Z}^{2}\otimes \mathbb{Z}^{2} とみて, f\in V\mathrm{z} の判別式 P(f) が定まる. V_{\mathrm{Z}}'=\{f\in V\mathrm{z}|P(f)\neq 0\}
とおく. なお, V_{\mathrm{Z}}\subset \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{3}\mathbb{Z}^{2} とみなして \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{3}\mathbb{Z}^{2} の(3.2節の) 判別式をとると 27P(f)
となる.

大雑把には G_{\mathrm{Z}}\backslash V_{\mathrm{Z}}' は2次環のｲﾃｱﾙ類群の3等分点たちと対応する.このことを

正確に定式化する. 向き付けられた非退化な2次環 S , その向き付けられた (分数) ｲﾃｱ

ﾙ I , および  $\delta$\in(S\otimes \mathbb{Q})^{\times} であって , I^{3}\subset $\delta$ S かつ N(I)^{3}=N( $\delta$) をみたすような3つ組

(S, I,  $\delta$) を考える. 二つの3つ組 (S, I,  $\delta$) , (S', I', $\delta$') が同値であるとは, 同型 S\rightarrow S' と

(これにより S=S' とみなして) ある  $\kappa$\in(S\otimes \mathbb{Q})^{\times} が存在して, I'= $\kappa$ I かつ  $\delta$'=$\kappa$^{3} $\delta$

が成り立つことをいう.この同値類の集合を \mathcal{E}_{2}' で表す.

\mathcal{E}_{2}=\{(S, I,  $\delta$)  S\triangleleft�ﾃ \mathrm{n}_{7}[\vee]
き

) \triangleright

付けら

( Sれ \otimes $\gamma$
c

>\mathbb{Q})^{\times},I^{3}\subset $\delta$ SNI(I:)3S=のNn[J(  $\delta$き)付けられた \} / \sim

以上のもとで, 次が成り立つ.

定理7.7. 判別式を保つ標準全単射 \mathcal{E}_{2}'\rightarrow G_{\mathrm{Z}}\backslash V_{\mathrm{Z}}' が定まる.

写像は, (S, I,  $\delta$)\in C_{2}' に対し , 3 次写像

I\rightarrow S/(\mathbb{Z}\cdot 1) ,  $\xi$\mapsto $\pi$($\delta$^{-1}$\xi$^{3})

が定める G_{\mathrm{Z}}\backslash V_{\mathrm{Z}}' の元を対応させる. (もう少し厳密には, \mathbb{Z} 線形な写像

(32) I\otimes I\otimes I\rightarrow S/(\mathbb{Z}\cdot 1) , $\xi$_{1}\otimes$\xi$_{2}\otimes$\xi$_{3}\mapsto $\pi$($\delta$^{-1}$\xi$_{1}$\xi$_{2}$\xi$_{3})

が I\otimes I\otimes I\rightarrow \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{3}I を経由するので,この \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{3}I\rightarrow S/(\mathbb{Z}\cdot 1) が定める G_{\mathrm{Z}}\backslash V_{\mathrm{Z}}' の元を

対応させる. )
7.2節と同様に, D\in \mathrm{D}, D\neq 0 に対して

\mathcal{E}_{2}(D)^{\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{j}}= { (S, I,  $\delta$)\in \mathcal{E}_{2}'|D(S)=D, I は S の射影加群},

\mathrm{C}1(\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{3}\mathbb{Z}^{2};D)=G_{\mathrm{Z}}\backslash \{f\in \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{3}\mathbb{Z}^{2} P(f)=Dft2;( \mathbb{Z}^{2}\otimes \mathbb{Z}^{2}\otimes \mathbb{Z}^{2} の元として) 射影的 \}
とおく. \mathcal{E}_{2}(D)^{\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{j}} は I,  $\delta$ の成分に関する成分ごとの積で有限ｱｰﾍﾙ群になる. 定理7.7

の部分対応として , 次が得られる.
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系7.8. 定理7. 7の全単射は, 全単射 \mathrm{C}1(\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{3}\mathbb{Z}^{2};D)\leftrightarrow \mathcal{E}_{2}(D)^{\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{j}} を誘導する.特
に \mathrm{C}1(\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{3}\mathbb{Z}^{2};D) は自然な有限ｱｰﾍﾙ群の構造をもつ.

\mathcal{E}_{2}(D)^{\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{j}} の群構造について付言しておく.この群は Cl (S(D)) の3等分点のなす部

分群 \mathrm{C}1_{3}^{+}(S(D))=\{I\in \mathrm{C}1(S(D))|I^{3}=1\} に非常に近い群だが, 一般には完全に同型

ではない. 正確には次が成立する.

補題7.9. \mathcal{E}_{2}(D)^{\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{j}}\ni(S(D), I,  $\delta$)\mapsto I\in \mathrm{C}1_{3}^{+}(S(D)) は全射準同型である.また

その核の位数は, U=S(D)^{\times} として , |U/U^{3}| に等しい.

なお , 簡単に分かるように , \mathrm{C}1_{3}^{+}(S(D)) は,ｲﾃｱﾙ類群 \mathrm{C}1(S(D)) の3等分点の

なす部分群 \mathrm{C}1_{3}(S(D)) と標準同型である.

そして , 定理7.3, 定理7.7と包含写像 \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{3}\mathbb{Z}^{2}\rightarrow \mathbb{Z}^{2}\otimes \mathbb{Z}^{2}\otimes \mathbb{Z}^{2} が誘導する整軌道の

間の写像との関係は次のようになる.

系7.10. 図式

\mathrm{S}\mathrm{L}_{2}(\mathbb{Z})\backslash (\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{3}\mathbb{Z}^{2})'\rightarrow \mathrm{S}\mathrm{L}_{2}(\mathbb{Z})^{3}\backslash (\mathbb{Z}^{2}\otimes \mathbb{Z}^{2}\otimes \mathbb{Z}^{2})'

1:1\uparrow \uparrow 1:1
\mathcal{E}_{2}'\ni(S, I,  $\delta$)\mapsto(S, (I, I, $\delta$^{-1}I))\in C_{2}'

は可換である. ただし , 上部の水平な写像は \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{3}\mathbb{Z}^{2}\rightarrow \mathbb{Z}^{2}\otimes \mathbb{Z}^{2}\otimes \mathbb{Z}^{2} が誘導する軌道の

間の写像であり , 垂直な二つの全単射は, それぞれ定理7. 3, 定理7. 7で与えられた写像で

ある. 特に \mathrm{C}1(\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{3}\mathbb{Z}^{2};D)\rightarrow \mathrm{C}1(\mathbb{Z}^{2}\otimes \mathbb{Z}^{2}\otimes \mathbb{Z}^{2};D) は群準同型である.

これは定理7.3, 定理7.7の証明で構成された写像 (29) , (32) を見比べれば直ちに得

られるものだが,これによって定理7.7, 系7.8の意味がより鮮明になる.

注7.11. これまで本節で論じられている整軌道と2次環のｲﾃｱﾙ類との様々な

対応は, 2節, 3.2節, 4節, 6節の2, 3, 4, 5次環の対応と異なり, 非退化なもの (判別式
が 0 でないもの) 同士の対応に限られている. �(ﾌﾗｲﾑ) を付けたのはこれを表すためで

ある.これは本節と次節を通して常に付く制限である.注3 \cdot 3でも少し述べたが,これら

の対応を退化した場合に拡張するためには, 退化した環に対するｲﾃｱﾙ類や均衡の概念

を定式化する必要がある. 非退化なもの同士の対応は既に十分に興味深いものであるが,

整数論的な考察のためには \mathbb{Z}/N\mathbb{Z} など様々な環に底変換して考えることが有効なことも

多く, その目的のためにも退化した場合への拡張は大切な問題の一つである. (現在いろ
いろと調べられているようである. )

§7.4. 他の表現

第I部[3] では, (26) の6個の表現およびそれらの間の共変写像 (27) に対し,
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(A) 各々の表現の非退化な整軌道の集合 G_{\mathrm{Z}}\backslash V_{\mathrm{Z}}' が, 2次環とそのｲﾃｱﾙ類の言葉で記

述される代数的な適当なﾃｰﾀの集合と標準的に対応する (定理3.2, 定理7.3, 定理

7.7のように) こと,

(B) 特に判別式を指定した �(射影的� な整軌道の集合 G_{\mathrm{Z}}\backslash V_{\mathrm{Z}}(D)^{\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{j}}=\mathrm{C}1(V_{\mathrm{Z};}D) が自然な

有限ｱｰﾍﾙ群の構造をもつ (系3 \cdot 4, 系7 \cdot 5, 系7.8のように), したがって各 \mathrm{C}1(V_{\mathrm{Z};}D)
に�(合成則� が定まること,

(C) 二つの表現 (Gz, Vz), (Hz, Wz) の間に図式 (27) にある共変写像  $\tau$:V_{\mathrm{Z}}\rightarrow W_{\mathrm{Z}} があると

き , それらの非退化な整軌道 G_{\mathrm{Z}}\backslash V_{\mathrm{Z}}', H_{\mathrm{Z}}\backslash W_{\mathrm{Z}}' と対応する代数的なﾃｰﾀの集合 \mathcal{X}_{2}', \mathcal{Y}_{2}'
の間にも , 代数的な操作によって得られる自然な写像 \mathcal{X}_{2}'\rightarrow \mathcal{Y}_{2}' が存在して ,  $\tau$ が導く整

軌道の間の写像 \tilde{ $\tau$}:G_{\mathrm{Z}}\backslash V_{\mathrm{Z}}'\rightarrow H_{\mathrm{Z}}\backslash W_{\mathrm{Z}}' と可換になり,また \tilde{ $\tau$}:\mathrm{C}1(V\mathrm{z};D)\rightarrow \mathrm{C}1(W\mathrm{z};D)
は群準同型になる (系7.4, 系7.10のように) こと

が示されている.ここまででその一部を説明してきたが, その様子を明らかにするため

に,もう一つの表現

V_{\mathrm{Z}}=\mathbb{Z}^{2}\otimes\wedge^{2}\mathbb{Z}^{4},
(33)

G_{\mathrm{Z}}=\mathrm{S}\mathrm{L}_{2}(\mathbb{Z})\times \mathrm{S}\mathrm{L}()

を例にとって, (A), (B), (C) を駆け足で説明しておく. 一部, 出てくる用語の定義を省

略するが,これについては原論文を参照いただきたい.

まず, 共変写像 \mathbb{Z}^{2}\otimes\wedge^{2}\mathbb{Z}^{4}\rightarrow \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{2}\mathbb{Z}^{2}, \mathbb{Z}^{2}\otimes \mathbb{Z}^{2}\otimes \mathbb{Z}^{2}\rightarrow \mathbb{Z}^{2}\otimes\wedge^{2}\mathbb{Z}^{4} を構成する. Vz

は4次交代行列の対 F=(M, N) のなす空間とみなす.このとき, 整係数2元2次形式

Q^{F}(x, y) が

Q^{F}(x, y)=-Pfaff ( Mx-Ny)\in \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{2}\mathbb{Z}^{2}

により定まる. \mathrm{S}\mathrm{L}_{2}(\mathbb{Z})\times \mathrm{S}\mathrm{L}_{4}(\mathbb{Z})\rightarrow \mathrm{S}\mathrm{L}() を第一成分への写像とすると

(34) \mathbb{Z}^{2}\otimes\wedge^{2}\mathbb{Z}^{4}\rightarrow \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{2}\mathbb{Z}^{2}, F\mapsto Q^{F}

は共変写像となる. F の判別式 D(F) はこの Q^{F} の判別式と定める.また,

e-f

(35) a\left|/ & g-|\right|\underline{/|} h|\mapsto(\left(\begin{array}{llll}
-a & -c & a & b\\
-b & -d & c & d
\end{array}\right) \left(\begin{array}{llll}
-e & -g & e & f\\
-f & -h & g & h
\end{array}\right))
c-d

によって Z^{2}\otimes \mathbb{Z}^{2}\otimes \mathbb{Z}^{2}\rightarrow \mathbb{Z}^{2}\otimes\wedge^{2}\mathbb{Z}^{4} を定めると,これは作用する群の間の準同型

\mathrm{S}\mathrm{L}_{2}(\mathbb{Z})\times \mathrm{S}\mathrm{L}_{2}(\mathbb{Z})\times \mathrm{S}\mathrm{L}_{2}(\mathbb{Z})\rightarrow \mathrm{S}\mathrm{L}_{2}(\mathbb{Z})\times \mathrm{S}\mathrm{L}_{4}(\mathbb{Z}) , ($\gamma$_{1}, $\gamma$_{2}, $\gamma$_{3})\mapsto($\gamma$_{1}, \left(\begin{array}{ll}
$\gamma$_{2} & 0\\
0 & $\gamma$_{3}
\end{array}\right))
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に対して, 共変写像になる. (35) は次のようにも説明できる. L_{1} , L2を階数2の自由加
群として, \mathbb{Z}^{2}\otimes \mathbb{Z}^{2} の元を \mathbb{Z} 双線形形式  $\phi$:L_{1}\times L_{2}\rightarrow \mathbb{Z} とみなす.このとき,

∧ \oplus \times \oplus \rightarrow \mathrm{Z}\displaystyle \bigwedge_{2,2} $\phi$:(L_{1}\oplus L_{2})\times(L_{1}\oplus L_{2})\rightarrow \mathbb{Z}, ((s_{1}, s_{2}), (t_{1}, t_{2}))\mapsto $\phi$(s_{1}, t_{2})- $\phi$(s_{2}, t_{1})

は L_{1}\oplus L_{2} 上の2次交代形式なので, \displaystyle \bigwedge_{2,2} $\phi$\in\wedge^{2}\mathbb{Z}^{4} とみなせる.これにより

(36) \displaystyle \mathrm{i}\mathrm{d}\otimes\bigwedge_{2,2}:\mathbb{Z}^{2}\otimes \mathbb{Z}^{2}\otimes \mathbb{Z}^{2}\rightarrow \mathbb{Z}^{2}\otimes\wedge^{2}\mathbb{Z}^{4}

が定まる.

表現 G_{\mathrm{Z}}\backslash V_{\mathrm{Z}}' がﾊﾗﾒｰﾀ付けする対象は3つ組 (S, (I, M)) の同値類のなす集合

\mathcal{F}_{2}'=\{(S, (I, M \sim である.ここで  S は向き付けられた非退化な2次環, I, M は向き

付けられたそれぞれ階数1, 2の S の分数ｲﾃｱﾙであって,組 (I, M) が均衡しているよ

うなものである. (定義は [3, p.240] を参照されたい. )次が成り立つ.

定理7.12. 判別式を保つ標準全単射 \mathcal{F}_{2}'\rightarrow G_{\mathrm{Z}}\backslash V_{\mathrm{Z}}' が存在する.

この均衡している組 (I, M) には自然に \mathbb{Z}‐線形な写像 I\otimes\wedge^{2}M\rightarrow S が付随しており,

これと S\rightarrow S/(\mathbb{Z}\cdot 1) との合成をとることで, G_{\mathrm{Z}}\backslash V_{\mathrm{Z}}' の元が定まる.これが定理の対応を

与える.

なお, Serre [36] によって次元1の環 S 上の有限生成射影加群 M は, 階数1の射影加群

\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{t}(M) によって一意に決まる.このことから, \mathcal{F}_{2}'(D)^{\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{j}}=\{(S(D), (I, S(D)\oplus I^{-1}))\}\cong
\mathrm{c}1)) となり, \mathrm{C}1(\mathbb{Z}^{2}\otimes\wedge^{2}\mathbb{Z}^{4}, D) は \mathrm{c}1)) と同型な群になる.

\mathbb{Z}^{2}\otimes \mathbb{Z}^{2}\otimes \mathbb{Z}^{2}, \mathbb{Z}^{2}\otimes\wedge^{2}\mathbb{Z}^{4}, \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{2}\mathbb{Z}^{2} の相互関係については次が成り立つ. なお, 各々

に作用する群を簡単に $\Gamma$_{2,2,2}, $\Gamma$_{2,4}, $\Gamma$_{2} で表す.

系7.13. 図式

\backslash \mathrm{Z} \otimes ∧ \mathrm{Z}$\Gamma$_{2,2,2}\backslash (\mathbb{Z}^{2}\otimes \mathbb{Z}^{2}\otimes \mathbb{Z}^{2})'\rightarrow$\Gamma$_{2,4}\backslash (\mathbb{Z}^{2}\otimes\wedge^{2}\mathbb{Z}^{4})'\rightarrow$\Gamma$_{2}\backslash (\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{2}\mathbb{Z}^{2})'

1:1\uparrow \uparrow 1:1 \uparrow 1:1
C_{2}'\rightarrow \mathcal{F}_{2}'\rightarrow B_{2}'

は可換である.ここで , 垂直な全単射はそれぞれ定理7. 3, 定理7.12, 定理3.2で与えら

れた写像であり , 上側の水平な写像は共変写像 (34), (36) が誘導する軌道の間の写像であ

る.また下側の水平な写像はそれぞれ

C_{2}'\rightarrow \mathcal{F}_{2}', (S, (I_{1}, I_{2}, I_{3}))\mapsto(S, (I_{1}, I_{2}\oplus I_{3}

\mathcal{F}_{2}'\rightarrow B_{2}', (S, (I, M))\mapsto(S, I)

と定める.
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[3] では, (26), (27) の全てに対して (A), (B), (C) の理論が展開される. 例えば,
\wedge^{3}\mathbb{Z}^{6} の非退化な整軌道がﾊﾗﾒｰﾀ付けする集合は, 向き付けられた非退化な2次環
S と, その階数3の均衡しているｲﾃｱﾙ類 N の組 (S, N) の同値類 \mathcal{G}_{2}'=\{(S, N \sim

である. なお, Serre [36] の定理から, \mathrm{C}1(\wedge^{3}\mathbb{Z}^{6}, D) は単位群になる. そして, 共変写像

\mathbb{Z}^{2}\otimes\wedge^{2}\mathbb{Z}^{4}\rightarrow\wedge^{3}\mathbb{Z}^{6} に対応する \mathcal{F}_{2}'\rightarrow \mathcal{G}_{2}' は (S, (I, M))\mapsto(S, I\oplus M) で与えられる.詳

細は原論文を参照されたい.

(26)の空間は,それぞれ C2, D_{4} , G2, C_{3}, D_{5}, D_{7} 型の単純代数群から (5節で説明
した手続きにより) 得られる放物型の概均質ﾍｸﾄﾙ空間でことを思い出しておこう. [3]
は最後に , (C) とこれら単純代数群の Dynkin 図形の �(操作� との不思議な対応が観察さ

れて, 論文が締めくくられている.

注7.14. 図式 (27) の1行目の水平方向の (単射 \mathbb{Z} 線形) 写像はいずれも3通りあ
る. 次のような図式によってそれらを同時に現してみよう :

\mathrm{Z}\otimes ∧ \mathrm{Z}Sym

\mathrm{Z}\otimes ∧ \mathrm{Z} / ∧ \mathrm{Z}Sym Sym

\mathbb{Z}^{2}\otimes \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{2}\mathbb{Z}^{2} \mathbb{Z}^{2}\otimes\wedge^{2}\mathbb{Z}^{4}

もちろんいずれの写像も単射 \mathbb{Z} 線形である. 次節の図式 (38) と比べると, \mathbb{Z}^{2}\otimes \mathbb{Z}^{2}\otimes \mathbb{Z}^{2}
が \mathbb{Z} 2 \otimes \mathbb{Z} 3 \otimes \mathbb{Z}3よりも大きな対称性を持つことから,これらより多くの \mathbb{Z} 加群の族が付

随し, 特に (38)にはない両端の加群 \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{3}\mathbb{Z}^{2}, \wedge^{3}\mathbb{Z}^{6} が�(存在� することが分かる.

§8. 第II 部 : 3 次環とそのｲﾃｱﾙ類のﾊﾗﾒｰﾀ付け

ここでは,第II 部[4] について解説する. [4] で扱われる空間は \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{3}\mathbb{Z}^{2} の他,

(37) \mathbb{Z}^{2}\otimes \mathbb{Z}^{3}\otimes \mathbb{Z}^{3}, \mathbb{Z}^{2}\otimes \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{2}\mathbb{Z}^{3}, \mathbb{Z}^{2}\otimes\wedge^{2}\mathbb{Z}^{6}

と , それらの間の共変写像

\mathbb{Z}^{2}\otimes \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{2}\mathbb{Z}^{3}\rightarrow \mathbb{Z}^{2}\otimes \mathbb{Z}^{3}\otimes \mathbb{Z}^{3}\rightarrow \mathbb{Z}^{2}\otimes\wedge^{2}\mathbb{Z}^{6}

(38) \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{3}\mathbb{Z}^{2}\downarrow
である. なお, (37) に作用する群はそれぞれ, \mathrm{G}\mathrm{L}_{2}(\mathbb{Z})\times \mathrm{G}\mathrm{L}_{3}(\mathbb{Z})^{2}, \mathrm{G}\mathrm{L}_{2}(\mathbb{Z})\times \mathrm{G}\mathrm{L}_{3}(\mathbb{Z}) ,

\mathrm{G}\mathrm{L}_{2}(\mathbb{Z})\times \mathrm{G}\mathrm{L}() を考える. 以下,これらを $\Gamma$_{2,3,3}, $\Gamma$_{2,3}, $\Gamma$_{2,6} で表す.
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理論構成は前節で説明した第 I部[4] と非常によく似ている. \mathbb{Z}^{2}\otimes \mathbb{Z}^{3}\otimes \mathbb{Z}^{3} は整数係

数3次正方行列のﾍｱ (A, B) 全体のなす空間とみなし , \mathbb{Z}^{2}\otimes \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{2}\mathbb{Z}^{3} はその中で対称行

列のみからなる部分空間とみなす. (38) の

(39) \mathbb{Z}^{2}\otimes \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{2}\mathbb{Z}^{3}\rightarrow \mathbb{Z}^{2}\otimes \mathbb{Z}^{3}\otimes \mathbb{Z}^{3}

は包含写像である.また, \mathbb{Z}^{2}\otimes\wedge^{2}\mathbb{Z}^{6} は整数係数の6次交代行列のﾍｱ (M, N) 全体のな

す空間とみなす. \mathbb{Z}^{2}\otimes \mathbb{Z}^{3}\otimes \mathbb{Z}^{3}\rightarrow \mathbb{Z}^{2}\otimes\wedge^{2}\mathbb{Z}^{6} は

(40) \mathbb{Z}^{2}\otimes \mathbb{Z}^{3}\otimes \mathbb{Z}^{3}\ni(A, B)\mapsto(\left(-{}^{t}A & A\right)\left(-{}^{t}B & B\right))\in \mathbb{Z}^{2}\otimes\wedge^{2}\mathbb{Z}^{6}
で定める.この写像の意味は前節の (36) と同じである.また , 各々から \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{3}\mathbb{Z}^{2} への写

像は

\mathbb{Z}^{2}\otimes \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{2}\mathbb{Z}^{3}, \mathbb{Z}^{2}\otimes \mathbb{Z}^{3}\otimes \mathbb{Z}^{3}\ni(A, B)\mapsto\det(Ax+By)\in \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{3}\mathbb{Z}^{2},
(41)

\mathbb{Z}^{2}\otimes\wedge^{2}\mathbb{Z}^{6}\ni(M, N)\mapsto Pfaff (  Mx+Ny)\in \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{3}\mathbb{Z}^{2}

で定める.これらは(39), (40) と可換である.
さて , 各々の整軌道の数論的解釈について説明しよう.まず \mathbb{Z}^{2}\otimes \mathbb{Z}^{3}\otimes \mathbb{Z}^{3} から考え

る.これは, 大雑把には3次環のｲﾃｱﾙ類を記述する. (このことは,体 k 上で (\mathrm{G}\mathrm{L}_{2}\times
\mathrm{G}\mathrm{L}_{3}\times \mathrm{G}\mathrm{L}_{3}, k^{2}\otimes k^{3}\otimes k^{3}) が, (\mathrm{G}\mathrm{L}_{1}\times \mathrm{G}\mathrm{L}_{2}, k\otimes \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{2}k^{2}) の3次の類似を与えると指摘し

ている第5節の Wright‐Yukie の結果と整合している. )
R を非退化な3次環とする. R の K=R\otimes \mathbb{Q} 内の分数ｲﾃｱﾙのﾍｱ (I_{1}, I_{2}) が

均衡しているとは, I_{1}I_{2}\subset R かつ N(I_{1})N(I_{2})=1 となることをいう. (例えば I_{1}, I_{2} が

射影的なときは, I_{2}=I_{1}^{-1} になる. )均衡している2つのﾍｱ (I_{1}, I_{2}) , (J_{1}, J_{2}) はある

 $\kappa$\in K^{\times} が存在して J_{1}= $\kappa$ I_{1}, J2=$\kappa$^{-1}I_{2} となるとき同一の均衡しているｲﾃｱﾙの類

に属するという.

B_{3}=
\prime \{(S, (I_{1}, I_{2}))

S:3\mathrm{E}退

 $\tau$(I_{1},I_{2}\mathfrak{X}\mathscr{B} ているｲﾃｱﾙの類 \} / \sim

とおく.

定理 S.1. 3次環を保つような標準全単射  B_{3}'\rightarrow$\Gamma$_{2,3,3}\backslash (\mathbb{Z}^{2}\otimes \mathbb{Z}^{3}\otimes \mathbb{Z}^{3})' が存在する.

ここで,( (3 次環を保つ� とは, (S, (I_{1}, I2)) \in B_{3}' が (A, B)\in \mathbb{Z}^{2}\otimes \mathbb{Z}^{3}\otimes \mathbb{Z}^{3} の軌道と

対応するとき S は \det(Ax+By)\in \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{3}\mathbb{Z}^{2} と定理3 \cdot 7によって対応していること, つま

り�(共変写像 (41) と整合的であること� を意味するものとする.

対応を構成するには, (S, (I_{1}, I2)) \in B_{3}' に対し , 合成

(42) I_{1}\otimes I_{2}\rightarrow S\rightarrow S/(\mathbb{Z}\cdot 1) , $\xi$_{1}\otimes$\xi$_{2}\mapsto$\xi$_{1}$\xi$_{2}\mapsto $\pi$($\xi$_{1}$\xi$_{2})
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が定める $\Gamma$_{2,3,3}\backslash \mathbb{Z}^{2}\otimes \mathbb{Z}^{3}\otimes \mathbb{Z}^{3} の元をとればよい.

次に

 C_{3}'=\{(S, I,  $\delta$)  $\delta$\in(S^{-}\otimes \mathbb{Q})^{\times},\subset $\delta$ S,N(I)^{2}=N( $\delta$)s:\grave{\mathrm{L}}^{\mathrm{i}_{\{}}\grave{(}\mathrm{X}\triangleleft^{$\gamma$^{\backslash }}, \}/\sim
とおく. ただし, 同値性の定義は7 \cdot 3節の \mathcal{E}_{2}' と同様である. すなわち, (S, I,  $\delta$)\sim(S', I', $\delta$')
は, 3次環の同型 S\cong S' が存在し,さらに  $\kappa$\in(S\otimes \mathbb{Q})^{\times} が存在して, I'= $\kappa$ I,  $\delta$'=$\kappa$^{-1} $\delta$

となることとする.このとき,

定理 S.2. 3次環を保つような標準全単射  C_{3}'\rightarrow$\Gamma$_{2,3}\backslash (\mathbb{Z}^{2}\otimes \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{2}\mathbb{Z}^{3})' が存在する.

対応は, (S, I,  $\delta$)\in C_{3}' に対し,

(43) I\rightarrow S/(\mathbb{Z}\cdot 1) ,  $\xi$\mapsto $\pi$($\delta$^{-1}$\xi$^{2})

が定める $\Gamma$_{2,3}\backslash \mathbb{Z}^{2}\otimes \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{2}\mathbb{Z}^{3} の元をとる.また,

\mathcal{D}_{3}=
\prime \{(S, M) M:S^{-} の\mathrm{f} $\eta$\prime s3\mathrm{E}\mathrm{F}\mathrm{i} ,

る階数2のｲﾃｱﾙの類 \} / \sim

とおくと , やはり

\rightarrow \backslash \mathrm{Z} \otimes ∧ \mathrm{Z}定理 S.3. 3次環を保つような標準全単射 \mathcal{D}_{2}'\rightarrow$\Gamma$_{2,6}\backslash (\mathbb{Z}^{2}\otimes\wedge^{2}\mathbb{Z}^{6})' が存在する.

今度は, (S, M)\in \mathcal{D}_{2}' に対し, \wedge^{2}M\rightarrow S/(\mathbb{Z}\cdot 1) が定める $\Gamma$_{2,6}\backslash \mathbb{Z}^{2}\otimes\wedge^{2}\mathbb{Z}^{6} の元を

取る.

共変写像とﾊﾗﾒｰﾀ付けの関係については, 各定理の写像の構成から直ちに,次

が導かれる.

系8.4. 図式

\backslash \mathrm{Z} \otimes ∧ \mathrm{Z}$\Gamma$_{2,3}\backslash (\mathbb{Z}^{2}\otimes \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{2}\mathbb{Z}^{3})'\rightarrow$\Gamma$_{2,3,3}\backslash (\mathbb{Z}^{2}\otimes \mathbb{Z}^{3}\otimes \mathbb{Z}^{3})'\rightarrow$\Gamma$_{2,6}\backslash (\mathbb{Z}^{2}\otimes\wedge^{2}\mathbb{Z}^{6})'

1:1\uparrow \uparrow 1:1 \uparrow 1:1
C_{3}'\rightarrow B_{3}'\rightarrow \mathcal{D}_{3}'

は可換である.ここに,ここで , 上側の水平な写像は共変写像 (38) が誘導する軌道の間

の写像であり , 下側の水平な写像は

C_{3}'\rightarrow B_{3}', (S, I,  $\delta$)\mapsto(S, (I, $\delta$^{-1}I)) ,

B_{3}'\rightarrow \mathcal{D}_{3}', (S, (I_{1}, I_{2}))\mapsto(S, I_{1}\oplus I_{2}) ,

で定める.
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§9. 概均質ﾍｸﾄﾙ空間･余正則空間の網

次の (可換) 図式をご覧いただきたい.

Sym

∧ \mathrm{Z} \otimes ∧ \mathrm{Z}0 ∧ \mathrm{Z} \otimes \mathrm{Z} \otimes \mathrm{Z}∧ \mathrm{Z}

\mathrm{Z}\otimes ∧ \mathrm{Z}∧ \mathrm{Z} 0

\mathrm{Z} \otimes ∧ \mathrm{Z}∧ \mathrm{Z} 0

\mathrm{Z} \otimes\text{∧_{}\mathrm{Z}}0

\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{3}\mathbb{Z}^{2}\leftarrow \mathbb{Z}^{2}\otimes \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{2}\mathbb{Z}^{3}
SymSym

Sym

これらはそれぞれ, 図式 (27), (38) を一部に含むより大きな共変写像の可換図式であり,

すべてのﾍｸﾄﾙ空間は例外群から定まる放物型の概均質ﾍｸﾄﾙ空間である. なお,

V_{5} は \mathrm{S}\mathrm{p}() の5次元表現, V_{14} は \mathrm{S}\mathrm{p}() の14次元表現を表す.

7節と8節を読まれた方は, その理論の並行性に少なからず驚かれたことと思う.特
に , ﾍｸﾄﾙ空間の操作である対称化 Sym と歪対称化 \wedge は, 対応する環論的対象の加群

におけるｲｺｰﾙ = 及び直和 \oplus という操作とそれぞれ整合する. 次のような操作の対応

を想像してみよう.

symmetrization (対称化) \ovalbox{\tt\small REJECT} =

skew‐symmetrization (歪対称化) \ovalbox{\tt\small REJECT} \oplus

symplectization O斗交化) \ovalbox{\tt\small REJECT} \oplus と斜交構造
hermitianization (ｴﾙﾐｰﾄ化殴 \ovalbox{\tt\small REJECT} Galois 共役
dualization (双対化) \ovalbox{\tt\small REJECT} 類体論

7, 8節の議論は, ひとたび \mathbb{Z}^{2}\otimes \mathbb{Z}^{2}\otimes \mathbb{Z}^{2}, \mathbb{Z}^{2}\otimes \mathbb{Z}^{3}\otimes \mathbb{Z}^{3} の合成則 (軌道の代数的対象によ

る解釈) が得られれば,他のい \langle つもの �(不変･共変空間� にもその合成則が遺伝するこ

とを示唆している. 実際, Gauss の合成則はその多くの合成則の一例とみなすことができ

た.第V部[7] では, 上記の図式の中の , \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{2}\mathbb{Z}^{3}, \wedge^{4}\mathbb{Z}^{7}, \wedge^{3}\mathbb{Z}^{8} はそれぞれ四元数環 H_{\text{，}}

八元数環 \mathcal{O}_{\text{，}}9 次元の中心的単純環 D' を分類していることが,また例えば \wedge^{2}\mathbb{Z}^{3}\otimes\wedge^{2}\mathbb{Z}^{4}

12実際には C_{2} , D4など古典型に分類されるものも含まれる. しかしそれらも , 階数が小さいため古典型と偶
然一致したと考えることができる.
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は四元数環とその階数1の加群の組 (H, M) を分類していることなどが示されるようで

あるが, そこでは上記のような操作の対応もより鮮明に表れる.この意味で , 概均質ﾍ

ｸﾄﾙ空間は個別にﾗﾝﾀﾑに存在しているのではなく , 相互に緊密な繋がりをもつ �(網

(\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{t})^{\text{”}} を形成していることが分かる.

さて , 高次合成則はいずれも概均質ﾍｸﾄﾙ空間を舞台に展開されたが,この成功

を前に,より一般的な代数群の線形表現に対しても何か同様の理論が考えられないか期

待するのは自然であろう. 概均質ﾍｸﾄﾙ空間の一般化に , 余正則空間(coregular space)
がある. 表現 (G, V) はその不変式環 k[V]^{G} が多項式環 k[X_{1}, . . . , X_{n}] と同型になるとき

余正則であるという. 既約正則な概均質ﾍｸﾄﾙ空間の場合, (簡約群 G を半単純な部分

に取り替えると) これは唯一の相対不変式 P が生成する1変数多項式環 k[P] となるので,

余正則空間はこの一般化である. 余正則空間の基本的なｸﾗｽの分類はLittelmann [28]
による. それらは70種類あり , そのうち24種類は無限系列である. Bhargava‐Ho は進

行中の研究において,このうち

k^{2}\otimes k^{2}\otimes k^{2}\otimes k^{2}, k^{3}\otimes k^{3}\otimes k^{3}, \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{2}k^{4}\otimes k^{2}, \wedge^{2}k^{5}\otimes k^{5}

に注目し(作用する群はここでも \mathrm{G}\mathrm{L}_{n}(k) か \mathrm{S}\mathrm{L}_{n}(k) の直積である), 若\mp の  k の標数の仮

定のもとで , それらの軌道が種数1の曲線 C と , 階数2,3,4,5の直線束 \mathcal{L} のﾍｱ (C, \mathcal{L})
を , (場合によっては付加構造つきで) 分類していることを見いだした.ここでも , 初めの

二つの空間 k^{2}\otimes k^{2}\otimes k^{2}\otimes k^{2}, k^{3}\otimes k^{3}\otimes k^{3} からは, ﾍｸﾄﾙ空間の操作により多数の余

正則空間が得られ,((余正則空間の網� が形成されるが, それらは (C, \mathcal{L}, *) の代数的･幾

何的な操作と自然に対応するようである.

§10. 応用と一般化

最後に , 応用と一般化についていくつか説明して本稿を終える.

§10.1. 密度定理

高次合成則のもっとも直接的な応用に密度定理がある. n\geq 1 に対して,

N_{n}(\mathfrak{S}_{n};X)=\#\{F|[F:\mathbb{Q}]=n, \mathrm{G}\mathrm{a}1(F^{\mathrm{n}\mathrm{c}}/F)\cong \mathfrak{S}_{n}, | Disc (F)|<X\},

とおこう. ただし F^{\mathrm{n}\mathrm{c}} は F のGalois 閉包を表し , Disc (F) は F の判別式である. なお,

同型な体は一度だけ数えることにする.  X\rightarrow\infty のときの  N_{n}(\mathfrak{S}_{n};X) の漸近挙動を調べ

る問題は古くから知られていて , 極限

c_{n}=\displaystyle \lim_{n\rightarrow\infty}\frac{N_{n}(\mathfrak{S}_{n};X)}{X}
が存在し n>1 ならば c_{n}>0 となることが予想されていた.
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n=1 ならばもちろんこの極限は 0 で,また n=2 のときも簡単な議論によって

\displaystyle \lim_{X\rightarrow\infty}\frac{N_{2}(\mathfrak{S}_{2};X)}{X}=(\frac{1}{2}+\frac{1}{2})\frac{1}{ $\zeta$(2)}
が得られる. ただし, 二つの1/2はそれぞれ実2次体の族と虚2次体の族それぞれの寄
与を表している.また n=3 のときは, Davenport‐Heilbronn [20] が

\displaystyle \lim_{X\rightarrow\infty}\frac{N_{3}(\mathfrak{S}_{3};X)}{X}=\frac{1}{2}(\frac{1}{6}+\frac{1}{2})\frac{1}{ $\zeta$(3)}
を示していた. (ここでも , 1/6,1/2 は実素点, 複素素点の個数が (3, 0), (1,1) であるも

のの族それぞれの寄与を表している. )彼らの方針は , (i) まず2元3次形式の空間

(\mathrm{G}\mathrm{L}_{2}(\mathbb{Z}), \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{3}\mathbb{Z}^{2}) の整軌道の解釈 (定理3.7) を用いて3次環の数え上げを群作用にお

ける基本領域内の格子点を求める問題に置き換え, それを基本領域の体積で近似し , (ii) 次

に極大な整環だけを取り出すための素数の \ovalbox{\tt\small REJECT} を実行することである.この定理はShintani

[38] によって導入された (\mathrm{G}\mathrm{L}_{2}(\mathbb{Z}), \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{3}\mathbb{Z}^{2}) に付随する (概均質ﾍｸﾄﾙ空間の) ｾｰﾀ関

数を使って証明することができるため, Wright‐Yukie [50] は, \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{2}\mathbb{Z}^{3}\otimes \mathbb{Z}^{2} , \wedge^{2}\mathbb{Z}^{5}\otimes \mathbb{Z}^{4}

のｾｰﾀ関数を使って n=4
, 5の場合の密度定理を証明するﾌﾛｸﾗﾑを提示し, Yukie

[52] は \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{2}\mathbb{Z}^{3}\otimes \mathbb{Z}^{2} の場合のｾｰﾀ関数の極の主要部を決定していた.

これに関して, Bhargava [8, 9] は \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{2}\mathbb{Z}^{3}\otimes \mathbb{Z}^{2}, \wedge^{2}\mathbb{Z}^{5}\otimes \mathbb{Z}^{4} の空間を用いて

\displaystyle \lim_{X\rightarrow\infty}\frac{N_{4}(\mathfrak{S}_{4};X)}{X}=\frac{1}{2}(\frac{1}{24}+\frac{1}{4}+\frac{1}{8})\prod_{p}(1+\frac{1}{p^{2}}-\frac{1}{p^{3}}-\frac{1}{p^{4}}) ,

\displaystyle \lim_{X\rightarrow\infty}\frac{N_{5}(\mathfrak{S}_{5};X)}{X}=\frac{1}{2}(\frac{1}{120}+\frac{1}{12}+\frac{1}{8})\prod_{p}(1+\frac{1}{p^{2}}-\frac{1}{p^{4}}-\frac{1}{p^{5}})
を示した.ここに P はすべての素数をわたる. その証明の方針は, ｾｰﾀ関数を使うもの

ではなく,もともとのDavenport‐Heilbronn [20] で用いられた幾何学的な方法を発展させ
たものである. より複雑な空間を扱う必要があるための技法の開発によりこれらの結果が

導かれている. 特に , \mathfrak{S}_{5} のように非可解な群に対してこのような密度定理が示されたの

は初めてのことで意義深い.また,Bhargava [11] はこれらの結果をもとに , c_{n} の公式

\displaystyle \lim_{X\rightarrow\infty}\frac{N_{n}(\mathfrak{S}_{n};X)}{X}=?

\displaystyle \sum \displaystyle \frac{1}{2} . \displaystyle \frac{1}{|\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}K_{\infty}|}\prod(\sum \displaystyle \frac{p-1}{p} . \displaystyle \frac{1}{|\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}K_{p}|}\frac{1}{|\mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{c}K_{p}|})
[K_{\infty}:\mathrm{R}]=n p [K_{p}:\mathbb{Q}_{p}]=n

を予想している. ただし , K_{\infty} , Kp はそれぞれ \mathbb{R}, \mathbb{Q}_{p} の n 次分離代数全体を渡り,Aut K_{p}|
はKp の \mathbb{Q}_{p} 代数としての自己同型群の位数を,また |\mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{c}K_{p}| はKp の判別式を割り切る

P の最高冪を表す.この定数は, 統計学的に明快な解釈をもつ.各Euler 因子内の和にお

ける K_{\infty} , Kp の寄与は, \mathbb{Q} の S_{n} 拡大 K が素点 \infty, P においてその分解をとる割合を示し

ており,また , 1/2, (p-1)/P は, ﾗﾝﾀﾑな整数が正負の値をとる確率, P で割り切れな

い値をとる確率をそれぞれ表している.これらは, 1\leq n\leq 5 のときは上述の結果と一致

する.
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なお, 一般に G\subset \mathfrak{S}_{n} を推移的な部分群としたときに , 同様に定義される

N_{n}(G;X):=\#\{F \mathrm{G}\mathrm{a}1(F^{\mathrm{n}\mathrm{c}}/\mathbb{Q})[F:\mathbb{Q}]=n, の{F の

|Disc(F) |
—\mathbb{Q}<\hat{}Xの埋め込み}への作用が G と同型 \}

のｵｰﾀｰに関して Malle [29] による予想があり, G がｱｰﾍﾙ群の場合 (Wright [48])
など幾つかの場合に正しいことが示されている.この予想に関しては, G=\mathfrak{S}_{n} の場合上

述の c_{n} の結果や予想は, \mathfrak{S}_{n}-n 次拡大を判別式で並べることが�(自然� であることを示唆

するが, ｱｰﾍﾙ拡大の場合は判別式よりも導手で並べる方が自然である可能性を指摘す

る結果が最近 Wood [47] により得られており , 代数体をどのような順序で並べることが

最も自然であるかは議論の余地がある.

この他, Davenport‐Heilbronn [20] は \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{3}\mathbb{Z}^{2} の空間を用いて , 2 次体のｲﾃｱﾙ類

群の3‐torsion 部分群の平均位数が,実2次体については3/2, 虚2次体については2で

あることを示していた. Bhargava [8] は \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{2}\mathbb{Z}^{3}\otimes \mathbb{Z}^{2} の空間を用いて , 3 次体のｲﾃｱﾙ

類群の2‐torsion部分群の平均位数が, 総実3次体については5/4, 虚な3次体については

3/2であることを示している.これは "Cohen‐Lenstra のheuristic" (の Cohen‐Martinet

[18] による拡張) を支持する結果である.

注10.1. "Cohen‐Lenstra のheuristic" とは, 代数体のｲﾃｱﾙ類群には, 適当

な意味でﾗﾝﾀﾑに有限ｱｰﾍﾙ群が現れることを定量的に推測したものである.これ

が正しければ例えば, \mathbb{Q}(\sqrt{P}) (p は4で割って1余る素数) の中では類数1であるものの

密度が約75.446% になるなど, 非常に強い主張を含むかなり一般的な推測である.約20

年余り , \mathrm{D} avenport‐Heilbronn [20] の結果と \mathrm{D} atskovsky‐Wright [19]によるその代数体
上への一般化, および比較的簡単ないくつかの数値例の他にはこの推測を検証する結果

はあまり増えていなかったが,ここ数年で, 関数体の場合はある程度系統的に成立するこ

とが示され (例えば Ellenberg‐Venkatesh [22]), また Bhargava [8] の場合や , 後述する

Bhargava‐Shankar による楕円曲線の 2,3,4,5‐Selmer 群の平均位数の定理など, 関連する

成果がいくつも証明され始めたため,この推測への注目が高まっている. 上記のBhargava
による c_{n} の予想も, やや大胆な予想と言うこともできるが,この推測の類似と考えうる

ものであろう. なお, heuristic は｢発見的説明｣ などと訳される単語で,数学では �(今の

ところ数学的証明にはなっていないが, 類似･状況証拠･研究者の直観的理解などをもと

に説得力をもつ , 説明･議論･推測� のような意味で用いられる.

これら密度定理に関しては, 誤差項の評価は問題それ自身としても,また応用の観点か

らも重要である.これは Belabas‐Bhargava‐Pomerance [2] により突破口が開かれ, [2] では

N_{3}(\mathrm{S}_{3;}X) に関して誤差項 o(x^{7/8+ $\epsilon$}) が,また N_{4} (S4; X ) に関して誤差項 o(x^{23/24+ $\epsilon$})
が得られ, 現在いろいろと研究が進んでいる. 3次体の場合は, N_{3}^{\pm}(\mathfrak{S}_{3};X) で正負それ

ぞれに分けて3次体の判別式を数える関数を表すと,第2の主要項の存在

N_{3}^{\pm}(\displaystyle \mathfrak{S}_{3};X)=\frac{C^{\pm}}{12 $\zeta$(3)}X+K^{\pm}\frac{4 $\zeta$(1/3)}{5 $\Gamma$(2/3)^{3} $\zeta$(5/3)}X^{5/6}+o(X^{5/6})
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が予想されていた.ただし C^{+}=K^{+}=1, C^{-}=3, K^{-}=\sqrt{3} とした.これは最近,

Bhargava‐Shankar‐Tsimerman [16], Taniguchi‐Thorne [42] により独立に解決された.前

者[16] では上述の幾何学的な方法の改良により誤差項 o(x^{13/16+ $\epsilon$}) が, 後者 [42] は概均

質ﾍｸﾄﾙ空間のｾｰﾀ関数を用いる解析的な方法で誤差項 o(x^{7/9+ $\epsilon$}) が得られている.

後者の方法では, 2次体のｲﾃｱﾙ類群の3‐torsion 部分群の平均位数についても,第2

の主要項を含んだ

\displaystyle \sum_{[F:\mathbb{Q}]=2} \displaystyle \#\mathrm{C}1_{3}(F)=\frac{3+C^{\pm}}{$\pi$^{2}}X+K^{\pm}\frac{8 $\zeta$(1/3)}{5 $\Gamma$(2/3)^{3}}\prod_{p}(1-\frac{p^{1/3}+1}{p(p+1)})X^{5/6}+O(X^{\frac{18}{23}+ $\epsilon$})
0<\pm \mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{c}(F)<X

が得られている. N_{4}(\mathfrak{S}_{4};X) や, 3次体のｲﾃｱﾙ類群の2‐torsion部分群の平均位数に

関しても , Yukie [52] のｾｰﾀ関数の結果を用いて結果を改良できる可能性がある.

また, Bhargava‐Ghate [12]は, \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{2}\mathbb{Z}^{3}\otimes \mathbb{Z}^{2} の結果を, 八面体型の新形式 (octahedral
newform) を数える問題に応用した. 重み1の正則尖点的な新形式 f は, 付随する Galois

表現 \mathrm{G}\mathrm{a}1(\overline{\mathbb{Q}}/\mathbb{Q})\rightarrow \mathrm{P}\mathrm{G}\mathrm{L}() の像が A_{4}, \mathfrak{S}_{4}, A_{5} となるとき (A_{n}\subset \mathfrak{S}_{n} は n 次の交代群を

表す) それぞれ四面体型 (tetrahedral), 八面体型 (octahedral), 二十面体型 (icosahedral)
であるといわれ,これらはまとめてｴｷｿﾁｯｸ (exotic) な保型形式と呼ばれている.任

意の  $\epsilon$>0 に対し , ﾚﾍﾙが素数 P であるｴｷｿﾁｯｸな新形式の個数は O(p^{ $\epsilon$}) で抑えら

れるであろうという予想がある.これに対し,Bhargava‐Ghate [12] は

#octahedral な尖点的新形式 f で,そのﾚﾍﾙが X 未満の素数} =O(\displaystyle \frac{X}{\log X})
を示した. X 未満の素数の個数は O(X/\log X) だから,この式は上記の予想が平均値とし

ては成立していることを示している. 証明の方針は,Artin 予想 (この場合はLanglands‐
Tunnell の定理) を用いて Galois 表現を数える問題に書き直し , その後4次体の判別式と
Galois 表現の導手を比較するというものである.

§10.2. 例外群の保型形式論･類体論とｾｰﾀ関数

密度定理以外の基本的な応用に , 例外群の保型形式論への寄与が考えられる.これは

G2上の保型形式の Fourier 係数についての研究 Gan‐Gross‐Savin [23] がよい例である.

2元3次形式の空間は, E=G_{2} とその Heisenberg 放物型部分群 P=GU から得られる

(G, V)=(G, U^{\mathrm{a}\mathrm{b}}) であったことを思い出しておこう. Gan‐Gross‐Savin は G_{2}(\mathbb{Z}) 上の四

元数的保型形式 f で重みが偶数のものに対し , 添字集合を \{x\in G_{\mathrm{Z}}\backslash V_{\mathrm{Z}}|P(x)>0\} にも

つ"Fourier 係数� \{c_{x}(f)\}_{x} を定義した. 定理3.7によれば,これは判別式が正の3次環 A

を添字集合とする \{C_{R(f)\}_{R\in A_{3},D(R)>0}} に他ならない.このように軌道に代数的な解釈が
あるとき , Fourier 係数の整数論的意味をそれを通して取り出せる可能性がある. 例えば,

f が重み 2k のEisenstein 級数 E_{2k} の場合, 極大な3次環 R に対しては c_{R}(E_{2k}) が 0 で

ない有理数 $\zeta$_{R}(1-2k) となる. 詳細は [23] を参照されたい.

また , 高次合成則は類体論と結びつくことがある. \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{3}\mathbb{Z}^{2} の軌道は3次環を分類し,
また \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{3}\mathbb{Z}^{2} の軌道は2次環のｲﾃｱﾙ類群の3‐torsion と強く関係していた. \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{3}\mathbb{Z}^{2}
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と \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{3}\mathbb{Z}^{2} は \mathrm{G}\mathrm{L}() の互いに双対的な表現だが,これら代数的対象は類体論によって繋

がっている.このことの最もｼﾝﾌﾙな記述は, 概均質ﾍｸﾄﾙ空間のｾｰﾀ関数を用い

て表されるもので,Shintani [38] によって導入されたｾｰﾀ関数

$\xi$_{\pm}(s)= \displaystyle \sum \displaystyle \frac{|\mathrm{S}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{b}(x)|^{-1}}{|P(x)|^{s}},
x\in \mathrm{S}\mathrm{L}_{2}(\mathrm{Z})\backslash \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{3}\mathrm{Z}^{2}

\pm P(x)>0

の間に

$\xi$_{\pm}^{*}(s)= \displaystyle \sum \displaystyle \frac{|\mathrm{S}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{b}(x)|^{-1}}{|P(x)|^{s}}
x\in \mathrm{S}\mathrm{L}_{2}(\mathrm{Z})\backslash \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{3}\mathrm{Z}^{2}

\pm P(x)>0

$\xi$_{+}^{*}(s)=3$\xi$_{+}(s) , $\xi$_{-}^{*}(s)=$\xi$_{-}(s)

という関係式があるという形に述べられる.これはｾｰﾀ関数の係数表をもとにOhno

[31] によって予想され, Nakagawa [30] によって実際に類体論を用いて証明された.これ

と同様な関係式が \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{2}\mathbb{Z}^{3}\otimes \mathbb{Z}^{2}, \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{2}\mathbb{Z}^{3}\otimes \mathbb{Z}^{2} のｾｰﾀ関数の間にも存在すると考えら

れており , Nakagawa による部分的な結果がある.

概均質ﾍｸﾄﾙ空間のｾｰﾀ関数 [35] についてはほとんど触れることができなかっ

たが,これは表現の多くの情報を内包している関数だと考えられる. 密度定理以外にも,

保型形式の次元公式への応用(Shintani [39], Ibukiyama‐Saito [25, 26]) が知られており,

ｾｰﾀ関数には多変数の場合 (F. Sato [33]) も含め様々な応用の可能性が秘められている

と思われる.

§10.3. 一般化

最後に一般化についていくつか簡単に触れておく.まず, 高次合成則の理論を , \mathbb{Z} 上

から一般の環上 (あるいはより一般にｽｷｰﾑ上) に拡張することは基本的な問題だが,こ

れは多くの場合に実行可能なようで , 研究が進められている. 例えば Wood [46], [45] を

参照されたい. 一方で, 概均質ﾍｸﾄﾙ空間には分類があるので, 6次以上の拡大を線形

表現によって分類することは不可能であり, それを理解する問題は, かなり大きな課題と

して我々の前にある. 一般の代数多様体上の群作用でよければ様々な可能性があり , いく

つか試みもなされているようだが, 今のところ決定的な進展はないようである.

一方, 前節で触れた余正則空間の研究は Bhargava, Ho, Shankar などにより非常に

大きな進展を見せている. 前節で解説した,((種数1曲線の高次合成則� の基礎理論は,体

上においてかなり完成に近づいているようである.また , 整軌道の数え上げを概均質ﾍｸ

ﾄﾙ空間でない場合に実行することは長年の懸案であったが,Bhargava‐Shankar [14, 15]
は余正則空間 \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{4}\mathbb{Z}^{2}, \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{3}\mathbb{Z}^{3} に於いて整軌道を数え上げることに成功した.これは9節

で触れた (\mathbb{Z}^{2})^{\otimes 4}, (\mathbb{Z}^{3})^{\otimes 3} の対称化で得られる余正則空間であることに注意されたい.この

有理軌道はそれぞれ楕円曲線の2‐Selmer群,3‐Selmer 群を分類する.Bhargava‐Shankar
[14, 15] はそれぞれの論文において , 整軌道の数え上げを有理軌道の数え上げに移行する

\ovalbox{\tt\small REJECT} の方法も発展させ, \mathbb{Q} 上の楕円曲線 E を高さ (height) の順序で並べたとき , 2‐Selmer

群S2 (E) の平均位数が3であること,また3‐Selmer群 S_{3}(E) の平均位数が4以下であ

ることを示した. 前者からは楕円曲線の階数の平均が3/2以下であることが, 後者から
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は(より強く)7/6以下であることが直ちにしたがう. 古くから , 50% の密度の楕円曲線が

階数 0 であり,また50% の密度の楕円曲線が階数1であること (したがって階数の平均

は1/2であること) が予想されていたが,以前は平均が有限であることも証明されていな

かったので, 非常に大きな進展と言えるだろう. 本稿の目的から離れるので詳細は述べな

いが, [14] の序文には丁寧な解説があるので , 興味のある方はぜひ参照されたい.また,

最近の研究集会13で, Bhargava‐Shankar は数え上げの手法を上記2つを含む

\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{4}\mathbb{Z}^{2}, \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{3}\mathbb{Z}^{3}, \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{2}\mathbb{Z}^{4}\otimes \mathbb{Z}^{2}, \wedge^{2}\mathbb{Z}^{5}\otimes \mathbb{Z}^{5}

に展開し, S_{2}(E) , S_{3}(E) , S_{4}(E) , S_{5}(E) の平均位数がそれぞれ3, 4, 7, 6であることを証明

したとｱﾅｳﾝｽした.これらは再び, Cohen‐Lenstra のheuristic の一般化 \models それによ

れば  S_{n}(E) の平均位数は n の約数和になる—に沿う結果である. 整軌道の数え上げから

有理軌道の数え上げに移行する際の方法 �(幾何学的な平方自由 \ovalbox{\tt\small REJECT} (geometric square‐free

sieve) がBhargava により開発されたことが鍵となったようである. S_{5}(E) の結果に,楕

円曲線のﾙｰﾄﾅﾝﾊｰとrank (S_{p}(E)) の偶奇性の関連についての結果を組み合わせる
と , 階数の平均が1未満 (約0.99程度) であることが系としてしたがう.

1960年代, 佐藤幹夫氏によって創始された概均質ﾍｸﾄﾙ空間の理論は, 限定され

たｸﾗｽが対象である一方, 深く明示的な数学的結果を多数生み出してきた. 高次合成則

の観点からは, 概均質ﾍｸﾄﾙ空間から余正則空間への接続は自然なようである. 現在,

ｾｰﾀ関数は概均質ﾍｸﾄﾙ空間にしか見いだされていないが, �(ｾｰﾀ積分� だけなら,

より広いｸﾗｽの表現に定義され, 例えばYukie [55] により \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{n}\mathbb{Q}^{2} の場合が考察され
ている. 近い将来, 余正則空間にもｾｰﾀ関数が付随していることが発見されるのであろ

うか.また , 余正則空間からの更なる一般化も問題になるであろう. 大いなる発展を期待

したい.
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