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概要

よ

ﾊｰﾝｽ加藤に□依■よる貼り合わせの議論を用いた総実代数体の非可換岩澤主予想の証明方法に
ついての概説記事. 特に1次元 p‐進ﾘｰ拡大の場合に本質的となる p‐進ｾｰﾀ関数の帰納的構成

な k

について解説する. □尚■なお,本稿は日本語の記事である.

Abstract

This is a survey article on the proof of the non‐commutative Iwasawa main conjecture
for totally real number fields by applying �patching arguments� of David Burns and Kazuya
Kato. We especially explain the inductive construction of the p‐adic zeta functions, which is

an essential technique in cases of one‐dimensional p‐adic Lie extensions. This article is written

in Japanese.
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とｱﾙﾌﾚｯﾄ･ｳｧｲｽ A lfred Weiss の共同研究 [RW3] 並びに ﾏﾍｼｭ･ｶｸﾃ

Mahesh Kakde [Kakde2] に依よって総実代数体の場合に独立に証明された. 非可換岩 \ovalbox{\tt\small REJECT}主

予想の中でも総実代数体ん\vee きの場合は最\ovalbox{\tt\small REJECT}
も単純.かつ基本的なｹｰｽであり , 近い将来に証明さ

れるであろうと言うふんい□気■ふんいきはそ□処■そこ□彼処■かしこに□漂■ただよっていた (ように思われる) が,そうは言って
ま ->\succeq

も定式化からほんの10年も経たぬうちに主予想が解決されてしまつたことは□誠■まことにもって
きよ \tilde{ $\eta$} f‐ ん

□驚嘆■きょうたんすべき事態であると言わざるを得まい. 本研究集会の□僅■わずか2年前に開催された 『代

数的整数論とその周辺』 1で著者が講演させていただいた頃 (この頃はちょうど著者が非
可換岩 \ovalbox{\tt\small REJECT}理論に参入し始めた時期でもある) には,まだ著者を含めた誰もが比較的単純な

形の非可換!拡大の場合に主予想が成り立つことを具体的に確認していたような段階だった

ことを□鑑■かんがみても , 整数論先端分野の発展の日進月歩ぶりというものが改めて痛切に実感

せしめられよう.

本稿の目的は , 一見すると複雑かつ難解であり敬遠されがちな総実代数体の非可換岩

\ovalbox{\tt\small REJECT}主予想の証明手順を , \mathscr{Z}_{\backslash }|\mathrm{f}
ん

雑な計算の部分を一切削そぎ落としてなるべ \langle 平易に解説するこ
 k

とである. 特に1次元 p‐進ﾘｰ拡大の主予想の証明に□於■おいて重要な技術である p‐進ｾｰ

ﾀ関数の帰納的構成 inductive construction of the p ‐adic zeta functions について , 主に

著者の論文で扱つたｹｰｽ [H2] を題材として解説したい.2
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§3.2. p‐進ｾｰﾀ関数の帰納的構成 \mathrm{I}—羅指数 p 型の場合

§3.3. p‐進ｾｰﾀ関数の帰納的構成 II— \langle 差の持ち上げ \rangle の視点から

§3.4. 一般の場合について

参考文献

12008年12月8日‐12月12日開催.この時の講演内容の報告記事は [原2] として既すでに出版されている.
2総実代数体の非可換岩 \ovalbox{\tt\small REJECT}主予想の証明に□於■おいて著者が貢献した部分があるとすれば,それは恐らくこの p‐進
ｾｰﾀ関数の帰納的構成であろうと思われるからである.
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§1. 総実代数体の非可換岩 \ovalbox{\tt\small REJECT} 主予想

k

本節では総実代な数体に□於■おける非可換岩澤主予想を ｼｮﾝ･ｺｰﾂ John Coates 等

の方法[CFKSV]に□倣■ならって定式化する.ｺｰﾂ等の定式化が確立するに至るまでの思想的,
ま \succeq

歴史的背景については [原2] にかなり詳しく□纏■まとめた (つもりである) ので,ここでは本稿

第2節以降で必要となる最低限の概念の導入程度に留める. 必要に応じて [原2, Section 1]

を参照されたい.また,日本語で書かれたより□噛■かみ砕いた解説記事として (じ \mp 誤植が

多いが) [原1] を挙げておく.

§1.1. 設定及び定式化

以下,  p は奇素数を表すものとする.
F を総実代数体とし , F_{\infty}/F を総実な p‐進ﾘｰ拡大3で F の円分 \mathbb{Z}_{p} ‐拡大 F_{\mathrm{c}\mathrm{y}\mathrm{c}}/F

を含むものとする.また , F_{\infty} で分岐する F の素ｲﾃｱﾙは有限個であるとし,それら
を全て含む F の素ｲﾃｱﾙの有限集合  $\Sigma$ を固定しておく.

 G=\mathrm{G}\mathrm{a}1(F_{\infty}/F) ,

 $\Gamma$=\mathrm{G}\mathrm{a}1(F_{\mathrm{c}\mathrm{y}\mathrm{c}}/F)\cong \mathbb{Z}_{p}

とおく.このとき定義から群の完全系列

H=\mathrm{G}\mathrm{a}1(F_{\infty}/F_{\mathrm{c}\mathrm{y}\mathrm{c}}) ,

1\rightarrow H\rightarrow G\rightarrow $\Gamma$\rightarrow 1

を□得■うるが,  $\Gamma$\cong \mathbb{Z}_{p} が(位相的) 自由ｱｰﾍﾙ群であることからこの完全系列は分裂 split

する,
?\ovalbox{\tt\small REJECT}なわb

□即■す ち切断  $\tau$: $\Gamma$\rightarrow G が存在して G を半直積 semi‐direct product

 G\cong H\mathrm{o}_{ $\tau$} $\Gamma$

\mathrm{t}. き

の形で表示で□来■できることに注意しよう.
さらに簡単のため岩 \ovalbox{\tt\small REJECT} の  $\mu$=0 予想 Iwasawa�s  $\mu$=0 conjecture が成り立つ , ?即な

b

ち任意の代数体 k に対して条件

(*)_{k} k の円分的 \mathbb{Z}_{p} ‐拡大 k_{\mathrm{c}\mathrm{y}\mathrm{c}}/k に対する  $\mu$‐不変量は  0 である

が成り立つと仮定しよう.

注意1. 実際には岩 \ovalbox{\tt\small REJECT} の  $\mu$=0 予想よりじ \mpん弱い仮定で十分である ;[\mathrm{H}1 , Sec‐
な k

tion 1.2] 及び [H2, Section 1] を参照. □尚■なお,有理数体の有限次ｱｰﾍﾙ拡大 k に対しては

条件 (*)_{k} が成り立つことが知られている (ﾌｪﾚｰﾛｰﾜｼﾝﾄﾝの定理 [FW]). 2

3すなわち総実な代数拡大 F_{\infty}/F で, ｶﾛﾜ群 \mathrm{G}\mathrm{a}1(F_{\infty}/F) が p‐進ﾘｰ群となるようなもの.ここでは主に
非可換拡大 を想定している.
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一般に副有限群 P に対しその \mathbb{Z}_{p} 上の完備群環 (岩 \ovalbox{\tt\small REJECT}代数) を

 $\Lambda$(P)=\displaystyle \mathbb{Z}_{p}[[P]]= \lim_{\leftarrow,W\triangleleft P:\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{n}}\mathbb{Z}_{p}[P/W]
で表すこととする.このとき G=\mathrm{G}\mathrm{a}1(F_{\infty}/F) に対し  $\Lambda$(G) の部分集合

S= { f\in $\Lambda$(G)| $\Lambda$()()f は左  $\Lambda$(H) ‐加群として有限生成}

は乗法的閉集合であり,さらに零因子を含まない左右ｵｰﾚ集合 (左右分母集合) となる

(標準ｵｰﾚ集合 canonical Ore set と呼ばれる. 詳細は [CFKSV, Theorem 2 \cdot 4] 参照.
さて , 代数的  K‐理論の局所化完全系列の理論 [WY, BK] を  $\Lambda$(G) の標準ｵｰﾚ集合 S

に依よる局所化 (標準ｵｰﾚ局所化)  $\Lambda$(G)\rightarrow $\Lambda$(G)_{S} に対して適用することで, ｱｰﾍﾙ群

の完全系列

K_{1}( $\Lambda$(G))\rightarrow K_{1}( $\Lambda$(G)_{S})\rightarrow\partial K_{0}( $\Lambda$(G),  $\Lambda$(G)_{S})\rightarrow 0

が得られる (連結準同型 \partial の全射性は [CFKSV, Proposition 3.4] で証明されている). \mathrm{L}

のとき ,  $\mu$=0 型の条件 (注意1参照) の下で複体

C_{F_{\infty}/F}= RHom(R  $\Gamma$ ét ( Spec \mathcal{O}_{F_{\infty}}[1/ $\Sigma$], \mathbb{Q}_{p}/\mathbb{Z}_{p}), \mathbb{Q}_{p}/\mathbb{Z}_{p} )

は相対ｸﾛﾀﾝﾃｨｰｸ群 K_{0}( $\Lambda$(G),  $\Lambda$ の元 [C_{F_{\infty}/F}] を定める.4

次に拡大 F_{\infty}/F に付随する p‐進ｾｰﾀ関数について考察しよう. 以下では \mathbb{Q} の代

数的閉包 \overline{\mathbb{Q}} の複素数体 \mathbb{C} 及び Qp の代数的閉包 \mathrm{Q}_{\mathrm{p}} への埋め込みを固定して考える.ま

た ,  $\kappa$:\mathrm{G}\mathrm{a}1(F($\mu$_{p^{\infty}})/F)\rightarrow \mathbb{Z}_{p}^{\times} を p‐進円分指標とする.さて , G のｱﾙﾃｨﾝ表現 ( 即な
ち像が有限となる表現)  $\rho$:G\rightarrow GL_{d}(\mathrm{Q}) 及び p-1 で割り切れる自然数 r が与えられた

とき , K_{1}( $\Lambda$(G)_{S}) の元に対する 値写像 evaluation map

∪ \{\infty\}  7\rightarrow
(1.1) \mathrm{e}\mathrm{v}_{ $\rho \kappa$^{r}}:K_{1}( $\Lambda$(G)_{S})\rightarrow\overline{\mathbb{Q}}_{p}\cup\{\infty\};f\mapsto f( $\rho \kappa$^{r})

\mathrm{t}. き

が構成で□来■できることが知られている (詳細は[CFKSV, P.P. 172−173] または [原2, Sec‐

tion 1 \cdot 3] を参照.このとき  K_{1}( $\Lambda$(G)s) の元 $\xi$_{F_{\infty}/F}(=$\xi$_{F_{\infty}/F, $\Sigma$}) が補間性質 interpolation

property

任意のｱﾙﾃｨﾝ表現  $\rho$:G\rightarrow GL_{d}(\mathrm{Q}) 及び p-1 で割り切れる自然数 r に

対して等式

(1.2) $\xi$_{F_{\infty}/F}( $\rho \kappa$^{r})=L_{ $\Sigma$}(1-r;F_{\infty}/F,  $\rho$)

が成り立つ.

4_{ $\mu$=0} 型の条件が必要となるのは S が p-\displaystyle \frac{\underline{\wedge^{=}\text{き}}}{\ovalbox{\tt\small REJECT}} を含まないこと , 即すなわち  $\Lambda$(G)_{S} の分母として p‐ \ovalbox{\tt\small REJECT} が現れな
いことに由来する. 詳細は例えば [原2, 注意3,4] 等を参照.



総実代数体の非可換岩 \ovalbox{\tt\small REJECT}主予想について 87

を持つとき , $\xi$_{F_{\infty}/F} を F_{\infty}/F に付随する (非原始的) p‐進ｾｰﾀ関数 the (non‐primitive)

p‐adic zeta function associated to F_{\infty}/F と呼ぶ. □但■ただし L_{ $\Sigma$}(s;F_{\infty}/F,  $\rho$) は ,  $\rho$ に付随す

る複素ｱﾙﾃｨﾝ  L‐関数から  $\Sigma$ に属する素点での局所因子を取り除いたものとする.5

以上の準備の下で, 総実代数体の非可換岩 \ovalbox{\tt\small REJECT} 主予想は次のように定式化される;

定理1.1 (非可換岩 \ovalbox{\tt\small REJECT} 主予想,[RW3, Kakde2 F_{\infty}/F を上記のような p‐進ﾘ -

拡大とするとき , (  $\mu$=0 型の条件の下で) F_{\infty}/F に付随する p‐進ｾｰﾀ関数 $\xi$_{F_{\infty}/F} が

存在し , 等式

(1.3) \partial($\xi$_{F_{\infty}/F})=-[C_{F_{\infty}/F}]

が成り立つ. 0

ま \succeq

注意2 総実代数体の非可換岩 \ovalbox{\tt\small REJECT}主予想に関する結果について以下に□纏■まとめておこう

\bullet 加藤和也のﾊｲｾﾝﾍﾙｸ型拡大Kazuya Kato�s Galois extensions of Heisenberg

type [Kato] (2007頃)

 F_{\infty}/F のｶﾛﾜ群 G が \mathbb{Z}_{p}‐係数ﾊｲｾﾝﾍﾙｸ群

\left(\begin{array}{ll}
1\mathbb{Z}_{p} & \mathbb{Z}_{p}\\
01 & \mathbb{Z}_{p}\\
00 & 1
\end{array}\right) \times (ｱｰﾍﾙ群)

の適当な商となっている場合.

ﾃｲｳｨｯﾄ･ﾊｰﾝｽに□依■よる \langle p‐進ｾｰﾀ関数の貼り合わせ \rangle の議論を初めて実行

に移して□得■えられた極めて先駆的な結果.

\bullet ﾕﾙｹﾝ･ﾘｯﾀｰ, ｱﾙﾌﾚｯﾄ･ｳｧｲｽ Jürgen RITTER, Alfred Weiss [RW1]
(2007)

 F_{\infty}/F が1次元総実副 pp‐進ﾘｰ拡大で, F_{\infty}/F' が副 p ｱｰﾍﾙ拡大となる様な

p‐次部分拡大 F'/F が存在する場合 (加藤の結果 [Kato] とは異なる定式化, 異なる

証明法を用いている).

\bullet ﾏﾍｼｭ･ｶｸﾃMahesh Kakde [Kakde1] (2008)

 F/F-\mathcal{T}な b

のｶﾛﾜ群 G がｱｰﾍﾙな副 pp‐進ﾘｰ群と  $\Gamma$ との半直積に同型であって

(□即■すなわち  H が副 p かつｱｰﾍﾙ,さらに �特殊型� (Of Special TYPE) の条件を満

たす場合 (
\backslash 特殊型� の条件の詳細は [Kakde1] 参照).

5 ｸﾘﾝｹﾝｼｰｹﾙの定理 [Klingen, Siegel] 及びﾌﾗｳｱｰの誘導定理に拠より L_{ $\Sigma$}(s;F_{\infty}/F,  $\rho$) の s=1-r
すで

での値は代数的なので, 等式 (1.2) は既に固定した埋め込み \overline{\mathbb{Q}}\mapsto\overline{\mathbb{Q}}_{p} の下で意味を持つことに注意.
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\bullet [H1] (2008)

 p が5以上の奇素数で, F_{\infty}/F のｶﾛﾜ群が \left(\begin{array}{lll}
1\mathrm{F}_{p} & \mathrm{F}_{p} & \mathrm{F}_{p}\\
01 & \mathrm{F}_{p} & \mathrm{F}_{p}\\
00 & 1 & \mathrm{F}_{p}\\
00 & 0 & 1
\end{array}\right)\times $\Gamma$ と同型となる場合.

\bullet [H2] (2009)

 F_{\infty}/F のｶﾛﾜ群 G が□羅■べき指数 p の有限 p‐群 G^{f} と  $\Gamma$ の直積と同型になる場合.

\bullet ﾘｯﾀｰ‐ｳｧｲｽ Ritter‐Weiss [RW3] (2010)

 F_{\infty}/F が1次元総実 p‐進ﾘｰ拡大の場合.

\bullet ﾏﾍｼｭ･ｶｸﾃMahesh Kakde [Kakde2] (2010)

 F_{\infty}/F が任意の階数の総実な p‐進ﾘｰ拡大の場合.

尚,ﾃｲｳｨｯﾄﾊｰﾝｽは2010年に p‐進ｾｰﾀ関数の 《極限》をとる操作に依よって
ﾘｯﾀｰ‐ｳｧｲｽの結果 [RW3] から任意の階数の p‐進ﾘｰ拡大に対する主予想が導き

出せることを示している[Burns]. \blacksquare

以下では定理1.1の証明の概要を , 特に [H2] で用いられた技術を中心として解説

する.

§1.2. 1次元副 pp‐進ﾘｰ拡大への帰着

定理1.1の証明は, 最初に  G が1次元副 pp‐進ﾘｰ群となる場合に帰着することに

よりなされる (この過程は ﾃｲｳｨｯﾄ･ﾊｰﾝｽDavid Burns に依より立案され[Burns],
ﾏﾍｼｭ･ｶｸﾃの結果[Kakde2] でも用いられている.また,ｽﾃｯﾌ2以降はﾘｯ
ﾀｰ‐ｳｧｲｽの結果 [RW3] でも用いられている). この過程は本報告書の主題ではない

ので,ここでは簡単に紹介するに留めよう;

ｽﾃｯﾌ1, 1次元 p‐進ﾘｰ群への帰着;

このｽﾃｯﾌは , K_{1}( $\Lambda$()) が G の1次元 p‐進ﾘｰ群商 G' に関する

K_{1}( $\Lambda$(G')) 達の射影極限と同型になること (深谷加藤に依よる岩澤代数のﾎﾜ
ｲﾄﾍｯ ﾄ群の射影極限表示 [FK, Proposition 1.5.1]

 K_{1}( $\Lambda$(G))\displaystyle \rightarrow\sim\lim_{n}K_{1}( $\Lambda$(G)/\mathrm{J}\mathrm{a}\mathrm{c}( $\Lambda$(G)))\leftarrow
を用いる) 及び簡単なﾀｲｱｸﾗﾑ･ﾁｪｲｼﾝｸから従う ([Kakde2, The‐

orem 21] 参照);
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ｽﾃｯﾌ2, p‐超基本群への帰着 ;^{6}

このｽﾃｯﾌは ｱﾝﾄﾚｱｽ･ﾄﾚｽAndreas W. M. Dressの誘導理論

([Dress] 参照. ｴﾐｰﾙ･ｱﾙﾃｨﾝEmil Artin やﾘﾁｬｰﾄ･ﾀｺﾍﾙﾄ･

ﾌﾗｳｱｰ Richard Dagobert Brauer に依よる古
\ovalbox{\tt\small REJECT}
典的な誘導表現の理論を圏

論的, 公理的に一般化した理論) の帰結である. □尚■なお, P‐超基本群 (P\neq p) の場
でき

合は簡単な議論により主予想が正当化で□来■できることが分かっている ([Kakde2,
Section 4 \cdot 3] 参照);

ｽﾃｯﾌ3, 副  p 群への帰着;
kk\oplus\oplus t\mathrm{f}. t.- $\gamma$\llcorner-

議論の詳細は [Kakde2, Section 4.4] 参照. □大雑把■おおざっぱ $\iota$_{\llcorner}^{\mathrm{r}}\# 3;, 位数 n (□但■ただし pfn)
の有限巡回群 C の \mathbb{Z}_{p} 上の群環は \mathbb{Z}_{p}[C]\cong\oplus_{ $\chi$\in X(C)}\mathbb{Z}_{p}[ $\chi$] と分解される

t.- $\gamma$\llcorner-

(□但■ただし X(C) は C の指標群) ことから,超基本群 C\mathrm{x}P (P は p‐群) に関

する岩 \ovalbox{\tt\small REJECT} 主予想は \backslash 本質的に� 各指標成分毎に考察すれば良いということを

このｽﾃｯﾌは表している.

§1.3. ﾉﾙﾑ写像を用いた再定式化

以下 G は1次元副pp‐進ﾘｰ群であると仮定し,さらに簡単のために  G=G^{f}\times $\Gamma$

(  G^{f} は有限 P‐群) と直積分解される と仮定しよう.このとき有限 P 群 W^{f} と  $\Gamma$ との直

積の形をした群  W=W^{f}\times $\Gamma$ に対して同一視  $\Lambda$(W)\cong $\Lambda$( $\Gamma$)[W^{f}] が得られ, 計算がじ \mp

見□易■やす \langle なる.7さらにこのとき標準ｵｰﾚ局所化  $\Lambda$(W)_{S} は局所化  $\Lambda$( $\Gamma$)_{(p)}[W^{f}] と同一視

される.

本小節では p‐進ｾｰﾀ関数を特徴付けている補間性質 (1.2) を代数的 K‐理論のﾉﾙ

ﾑ写像を用いて再定式化し , 定理1.1の証明を純粋な線形代数の問題に帰着する. □先■まず
G の部分群の対の族

\mathfrak{F}_{B}=\{(U, V)|U=U^{f}\times $\Gamma$(U^{f} は G^{f} の部分群), V=[U, U]\}

に属する各元 (U, V) に対して写像

$\theta$_{U,V}:K_{1}( $\Lambda$(G))\rightarrow-)\triangleright $\Lambda$ K_{1}( $\Lambda$(U))\rightarrow K_{1}( $\Lambda$(U/V))= $\Lambda$(U/V)^{\times}

を考える. □但■ただし最初の写像は代数的 K‐理論に□於■おけるﾉﾙ  $\Lambda$ 写像であり,二番目の写像は
自然なｱｰﾍﾙ化写像  U\rightarrow U/V が誘導する関手的射である.8同様に局所化された岩 \ovalbox{\tt\small REJECT}

6_{p} ‐超基本群 p‐hyperelementary group とは位数が p と素な巡回群と p‐群の半直積の形で表される群のこ
と. ﾌﾗｳｱｰ基本群の一般化.

7半直積型  W\cong W^{f}\mathrm{x} $\Gamma$ の群の場合でも , 整数  e を $\Gamma$^{p^{\mathrm{e}}} が H に自明に作用するようにとるとき  $\Lambda$(W)
はんざつ

が接合積 crossed product  $\Lambda$($\Gamma$^{p^{\mathrm{e}}})\mathrm{O}(G/$\Gamma$^{p^{\mathrm{e}}}) で表されることを用いれば, 多少計算は繁雑にはなるが
\mathrm{t} き

本稿とほぼ同様の議論を展開することが出□来■できる.
8 $\Lambda$(U/V) は局所可換環なので,そのﾎﾜｲﾄﾍｯﾄ群 Kl ( $\Lambda$(U/V)) は  $\Lambda$(U/V) の単数群と自然に同一視

される. 詳細は [Bass] 等を参照.
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加群に対しても写像

$\theta$_{S,U,V}:K_{1}( $\Lambda$(G)_{S})\rightarrow-)\triangleright $\Lambda$ K_{1}( $\Lambda$(U)_{S})\rightarrow K_{1}( $\Lambda$(U/V)_{S})= $\Lambda$(U/V)_{S}^{\times}

が構成される.これらを束ねた写像をそれぞれ  $\theta$=($\theta$_{U,V})_{(u,v)\in \mathfrak{F}_{B^{\text{，}}}}$\theta$_{S}=($\theta$_{S,U,V})_{(u,v)\in \mathfrak{F}_{B}}
と表すことにしよう.

さて , Fu, Fv をそれぞれ F_{\infty} の U, V に□依■よる固定部分体とするとき,条件 (*)_{F_{U}}
の下で ｱｰﾍﾙ拡大 F_{V}/F_{U} に付随する p‐進ｾｰﾀ関数 $\xi$_{F_{V}/F_{U}} が  $\Lambda$(U/V)_{S}^{\times} の元と

して存在することに注意しよう (ﾄﾘｰﾆｭﾘﾍDeligne‐Ribet の P‐進ｾｰﾀぎそく□度■ぎそくど
[DR, Serre このｱｰﾍﾙ拡大に付随する P‐進ｾｰﾀ関数とﾉﾙﾑ写像を用いて , 非可

換拡大 F_{\infty}/F に付随する p‐進ｾｰﾀ関数 $\xi$_{F_{\infty}/F} は以下のように特徴付けられる;

命題1.2. K_{1}( $\Lambda$(G)_{S}) の元 $\xi$_{F_{\infty}/F} が補間性質 (1.2) を満たすこと (□即■すなわち $\xi$_{F_{\infty}/F}
が F_{\infty}/F に付随する p‐進ｾｰﾀ関数であること)と等式

(1.4) $\theta$_{s}($\xi$_{F_{\infty}/F})=($\xi$_{F_{V}/F_{U}})_{(u,v)\in \mathfrak{F}_{B}}

が成り立つことは同値である. 0

ぎそくど

証明はﾌﾗｳｱｰの誘導定理とﾄﾘｰﾆｭﾘﾍの p‐進ｾｰﾀぎそく□度■ぎそくどの補間性質を用
いた形式的な図式追跡に依よって容易になされる ([H2, Section 2] の計算を参照されたい.
したがって定理1.1の証明は , 関係式 (1.3) 及び関係式 (1.4) を満たす K_{1} の元

$\xi$_{F_{\infty}/F} を構成するという線形代数の問題に帰着される.

ここで, 関係式 (1.4) を満たす元 $\xi$_{F_{\infty}/F} が存在するための条件は ($\xi$_{F_{V}/F_{U}})_{(U,V)\in \mathfrak{F}_{B}}
がﾉﾙﾑ写像 $\theta$_{S} の像に含まれることであるから , 命題1.2に□拠■より F_{\infty}/F に付随する P‐進

ｾｰﾀ関数 $\xi$_{F_{\infty}/F} が存在することを証明するためには

ｽﾃｯﾌ1, ﾉﾙﾑ写像 $\theta$_{S} の像の計算;

ｽﾃｯﾌ2, ($\xi$_{F_{V}/F_{U}})_{(u,v)\in \mathfrak{F}_{B}} が $\theta$_{S} の像に含まれることの証明

という二つのｽﾃｯﾌを実行しなければならないことが容易に観察される.9実際の (ｶｸ
ﾃや著者による) 非可換岩 \ovalbox{\tt\small REJECT}主予想 (定理1.1) の証明も大局的に見るとこの二つのｽﾃｯ

ﾌから成り立っている. 本稿では第2節がｽﾃｯﾌ1の解説に,第3節がｽﾃｯﾌ2
の解説にそれぞれ当てられている.

実際には上記のｽﾃｯﾌ1, 2の□何■いずれもいざ実行する際になると様々な □障■しょうがい\text{碍^{}\mathfrak{j}} を□孕■はらん
\mathrm{t}^{\mathrm{s}} $\delta$\rangle

でいることが明らかになる.この困難の数々をい□何■いかにして乗り越えるかが定理1.1を証
明する際に極めて重大な課題となる.

もちろん

9勿論これだけでは (1.3) が満たされないので, 実際には上記のｽﾃｯﾌとﾊｰﾝｽ加藤のﾀｲｱｸﾗﾑ･
ﾁｪｲｼﾝｸを巧妙に組み合わせて主予想は証明されるのであつた ([原2,2.1節] 参照.



総実代数体の非可換岩 \ovalbox{\tt\small REJECT}主予想について 91

\ovalbox{\tt\small REJECT} k

□尚■なお,証明中では \mathfrak{F}_{B} の部分族

\mathfrak{F}_{A}= { U|U=U^{f}\times $\Gamma$, U^{f} は G^{f} の巡回部分群}

が効果的に用いられる. K_{1}( $\Lambda$()) の元 \tilde{ $\xi$} が \mathfrak{F}_{A} の任意の元 U に対し

$\theta$_{U}(\tilde{ $\xi$})=$\xi$_{U}

を満たすならば, ｱﾙﾃｨﾝの誘導定理に□拠■よって先程と同様に \tilde{ $\xi$} は F_{\infty}/F に付随する

p 捩れ部分を法とした p‐進ｾｰﾀ関数 (□即■すなわちｱﾙﾃｨﾝ L 関数の特殊値を1の p □羅■べき根
の不定性を除いて補間するもの) となり , しょ□望■しょもうの p‐進ｾｰﾀ関数にかなり近いもの \tilde{ $\xi$} が

得られる上, 族として有限部分が巡回部分群となるものしか考えていないために計算がか

なり簡略化され,より精密な解析が可能となるからである.

§2. ﾉﾙﾑ写像の像の計算

本節では整対数準同型写像を用いたﾉﾙﾑ写像の像の計算 (ｽﾃｯﾌ1) について解

説する.このｽﾃｯﾌは代数的 K‐理論に基づく線形代数的な計算に終始したものである.

本節でも G は有限 p 群 G^{f} と  $\Gamma$ の直積に分解されると仮定する.

§2.1. ｵﾘｳｧｰﾃｲﾗｰの整対数準同型
 k

線形代数に□於■おいて

対数 logarithm をとってﾉﾙﾑの計算をﾄﾚｰｽの計算に帰着させる

という手法はﾉﾙﾑ写像 (行列式) を計算する際に非常に強力であったことを思い出そう.
k

代数的 K‐群のﾉﾙﾑ写像の計算に□於■おいても対数写像は非常に重要な役割を演ずるので
ある.

以下 W を有限 p 群 W^{f} と  $\Gamma$ の直積で表される副  p 群としよう (W^{f} としては

G^{f}, U^{f}, U^{f}/V^{f} 等を想定している). このとき岩澤代数  $\Lambda$(W) 及びその標準ｵｰﾚ局所

化  $\Lambda$(W)_{S} のﾎﾜｲﾄﾍｯﾄ群に対して全射

 $\Lambda$(W)^{\times}\rightarrow K_{1}( $\Lambda$(W)) ,  $\Lambda$(W)_{S}^{\times}\rightarrow K_{1}( $\Lambda$(W)_{S})

が存在するため10 ﾎﾜｲﾄﾍｯ ﾄ群の元 x に対してその単数群への持ち上げ \tilde{x} の形式

的無限和 -\displaystyle \sum_{j=1}^{\infty}(1-\tilde{x})^{j}/j をとることで対数写像

\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}:K_{1}( $\Lambda$(W))\rightarrow $\Lambda$( $\Gamma$)[1/p][Conj ( W^{f})], \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}:K_{1}( $\Lambda$(W)_{S})\rightarrow $\Lambda$( $\Gamma$)_{(p)}^{\wedge}[1/p][ Conj ( W^{f})]

10 $\Lambda$(W) 及び  $\Lambda$(W)s は局所環ゆえ , 全射性は代数的 K‐理論の一般理論 ([Bass] 等を参照) から従う.
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が定義される (これらは実際に収束し , 持ち上げ \tilde{x} に依よらないことが知られている). \mathrm{L}\mathrm{L}

でConj (W^{f}) は W^{f} の共役類のなす集合を表し ,  $\Lambda$( $\Gamma$)_{(p)}^{\wedge} は局所環  $\Lambda$( $\Gamma$)_{(p)} の p_{\grave{7}}\underline{\mathrm{f} $\xi$}_{\overline{ $\pi$}}'f_{\ulcorner}^{\mathrm{m}}
化を表すものとする.また , 可換な単位的結合代数 R に対し R [Conj(Wf)] はConj (W^{f})
を基底とする自由 R‐加群を表すものとする.11

上記のような素朴な定義では , 対数写像の像に於いて P の幕乗‐ が分母に現れてしま

うので,整性 p‐integrality や合同性を取り扱う際に非常に相性が悪いと言う問題が生

じてしまう.この問題を解消し , 対数写像の像が P に関して整となるように改善したも

のが整対数準同型integral logarithm である.

定義2.1. (ｵﾘｳｧｰ, ﾃｲﾗｰ;特別な場合) \mathbb{Z}_{p} ‐代数 A は  $\Lambda$( $\Gamma$) もしくは  $\Lambda$( $\Gamma$)_{(p)}^{\wedge}
を表すものとする.このとき A 及び A[1] は  $\Gamma$\rightarrow $\Gamma$; $\gamma$\mapsto$\gamma$^{p} から誘導されるﾌﾛﾍﾆ

ｳｽ自己準同型  $\phi$ を持つ.これを用いて \mathbb{Z}_{p} ‐代数の準同型

 $\varphi$:A[1/p][Conj ( W^{f})]\rightarrow A[1/p][Conj ( W^{f})]

を \displaystyle \sum_{[w]\circ \mathrm{n}}a[w]\mapsto\sum_{[w]\in \mathrm{c}_{\mathrm{o}\mathrm{n}}\mathrm{j}(W^{f})} $\phi$ と定義する.このとき

 $\Gamma$_{A[W^{f}]}:K_{1}(A[W^{f}])\rightarrow A[1/p] [Conj (W^{f})]; x\displaystyle \mapsto\log x-\frac{1}{p} $\varphi$(\log x)
の像は A [Conj (W^{f}) ] に入る. $\Gamma$_{A[W^{f}]} を整対数準同型 integral logarithm と呼ぶ. 2

注意3. より一般的な状況下で
\ovalbox{\tt\small REJECT}

.の対数写像, 整対数準同型写像の定義及び諸性質に

付いては [Oliver] を参照されたい. □尚■なお,ｵﾘｳｧｰとﾃｲﾗｰは元々ﾄﾎﾛｼｰへの応用
(位相空間の基本群の群環並びにその完備化に対するﾎﾜｲﾄﾍｯﾄ群の構造決定) を目

的として整対数準同型を導入したようである. \blacksquare

§2.2. ﾉﾙﾑ写像の像の計算  1-\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\backslash }\mathrm{A}^{\backslash }\cong指数  p 型の場合

それでは整対数準同型を用いてい□何■いかにしてﾉﾙ  $\Lambda$ 写像の像が計算で□来■できるかを概観し
よう.  A を  $\Lambda$( $\Gamma$) ,  $\Lambda$( $\Gamma$)_{(p)} 及び  $\Lambda$( $\Gamma$)_{(p)}^{\wedge} のいずれかの \mathbb{Z}_{p}‐代数とする.族FB の元 (U, V)

に対し , □先■まずは以下のようにしてﾄﾚｰｽ写像を定義する.

定義2.2 (ﾄﾚｰｽ写像). 剰余類分割 G^{f}/U^{f} の代表系 \{\}\'{i}=j を一つ固定し,
G^{f} の共役類 [] G^{f} に対して \mathcal{T}j([g]_{G^{f}}) を

$\tau$_{j}([g]_{G^{f}})=\left\{\begin{array}{ll}
[a_{j}^{-1}ga_{j}]_{U^{f}} & a_{j}^{-1_{ga_{j}}} \text{が} U^{f} \text{の元のとき，}\\
0 & \text{それ以外}
\end{array}\right.
11\mathbb{Q}_{p} ‐代数 A' は  $\Lambda$( $\Gamma$)[1/p] もしくは  $\Lambda$( $\Gamma$)_{(p)}^{\wedge}[1/p] を表すものとすると , A' [Conj (W^{f}) ] は

A'[W^{f}]/ [A' [Wf], A' [Wf]] と同一視されるため (但し [A' [Wf], A' [Wf]] は代数としての 交換子群

を表す,ここで定義された対数写像の行き先は A' ‐代数構造を持つ.
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で定義し , A‐線型に A[Conj ( G^{f})] 上の写像に拡張する.このとき

\displaystyle \mathrm{T}\mathrm{r}_{A[\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{j}(G^{f})]/A[\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{j}(U^{f})]}=\sum_{j=1}^{r}$\tau$_{j}:A [Conj (G^{f}) ] \rightarrow A [Conj (U^{f}) ]

は剰余類分割の代表元の取り方に依よらない A‐線型写像を定める.これを ﾄﾚｰｽ写像
trace homomorphism と呼ぶ. 2

ﾄﾚｰｽ写像と標準全射 A[Conj ( U^{f})]\rightarrow A[U^{f}/V^{f}] との合成を  A= $\Lambda$  $\Lambda$()_{(p)},
 $\Lambda$( $\Gamma$)_{(p)}^{\wedge} に応じてそれぞれ $\theta$_{U,V}^{+}, $\theta$_{S,U,V}^{+}, \hat{ $\theta$}_{U,V}^{+} と表すこととする.またそれぞれの像を

Iu,v , Is uv, Îu,v と表そう.ﾉﾙﾑ写像とﾄﾚｰｽ写像は対数写像に関して整合的であ
\check {}\mathcal{T} な b

る , □即■すなわち図式

K_{1}( $\Lambda$(G))\rightarrow^{$\theta$_{U,,V}} $\Lambda$(U/V)^{\times}

\log\downarrow \downarrow\log
 $\Lambda$( $\Gamma$)[1/p] [Conj (G^{f}) ] \rightarrow $\Lambda$( $\Gamma$)[1/p][U^{f}/V^{f}]$\theta$_{u,v}^{+}

及び

K_{1}( $\Lambda$(G)_{S})\rightarrow^{$\theta$_{s,,u,,v}} $\Lambda$(U/V)_{S}^{\times}

\log\downarrow \downarrow\log
 $\Lambda$( $\Gamma$)_{(p)}^{\wedge}[1/p] [Conj (G^{f}) ] \rightarrow $\Lambda$( $\Gamma$)_{(p)}^{\wedge}[1/p][U^{f}/V^{f}]

\hat{ $\theta$}_{u,v}^{+}

が可換となることが知られている.その一方で  $\varphi$ はﾄﾚｰｽ写像とは整合的ではないこ

とが□直■ただちに確認できる.そこで以下

 G^{f} の□羅■べき指数が p である,

□即■すなわち任意の G^{f} の元 g に対して g^{p}=1 が成り立つことを仮定すると , 簡単な計算から

任意の (U, V)\in \mathfrak{F}_{B} に対して

A[Conj ( G^{f})]\rightarrow^{ $\varphi$}A\leftarrow A[U^{f}/V^{f}]

$\theta$_{A,\mathrm{a}\mathrm{b}}^{+}\downarrow \downarrow$\theta$_{A,U,V}^{+}
 A[G_{\mathrm{a}\mathrm{b}}^{f}]\rightarrow A(G:U) $\varphi$
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が可換となることが分かる (ここで

 $\theta$_{A,\mathrm{a}\mathrm{b}}^{+}=$\theta$_{A,G,[G,G]}^{+}:A[ Conj ( G)]\rightarrow A[G^{f,\mathrm{a}\mathrm{b}}]

はｱｰﾍﾙ化 G\rightarrow G^{\mathrm{a}\mathrm{b}} が引き起こす標準射であり , (G:U) は開部分群 U の G に□於■おけ
る指数). これ等の関係式を用いると,任意の K_{1} の元 x に対して

$\theta$_{u,v}^{+}\displaystyle \circ$\Gamma$_{ $\Lambda$(G)}(x)=$\theta$_{U,V}^{+}(\log x)-\frac{1}{p}$\theta$_{U,V}^{+}\circ $\varphi$(\log x)
=$\theta$_{u,v}^{+}(\displaystyle \log x)-\frac{(G:U)}{p} $\varphi$\circ$\theta$_{\mathrm{a}\mathrm{b}}^{+}(\log x)
=\displaystyle \log($\theta$_{U,V}(x))-\frac{(G:U)}{p} $\varphi$(\log((x)))
=\displaystyle \log\frac{$\theta$_{U,V}(x)}{ $\varphi$($\theta$_{\mathrm{a}\mathrm{b}}(x))^{(G:U)/p}}

\mathrm{t}. き

と計算で□来■できる.定義から最終項に現れる元は Iu v に属する. 特に \mathfrak{F}_{A} の元 U に対して

は p‐進対数写像 \log が( p 捩れ部分を法として) Iu と 1+I_{U} (実際これは乗法群となる)
との間の同型を導くことが示されるので, 以上の計算はﾉﾙﾑ写像 $\theta$_{U}(U\in \mathfrak{F}_{A}) の像が

満たすべき合同条件congruence condition を与えていることが分かる.

ﾉﾙﾑ写像の像に関する精確な記述は次の通り. 以下, 乗法的ｱｰﾍﾙ群 A に対し

A_{p}‐tors でその p 捩れ部分を表すこととし, \overline{A}=A/A_{p}‐t｡rsとおく.

命題2.3 ([H2, Proposition 6.3]). \overline{ $\Psi$} を次の性質を満たす直積群 \displaystyle \prod_{\mathfrak{F}_{B}}\overline{ $\Lambda$}(U/V)^{\times}
の元 (xu, v)_{\mathfrak{F}_{B}} のなす部分群とする ;

(1) (ﾉﾙﾑ関係式) (U, V) , (U', V')\in \mathfrak{F}_{B} かつ U' が U に含まれ, V が U' に含まれ

るとき

\mathrm{N}\mathrm{r}_{ $\Lambda$(U/V)/ $\Lambda$(U'/V)}(x_{U,V})=\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{n}_{V}^{V'}(x_{U'}, v^{\prime)}

が成立する (ここで \mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{n}_{V}^{V'} : \overline{ $\Lambda$}(U'/V')^{\times}\rightarrow\overline{ $\Lambda$}(U'/V)^{\times} は標準全射);

(2) (共役関係式) (U, V) , (U', V')\in \mathfrak{F}_{B} かつ U/V と U'/V' が共役となるとき , 共役写

像に□依■よって xu,v と x_{U',V'} が移り合う ;

(3) (合同関係式) U\in \mathfrak{F}_{A} に対して合同式12

(2.1) x_{U}\equiv $\varphi$(x_{\mathrm{a}\mathrm{b}})^{(G:U)/p} \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} I_{U}

が成立する.13

12精確には p 捩れ部分を無視した� 合同式.
13実際には \mathrm{F}_{A} 以外の \mathrm{F}_{B} の元 (U, V) に対しても (かなり) 弱い合同条件が課されるが, あまり本質的では

ないので省略する. [H2] を参照されたい.
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このとき  $\theta$ は同型 \overline{K}_{1}( $\Lambda$(G))\rightarrow\sim 重を誘導する.  0

条件 (1) 及び (2) は \overline{ $\Psi$} がﾉﾙﾑ写像の像であるということから課せられるべき自然

な(自明な) 条件であるので, 条件 (3) こそがﾉﾙﾑ写像の像に課せられた 非自明な条件

であると言える.

ｵｰﾚ局所化についても同様の結果が成り立つ

命題2.4 ([H2, Proposition 7.2]). \overline{ $\Psi$}_{S} を直積群 \displaystyle \prod_{\mathfrak{F}_{B}}\overline{ $\Lambda$}(U/V)_{S}^{\times} の部分群で, 先の

命題の条件 (1), (2), (3) を満たす元 (xu, v)_{\mathfrak{F}_{B}} に□依■よって生成されるものとする.14このと
き $\theta$_{S} の像は \overline{ $\Psi$}_{S} に含まれる. 0

□但■ただし  $\Lambda$( $\Gamma$)_{(p)}^{\wedge} ‐係数の場合には [Oliver] 程深い整対数準同型の理論が存在しないとい

う技術的理由から , 残念ながら $\theta$_{S} の像が重8 と一致することまでは示せない (| 殆んど一
致していると期待されてはいる). しかし $\theta$_{S} の像と \overline{ $\Psi$}_{S} との間のずれは , ｱﾝﾄﾘｭｰ･

ﾜｲﾙｽに拠よる総実代数体の (可換な場合の) 岩 \ovalbox{\tt\small REJECT}主予想を用いたﾊｰﾝｽ加藤のﾀｲｱ

ｸﾗﾑ･ﾁｪｲｼﾝｸを行うことで解消されるので実はあまり気にする必要はない (ﾊｰ
ﾝｽｰ加藤の手法についての詳細は [原2, 2.1節] を参照).

また , 対数関数を用いる関係上 P 捩れ部分の不定性がどうしても生じてしまうが,
局所化される前の岩 \ovalbox{\tt\small REJECT}代数のﾎﾜｲﾄﾍｯﾄ群や乗法群の捩れ部分については ｸﾗﾊﾑ･

ﾋｸﾏﾝ Graham Higman [Higman] 並びに ﾁｬｰﾙｽ･ﾃﾚﾝｽ･ｸﾚｯｸ･ｳｫｰﾙ

Charles Terence Clegg Wall [Wall] が詳細に構造を決定しており , 彼等の結果及びﾘｯ

ﾀｰ‐ ｳｧｲｽ型拡大に付随する非可換 P‐進ｾｰﾀ関数の存在 [RW1] を用いて精密な計

算を行うことに依よりで,き最終的に構成される p‐進ｾｰﾀ関数  $\xi$ からは  p 捩れ部分の不定性

を取り除くことがで□来■できる ( [ \mathrm{H}2
, Section 9.3] 参照.

§2.3. ﾉﾙﾑ写像の像の計算 II —一般 \emptyset 場合

前小節で概観したように , 合同条件式を求める際の最も大きな障

\tilde{}

碍‐がﾄﾚｰｽ写像
と  $\varphi$ が可換ではないことである.  G^{f} の□羅■べき指数が P の場合は比較的容易にﾄﾚｰｽ写像

と  $\varphi$ との間の交換関係を調べることがで□来■できたが,一般の場合にはﾄﾚｰｽ写像と  $\varphi$ との

間の関係が簡単には決定で□来■できないため,当然のことながらより詳細な計算,解析が必要で
ある.

ここではﾏﾍｼｭ･ｶｸﾃに□依■よるﾉﾙ  $\Lambda$ 写像の像の計算結果[Kakde2, Denition 49,
Theorem 50] を証明抜きで紹介する程度に留めておこう.

族 \mathfrak{F}_{A} の元 U に対し , 有限部分 U^{f} の位数 p の指標 $\omega$_{U} を固定する.さらに $\omega$_{U} に

依よる捻り写像 twisting map を

\tilde{ $\omega$}_{U}: $\Lambda$(U)^{\times}\rightarrow $\Lambda$(U)^{\times};g\mapsto$\omega$_{U}(g)g

14但し , 合同関係式に現れる I_{U} は I_{S,U}=I_{U}\otimes_{ $\Lambda$( $\Gamma$)} $\Lambda$( $\Gamma$)_{(p)} に置き換かえる.
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で定め,これを用いて

$\alpha$_{U}(x)=\displaystyle \frac{x^{p}}{\prod_{j=0}^{p-1}\tilde{ $\omega$}_{U}^{j}(x)}
と定義する.

命題2.5 (ﾏﾍｼｭ･ｶｸﾃ). 重を次の性質を満たす直積群 \displaystyle \prod_{\mathfrak{F}_{B}} $\Lambda$(U/V)^{\times} の元

(xu, V)_{\mathfrak{F}_{B}} のなす部分群とする ;

(1) (ﾉﾙﾑ関係式) (U, V) , (U', V')\in \mathfrak{F}_{B} かつ U' が U に含まれ, V が U' に含まれ

るとき

\mathrm{N}\mathrm{r}_{ $\Lambda$(U/V)/ $\Lambda$(U'/V)(x_{U,V})=\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{n}_{V}^{V'}(x_{U',V'})}

が成立する (ここで \mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{n}_{V}^{V'} :  $\Lambda$(U'/V')^{\times}\rightarrow $\Lambda$(U'/V)^{\times} は標準全射);

(2) (共役関係式) (U, V) , (U', V')\in \mathfrak{F}_{B} かつ U/V と U'/V' が共役となるとき , 共役写

像に□依■よって xu,v と x_{U',V'} が移り合う ;

(3) (合同関係式) U\in \mathfrak{F}_{A} に対して合同式

(2.2) $\alpha$_{U}(x_{U})\displaystyle \equiv\prod_{U'} $\varphi$($\alpha$_{U'}(x_{U'})) \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} pI_{U}'

f.- $\gamma$\llcorner-

が成立する. □但■ただし IÚ は  $\Lambda$(NU) (NU は U に対する G の正規化部分群) から  $\Lambda$(U)
ﾍのﾄﾚｰｽ写像の像であり , U' は U を位数 P で含む \mathfrak{F}_{A} の元を渡るものとする.

このとき ($\theta$_{U})_{U\in \mathfrak{F}}A は全射  K_{1}( $\Lambda$(G))\rightarrow $\Psi$ を誘導し,その核は  SK_{1}( $\Lambda$()) となる. 0

標準ｵｰﾚ局所化に対しても同様の特徴付けがなされるので,ここでは省略する.詳
細は [Kakde2, Denition 49] を参照.

§3. p‐進ｾｰﾀ関数間の合同式

非可換岩 \ovalbox{\tt\small REJECT}主予想の証明で残った課題は第2節で記述されたﾉﾙﾑ写像  $\theta$, $\theta$_{S} の像

を規定する条件を各ｱｰﾍﾙ拡大 F_{V}/F_{U} に付随する P‐進ｾｰﾀぎそく□度■ぎそくど \{$\xi$_{V,U}\}_{\mathfrak{F}_{B}} が満

たすかどうかを確認することである.このうちﾉﾙﾑ関係式 (1), 共役関係式 (2) は P‐進

ｾｰﾀぎそく□度■ぎそくどの補間性質を用いた形式的な計算に□依■より容易に正当化で□来■できる (詳細は [H2]

等を参照. したがって問題となるのは P‐進ｾｰﾀぎそく□度■ぎそくど達が合同関係式 (3) を満たすか

否かであるが, 合同関係式 (3) は従来の岩 \ovalbox{\tt\small REJECT}理論では登場し得ない全く新しいﾀｲﾌの

合同式であり , 形式的な計算から導出で□来■できるような単純なものでないことは想像に□難■かた \langle な

かろう.
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\vee- $\delta$\rangle

本節では  P‐進ｾｰﾀ関数間の合同関係式 (3) をい□何■いかにして証明するかについて概説
する.

\mathrm{x}3.1. 証明のｱｲﾃｨｱ§3.1. 証明のｱｲﾃｨｱ

証明の鍵となる道具は ﾋｴｰﾙ･ﾙﾈ･ﾄﾘｰﾆｭPierre René Deligneとｹﾈ

ｽ･ｱﾗﾝ･ﾘﾍKenneth Alan Ribet に拠よるﾋﾙﾍﾙﾄ保型形式に対する q ‐展開原理

q‐expansion principle である. ﾄﾘｰﾆｭとﾘﾍは論文 [DR] で, 部分ｾｰﾀ関数 partial
zeta function の特殊値を定数項に持つﾋﾙﾍﾙﾄ･ｱｲｾﾝｼｭﾀｲﾝ級数を構成し,

それ□等■らに対して q‐展開原理を適用してｾｰﾀ値の間の一般化ｸﾝﾏｰ合同式 generalized

Kummer congruences を証明することに依より総実代数体に付随する P‐進ｾｰﾀ関数を構

成したのであつた (彼等の理論の背景にはﾍﾙﾑｰﾄ･ｸﾘﾝｹﾝHelmut Klingen や

ｶｰﾙ･ﾙｰﾄｳｨｯﾋ･ｼｰｹﾙCarl Ludwig Siegelに依よる総実代数体のｾｰﾀ関数
の特殊値に関する古典的な成果があることは言うまでもなかろう).

ﾄﾘｰﾆｭｰﾘﾍの構成を振り返ってみれば q‐展開原理がｾｰﾀ値 (□或■あるいは p‐進ｾｰ

ﾀぎそく□度■ぎそくど) の間の合同式を導きだすために極めて有用であることは明らかである. 実際に
k

加藤,ﾘｯﾀｰｳｧｲｽ及びｶｸﾃは彼等の初期の仕事 [Kato, RW1, Kakde1] に□於■おいて,
必要とされる合同式をﾄﾘｰﾆｭｰﾘﾍの q‐展開原理を用いて直接示すことに成功してい

る. しかし (2.1) の様に P‐進ｾｰﾀ関数の P ‐□幕■べき乗を含むような合同式は q‐展開原理から

直接導き出すのは困難であつた ([原2, 第2.4節] も参照せよ).

そこで, G^{f} の中心に含まれる非自明な元 (p 群なので必ず存在する) で G^{f} の交換子
-\mathcal{T}\mathrm{t}.

群に含まれるようなものをとり , F_{\langle c\rangle}/F に付随する p‐進ｾｰﾀ関数 \overline{ $\xi$} が□既■すでに K_{1}( $\Lambda$(\overline{G})_{S})
の元として構成されていると仮定しよう (G^{f} の位数に関する帰納法; ここで \overline{G}=G/\langle c\rangle

とおいた. \overline{ $\xi$} は様々な合同式の情報を有する元である□筈■はずなので,

\overline{ $\xi$} を \backslash □巧■うま \langle �

 K_{1}( $\Lambda$(G)_{S}) に持ち上げればしょ□望■しょもうの p‐進ｾｰﾀ関数 $\xi$_{F_{\infty}/F} が得

られるのではなかろうか ?

と考えるのは極めて自然な発想と言えよう.この様な考えに基づく手法が, 本稿の主題た

る P‐進ｾｰﾀ関数の帰納的構成である.
k

P‐進ｾｰﾀ関数を帰納的に構成すると言う考え方は [H1] に□於■おいて初めて導入された

ものである.その後様々な改良が加えkられ,ﾘｯﾀｰ‐ ｳｧｲｽ及びｶｸﾃに依よる非可換
主予想の最終解決 [RW3, Kakde2] に□於■おいても帰納的構成の精神は脈々と受け継がれてい
る(後述の注意5も参照せよ).

次の小節では [H1] の一般化である [H2] に従って , G^{f} の□羅■べき指数が P のときに帰納

的構成が実際にどのようにして行われるかを概観することとしよう.
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§3.2. p‐進ｾｰﾀ関数の帰納的構成 \mathrm{I}-\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\backslash }\mathrm{A}^{\backslash }\cong指数  p 型の場合

以下では G の有限部分 G^{f} の□羅■べき指数が P である と仮定する.また c を G^{f} の位

数 p の中心元で G^{f} の交換子群に含まれるものとする. 以上の仮定の下で \mathfrak{F}_{A} の元 U に

対して合同式 (2.1) を証明しよう. U_{c} を U と c で生成される G の部分群とする (c は

中心元なのでこれはｱｰﾍﾙ群). NU_{c} を U_{c} に関する G の正規化部分群とする.さて,

F1 /F_{U_{c}} に付随するﾋﾙﾍﾙﾄｰｱｲｾﾝｼｭﾀｲﾝ級数を F_{NU_{c}} に制限したものを  $\Lambda$‐進

保型形式の表示を用いて

\displaystyle \mathscr{G}=\frac{$\xi$_{U_{c},V}}{2^{[F_{U_{C}}:\mathbb{Q}]}}+\sum_{(\mathrm{b}, $\nu$)\in P_{U_{C},V}}(\frac{F_{\infty}/F_{U_{c}}}{\mathrm{b}})q^{\mathrm{T}\mathrm{r}_{F_{U_{C}}/F_{NU_{C}}}( $\nu$)}
と書くことにしよう.ここで (^{\underline{F_{\infty}/F_{U_{C}}}}-) は拡大 F_{\infty}/F_{U_{c}} に対するｱﾙﾃｨﾝ記号であり,

P_{U_{c},V} は  $\Sigma$ と素な  F_{U_{c}} の(零でない) 整ｲﾃｱﾙ \mathrm{b} 及び総正な \mathrm{b} の元  $\nu$ の組 (\mathrm{b},  $\nu$) 全

体のなす集合である. P_{U_{c},V} には \mathrm{G}\mathrm{a}1(F_{U_{C}}/F_{NU_{C}})(=NU_{c}/U_{c}) が自然に作用する.
ここで [原2, 第6.2節] の説明と同様に》の係数を \mathrm{G}\mathrm{a}1(F_{U_{C}}/F_{NU_{C}}) の作用に関す

る軌道和に分解すると , (\mathrm{b},  $\nu$) を含む軌道の軌道和は

\displaystyle \sum (\frac{F_{\infty}/F_{U_{c}}}{ $\tau$ \mathrm{b}})q^{\mathrm{T}\mathrm{r}_{F_{U_{C}}/F_{NU_{C}}}( $\tau \nu$)}
 $\tau$\in \mathrm{G}\mathrm{a}1(F_{U_{C}}/F_{NU_{C}})/\mathrm{G}\mathrm{a}1(F_{U_{C}}/F_{(\mathrm{b}, $\nu$)})

=(\displaystyle \sum_{ $\tau$\in \mathrm{G}\mathrm{a}1(F_{U_{C}}/F_{NU_{C}})/\mathrm{G}\mathrm{a}1(F_{U_{C}}/F_{(\mathrm{b}, $\nu$)})}$\tau$^{-1}\mathrm{V}\mathrm{e}\mathrm{r}(\frac{F_{(\mathrm{b}, $\nu$)}^{\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{m}}/F_{(\mathrm{b}, $\nu$)}}{a})\mathcal{T})q^{\mathrm{T}\mathrm{r}_{F_{U_{C}}/F_{NU_{C}}}( $\nu$)}
と計算で □但■ただし \mathrm{G}\mathrm{a}1(F_{U_{c}}/F_{NU_{c}}) の (\mathrm{b},  $\nu$) に□於■おける等方化部分群及びその交換子群に
よる F_{U_{c}} の固定体をそれぞれ F_{(\mathrm{b}, $\nu$)} 及び F_{(\mathrm{b}, $\nu$)}^{\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{m}} と表記した.また a は F_{(\mathrm{b}, $\nu$)} の整ｲﾃ

ｱﾙで a\mathcal{O}_{F_{U_{C}}}=\mathrm{b} となるものであり , Ver: \mathrm{G}\mathrm{a}1(F_{\infty}/F_{U_{c}})\rightarrow \mathrm{G}\mathrm{a}1(F_{(\mathrm{b}, $\nu$)}^{\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{m}}/F_{(\mathrm{b}, $\nu$)}) は移送

写像 Verlagerung である.

\text{先^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}} ず F_{(\mathrm{b}, $\nu$)} が F_{U_{c}} と一致するとき (□即■すなわち \mathrm{G}\mathrm{a}1(F_{U_{c}}/F_{NU_{c}}) の (\mathrm{b},  $\nu$) に□於■おける等方化
部分群が自明となるとき) は , 定義より q^{\mathrm{T}\mathrm{r}_{F_{U_{C}}/F_{NU_{C}}}( $\nu$)} の係数は  $\Lambda$(NU_{c}) から  $\Lambda$(U_{c}) へ

のﾄﾚｰｽ写像に依るｱﾙﾃｨﾝ記号 (\displaystyle \frac{F_{\infty}/F_{U_{C}}}{\mathrm{b}}) の像である. 他方 F_{(\mathrm{b}, $\nu$)} が F_{U_{c}} と一致

しない場合は q^{\mathrm{T}\mathrm{r}_{F_{U_{C}}/F_{NU_{C}}}( $\nu$)} の係数は移送写像 Ver を経由するが, G^{f} の□幕■べき指数が P で

ある という仮定の下で移送写像は ] (\mathrm{G}\mathrm{a}1(F_{U_{c}}/F_{\infty})/\mathrm{G}\mathrm{a}1(F_{U_{c}}/F_{(\mathrm{b}, $\nu$)})) 乗写像と一致する
ので ([H1, Lemma 4.3] 参照), 特に  $\Lambda$( $\Gamma$) の元となることが分かる.

t.ん t\mathrm{f}.

ﾄﾘｰﾆｭﾘﾍの q‐展開原理は非定数項の係数の合同式が定数項に□伝播■でんぱすることを
主張するので, 上記の計算に依よりある  $\Lambda$( $\Gamma$)_{(p)} の元 c_{U_{c}} が存在して合同式

(3.1) $\xi$_{U_{C}}\equiv c_{U_{c}} \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} I_{S,U_{c}}'
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が成立する. □但■ただし4, u_{c}
は  $\Lambda$(NU_{c})_{S} から  $\Lambda$(U_{c})_{S} へのﾄﾚｰｽ写像の像を表すものと

する.

さて , \overline{G}=G/\langle c\rangle, \overline{U}=U_{c}/\langle c\rangle とおくとき , 標準全射  U_{c}\rightarrow\overline{U} に伴い  $\xi$ u_{c} が F_{\langle c\rangle}/F_{U_{c}}
に付随する P‐進ｾｰﾀ関数 \overline{ $\xi$}_{\overline{U}} に移ることは容易に確認で□来■できるので,(3.1) から

(3.2) \overline{ $\xi$}_{\overline{U}}\equiv C_{U_{C}} \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} I_{S,\overline{U}}'

が得られる. □但■ただし I_{S,\overline{U}}' は  $\Lambda$(N\overline{U})_{S} から  $\Lambda$(\overline{U})_{S} へのﾄﾚｰｽ写像の像を表す.さらに帰

納法の仮定から F_{\langle c\rangle}/F に付随する P‐進ｾｰﾀ関数 \overline{ $\xi$} が K_{1}( $\Lambda$(\overline{G})_{S}) の元として存在す

る. \overline{ $\xi$} は合同条件 (3) の情報を持っているので, 特に \overline{ $\xi$}_{\overline{U}} に対して

(3.3) \overline{ $\xi$}_{\overline{U}}\equiv $\varphi$($\xi$_{\mathrm{a}\mathrm{b}})^{(\overline{G}:\overline{U})/p} \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} I_{S,\overline{U}}'
あ b

が成り立つ.したがって (3.3) と(3.2) を□併■あわせて

c_{U_{c}}\equiv $\varphi$($\xi$_{\mathrm{a}\mathrm{b}})^{(\overline{G}:\overline{U})/p} \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} I_{S,\overline{U}}'\cap $\Lambda$( $\Gamma$)_{(p)}
が得られる. I_{S,\overline{U}}'\cap $\Lambda$( $\Gamma$)_{(p)} は自然に  $\Lambda$( $\Gamma$)_{(p)} の部分加群となるので, I_{S,\overline{U}}'\cap $\Lambda$( $\Gamma$)_{(p)} を

b な \mathrm{t} き

I_{S,U}' の部分加群とみ□徹■みなすことがで□来■でき,結果として合同式

(3.4) $\xi$_{U_{C}}\equiv $\varphi$($\xi$_{\mathrm{a}\mathrm{b}})^{(G:U_{c})/p} \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} I_{S,U_{c}}'

が得られる. Iś, u_{c}
と I_{S,U_{c}} の間の差は加法的ﾃｰﾀ同型のﾄﾚｰｽ関係式 [H2, Section 4.2]

を \{\log( $\varphi$($\xi$_{\mathrm{a}\mathrm{b}})^{-(G:U)/p}$\xi$_{U,V})\}_{\mathfrak{F}_{B}} が満たすことを用いて簡単に修正でで来きる.また, U に関

する合同式は式 (3.4) の両辺に  $\Lambda$(U)_{S} への \backslash ﾂﾙﾑ写像� を作用させると言う方針で導
\mathrm{t}. き

くことがで□来■できる (以上の修正に関する詳細は [H2, Section 9] を参照.
□斯■か \langle して□羅■べき指数  P 型の場合には帰納的に合同式 (2.1) を証明することがで ので,

前節までの議論に従って P‐進ｾｰﾀ関数を構成することが可能となる.

§3.3. P‐進ｾｰﾀ関数の帰納的構成 II— \langle差の持ち上げ〉 \emptyset 視点から

\succeq 6

前小節 (第3.2節) の議論を異なる視点から□捉■とらえ直してみよう.
先程と同様に c を G^{f} の位数 P の中心元で G^{f} の交換子群に含まれるものとする.

また F_{\langle c\rangle}/F に付随する P‐進ｾｰﾀ関数 \overline{ $\xi$} が K_{1}( $\Lambda$(\overline{G})_{S}) の元として存在すると仮定す

る(帰納仮定). さらに K_{1} の元 f で

(1) \partial(f)=-[C_{F_{\infty}/F}] が成立する;

(2) char K ( $\Lambda$(\overline{G})s) での像が \overline{ $\xi$} と一致する
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の両方を満たすものを任意にとる.族 FB の元 (U, V) に対して $\theta$_{S,U,V}() と $\xi$_{U,V} と

の間の差を wu, v=$\xi$_{U,V}$\theta$_{S,U,V}(f)^{-1} とおく.ｱﾝﾄﾘｭｰ･ﾜｲﾙｽの定理 [Wiles]

に依より F_{V}/F_{U} に対して岩 \ovalbox{\tt\small REJECT} 主予想が成立することを用いると , (wu, v)_{\mathfrak{F}_{B}} は直積群

\displaystyle \prod_{\mathfrak{F}_{B}} $\Lambda$(U/V)^{\times} の元であることが従う (ﾊｰﾝｽｰ加藤の手法の第一段階;[原2, 定理2.1] 参

照.ここで, (wu, v)_{\mathfrak{F}_{B}} がﾉﾙﾑ写像  $\theta$ の像に入っている と仮定すると ,  $\theta$(w)=(w_{U,V})_{\mathfrak{F}_{B}}
\mathrm{t} き

なる K_{1}( $\Lambda$(G)-\mathcal{T}\ovalbox{\tt\small REJECT} b の元 w をとることがで□来■でき,  $\xi$=fw とおけば  $\xi$ が(1.4) を満たすことが

容易に従う;□即■すなわち  $\xi$ は  F_{\infty}/F に付随する p‐進ｾｰﾀ関数であり,さらに岩 \ovalbox{\tt\small REJECT} 主予想も

満たす.

したがって岩 \ovalbox{\tt\small REJECT}主予想を示すためには (w_{U,V})_{\mathfrak{F}_{B}} が  $\theta$ の像に入ること,
?\ovalbox{\tt\small REJECT}なわb

□即■す ち (w_{U,V})_{\mathfrak{F}_{B}}
がﾉﾙﾑ関係式, 共役関係式, 合同関係式を全て満たすことを確認すれば良い.ここでﾉ

\mathrm{F}|\mathrm{f}

ﾙﾑ関係式, 共役関係式はや□張■やはり補間性質を用いた形式的計算から従うので,問題となる
のは合同式

(3.5) w_{U}\equiv $\varphi$(w_{\mathrm{a}\mathrm{b}})^{(G:U)/p} \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} I_{U}

が成り立つかどうかに他ならない.ところが f の取り方 (帰納仮定) から

$\theta$_{S,\mathrm{a}\mathrm{b}}(f)=\overline{ $\theta$}_{S,\mathrm{a}\mathrm{b}} (f の K_{1}( $\Lambda$(\overline{G})_{S}) での像)

(3.6) =\overline{ $\theta$}_{S,\mathrm{a}\mathrm{b}}(\overline{ $\xi$})
=$\xi$_{\mathrm{a}\mathrm{b}}

t.- $\gamma$\llcorner- \check {}\mathcal{T} な b

(□但■ただし \overline{ $\theta$}_{\mathrm{S}} ,ab はｱｰﾍﾙ化写像 K_{1}( $\Lambda$(\overline{G})_{S})\rightarrow $\Lambda$(G^{\mathrm{a}\mathrm{b}})_{S}^{\times} ), □即■すなわち w_{\mathrm{a}\mathrm{b}}=1 が成り立つ.し
たがって (3.5) は

(3.7) w_{U}\equiv 1 \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} I_{U}

という単純な合同式に帰着され, 取り扱いが困難であった P‐□羅■べき乗の部分が消え去ってし
まうのである (!)

第3.2節の議論は,差 (wu, v)_{\mathfrak{F}_{B}} を K_{1} に \langle 持ち上げる \rangle と言う視点に立つ

と帰納仮定を用いて合同式の右辺 (  p ‐□幕■べき乗や  $\varphi$ を含む部分) を消して単純な合同式に帰

着する ことを表していると見ることがで□来■できる.単純化された合同式 (3.7) の正当化の際

にも  p‐進ｾｰﾀ関数間の合同式は必要とはなるが, 当初目的としていた合同式 (2.1) よ
 $\iota$ \mathrm{a}\mathrm{e}

りも□遙■はるかに弱い合同式 (ここでは式 (3.1) に相当する) で十分であるという点が帰納的構

成を□巧■うま \langle 進行させるから \langle りとなっていたわけである.

 15(1)_{\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}} を満たすような元を拡大 F_{\infty}/F に対する 特性元 characteristic element と呼ぶのであつた;詳
細は [原1, 定義1.2] 参照.
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§3.4. 一般の場合について
\wedge^{=} き

□羅■べき指数 p 型の場合には, 移送写像の像が全て  $\Lambda$() に含まれてしまうと言う極めて

強い特殊性に□依■より比較的簡単に帰納法が進行したが,一般の場合には移送写像の像につい
ても精密な議論を行わなければならない.その際に前小節で考察した \langle差を持ち上げる \rangle

という視点が再び重要な役割を演ずることとなる.

中心元 \mathcal{C} 及び p‐進ｾｰﾀ関数 \overline{ $\xi$} を前小節と同様のものとし,さらに (1) , (2)
を満たす K_{1} の元 f をとる.さらに \mathfrak{F}_{A} の元 U に対して $\theta$_{S,U}() と $\xi$_{U} との間

の差を w_{U}=$\xi$_{U}$\theta$_{U}(f)^{-1} とおく. 前小節と同様に, p‐進ｾｰﾀ関数を構成するためには
(w_{U})_{\mathfrak{F}_{A}} がｶｸﾃの合同式 (2.2) を満たすことを証明すれば良い.

ここでは U が \mathcal{C} を含む場合を考える. このときは (2.2) の右辺に現れる ぴ達も全

て \mathcal{C} を含むため, 特に f の取り方から w_{U'} の K_{1}( $\Lambda$(\overline{U}')) での像は1となる (ここで
\overline{U}'=U'/\langle c\rangle とおいた. (3.6) と全く同様の計算から $\theta$_{U} の  $\Lambda$(\overline{U}')_{S}^{\times} での像が \overline{ $\xi$}_{\overline{U}'} と等

しくなることに注意). したがって w_{U'} 達は 1+\displaystyle \sum_{j=0}^{p-1}(1-c^{j})x_{j} の形をしていることが
ま \succeq

分かり,  $\varphi$ を作用させると 1となることが従う (\mathcal{C} の位数が p であることに注意. □纏■まとめ
ると, 帰納仮定 ( \overline{ $\xi$} の存在) を用いることで w_{U} に関する合同式 (2.2) は

$\alpha$_{U}(w_{U})\equiv 1 \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} pI_{U}'

という比較的単純な合同式に帰着される (前小節と同様に右辺の複雑な項が消えてしまっ
ている点に注目しよう). この合同式は

(3.8) w_{U}\equiv 1 \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} I_{U}'
\mathrm{t}.き

から容易に導くことがで□来■できる.16
第3.2節でのﾄﾘｰﾆｭｰﾘﾍの q‐展開原理を用いた議論では , 移送写像の像が全て

 $\Lambda$( $\Gamma$) に含まれるという特殊事情 (これは G^{f} の□羅■べき指数が P であるということから従うの

であつた) を用いて,その部分を□殆■ほとんど無視することによってかなり粗い合同式 (3.1) を
kk@^{\backslash }\circ t\mathrm{f}.

得ていた.この移送写像の像に対する□大雑把■おおざっぱな評価を反省して,移送写像が現れる項に関
しても精密に解析すると次の合同式が得られる [RW2];

命題3.1 (ﾘｯﾀｰｳｧｲｽ). 上記の設定の下で合同式

(3.9) \displaystyle \sum_{U\leq U'\leq NU}$\mu$_{NU/U}(U'/U)\mathrm{V}\mathrm{e}\mathrm{r}_{U}^{U'}($\xi$_{U',V'})\equiv 0 \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} I_{S,U}'
が成り立つ.ここで $\mu$_{NU/U} は NU/U の部分群が生成する包含関係に関する半順序集合

\check {}\mathcal{T} な b

に付随するﾒｰﾋｳｽ関数, □即■すなわち
00

$\mu$_{NU/U}(U/U)=1, $\mu$_{NU/U}(U'/U)=-\displaystyle \sum_{U''/U<U'/U}$\mu$_{NU/U}(U''/U)
161+I\'{U} 上の対数写像の像が IÚ に含まれること及び [Kakde2, Lemma 76] の図式から導かれる.
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で定義される関数である. 0

さらにﾘｯﾀｰとｳｧｲｽは同様の関係式がﾉﾙﾑ写像の像に関しても成立するこ

とを証明した [RW3, Proposition 4].

命題3.2 (ﾒｰﾋｳｽｳｫｰﾙの合同式). 同様の設定の下で任意の K_{1}( $\Lambda$(G)_{S})
の元 x に対して

(3.10) \displaystyle \sum_{U\leq U'\leq NU}$\mu$_{NU/U}(U'/U)\mathrm{V}\mathrm{e}\mathrm{r}_{U}^{U'}($\theta$_{S,U',V'}(x))\equiv 0 \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} I_{S,U}'
が成立する. 0

\check {}\mathcal{T} な b

注意4 (3.10) のﾀｲﾌの合同式の導出は , 元々はｳｫｰﾙが指数 P のとき (□即■すなわ
ち (NU:U)=p のとき) にﾉﾙﾑ写像を具体的に計算して合同式を導き出したことに端

\wedge^{=} き

を発している. 彼の結果をﾒｰﾋｳｽ関数を用いて一般 P‐□羅■べき指数の場合に拡張したとい
うことでﾘｯﾀｰ‐ ｳｧｲｽは論文 [RW3] で合同式 (3.10) のことを ((ﾒｰﾋｳｽｰｳｫｰ

ﾙの合同式� と呼んでいるようである.

□尚■なお,ﾘｯﾀｰとｳｧｲｽによる合同式 (3.10) の証明は,ﾉﾙﾑ写像を表す行列の行
\ovalbox{\tt\small REJECT} $\phi$\ovalbox{\tt\small REJECT}

列式を具体的に書き下して精密に解析すると言つたかなり□緻密■ちみつな計算を要求される証明で
あり , ｳｫｰﾙの直接計算に□依■よる証明をそのまま拡張したようなものである (論文 [RW3]
の4分の1強はこの合同式の証明に当てられている). \blacksquare

wu� が  1+\displaystyle \sum_{j=0}^{p-1}(1-c^{j})x_{j} の形をしているときは移送写像 \mathrm{V}\mathrm{e}\mathrm{r}_{U}^{U'} に□依■よる像が1と
なることは定義から容易に分かるので,ﾒｰﾋｳｽｰｳｫｰﾙの合同式を f に適用するこ

とで

$\xi$_{U}w_{U}+\displaystyle \sum_{U\leq U'\leq NU}$\mu$_{NU/U}(U'/U)\mathrm{V}\mathrm{e}\mathrm{r}_{U}^{U'}($\xi$_{U})\equiv 0 \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} I_{\mathrm{S},U}'
が得られ, (3.9) と比較することで

$\xi$_{U}(w_{U}-1)\equiv 0 \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} Iś,U,
\check {}\mathcal{T} な b

□即■すなわち(3.8) が導かれる. U が c を含まない場合も , 前小節と同様に U を U_{c} に拡張して
し=\forallD  $\delta$ lん |\mathrm{f} ん@.

\grave{}

っ

両辺に \backslash ﾂﾙﾑ写像� を作用させると言う議論を展開することで (じ \mp 計算がはん□雑■はんざっにはな
るが) 合同式 (3.8) が得られる.

 k

注意5 ﾘｯﾀｰとｳｧｲｽは論文 [RW3] に□於■おいてﾉﾙ  $\Lambda$ 写像  $\theta$, $\theta$_{S} の像の計算

を明示的には行っておらず, 彼等の以前の結果 [RW1] の拡張として合同式 (3.8) と非常
|\mathrm{f} ん@.

\grave{}

っ

に技巧的かつはん□雑■はんざっな帰納法を駆使して一般の場合の主予想の証明を完結させている.
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k

また,ｶｸﾃは論文 [Kakde2] に□於■おける合同式 (2.2) の証明に上記のような帰納法は
 $\delta$\rangle ん  t\mathrm{f}.

用いておらず, (2.2) が単純な合同式の積として導きだされることを□看破■かんぱし,ﾄﾘｰﾆｭ‐
ﾘﾍの q‐展開原理を用いてその単純な合同式を直接正当化することに□依■よって合同式 (2.2)

\mathrm{b}\mathrm{o}\succeq \mathrm{F}\mathrm{I}\mathrm{f}

を導き出している. □尤■もっともｶｸﾃはﾉﾙﾑ写像の像の計算の段階でや□張■やはり帰納法を積極的
に用いており , 総実代数体の非可換岩 \ovalbox{\tt\small REJECT}主予想の証明に□於■おいて帰納法が非常に重要な役割
を担うことに何ら変わりはないと言えよう.

本稿では P‐進ｾｰﾀ関数の帰納的構成という手法と論文 [Kakde2] の結果の関係性を

明らかにする目的から,[Kakde2] とは異なる方針に基づく合同式の証明方針を提示する

こととした. \blacksquare
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