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数論研究者のためのSage
(Sage for number theorists)

By

木村巌 (Iwao Kimura)

Abstract

Sage is an open source software for computer algebra and numerical computation. The

aim of the Sage project is to create a viable free open source alternative to Magma, Maple,
Mathematica and Matlab. In this article, we give a brief introduction to Sage for number

theorists.

§1. Sage とは

Sage とは , free の数式処理･数値計算ｼｽﾃﾑの名称である. Sage 開発ﾌﾛｼｪｸﾄ

の目標は , Magma, Maple, Mathematica, Matlab などのﾂｰﾙを置き換えることができ

る,ﾌﾘｰかつｵｰﾌﾝｿｰｽなｿﾌﾄｳｴｱの開発である. 開発ﾌﾛｼｪｸﾄを率いる
のは , 楕円曲線, ｱｰﾍﾙ多様体, 保型形式の周辺を専門とする W. Stein (University of

Washington) である. Sage には , 数論に関する様々なｱﾙｺﾘｽﾑが特に豊富に実装さ

れている.

§1.1. ｲﾝｽﾄｰﾙする前に使ってみる

ﾊｿｺﾝに Sage をｲﾝｽﾄｰﾙする前に , 試しに使う方法がある. 一つは , The Sage
Notebook http://www.sagenb.org/を使うことである. ﾕｰｻ名とﾊｽﾜｰﾄを設定

するだけで,ｳｪﾌﾌﾗｳｻ越しにSage を試すことができる.これは , Sage の開発ﾌﾛ

ｼｪｸﾄが設置したｸﾗｽﾀﾏｼﾝ上で実行されている. 本稿の著者が講演の際に使用

した Sage ﾉｰﾄﾌｯｸを , http: //\mathrm{w}\mathrm{w}\mathrm{w} .sagenb. \mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{g}/\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{e}/\mathrm{p}\mathrm{u}\mathrm{b}/2611/ で公開している

が,図1は,それをｳｪﾌﾌﾗｳｻで表示した様子である (表示閲覧は,ﾕｰｻ名の設定
なしに可能である)
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図1. Sagenb のｽｸﾘｰﾝｼｮｯﾄ

もう一つは , 無償で配布されている , 数学に特化した Linux のKNOPPIX/Math [7]

を使うことである. KNOPPIX/Math のDVD からﾊｿｺﾝを起動すると , ﾊｰﾄﾃｨｽ

ｸ内の Microsoft Windows とは無関係に Linux が起動する. Sage がｲﾝｽﾄｰﾙされて

いるので, 気軽に試すことができる. KNOPPIX/Math については , 例えば, \ovalbox{\tt\small REJECT} 田 [29]

参照.

\mathrm{x}1.2. ｲﾝｽﾄｰﾙ§1.2. ｲﾝｽﾄｰﾙ

Sage は, Microsoft Windows, Apple MacOS \mathrm{X}
, 各種のﾃｽｸﾄｯﾌ用 Linux で使うこ

とができる.

ﾊｿｺﾝに Sage をｲﾝｽﾄｰﾙするのは簡単である. 大まかに言えば, ﾀｳﾝﾛｰﾄ

して , 展開するだけである. Sage の開発方針の一つに,� Battery included� (電池同梱1)
がある.

特に, 使用中の OS が, Apple MacOS X, もしくはLinux の主要なﾃｨｽﾄﾘﾋｭｰｼｮ

ﾝ(Ubuntu など) ならば,前段の記述がそのまま当てはまる.OS がMicrosoft Windows

の場合は , 実は Windows 上で Linux を起動できるようにする仮想化ｿﾌﾄ (例えば,
VMWare player [26] , VirtualBox [13]) と , 仮想化ｿﾌﾄ向けの Sage とを導入する

必要がある.

Sage は , http://www.sagemath.org/からﾀｳﾝﾛｰﾄできる. ﾌﾗｳｻから OS が

判別され, 適切なﾌｧｲﾙがﾀｳﾝﾛｰﾄされる. ﾌｧｲﾙの容量がやや大きい (400\mathrm{M}\mathrm{B}
前後) ことに注意する.詳細な手順もそこにある通りである.

1この場合は , 他に必要なものがなくすぐに使える,といった意味.
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§1.3. CUI

Sage を起動するには, 配布ﾌｧｲﾙを展開したﾌｫﾙﾀで,ｺﾏﾝﾄﾗｲﾝから,,, ./\mathrm{s}\mathrm{a}\mathrm{g}\mathrm{e}
�

とﾀｲﾌする. 昔ながらの, 文字端末を用いたｲﾝﾀｰﾌｪｰｽ (Character User Interface)
である.ｶｰｿﾙｷｰによって行の編集やそれまで入力した履歴を遡ることができる.ま
た , 直前の計算結果は (ｱﾝﾀｰｽｺｱ) に保持されている.

配布ﾌｧｲﾙを解凍して , 最初にSageを呼び出すときだけ, やや時間がかかる(数十
秒程度) Sage を終了するには , quit と入力する.

§1.4. GUI

Sage は , 他の商用の数式処理ｼｽﾃﾑと同様の GUI (Graphical User Interface) を備

えている. Sage ではこれをﾉｰﾄﾌｯｸという.ただし , Sage 専用の GUI が新たに実

装されたのではなく , いくつかの既存のｺﾝﾎｰﾈﾝﾄを組み合わせることで, GUI を

実現したという方が正しい. 特に , GUI の表示には,ｳｪﾌﾌﾗｳｻ (例えば,Google
Chrome, Mozilla Firefox, Internet Explorer, Apple Safari) を使う. 数式部分は  $\Psi$ X で

表示されるため , 見栄えにも違和感がない.

Sage をｺﾏﾝﾄﾗｲﾝから起動した後で, notebook () とするだけで, ｳｪﾌﾌﾗｳｻ

が起動し , Sage ﾉｰﾄﾌｯｸが表示される.

ﾘｽﾄ1. Sage ﾉｰﾄﾌｯｸの起動

iwao@octa: \sim{\$} . / sage -4.6/ sage

| Sage Version 4.6, Release Date: 20101030 |
| Type notebook () for the GUI, and license () for information. |

sage: notebook ()

ﾉｰﾄﾌｯｸは , 実際に計算を行う ｢ﾜｰｸｼｰﾄ｣ の集まりである.画面左端の rNew

\mathrm{W}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{k}\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{e}\mathrm{t}_{\lrcorner} をｸﾘｯｸすると,ﾜｰｸｼｰﾄが新規作成され,そのﾀｲﾄﾙを入力する
よう促される.

ﾜｰｸｼｰﾄでは,ｾﾙに入力して , すぐ下に表示される 'evaluate' をｸﾘｯｸするか,
Shift+Enter を押し下げるかのいずれかで, 計算が実行される.また,ｾﾙの上部に,ﾏ

ｳｽを置くと青紫に色が変わるｽﾍｰｽがあり,そこをShift+ﾏｳｽ左ｸﾘｯｸすると,

TinyMCE [2] という Javascript ﾍｰｽのｴﾃｨﾀが起動する. TinyMCE で編集して

いるときは , $で括つた LTX の数式は , 適切に処理されて表示される.

実際には , Sage 同梱のｳｪﾌｻｰﾊが起動され, 上述のｳｪﾌﾌﾗｳｻがそこにｱｸ

ｾｽしている. つまり , 実際に計算するｿﾌﾄｳｪｱとしての Sage (ｳｪﾌｻｰﾊ) と,

計算結果を \ovalbox{\tt\small REJECT}麗に表示するﾉｰﾄﾌｯｸ (ｳｪﾌﾌﾗｳｻ) とが完全に分離されている.

これらが同一のｺﾝﾋｭｰﾀで稼働している必要も無い.

例えば, 冒頭で紹介した www.sagenb.org がその例になっている.また,自分の研究

室のﾃｽｸﾄｯﾌﾊｿｺﾝでSageを走らせ, 出張先で, 持参したﾗｯﾌﾄｯﾌﾊｿｺﾝ
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上のｳｪﾌﾌﾗｳｻ経由でSageでの計算を行う,と言ったこともできる. 詳細は環境に

応じて変わるので,notebook?で表示されるﾍﾙﾌを参照されたい.
GUI 版の Sage を終了するには,ﾜｰｸｼｰﾄ右上の� Save &quit� のﾎﾀﾝを押した

後,ﾉｰﾄﾌｯｸ右上の� Sign out� をｸﾘｯｸすればよい.

§1.5. Sage の特徴

Sage は , 商用ｿﾌﾄである Magma, Maple, Mathematica やMatlab といつた数式処

理系, 数値計算ｿﾌﾄに比肩できるものを,ﾌﾘｰｿﾌﾄで構築しようというﾌﾛｼｪｸ
ﾄである. だが一方で, Sage は , 全体が新規に書き下ろされたｿﾌﾄｳｪｱではない.

Sage ﾌﾛｼｪｸﾄのﾓｯﾄｰの一つが, ｢車輪を再発明するのではな \langle , 車を作ろう｣

である. 既存のﾌﾘｰｿﾌﾄｳｪｱﾌﾛｼｪｸﾄの結果を \ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}無く取り込み,それらを

Python というﾌﾛｸﾗﾐﾝｸ言語で統合し共通のｲﾝﾀｰﾌｪｰｽで使えるようにした,
一つのｿﾌﾄｳｪｱを構築する事を目指している.

例えば, Sage の数式処理部分は主に Ginac [1] , Singular [5] ,
Maxima [9] であ

る.また , 代数体の数論に関する部分は Pari‐gp [14] であり , 楕円曲線に関する計算は
mwrank [4] であり という具合である.

Sage のﾄｷｭﾒﾝﾄには , 研究で Sage を使つた場合にはその旨を (参考文献の形で)

述べてほしいとあるが, 同時に , 主に使ったｻﾌｼｽﾃﾑについても挙げてほしい,とあ
る. 例えば, Sage を用いて代数体の計算をしたなら , Sage のみならず, Pari‐gp を挙げ

てほしい,ということである. どのｻﾌｼｽﾃﾑを使ったかは,ﾘｽﾄ18 (135頁) のよ

うにして知ることができる.

Sage の開発は , いわゆるｵｰﾌﾝﾃｨｳｪﾛｯﾌﾒﾝﾄ , 即ち,ｿｰｽｺｰﾄをﾊｰ

ｼｮﾝ管理ｼｽﾃﾑにより公開し , 誰でも参加できる体制となっている.Sageの配布物
に含まれるｿﾌﾄｳｪｱのﾗｲｾﾝｽは , 全て GPL v2である.

それ以外の , ｵﾌｼｮﾅﾙなﾊｯｹｰｼの中には , 修正 BSD, Apache License, MIT

License など異なるﾗｲｾﾝｽを採用するものもある. しかし , 全体として ｢ﾌﾘｰｵｰ

ﾌﾝｿｰｽﾗｲｾﾝｽ 3_{\lrcorner} となっている.

Sage が, 様々なﾌﾘｰの数学ｿﾌﾄを統合することで成り立っていることの利点は,無
償で入手できること以外にも多々ある. 例えば, 最新のｱﾙｺﾘｽﾑが実装された , 高度

に専門的なﾊｯｹｰｼを , 気軽に , ある程度共通なｲﾝﾀｰﾌｪｰｽで使うことができる

点である.

さらに,それらを元にして,自分なりのｱﾙｺﾘｽﾑの実装などを行う際,また , Sage
の計算結果が不審に見える際などに,ｿｰｽｺｰﾄを参照できることも非常に大きな利点
である.

一方で,より進んだ計算をしたい場合には , どうしても個々のｻﾌｼｽﾃﾑについての

知識が必要になる. 単に Sage 経由で呼び出すだけではなく , 様々なﾊﾗﾒｰﾀを指定し

ないと , 計算が失敗したりすることがある.

2GNU General Public License, Versin 2, http://www.gnu.org/licenses/gpl‐2.0.html
3http://www.opensource.orgの意味での.
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いずれにしても , 多数の熱心なﾕｰｻのいる Sage では,ﾒｰﾘﾝｸﾘｽﾄやｳｪﾌで,

十分な情報が得られることが多い.5節で,これらの情報源について触れる.

§2. Python

Sage は , ﾌﾛｸﾗﾐﾝｸ言語としては Python そのものである (わずかに変更がある).

Python は , Guid van Rossum により開発が始められたｽｸﾘﾌﾄ言語であり , 特に欧

米では広く使われている.Pythonもｵｰﾌﾝｿｰｽのﾌﾛｼｪｸﾄである.
Linuix, Apple MacOS \mathrm{X}

,
Microsoft Windows をはじめ , 様々な環境で使うことがで

きる.

Python の特徴としては , 次のような点が挙げられる.ｲﾝﾃﾝﾄによるﾌﾛｯｸ構造

(後述) , 動的な型付け (値には型があるが,変数にはｵﾌｼｪｸﾄへの参照が入る) , 自

動ｶﾍｰｼｺﾚｸｼｮﾝ (ﾒﾓﾘ管理はPythonｲﾝﾀｰﾌﾘﾀが暗黙に行う), ｵﾌｼｪ

ｸﾄ指向のｻﾎｰﾄ , ﾓｼｭｰﾙによる名前空間の分離, Unicode による多言語処理など,
現代的な機能がｻﾎｰﾄされている.

ﾕｰｻが多いことからﾄｷｭﾒﾝﾄがよく整備されており,ﾗｲﾌﾗﾘも広範に渡って
用意されている. なお , 本稿執筆時点の Python の最新版は2.7系列と3.1系列であるが,
ﾊｰｼｮﾝ2系列と3系列とでは差違が大きく , 互換性がない.以下では,Sageで使わ
れているﾊｰｼｮﾝ2についてのみ説明する.

§2.1. Python 速習

Python の特徴としてしばしば言及される事に , ﾌﾛｯｸ構造がｲﾝﾃﾝﾄ (字下げ)

で表現される事, があるだろう. 例えば \mathrm{C} 言語では , ﾌﾛｯｸ構造は \{, \} で表される.普
通は , \mathrm{C} 言語でもｲﾝﾃﾝﾄ (ﾀﾌによって字下げ) するが,これはﾌﾛｸﾗ  $\Lambda$ を見やす

くするためである. Python では , ﾌﾛｯｸ構造をｲﾝﾃﾝﾄで表すことが文法として定

められている.

以下で CUI (§1.3) を用いて , 条件文, ﾙｰﾌ ﾃｰﾀ構造 (ﾘｽﾄ,辞書) , 関数な

ど, ごく基本的な項目を概説する. Python への入門としては , Python のｳｪﾌﾍｰｼ

にある , Python Tutorial [25] がよいと思う.

条件文 (if 文) は次の様になる (sage:はﾌﾛﾝﾌﾄであり,ｲﾝﾃﾝﾄは自動的に行
われるが, 必要に応じて調節する. 例えば次の例では , else を入力する前に行頭まで戻

る必要がある. 入力が完了していないことを示すために , . . . . :が補われる. \# から行末

まではｺﾒﾝﾄであり,Sageは無視する) :

ﾘｽﾄ2. 字下げの例

4 ﾌﾛｼｪｸﾄのｳｪﾌﾍｰｼは,http: //\mathrm{w}\mathrm{w}\mathrm{w} .python.orgである.
5Sage で使われている Python は2.6系列である. Python のﾊｰｼｮﾝ2系列は , 2.7 系列で終了となり,
開発の主力はﾊｰｼｮﾝ3に移行する.Sage も , いずれはPython 3系列へ移行するはずだが, 時期など
は明確になっていない.
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sage: \mathrm{a}=1\neq assign 1 to a variable \mathrm{a}.

sage: if \mathrm{a}==1 :

. . . . : print |\mathrm{a}_{\mathrm{u}} is \mathrm{u}^{1^{\mathfrak{l}}}

. . . . : else:

. . . . : print |\mathrm{a}_{\mathrm{u}} \mathrm{i}\mathrm{s}_{\mathrm{u}}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{t}_{\mathrm{u}}1^{\mathfrak{l}}

a is 1

sage:

行編集の際に誤りなどで適切に字下げを行わないと , ｴﾗｰになる.

ﾘｽﾄ3. 字下げが正しくない例

sage: if \mathrm{a}==1 :

. . . . : print |||\mathrm{a}_{\mathrm{u}}\mathrm{i}\mathrm{s}_{\mathrm{u}}1^{\mathfrak{l}\mathfrak{l}\mathfrak{l}} \neq missing tab causes an error.

IndentationError: expected an indented block ( < ipython console >,
line 2)

ﾃｰﾀを一列に並べた , いわゆるﾘｽﾄは,Pythonでも基本的なﾃｰﾀ型である.ｶ
ﾝﾏで区切って , ﾌﾗｹｯﾄで括ることでﾘｽﾄが定義される.

ﾘｽﾄの各要素を列挙し,それらについて何らかの処理を行うときには for 文を使う.

配列の要素に直接ｱｸｾｽする際は , [] を用いる(Pythonの配列は 0 番目から始まる) :

ﾘｽﾄ4. 配列と for 文

sage: \mathrm{a}= [�one�, �two�, �three�]
sage: for \mathrm{x} in a:

. . . . : print \mathrm{x}
,

len (x)
one 3

two 3

three 5

sage: print a [1]
two

辞書というﾃｰﾀ型もあり,これは二つのﾃｰﾀ ｷｰと値を '': で対にしたものをｶ

ﾝﾏで区切って,ｶｰﾘｰﾌﾚｰｽ \{, \} で括ることで辞書が定義される. 次のﾘｽﾄで,

print \mathrm{x} , の行末の は , 改行を抑制する,という作用がある :

ﾘｽﾄ5. 辞書と for 文

1 \mathrm{i} \mathrm{s} \mathrm{t} of keys
sage : \mathrm{d}= 'one' : 1 , 'two' : 2 , 'three' :3

sage : \mathrm{d} . keys () \# \mathrm{t} he

['three' , 'two' , 'one' ]
sage : \mathrm{d} . \mathrm{v} alues () \# the

\mathrm{S} a \mathrm{g}\mathrm{e} :

print \mathrm{d}[\mathrm{k}] ,
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辞書のｷｰについてﾙｰﾌするには, 上のようにd. iterkeys () に対してﾙｰﾌすれば

よい.これはｲﾃﾚｰﾀというものだが割愛する.

ある範囲の整数についてﾙｰﾌを回したいときには,range () という関数を使う.range ()

は , 指定しなれば 0 から始まる連続した整数の列をﾘｽﾄとして返す.

ﾘｽﾄ6.10回ﾙｰﾌ

sage: for \mathrm{x} in range (10):
print \mathrm{x}, \neq note that trailing

 $\zeta$

,

�

0123456789

始点やｽﾃｯﾌを指定することももちろんできる :

ﾘｽﾄ7. 1から3飛びで

sage: for \mathrm{x} in range (1,10,3):
print \mathrm{x},

1 47

また , 一定のﾙｰﾙで生成される元たちを要素とするﾘｽﾄを作るときは , いわゆる

｢ﾘｽﾄ内包表記 (list comprehension) ｣ が便利である.これは,集合の記法に似ており

数学者には馴染みやすい.さらに,関数 sum () により,ﾘｽﾄの総和を求めている.

ﾘｽﾄ8. ﾘｽﾄ内包表記

sage: [ \mathrm{x}\wedge 2 for \mathrm{x} in range(10)] \neq square of  0 , 1, . . .

, 9.

[0 , 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81 ]
sage: sum ([\mathrm{x}\wedge 2 for \mathrm{x} in range (10)] )
285

関数定義は次のようにする.doubleが関数名 , \mathrm{x} がﾊﾗﾒﾀである :

ﾘｽﾄ9. 関数定義の例 : 引数を2倍する関数

sage: def double (x):
. . . . : return 2*\mathrm{x}

sage: double(10)
20

以上,実行例は\ovalbox{\tt\small REJECT}ずれも Sage での例だが ,Python でもまつたく同様である(ただし,以上, 実行例はいずれも Sage での例だが,

Python では2乗の表記は \mathrm{x}**2 である..
Python でもまつたく同様である (ただし,

§3. Sage の使い方

次に , Sage ならではの機能を試していこう.
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§3.1. 素朴な使い方

ｺﾏﾝﾄを打って, 答えが返ってくる,という , 電卓同様の使い方である.

ﾘｽﾄ10. 5番目のFermat数の素因数分解

sage: factor (2^{\wedge}2^{\wedge}5+1)\neq prime factorization of the 5th Fermat numbe

 641 * 6700417

もう少し自明でない例として, 有理数体 \mathrm{Q} (以下のﾘｽﾄで, QQ と表示されているも
の ) 上の1変数多項式環を定義してみよう.

ﾘｽﾄ11. 多項式環

sage: R. <\mathrm{x}>= PolynomialRing(QQ); \mathrm{R}

Univariate Polynomial Ring in \mathrm{x} over Rational Field

PolynomialRing () は,ｸﾗｽの名前であり同時に,そのｸﾗｽのｲﾝｽﾀﾝｽを生成
する関数名でもある.ﾀｲﾌするには長いが,ﾀﾌｷｰによる補完が効くので適宜使用す

る.また, R. <\mathrm{x}>=\mathrm{Q}\mathrm{Q} [] と略記することもできる. 行末のｾﾐｺﾛﾝは, 出力を抑制する

働きがある.また , 関数名の後に \text{‘^{’}} をつければ,その関数のﾍﾙﾌが表示される.さら
に , (??^{\text{’}} をつけると,その関数のｿｰｽｺｰﾄが表示される.

引き続いて,この多項式環の元を定義し , 因子分解してみよう :

sage: \mathrm{f}=2*\mathrm{x}\wedge 2+3*\mathrm{x}+1 ; \mathrm{f}

2*\mathrm{x}\wedge 2+3*\mathrm{x}+1

sage: factor? \# ﾍﾙﾌの出力略

sage: factor (f) \# polynomial factorization

(2) * (\mathrm{x}+1/2) * (\mathrm{x}+ 1)
sage: \mathrm{f} . fac \mathrm{t} or () \#\mathrm{t} his is the same as above.

最後の例は, 多項式 \mathrm{f} に,自らを因子分解せよ,というﾒｯｾｰｼを送る,という形式で
ある.

同じ計算を , 今度は7進体 Q7に対して行ってみる :

ﾘｽﾄ 12.7進体上の1変数多項式の計算

sage: Q7 =\mathrm{Q}\mathrm{p}(7) ; Q7 \# the field of padic numbers, here \mathrm{p}=7
7‐adic Field with capped relative precision 20

sage: S. <\mathrm{x}>\# 7[] ; \mathrm{S}

Univariate Polynomial Ring in \mathrm{x} over 7‐adic Field with capped
relative precision 20

sage: \mathrm{f}7=\mathrm{S}(\mathrm{f}) ; f7 \# conversion from \mathrm{Q}\mathrm{Q}[\mathrm{x}] to Q7 [\mathrm{x}]
(2+\mathrm{O}(7^{\wedge}20))*\mathrm{x}\wedge 2+(3+\mathrm{O}(7^{\wedge}20))*\mathrm{x}+(1+\mathrm{O}(7^{\wedge}20))
sage: factor (f7)
6 ｸﾗｽの名前は , いわゆる CamelCase (大文字小文字の切り替えで単語を分かつ書き方) をする.
7 ｸﾗｽ PolynomialRing のｵﾌｼｪｸﾄ \mathrm{f} に,ﾒｯｾｰｼ (もし \langle はｵﾌｼｪｸﾄﾒｿｯﾄとも言う) factor

を送る,という事. ｵﾌｼｪｸﾄﾒｿｯﾄは小文字で, 単語を分かつにはｱﾝﾀｰｽｺｱ ''
- を用いる.
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(2+\mathrm{O}(7^{\wedge}20)) * ((1 +\mathrm{O}(7^{\wedge}20))*\mathrm{x}+ (1+\mathrm{O}(7^{\wedge}20))) * ((1 +\mathrm{O}(7^{\wedge}20))*\mathrm{x}
+ (4+3*7+3*7^{\wedge}2+3*7^{\wedge}3+3*7^{\wedge}4+3*7^{\wedge}5+3*7^{\wedge}6+3*7^{\wedge}7+

3*7^{\wedge}8+3*7^{\wedge}9+3*7^{\wedge}10+3*7^{\wedge}11+3*7^{\wedge}12+3*7^{\wedge}13+3*7^{\wedge}14+

3*7^{\wedge}15+3*7^{\wedge}16+3*7^{\wedge}17+3*7^{\wedge}18+3*7^{\wedge}19+\mathrm{O}(7^{\wedge}20)))

3つ目の入力は, 有理数係数の多項式を , \mathrm{Q}_{7} 係数の多項式へ明示的に変換している (4節
を参照) 7進数体の元は, 7の冪が20までの近似値として表されている (指定して変え
ることもできる) 第3項の定数項は1/2の7進展開である.

有限体の例を見てみよう. 10^{5} の次の最初の素数を p として , p 元体を F とし,その原
始根 b=2 を求め , b についての3 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p) の離散対数を求めている.また , p^{2} 元体を定

義するのも簡単である. :

ﾘｽﾄ13. 有限体の計算例

to 10\wedge 5

size 100003

sage : \mathrm{p} = next prime (10\wedge 5) ; \mathrm{p} \# the prime next

100003

sage : \mathrm{F} = \mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{e}1\mathrm{d} (p) ; \mathrm{F} \# the
Finite \mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{e}1\mathrm{d} 0\mathrm{f}

sage : \mathrm{b}=\mathrm{F} . \mathrm{m}\mathrm{u}1\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{p}1\mathrm{i}\mathrm{c} a tive gener a \mathrm{t}0\mathrm{r} () ; \mathrm{b} \# a primitive root mod \mathrm{p}

sage : \mathrm{F} (3 ). 10\mathrm{g}(\mathrm{b}) \# the discrete
86449

sage : \mathrm{F}\mathrm{F}.<\mathrm{a}> = \mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{e}1\mathrm{d}(\mathrm{p}\wedge 2) ; FF
Finite Field in a of

最後の例で, \mathrm{a} は P 元体上の生成元を与える.
なお , 初等数論, 有限体や有限体上の楕円曲線,また公開鍵暗号への応用などを Sage

を使いながら解説したﾃｷｽﾄとして,Stein[18] を挙げる.

次に2次体の計算例を挙げる. 次のﾘｽﾄで, \mathrm{d} は2次体の生成元 (引数に与えた整数
の平方根) を与える.kk や \mathrm{F} からそれらの生成元を得るには , kk.gen () , F.gen () のよ

うにする.

ﾘｽﾄ14.2次体の計算例

sage: \mathrm{k}\mathrm{k}.<\mathrm{d}>=\mathrm{Q}\mathrm{u} adraticField ( -974) ; kk

Number Field in \mathrm{d} with defining polynomial \mathrm{x}\wedge 2+974

sage: \mathrm{k}\mathrm{k} . class‐number ()
36

sage: \mathrm{C}=\mathrm{k}\mathrm{k} . class‐gr 0 up () ; \mathrm{C}

Class group of order 36 with structure C12 \mathrm{x} C3 of Number Field in

\mathrm{d} with defining polynomial \mathrm{x}\wedge 2+974

sage: C. element ary‐divisors ()
[3, 12]
sage: F. <\mathrm{d}>= Quadrat icField ( 199) ; F# a real quadratic field

Number Field in \mathrm{d} with defining polynomial \mathrm{x}\wedge 2 199

sage: F. class‐number () \#\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{s} class number

1
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sage: F. unit \mathrm{s} () \#\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{s} unit group

[1153080099*\mathrm{d}- 16266196520]
sage: \mathrm{e}= F. unit \mathrm{s} () [0] ; \mathrm{e}

1153080099*\mathrm{d}- 16266196520

sage: -1/\mathrm{e}\# fundamental

 1153080099*\mathrm{d}+ 16266196520

sage: gp. quadunit(4 * 199)
16266196520+1153080099*\mathrm{w}

(nonfundamental ?)

現在のところ , 2 次体の単数を計算すると , 必ずしも基本単数とは限らない結果が返るよ

うである. 最後の計算は , Pari‐gp のquadunit () を直接呼び出している.

円分体の計算例. 7分体を定義し , 類数, 単数群, 部分体の一覧を出力させる :

ﾘｽﾄ15. 円分体の計算例

sage: \mathrm{k}= CyclotomicField ( 7) ; \mathrm{k}

Cyclotomic Field of order 7 and degree 6

sage: print \mathrm{k} . class‐number () ,
\mathrm{k} . unit \mathrm{s} ()

1 [ \mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{a}7^{\wedge}5+ zeta7, \mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{a}7^{\wedge}4+\mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{a}7^{\wedge}3+1 ]
sage: \mathrm{k} . subfields () \# 結果略

更に, Galois 群や素数の分解, 分岐理論などを確認してみよう :

ﾘｽﾄ 16. 円分体の計算例(続)
sage : \mathrm{G}=\mathrm{k} . \mathrm{g} a 10\mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{g}\mathrm{r}0\mathrm{u}\mathrm{p} () ; \mathrm{G}
Galois group 0\mathrm{f} Cyclotomic \mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{e}1\mathrm{d} 0\mathrm{f} order 7 and degree 6

sage : \mathrm{p}2=\mathrm{k} . prime above(2) ; p2
\mathrm{F}\mathrm{r} a \mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}0\mathrm{n} a 1

sage : \mathrm{Z}=\mathrm{p}2 . decomposition group () ; \mathrm{Z}

Subgroup [ () ,

Cyclotomic \mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{e}1\mathrm{d} 0\mathrm{f} order 7 and degree 6

sage : \mathrm{Z} . fixed \mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{e}1\mathrm{d} ()
(Number \mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{e}1\mathrm{d} in zeta70 with defining polynomial \mathrm{x}\wedge 2 + \mathrm{x} + 2 , Ring

morphism :

From: Number \mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{e}1\mathrm{d} in zeta70 with defining polynomial \mathrm{x}\wedge 2 + \mathrm{x} +

Cyclotomic \mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{e}1\mathrm{d} 0\mathrm{f} order 7 and degree 6To :

Defn : zeta70 > zeta7 \wedge 4 + zeta7 \wedge 2 + zeta7 )
\mathrm{s}=\mathrm{p}2 . artin symbol () ;

\mathrm{s} ( \mathrm{k} . gen() ) \# \mathrm{k} . gen () \mathrm{i}\mathrm{s} the generator 0\mathrm{f} \mathrm{k}

なお, Sage での計算は全て数学的に厳密な結果を返すことをﾃﾌｫﾙﾄの挙動として

いる. 例えば, 類数や類群の計算の際に , 一般ﾘｰﾏﾝ仮説を仮定したり , 更に強い経

験的な仮説を仮定すると , 計算時間を早めることができることが知られている. しかし,

Sage では特に指定しなければ, 現時点で証明されている事実だけに基づいて計算を行う.



数論研究者のためのSage (Sage for number theorists) 135

仮説に基づいた計算を行いたい場合,引数として明示的に�proof =\mathrm{F}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{s}\mathrm{e}^{\text{’}} を指定する :

ﾘｽﾄ17. proof=Falseを指定.

sage: CyclotomicField(23). class‐number(proof=False)
3

この指定がないと , 23 分体の類数の計算は現実的な時間内には終了しない. 計算を中

断させるには , CUI ならばControl+C 連打, GUI ならば,ﾉｰﾄﾌｯｸの上部にある,
\backslash Action� のｾﾚｸﾄﾎｯｸｽから \backslash (Interrupt�を選ぶ.

計算にどのｻﾌｼｽﾃﾑを使用したかを表示させるには , 次のようにする :

ﾘｽﾄ18. 計算に使つたｼｽﾃﾑ

sage: from sage. misc. cit ation import get‐syst ems

sage: get‐systems (� \mathrm{k} . subfields () �)
[ � PARI �,

� MPFI �,
� FLINT �, �MPFR�,

� GMP �,
� NTL �]

ﾘｽﾄ15の中の部分体を列挙する計算で,Pari‐gp [14] ,
MPFI [8] ,

Flint [11] ,

MPFR [10] , GMP [6] ,
NTL [15] が使われていることが分かる.

有理数体上の楕円曲線の例を少し見ておこう :

ﾘｽﾄ19. 有理数体上の楕円曲線の計算例

sage: \mathrm{E}= EllipticCurve ([-82, 0]) ; \mathrm{E}\neq if only 2 arg �sa,  b are

given, then it means y^{\wedge}2=x^{\wedge}3+ ax +b.

Ellip tic Curve defined by \mathrm{y}^{\wedge}2=\mathrm{x}^{\wedge}3-82*\mathrm{x} over Rational Field

sage: E. discriminant () . fact or () \neq good re  d . ou ts ide 2, 41.
2^{\wedge}9 *41^{\wedge}3

sage: E. gens () \neq g enerato r of rationa l points.

[(-9 : 3 : 1), (-8 : 12 : 1), (-1 : 9 : 1)]
sage: E. has‐cm () \neq th is is a CM elliptic curve.

True

sage: \mathrm{L}=\mathrm{E} . lseries () ; \mathrm{L}

Complex Lseries of the Elliptic Curve defined by \mathrm{y}^{\wedge}2=\mathrm{x}^{\wedge}3-82*\mathrm{x}
over Rational Field

sage: L. taylor‐series ()
( 1. 19494180422039 \mathrm{e}-22)*\mathrm{z}+(-4.86468940989224\mathrm{e}-22)*\mathrm{z}^{\wedge}2+

17.7891345770978*\mathrm{z}\wedge 3-72.4207775497614*\mathrm{z}\wedge 4+

161.461585497778*\mathrm{Z}^{\wedge}5+\mathrm{O}(\mathrm{z}\wedge 6)
sage: E. analytic‐rank ()
3

最後の L 関数のﾃｲﾗｰ展開では, 1次,2次の係数が非常に小さいことに注意されたい.

§3.2. 少し進んだ使い方

関数の定義,ﾌｧｲﾙ入出力を伴う使い方, ｵﾌｼｪｸﾄの永続化, などを述べる.
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円分体 (素数分体) の相対類数を , 解析的類数公式を用いて計算する例を見よう.まず,
奇素数 p に対して, p 分体の相対類数を h_{p}^{-} と書くことにすると,これは解析的類数公式

によって, 次のように与えられるのだった :

h_{p}^{-}=wQ\displaystyle \prod_{ $\chi$}(-\frac{B_{1, $\chi$}}{2})
ここで, \mathrm{w} は p 分体内の1のべき根の個数なので 2p, Q はHasse の単数指数でこの場合1

であることが知られている. 積は導手 P の奇なDirichlet 指標  $\chi$ を渡り ,  B_{1, $\chi$} は  $\chi$ に付随

する1次の一般化 Bernoulli 数であつた (例えば,Washington [27, Chap. 4, Th. 4 \cdot 17]

参照)

Sage には , 与えられた導手を持つ Dirichlet 指標の群を返す関数 DirichletGroup () が

ある. 今の場合は , Dirichlet 指標の群が巡回群なので特に簡単である. Dirichlet 指標に

対して , 一般化 Bernoulli 数, Gauss 和, Jacobi 和などを返す関数が用意されている.

ﾘｽﾄ 20 Dirichlet 指標の群
sage : \mathrm{D}\mathrm{G}=DirichletGroup (23) ;

\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{i}=\mathrm{D}\mathrm{G}. gen () \# a generatorsage :

\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{i}sage :

\mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{h}1\mathrm{e}\mathrm{t}

zeta22

\mathrm{c}\mathrm{h} a \mathrm{r} acter modulo 23 0\mathrm{f} conductor 23 mapping 5 >

\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{i} . \mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{n}0\mathrm{u}11\mathrm{i} (1) \# \mathrm{t} he 1 \mathrm{s}\mathrm{t} \mathrm{B}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{n}0\mathrm{u}11\mathrm{i} number\mathrm{s} a \mathrm{g}\mathrm{e} :

6/23 zeta22 \wedge 9 + 14/23 zeta22 \wedge 8 + 6/23 zeta22 \wedge 7 2/23 zeta22 \wedge 6 +

12/23 zeta22 \wedge 5 10/23 zeta22 \wedge 4 8/23 zeta22 \wedge 3 14/23 zeta22

\wedge 2 18/23 zeta22 16/23
chi . gauss sum( 結果略

なお , Dirichlet 指標の計算機への実装については , Stein [17, Chap. 4] を見よ.

P 分体の相対類数を求める関数としてまとめよう. 奇素数 P が与えられたとき , 一般化

Bernoulli 数 -B_{1, $\chi$}/2 のﾘｽﾄをﾘｽﾄ内包表記 (ﾘｽﾄ8参照) で作り,それらの積を
取ればよい. (次のﾘｽﾄのreturn の行は , 紙幅の都合で折り返している.

ﾘｽﾄ 21. 分体の相対類数
sage : def hpminus analytic (p) :

DG = DirichletGroup (p)
\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{i} = \mathrm{D}\mathrm{G}. gens () [0]
return 2 \mathrm{p} prod([ ((\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{i})\wedge(2 \mathrm{k}+1)) . \mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{n}0\mathrm{u}11\mathrm{i} (1)/2 for \mathrm{k}

in range (0 ,(\mathrm{p}1)/2) ] )

一般の n 分体の相対類数を計算する関数を書くのも簡単である. hnminus‐analytic ()

という関数として定義したとしよう. 関数の冒頭の \mathrm{r}
�� �� から � �� まではｺﾒﾝﾄである.

ﾍﾙﾌﾒｯｾｰｼとして,hnminus‐analytic? としたときに表示される.
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ﾘｽﾄ22. n 分体の相対類数. relativeclassno.sage として保存.

def hnminus analytic (n) :

\mathrm{r}
�

This function computes the relative class number of an

\mathrm{n}- th cyclotomic field by the analytic class number formula.
''

\mathrm{w} = CyclotomicField (n) . \mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{t} a 0rder ()
\mathrm{i}\mathrm{f}

else :

DG = DirichletGroup (n)
return \mathrm{w}\mathrm{Q} prod( (\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{i} . \mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{n}0\mathrm{u}11\mathrm{i} (1) ) /2 for \mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{i} in DG \mathrm{i}\mathrm{f} \mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{i} .

\mathrm{i}\mathrm{s} 0\mathrm{d}\mathrm{d} ())

上記の関数を別のﾌｧｲﾙとして作成し,Sageへ読み込むには次のようにする. 上の

関数定義の部分を , 例えばrelativeclassno.sage というﾌｧｲﾙに保存する (ﾘｽﾄ
22) . 拡張子は何でもよい.ｴﾃｨﾀが言語に応じたﾓｰﾄを持っている場合には,Python
ﾓｰﾄになるようにしておくと便利である.

Sage に読み込むには , attach () という関数を使う. 次のようにすると , Sage は当該

ﾌｧｲﾙを監視し , 更新がある度に読み込み直す. 一度読み込むだけならば, load () と

いう関数を使う.

ﾘｽﾄ23. Sage への読み込み

sage: attach \mathfrak{l}\prime\sim/\mathrm{L}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{g}/ Sage /relat i \mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{s}\mathrm{n}\mathrm{o} . sage�

なお , 虚ｱｰﾍﾙ体の相対類数を計算する為の関数他の Magma による実装例が, 木田

[28] にある.

これらの関数を使って , 数表を作ってみよう.ﾘｽﾄ内包表記を使って , 素数 P と h_{p}^{-}
の組 (ﾀﾌﾙ) を要素とするﾘｽﾄを作り,そこからさらに,相対類数を因数分解したﾘ
ｽﾄを作る (ﾘｽﾄ24の2行目で ZZ () があるのは,Sage はhpminus‐analytic () の返

り値を円分体の数と認識しているため , 有理整数に変換しているのである.conversionに

ついては4節を参照. :

ﾘｽﾄ24. 表の作成

sage: pandhpm = [( \mathrm{p} , hpminus‐analytic (p)) for \mathrm{p} in primes (20,100)];
sage: pandhpmandfactor \mathrm{t}[0], \mathrm{t}[1] ,

factor (\mathrm{Z}\mathrm{Z}(\mathrm{t}[1])) ) for \mathrm{t} in

pandhpm]

計算結果は紙幅の為に省略する.

Sage を終了してしまうと , 上記の数表も消えてしまう. 次のようにして , Sage のﾃｰ

ﾀﾍｰｽに保存しておき,次にSageを起動したときに呼び出すことができる :
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sage: db‐save (pandhpmandfactor, �

pandhpmandfactor �) \neq save

sage: \mathrm{d}\mathrm{b} (�pandhpmandfactor�) \neq load

これも結果は省略する.

次に, Sage に組み込まれているｻﾌｼｽﾃﾑを , 特にﾊﾗﾒｰﾀを指定して使用する例と

して, 2012が合同数か? という問題を取り上げる. 計算には, \mathrm{J} . Cremona のmwrank [4]

を呼び出すのだが, 探索範囲を指定する必要があった.
mwrank のﾊﾗﾒｰﾀとして, -\mathrm{b}15 を指定している.これは, 4次の等質空間の点を

探索する際の高さの範囲を指定している (ﾃﾌｫﾙﾄの値よりも広げている) :

ﾘｽﾄ25. mwrank をﾊﾗﾒｰﾀを指定して使う例

sage: E2012=EllipticCurve ([-2012^{\wedge}2,0]) ; E2012

Ellip tic Curve defined by \mathrm{y}^{\wedge}2=\mathrm{x}^{\wedge}3-4048144*\mathrm{x} over Rational Field

sage : \mathrm{E}\mathrm{m}\mathrm{w}\mathrm{E}2012 mwrank(options ='-\mathrm{b}_{\mathrm{u}}15 '); Emw \# 出力略

この計算により  y^{2}=x^{3}-4048144x 上の整数点が見つかり, 特に2012が合同数であるこ

とも分かる.

Sage を使っていると, ﾊｸと思しき事象に突き当たることもある. ある実2次体上の

楕円曲線の有理点 (無限遠点とは異なる) を探す計算例を見よう9. 実2次体 \mathrm{Q}(\sqrt{d}) の

基本単数 $\epsilon$_{d} に対して,この2次体上の楕円曲線 E_{d}:y^{2}=x^{3}+1728$\epsilon$_{d} を考える.

41) 上のある楕円曲線の計算例ﾘｽﾄ 26. \mathrm{Q}(
sage : Q41.<\mathrm{a}>=QuadraticField(41) ;

sage : eps = UnitGroup(Q41) . fundamental units () [0 ] ;

sage : \mathrm{E} = \mathrm{E}11 ipticCurve (Q41,
\mathrm{E}11 iptic Curve defined by \mathrm{y}\wedge 2 = \mathrm{x}\wedge 3 + (8640 \mathrm{a}+55296) over Number

sage: dscnt \mathrm{E} .simon two descent(verbose 1) dscnt \# 出力略
sage : \mathrm{E}(dscnt [2 ][ 0 ] )
(377788/93025 \mathrm{a} 1952448/93025 : 205379776/28372625 \mathrm{a}

1032512096/28372625 : 1)
sage : \mathrm{E} . rank ()

sage : \mathrm{E} . gens ()
[( 377788/93025 \mathrm{a} 1952448/93025 : 205379776/28372625 \mathrm{a}

1032512096/28372625 : 1) ]
sage : \mathrm{E}(Q41)
Abelian group 0\mathrm{f} \mathrm{p}0 ints on \mathrm{E}11 iptic Curve defined by \mathrm{y}\wedge 2 = \mathrm{x}\wedge 3 +

(8640 \mathrm{a}+55296) over Number \mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{e}1\mathrm{d} in a with defining polynomial
\mathrm{x}\wedge 2 41

この計算は正常に終了している. 問題は , d=43 の時である. 2010年12月の時点では,
d=43 の場合は計算できず,これは , 代数体上の楕円曲線の代数的降下を計算するため

\mathrm{S} この計算例は中村博昭氏 (岡山大) から筆者へ, \square 頭での質問であつた.
9この計算例は, 横山俊一氏 (九州大) から筆者への質問がきつかけであつた.
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のﾌﾛｸﾗﾑ ell.gp [16] のﾊｸが原因であった. \mathrm{e}11 .gp はPari‐gp でかかれた独立

なﾌﾛｸﾗﾑであり , 作者は D. Simon である. 既に横山氏と Simon 氏とで情報交換が

あり , 最新版では修正済みという.

Sage のﾊｸと思われる挙動を発見した際には , Sage ﾕｰｻのﾒｰﾘﾝｸﾘｽﾄsage‐
support で質問するという手がある (5節参照) Sage のﾊｰｼｮﾝ , OS, どのような計

算をして , どのような結果が出て , どうあるべきだったか, などを簡潔に記述する.

§3.3. 数表の利用

Sage には, いくつかの数表が含まれている.また, ｵﾌｼｮﾝﾊｯｹｰｼとして,追

加で導入することもできる. ｵﾌｼｮﾝﾊｯｹｰｼの確認と追加は以下のようにする (\nearrow\backslash ^{\mathrm{o}}
ｿｺﾝがｲﾝﾀｰﾈｯﾄに接続されている必要がある) :

ﾘｽﾄ27. ｵﾌｼｮﾝﾊｯｹｰｼの確認と追加

sage: optional‐packages () \# 出力略

sage: \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l}_{-} package (' \mathrm{d}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{e}_{-} cremona‐ellcurve ')

上では, \mathrm{J} . Cremona の楕円曲線のﾃｰﾀﾍｰｽ [3] を,ｵﾌｼｮﾝﾊｯｹｰｼとして追

加している.

例えば, Cremona の表から導手11の楕円曲線を抜き出すには次のようにする. 結果は,

導手類の名前をｷｰ, \mathrm{a} 不変量,ﾗﾝｸ ﾄｰｼｮﾝ群の位数のﾘｽﾄを値とする辞書で

ある (辞書についてはﾘｽﾄ5, 130頁を参照):

ﾘｽﾄ28. Cremona の表の使い方

sage: \mathrm{c}= CremonaDatabase () ; \mathrm{c}

Cremona database of elliptic curves

sage: E11 =\mathrm{c} . allc urves(11) ; E11

{� al� : [[0, -1, 1, -10, -20], 0, 5] , �a3� : [[0, -1, 1, 0, 0], 0,

5], �a2 �
: [[0, -1, 1, -7820, -263580], 0, 1]\}

Cremona の表の他にも , \mathrm{J} . Jones による分岐を制限した代数体 (6次以下) の表や,

Odlyzko のRiemann zeta 関数の零点の表, Sloane のOEIS へのｲﾝﾀｰﾌｪｰｽなどが

用意されている.

§4. Parent/Element, Category, Coercion and Conversion

Sage では , 数学的な対象が,その構造も込めてｿﾌﾄｳｪｱ上に実現されている.一
つは , 数学での ｢圏と関手｣ であり,もう一つは,Parent/Elementというものである.

Sage は例えば, 有理整数環が, 単なる整数の集まりではなく , Euclid 整域の圏, 単項

ｲﾃｱﾙ整域の圏, 可換整域の圏 (射は可換環の問のそれを取る) , それぞれの対象であ

り,また , 加法に関しては加法群の圏, 乗法に関してはﾓﾉｲﾄの圏,それぞれの対象で
あることを知っている.また,これらの圏の間の関係も知っている.
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ﾘｽﾄ 29. categories of ZZ

sage : ZZ . \mathrm{c} a \mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{g}0 ries ()
[ Category 0\mathrm{f} \mathrm{e}\mathrm{u}\mathrm{c}1\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{e} a \mathrm{n} domains , Category 0\mathrm{f} princip a1 \mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{e} a 1

domains , Category 0\mathrm{f} \mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d} domains , Category 0\mathrm{f} integra 1 domains

, Category 0\mathrm{f} commutative rings , Category 0\mathrm{f} domains , Category
\mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{n} gs , Category 0\mathrm{f} rngs , Category 0\mathrm{f} commutative additive

semirings , Category 0\mathrm{f} commutativegroups , Category 0\mathrm{f}

additive monoids , Category 0\mathrm{f} commutative additive semigroups ,

Category 0\mathrm{f} additive magmas, Category 0\mathrm{f} monoids , Category 0\mathrm{f}

semigroups , Category 0\mathrm{f} magmas, Category 0\mathrm{f} sets , Category 0\mathrm{f}

sets with \mathrm{p} a \mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{i} a1 maps , Category 0\mathrm{f} 0bjects ]
sage : \mathrm{Q}\mathrm{Q}. categories( 出力略.
一方, 数学的な概念を正確にｺﾝﾋｭｰﾀの上に実装すると,それを使うことが非常に

煩雑になることがある. できるだけ人間による指示なしに,自動化できるところは自動化
したい.

例えば, 整数1と有理数1/2の和は, 当然有理数体の元32として定まるべきである.
一方1は有理整数環の元であり, 1/2は有理数体の元である.もし, 1+(12) の計算を

する際に, ﾕｰｻが, 1を有理数に変換し,その上で12と足し算せよ,と指示しなけれ
ばならないとしたら , 煩雑でたまらないだろう.Sageで, どのように解決されているか

を簡単に見ておく.

1や1/2はそれぞれ, しかるべき圏に属している. ただし, 1の属する圏は有理整数環

の元の成す圏 (集合) であり,有理整数環その物ではないことに注意する :

ﾘｽﾄ30 Category of 1, 1/2

Integer Ring
sage : 1 . category ()
Category 0\mathrm{f} elements 0\mathrm{f}

sage : 1. category ()==\mathrm{Z}\mathrm{Z} \# \mathrm{c} aution !

\mathrm{F} alse

sage :

Category 0\mathrm{f} elements 0\mathrm{f} Rational \mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{e}1\mathrm{d}

sage :

Category 0\mathrm{f} elements 0\mathrm{f} Rational \mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{e}1\mathrm{d}

いずれにせよ , ﾕｰｻが介入せずとも適切に coerce (ある圏の対象から別の圏の対象へと
｢自然に｣ 変換) され,正しい結果が得られている.

Sage では , 1 と有理整数環との関係は , 上記の圏論的な関係以外にもう一つある.それ

は,1のParent が有理整数環であること , 1は有理整数環の Element であること , であ

る. Parent/Element の関係は , Magma に由来するものらしい (Stein [20] 参照) Sage

のCategory が, 数学的な圏の実装であったのに対し , Parent/Elementの関係は , 圏の

対象と,その元,との関係を表す.

ﾘｽﾄ31 Parent/Element の関係
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sage: 1. parent ()
Integer Ring
sage: (1/2). parent ()
Rational Field

sage: (1+1/2) . parent ()
Rational Field

もう少し自明でない例, 例えば, 有理整数係数の, x を変数とする1変数多項式環の元
x と,1/2の和を考える. 和は有理数係数の x を変数とする1変数多項式環に定まるべき

で, 実際 Sage でもそうなる.

ﾘｽﾄ32. X+(12) の例

sage: R. <\mathrm{x}>= ZZ [] ;

sage: \mathrm{x} . parent ()
Univariate Polynomial Ring in \mathrm{x} over Integer Ring
sage: (1/2). parent ()
Rational Field

\mathrm{s} age : (\mathrm{x}+1/2) . \mathrm{p} ar \mathrm{e} nt ()
Univariate Polynomial Ring in \mathrm{x} over Rational Field

この時に Sage の内部で行われる処理は , 大体次のようになる.まず x と12のParent
達 \mathrm{R} と有理数体に対して,それがどのように構成されたものかを調べる :

ﾘｽﾄ33. Parent 達の構成を調べる

sage: R. construction ()
(Poly [\mathrm{x}] , Integer Ring)
sage: QQ. construction ()
(FractionField, Integer Ring)

共通の構成要素として , 有理整数環 \mathrm{Z} (Integer Ring) が見つかる.そこから , \mathrm{R}(=\mathrm{Z}[x])
に対しては , 有理数体上の1変数多項式環への coercion が得られ, 有理数体についても,
そこから有理数体上の1変数多項式環へのcoercionが得られる.この過程を実際に見る
と , 次のようになる :

ﾘｽﾄ 34 coercion の発見
sage : \mathrm{c}\mathrm{m}=sage . structure . element . \mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{t} \mathrm{c}0\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{i}0\mathrm{n} \mathrm{m}0\mathrm{d}\mathrm{e}1 ()
sage : cm. \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{c}0\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r} \mathrm{c}0\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{i}0\mathrm{n}(\mathrm{R}, \mathrm{Q}\mathrm{Q})
(Conversion map:
From: \mathrm{U}\mathrm{n}\mathrm{i} variate Polynomial Ring in \mathrm{x} over

To :

Polynomial base \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{j}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}0\mathrm{n} morphism :

From: Rational \mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{e}1\mathrm{d}

To : \mathrm{U}\mathrm{n}\mathrm{i} variate Polynomial Ring in \mathrm{x} over Rational \mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{e}1\mathrm{d} )

x+(12) は, \mathrm{Z}[] の商体, つまり有理関数体 \mathrm{Q}(x) の元と思ってもよいが, \mathrm{Q}[] の元と

見た方が無駄がない.この辺の判断は,Sageが常識を働かせてくれる.
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以上, Coercion, Parent/Element の詳細については , Sage reference manual [22]
の�The Coercion Model� の項などを参照していただきたい.

ただし , Sage を使っていて,この節に述べたようなことが気になることは,それほど
ないはずである. Sage が可能な限りうまく処理してくれる. 一方で, 次のような例もあ

るので注意が必要である :

ﾘｽﾄ35. 102のParent は ?

sage: (10/2). parent ()
Rational Field

sage: 10/2==\mathrm{Z}\mathrm{Z}(10/2)
True

結果の5を整数と見るためには, 明示的に整数に変換する必要がある.この様な明示的な

変換を , conversion という (ﾘｽﾄ12, 132頁も参照) conversion は, 数学的な自然さ

などは措き , あれば便利,という雰囲気のものである. 例えば, 有限体の元を有理整数へ

convert することができる.

§5. Sage の情報･結語

Sage に関する解説文書は多数ある. Sage 開発陣によるものが, ht \mathrm{t}\mathrm{p}://\mathrm{w}\mathrm{w}\mathrm{w} .sagemath.

org/help.html#SageStandardDoc に集積されている.まずSage tutorial [23] を見るの

がよいと思う.また , 本稿の趣旨に近く,より進んだ話題を扱っているのが, Stein [21]

である. 基本的なところから詳細に解説された文献として , Kosan [12] がある.この

日本語訳が, 横田博史氏により公開されている [24] . また , Sage 開発ﾌﾛｼｪｸﾄの

ﾘｰﾀW. Stein が, ﾌﾛｼｪｸﾄが軌道に乗るまでの経緯をつづった [19] も大変興味

深い.

Sage の使い方, Sage の開発者らの情報交換の場,日本の Sage ﾕｰｻの情報交換の場

として,それぞれ,

sage‐support http://groups.google. com/group/sage‐support

sage‐devel http://groups.google. com/group/sage‐devel

sage‐japan http://groups.google. com/group/sage‐japan

がある. いずれもﾒｰﾘﾝｸﾘｽﾄを購読することなく , 上記の URL から見ることもで

きる.また , asksage というｳｪﾌﾍｰｼ http://ask.sagemath.org/questions/でも,
Sage の使い方に関する活発な情報交換が行われている.

本稿では , Magma, Maple, Mathematica やMatlab などの商用数式処理･数値計算ｼｽ

ﾃﾑを置き換えうるfree なｿﾌﾄｳｪｱ Sage を , 特に数論の研究に使う,という観点か
ら紹介した. 拙文をきっかけに , 国内からもSage への貢献が現れれば望外の喜びである.
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