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Robba 環上の de Rham ( $\varphi,\ \Gamma$^{1}) ‐加群の岩 \ovalbox{\tt\small REJECT} 理論

By

中村 健太郎(Kentaro Nakamura)�

Abstract

In this survey paper, we explain the results of the author�s article \backslash Iwasawa theory of

de Rham ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐modules over the Robba ring�. In §2, we first explain the denition of the

Bloch‐Kato exponential map for ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐modules over the Robba ring. In §3, we explain the

results on the Perrin‐Riou exponential map for de Rham ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐modules.
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§1. 始めに: p‐進表現の場合

本稿の目的は,論文 \backslash (\mathrm{K}. Nakamura, Iwasawa theory of de Rham ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐modules over

the Robba ring. to appear in Journal de l'Institut de Mathématiques de Jussieu� [Na13]
の内容を解説することである. p を素数, K を \mathbb{Q}_{p} の有限次拡大体, G_{K} を K の絶対ｶﾛｱ

群とする.論文の主結果は, G_{K} の P‐進表現に対して定義されるBloch‐加藤exponential
射を Robba 環上の ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群の場合へ一般化し, G_{K} のｸﾘｽﾀﾘﾝ表現に対して定義

される Perrin‐Riou exponential 射を Robba 環上の de Rham ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群の場合へ一般化

することである.

Robba 環上の ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群とは, p 進体の p‐進ｶﾛｱ表現を一般化した p‐進微分方程

式的な対象である.特に, p 進体の p‐進ｶﾛｱ表現の圏からRobba環上の ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群

の圏への自然な充満忠実関手が存在する. p‐進局所Langlands対応や p‐進保型形式の族

(eigenvariety) と密接に関連することが発見されて以来,Robba 環上の ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群に関す

る研究が近年活発に行われるようになってきている.

論文の内容の解説は2章以降に回し,この章では,まず p‐進表現の場合にBloch‐加藤

exponential 射と Perrin‐Riou exponential 射に関してこれまでに知られている結果を復習

し,次にこれらの結果を p‐進表現からRobba環上の ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群の場合へ拡張することの

意義について (の筆者の考えを) 解説したい.

§1.1. Bloch‐加藤 exponential 射

Bloch‐加藤は,ﾓﾁｰﾌの L‐関数の特殊値に関する玉河数予想の論文 [BK90] におい

て, G_{K} の p‐進表現に対して Bloch‐加藤 exponential 射と呼ばれる重要な射を定義した.

\mathrm{B}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}, \mathrm{B}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{+}, \mathrm{B}_{\mathrm{d}\mathrm{R}} をFontaine の p‐進周期環とする ([Fo94]). G_{K} の p‐進表現 V のBloch‐

加藤 exponential 射は,Bloch‐加藤基本完全列と呼ばれる \mathbb{Q}_{p}[G_{K}] ‐加群の完全列

;\mathrm{y}7!0\rightarrow \mathbb{Q}_{p}\rightarrow \mathrm{B}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{ $\varphi$=1}\oplus \mathrm{B}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{+}x\mapsto(x,x)\rightarrow \mathrm{B}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}(x,y)\mapsto x-y\rightarrow 0
に V をﾃﾝｿﾙした \mathbb{Q}_{p}[G_{K}] ‐加群の完全列

0\rightarrow V\rightarrow \mathrm{B}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{ $\varphi$=1}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}V\oplus \mathrm{B}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{+}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}V\rightarrow \mathrm{B}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}V\rightarrow 0
のｶﾛｱｺﾎﾓﾛｼｰを取って得られる長完全列

0\rightarrow \mathrm{H}^{0}(K, V)\rightarrow \mathrm{H}^{0}(K, \mathrm{B}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{ $\varphi$=1}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}V)\oplus \mathrm{H}^{0}(K, \mathrm{B}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{+}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}V)\rightarrow \mathrm{H}^{0}(K, \mathrm{B}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}V)
\rightarrow \mathrm{H}^{1}(K, V)\rightarrow \mathrm{H}^{1}(K, \mathrm{B}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{ $\varphi$=1}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}V)\oplus \mathrm{H}^{1}(K, \mathrm{B}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{+}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}V)\rightarrow \mathrm{H}^{1}(K, \mathrm{B}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}V)
\rightarrow \mathrm{H}^{2}(K, V)\rightarrow \mathrm{H}^{2}(K, \mathrm{B}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{ $\varphi$=1}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}V)\rightarrow 0

の境界射

\exp_{K,V} : \mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{K}(V) :=\mathrm{H}^{0}(K, \mathrm{B}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}V)\rightarrow \mathrm{H}^{1}(K, V)
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として定義される. V がde Rham 表現のときは,その双対として双対 exponential 射

\exp_{K,V^{*}(1)}^{*} : \mathrm{H}^{1}(K, V)\rightarrow \mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{K}(V)

が定義される ( V^{*}(1) は V のTate双対を表す).
円単数や加藤のｾｰﾀ元などの数論的に重要なｶﾛｱｺﾎﾓﾛｼｰの元の双対expo‐

nential 射による像は,付随する L‐関数の特殊値を用いて記述出来ることが知られており

([BK90] , [Ka93],[Ka04]), Bloch‐加藤 exponential 射と双対 exponential 射は L‐関数の特

殊値の研究において重要である.

§1.2. Perrin‐Riou exponential 射

Perrin‐Riou は, p‐進表現の p‐進 L‐関数と岩 \ovalbox{\tt\small REJECT} 理論に関する研究 [Per94],[Per95] にお

いて,Bloch‐加藤 exponential 射を p‐進補間する Perrin‐Riou exponential 射と呼ばれる射

を構成した. p‐進 L‐関数は, L‐関数の特殊値を p‐進補間する p‐進的な関数として定義され

るので,ｶﾛｱｺﾎﾓﾛｼｰと L‐関数の特殊値を結び付けるBloch‐加藤exponential射
を p‐進補間することは, p‐進 L‐関数や岩 \ovalbox{\tt\small REJECT} 理論の研究において重要となる.

1の原始 p^{n} 乗根 $\zeta$_{p^{n}}\in\overline{K}^{\times} からなる集合 \{$\zeta$_{p^{n}}\}_{n}\geqq 0\subseteq\overline{K}^{\times} で,各 n\geqq 0 に対して

$\zeta$_{p^{n+1}}^{p}=  $\zeta$がを満たすものを固定する.  F を K の中の \mathbb{Q}_{p} の最大不分岐拡大, K_{n}:=

K($\zeta$_{p^{n}})(n\geqq 0) (慣例とは異なるが,本稿では K_{0}:=K と記す), K_{\infty}:=\mathrm{U}_{n}\geqq 0K_{n},
$\Gamma$_{K}:=\mathrm{G}\mathrm{a}1(K_{\infty}/K) と定める. p‐進円分指標を  $\chi$ :  $\Gamma$_{K}\mapsto \mathbb{Z}_{p}^{\times} と記す (つまり,  $\gamma$\in$\Gamma$_{K}

に対して  $\gamma$($\zeta$_{p^{n}})=$\zeta$_{p^{n}}^{ $\chi$( $\gamma$)}(n\geqq 1) を満たす指標). \displaystyle \mathrm{e}_{1}:=\{$\zeta$_{p^{n}}\}_{n}\geqq 0\in\lim_{\leftarrow n}$\mu$_{p^{n}}=:\mathbb{Z}_{p}(1) ,

\mathrm{e}_{k}:=\mathrm{e}_{1}^{\otimes k}\in \mathbb{Z}_{p}(k):=\mathbb{Z}_{p}(1)^{\otimes k}(k\in \mathbb{Z}) と定める. G_{K} の p‐進表現 V と k\in \mathbb{Z} に対して,
V(k) :=V\otimes_{\mathbb{Z}_{p}}\mathbb{Z}_{p}(k) と定める.

$\Lambda$_{K}:=\displaystyle \lim_{\leftarrow n}\mathbb{Z}_{p}[$\Gamma$_{K}/$\Gamma$_{K_{n}}] を $\Gamma$_{K} の岩 \ovalbox{\tt\small REJECT} 代数とする. G_{K} の p‐進表現 V に対して, V

の岩 \ovalbox{\tt\small REJECT} ｺﾎﾓﾛｼｰを

\mathrm{H}_{\mathrm{I}\mathrm{w}}^{q}(K, V):=(4_{n}^{\mathrm{m}}\otimes_{\mathbb{Z}_{p}}\mathbb{Q}_{p}
(ここで, T\subseteq V は G_{K} の作用で閉じている有限生成 \mathbb{Z}_{p} ‐加群で V の基底を含むものとし,
射影極限は co‐restriction \mathrm{H}^{q}(K_{n+1}, T)\rightarrow \mathrm{H}^{q}(K_{n}, T) に対して取る) で定義される $\Lambda$_{K} ‐加

群とする.各 k\in \mathbb{Z}, n\in \mathbb{Z}\geqq 0 に対して自然な射

\mathrm{p}\mathrm{r}_{K_{n},k} : \mathrm{H}_{\mathrm{I}\mathrm{w}}^{q}(K, V)\rightarrow \mathrm{H}^{q}(K_{n}, V(k))

が存在する.つまり, \mathrm{H}_{\mathrm{I}\mathrm{w}}^{q}(K, V) は \{\mathrm{H}^{q}(K_{n}, V(k))\}_{n,k} を( (p‐進補間� する $\Lambda$_{K} ‐加群とみ

なせる.

K は \mathbb{Q}_{p} 上不分岐であると仮定する.このとき,  $\chi$ :  $\Gamma$_{K}\rightarrow\sim \mathbb{Z}_{p}^{\times} は同型となり, $\Lambda$_{K} は \mathbb{Z}_{p}^{\times}
の岩 \ovalbox{\tt\small REJECT} 代数,つまり \mathbb{Z}_{p}^{\times} 上の \mathbb{Z}_{p} に値を取る測度のなす環と自然に同型となる. $\Lambda$_{\infty}\supseteq$\Lambda$_{K}
を \mathbb{Z}_{p}^{\times} 上の \mathbb{Q}_{p} に値を取る distribution のなす環とする.
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G_{K} の p‐進表現 V に対して \mathrm{D}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{K}(V) :=(\mathrm{B}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}V)^{G_{K}} と定める.Perrin‐Riou[Per94]
は, V がｸﾘｽﾀﾘﾝ表現のときに $\Lambda$_{\infty}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}\mathrm{D}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{K}(V) の部分 $\Lambda$_{\infty} ‐加群 ($\Lambda$_{\infty}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}\mathrm{D}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{K}(V))^{\triangle=0}
と, k\in \mathbb{Z}\leqq 0, n\in \mathbb{Z}\geqq 0 に対して射

---K_{n},k : ($\Lambda$_{\infty}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}\mathrm{D}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{K}(V))^{\triangle=0}\rightarrow K_{n}\otimes_{K}\mathrm{D}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{K}(V(k))

を定義し,さらに,十分大きな h\geqq 1 に対して $\Lambda$_{\infty} ‐加群の準同型

$\Omega$_{V,h} : ($\Lambda$_{\infty}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}\mathrm{D}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{K}(V))^{\triangle=0}\rightarrow$\Lambda$_{\infty}\otimes_{$\Lambda$_{K}}(\mathrm{H}_{\mathrm{I}\mathrm{w}}^{1}(K, V)/\mathrm{H}_{\mathrm{I}\mathrm{w}}^{1}(K, V)_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}})

を構成し,この射が任意の 0\geqq k\geqq-(h-1) , n\in \mathbb{Z}\geqq 0, x\in($\Lambda$_{\infty}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}\mathrm{D}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{K}(V))^{\triangle=0} に対

して等式

\mathrm{p}\mathrm{r}_{K_{n},k}($\Omega$_{V,h}(x))=(h+k-1)\exp_{K_{n},V(k)}--K_{n},k(x))
を満たすことを証明した.さらに, $\Omega$_{V,h} の�(逆写像� は V の双対exponential射を p‐進補

間すると予想した (Rec(V)‐予想). この予想は,Colmez [Col98], 加藤‐栗原‐辻 [KKT96],
Benois [Ben00] らによって証明された.これらの性質から,円単数や加藤のｾｰﾀ元を p‐進

補間するｵｲﾗｰｼｽﾃﾑから定まる岩 \ovalbox{\tt\small REJECT} ｺﾎﾓﾛｼｰの元が, $\Omega$_{V}, の逆写像によって対応

する p‐進 L‐関数 ( $\Lambda$_{\infty} の元として定義される) と結び付くようになる.実際に, V=\mathbb{Q}_{p}(1)
のときは $\Omega$_{\mathbb{Q}_{p}(1),1} の逆写像は Coleman 準同型と一致し,円単数からなるｵｲﾗｰｼｽﾃﾑ
から久保田‐Leopoldt の p‐進 L‐関数が得られる.さらに, f をHecke 固有的なｶｽﾌ形式

でﾚﾍﾙが p を割らないものとし, V を f に付随する G_{\mathbb{Q}} の二次元 p‐進表現の G_{\mathbb{Q}_{p}} への

制限としたときには,加藤のｵｲﾗｰｼｽﾃﾑから f の p‐進 L‐関数が得られる ([Ka04]).

§1.3. p‐進表現から Robba 環上の ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群への一般化

筆者の見解では, p‐進表現に関する様々な理論を Robba 環上の ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群の場合へ

拡張することの意義は,次の2点にあると思われる.

(1) p‐進表現の研究に p‐進解析的な手法が使えるようになる.

(2) より広い圏の中で考えることで,従来は見ることが困難であつた p‐進ｶﾛｱ表現の新

たな構造を研究することが可能になる.

本節では (1), (2) について,簡単な歴史を交えつつ解説したい.
まず (1) に関して. p‐進体の p‐進ｶﾛｱ表現の研究に Robba 環上の ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群を導入

したのは,Berger の研究 [Ber02] に始まる.Berger はこの論文で,Fontaine [Fo90] による

ｴﾀｰﾙ ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群の理論,Cherbonnier‐Colmez [CC98],[CC99] による過収束 ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加
群の理論及び Kedlaya[Ke04] の  $\varphi$‐加群の理論の結果を受けて,  p‐進表現から Robba 環上

の ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群への充満忠実関手を構成し,Fontaine の関手 \mathrm{D}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}} \mathrm{D}_{\mathrm{s}\mathrm{t}} をRobba 環

上の ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群のみを用いて定義することに成功した.このことにより,対応する Robba

環上の ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群 (より正確にはFrobenius 作用付きの p‐進微分方程式) のCrew 予想

(André, Kedlaya, Mebkhout により解決された) に帰着することで, p‐進局所ﾓﾉﾄﾛﾐｰ
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予想 (de Rham 表現ならば潜在的準安定表現となるという予想) が解決されたことは有名

である.このように, p‐進表現に関する問題を対応する ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群に関する p‐進微分方程

式的な問題に置き換えて研究することは,近年では標準的かつ非常に強力な研究手法になっ
ていて (例えば,Colmez[Co10] は(ｴﾀｰﾙ) ( $\varphi$;  $\Gamma$) ‐加群の持つ P‐進解析 (p‐進 Fourier 変

換 ) 的構造を駆使することで, \mathrm{G}\mathrm{L}() の p‐進局所Langlands対応を構成した), p‐進 L‐関

数という p‐進解析的な対象と密接に関係する Bloch‐加藤 exponential 射及び Perrin‐Riou

exponential 射を Robba 環上の ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群の枠組みで研究することにも大きな意義がある

と思われる.実際に,Colmez[Co10] による \mathrm{G}\mathrm{L}() の既約 \backslash Banach ﾕﾆﾀﾘｰ許容的�

表現の局所代数的ﾍｸﾄﾙの研究では,de Rham ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群のPerrin‐Riou exponential

射に関する我々の研究と類似の議論が多くなされており,両者の関係を研究することが今
後重要になると期待している.

次に (2) に関して.Colmez[Co08] は, \mathrm{G}\mathrm{L}() の p‐進局所 Langlands 対応に関する一

連の研究の中で,Robba 環上の ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群の圏を用いて三角表現と呼ばれる p‐進ｶﾛｱ表

現のｸﾗｽを定義した.三角表現は可約 p‐進表現の一般化であり,対応するRobba環上の
( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群が階数1の ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群による拡大の繰り返しで書けるような p‐進表現と定義さ

れる.簡単な定義のために,三角表現は明示的に分類することが可能であり,非常に扱い易い
表現のｸﾗｽである ([Co08], [Na09]). そして実際に,多くの重要な既約 p‐進表現が三角表現

になる.例えば,全てのｸﾘｽﾀﾘﾝ表現及び準安定表現は三角表現となる.特に,ﾚﾍﾙが
P を割らない楕円保型形式に付随する P‐進表現 (の p での分解群への制限) も三角表現となる.

この性質を用いて, p で通常な保型形式の岩 \ovalbox{\tt\small REJECT} 主予想の研究 ([Ka04]) を p で有限ｽﾛｰﾌを

持つ場合へ一般化する研究 ([Po10],[Po11]) が行われている.より一般に, p で通常な p‐進保

型形式の肥田族を p で有限ｽﾛｰﾌを持つ場合へ一般化した eigenvariety と呼ばれるﾘｼｯ

ﾄ解析的多様体上に付随する p‐進表現の族が,三角表現の族となっていることが発見された
([\mathrm{K}\mathrm{i}03] , [Co08] ) . 以来,eigenvariety 上の P‐進表現の族と関連した三角表現の族の研究が近

年活発に行われている ([Bel‐Ch09],[Ch11],[Ch12],[Hel12],[KPX12], [Li12],[Na10],[Na11]
など). 今後,Pottharst の研究 ([Po10],[Po11]) を精密化したり,eigenvariety 上の p‐進ｶ

ﾛｱ表現の族に対する岩 \ovalbox{\tt\small REJECT} 理論を研究したりする際にも,我々のRobba環上の ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加
群に対する exponential 射の理論が有用になるはずである.

§1.4. 本論の構成

ここでは,本論第2章以降の構成を簡単に説明する.
第2章では Robba 環上の ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群の Bloch‐加藤 exponential 射に関して筆者が得

た結果を解説する.§2.1では Robba 環及び関連する Fontaine の p‐進周期環の定義を復習

し,§2.2では Robba 環上の ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群の定義を復習する.§2.3では Robba 環上の ( $\varphi$,  $\Gamma$)-
加群に対する Fontaine 関手 ( \mathrm{D}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}(-) , \mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{R}} など) の定義を復習し,§2.4では Robba

環上の ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群の �(ｶﾛｱｺﾎﾓﾛｼｰ�に関する Liu の結果 [Li08] を復習する.§2.5
でRobba 環上の ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群の Bloch‐加藤 exponential 射に関して筆者が得た結果を解説

する.

第3章では de Rham ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群の Perrin‐Riou exponential 射に関して筆者が得た
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結果を解説する.§3.1では Pottharst[Po10], [Po11] による解析的岩 \ovalbox{\tt\small REJECT} ｺﾎﾓﾛｼｰの理論

を復習し,§3.2では Berger [\mathrm{B}\mathrm{e}\mathrm{r}08\mathrm{b}] による de Rham ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群に付随する p‐進微分方

程式の構成を復習する.§3.3でde Rham ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群に対する Perrin‐Riou expoenential

射を定義し,その射が Bloch‐加藤 exponential 射を p‐進補間していることを表す定理を解

説する.§3.4では de Rham ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群に対する Perrin‐Riou expoenential 射の行列式に

関する定理 ( $\delta$(D)) について解説する.§3.5ではｸﾘｽﾀﾘﾝ ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群の場合に制限し,
§3.4, §3.5の結果と Perrin‐Riou expoenntial 射に関する従来の結果との比較について解説

する.

§2. Robba 環上の ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群に対する Bloch‐加藤 exponential 射の定義

この章では,Robba 環上の ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群に対する Bloch‐加藤 exponential 射に関して

筆者の得た結果を解説する.

§2.1. Robba 環の定義

Robba 環上の ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群を定義するため,まずは [Ber02] に従い K のRobba 環 \mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{ $\dagger$}
を定義する.

\mathbb{C}_{p} を \mathbb{Q}_{p} の代数閉包 \overline{\mathbb{Q}}_{p} の p‐進完備化とし, \mathcal{O}_{\mathbb{C}_{p}} をその整数環とする.Vp : \mathbb{C}_{p}^{\times}\rightarrow \mathbb{Q}
をVp (p)=1 と正規化した付値とする.

\displaystyle \overline{\mathrm{E}}^{+}:=\lim\leftarrow n\geqq 0^{\mathcal{O}_{\mathbb{C}_{p}/p}} を p‐乗写像による射影極限とする. x=(x_{n})_{n\geqq 0}\in\overline{\mathrm{E}}^{+} に対

し, v_{\overline{\mathrm{E}}}(x):=\displaystyle \lim_{n\rightarrow\infty}p^{n}v_{p}(\tilde{x}_{n}) と定義することで, \overline{\mathrm{E}}^{+} は付値 v_{\overline{\mathrm{E}}} を持つ完備な付値環

となり,さらにこの位相に関して G_{K} が連続に作用する.固定した \{$\zeta$_{p^{n}}\}_{n\geqq 0} に対して,

 $\epsilon$:=(\overline{ $\zeta$}_{p^{n}})_{n\geqq 0}\in\overline{\mathrm{E}}^{+} と定義する. \overline{\mathrm{E}} を \overline{\mathrm{E}}^{+} の商体とする.これは代数閉体となることが知ら

れている. \overline{\mathrm{E}}^{+}, \overline{\mathrm{E}} 上 p 乗写像は同型なので,それらのWitt 環 \overline{\mathrm{A}}^{+}:=W(\overline{\mathrm{E}}^{+}) , \overline{\mathrm{A}}:=W(\overline{\mathrm{E}})
が定義できる.これらは p 乗写像の唯一の持ち上げであるFrobenius作用  $\varphi$ を持ち,商写
像 \overline{\mathrm{A}}^{(+)}\rightarrow\overline{\mathrm{A}}^{(+)}/p\rightarrow\sim\overline{\mathrm{E}}^{(+)} が連続となる最弱の位相を \overline{\mathrm{A}}^{(+)} に入れると自然な G_{K} の作用

は連続となる. [] : \overline{\mathrm{E}}\rightarrow\overline{\mathrm{A}} をTeichmüller 持ち上げとする.連続環準同型  $\theta$ : \overline{\mathrm{A}}^{+}\rightarrow \mathcal{O}_{\mathbb{C}_{p}}
で  $\theta$([(x_{n})_{n\geqq 0}])=\displaystyle \lim_{n\rightarrow\infty}\tilde{x}_{n}^{p^{n}} ( \tilde{x}_{n}\in O_{\mathrm{c}_{p}} は, x_{n}\in \mathcal{O}_{\mathbb{C}_{p}}/p の持ち上げ) を満たすものが唯

一つ存在する.  $\theta$ は全射であり,  $\omega$:=\displaystyle \frac{[ $\epsilon$]-1}{[$\epsilon$^{1/p}]-1}\in\overline{\mathrm{A}}^{+} とおくと, \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}( $\theta$)=( $\omega$) となることが

知られている. \overline{\mathrm{B}}^{+}:=\overline{\mathrm{A}}^{+}[1/p] とおき, p を可逆にした射も同様に  $\theta$ : \overline{\mathrm{B}}^{+}\rightarrow \mathbb{C}_{p} と記す.

\displaystyle \mathrm{B}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{+}:=\lim_{\leftarrow n}\overline{\mathrm{B}}^{+}/\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}( $\theta$)^{n} と定義する.  $\theta$ は全射  $\theta$ : \mathrm{B}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{+}\rightarrow \mathbb{C}_{p} を誘導し, \mathrm{B}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{+} は \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}()
を極大ｲﾃｱﾙに持つ完備離散付値環となる. \mathrm{B}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{+} の商体を \mathrm{B}_{\mathrm{d}\mathrm{R}} とおく. [ $\epsilon$]-1\in \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}()
であるから, t:=\log([ $\epsilon$]) :=\displaystyle \sum_{n=1}^{\infty}\frac{(-1)^{n-1}([ $\epsilon$]-1)^{n}}{n} \in Bd

+

R‐となる. \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}( $\theta$)=t\mathrm{B}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{+} となる

ことが知られている.有理数 0\leqq r\leqq s\leqq+1 に対して, \displaystyle \mathrm{A}_{[r,s]}:=\overline{\mathrm{A}}^{+}[\frac{p}{[ $\epsilon$-1]^{r}}, \frac{[ $\epsilon$-1]^{\mathrm{s}}}{p}]^{\wedge}( 環
A に対して, A^{\wedge} で A のp‐進完備化を表す), \overline{\mathrm{B}}_{[r,s]}:=\overline{\mathrm{A}}_{[r,s]}[1/p] とおく (ただし, s=+1

の場合は, \displaystyle \frac{[ $\epsilon$-1]^{\mathrm{s}}}{p}:=1 とおく). これらには G_{K} が作用し,  $\varphi$ : \overline{\mathrm{A}}_{[r,s]}\rightarrow\sim\overline{\mathrm{A}}_{[pr,pe]} を満たす.

0\leqq r<+1 対して, \overline{\mathrm{A}} $\dagger$,r:=\overline{\mathrm{A}}_{[r,+\infty]}, \displaystyle \overline{\mathrm{B}} $\dagger$,r:=\overline{\mathrm{B}}_{[r,+\infty]}\subseteq\overline{\mathrm{B}}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}^{ $\dagger$,r}:=\bigcap_{r\leqq s<+\infty}\overline{\mathrm{B}}_{[r,s]} と定義

し, \displaystyle \overline{\mathrm{B}} $\dagger$:=\bigcup_{r}\overline{\mathrm{B}} $\dagger$,r , \overline{\mathrm{B}}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}^{ $\dagger$}:=\mathrm{U}_{r}\overline{\mathrm{B}}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}^{ $\dagger$,r} とおく. \mathrm{E}_{\mathbb{Q}_{p}}:=\mathrm{F}_{p}(( $\epsilon$-1))\subseteq\overline{\mathrm{E}} とし,その分離閉包を
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\mathrm{E}\subseteq\overline{\mathrm{E}} と書くことにする. T:=[ $\epsilon$]-1\in\overline{\mathrm{A}}^{+} とおき, \displaystyle \mathrm{A}_{\mathbb{Q}_{p}}:=\{\sum_{n\in \mathrm{Z}}a_{n}T^{n}|a_{n}\in \mathbb{Z}_{p},  a_{n}\rightarrow

 0(n\rightarrow-\infty)\}\subseteq\overline{\mathrm{A}} とおく.  $\varphi$(T)=(1+T)^{p}-1,  $\gamma$(T)=(1+T)^{ $\chi$( $\gamma$)}-1( $\gamma$\in$\Gamma$_{\mathbb{Q}_{p}}) を満

たす. \mathrm{A}\subseteq \mathrm{A} を \mathrm{A}_{\mathbb{Q}_{p}} の強 Hensel 化の p‐進完備化と \mathrm{I}. , \mathrm{B}_{\mathbb{Q}_{p}}:=\mathrm{A}_{\mathbb{Q}_{p}}[1/p], \mathrm{B}:=\mathrm{A}[1/p],
\mathrm{A} $\dagger$,r:=\overline{\mathrm{A}} $\dagger$,r\cap \mathrm{A}, \mathrm{B} $\dagger$,r:=\overline{\mathrm{B}} $\dagger$,r\cap \mathrm{B} とおく. \mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}^{ $\dagger$,r}\subseteq\overline{\mathrm{B}}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}^{ $\dagger$,r} を \mathrm{I}^{7}\mathrm{r}\acute{\mathrm{e}}chet 位相に関する \mathrm{B} $\dagger$,r

の閉包とし, \displaystyle \mathrm{A} $\dagger$:=\bigcup_{r}\mathrm{A} $\dagger$,r, \displaystyle \mathrm{B} $\dagger$:=\bigcup_{r}\mathrm{B} $\dagger$,r, \mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}^{ $\dagger$}:=\mathrm{U}_{r}\mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}^{ $\dagger$,r} とおく.これらにも G_{\mathbb{Q}_{p}},  $\varphi$

が作用する. \mathbb{Q}_{p} の有限次拡大体 K に対して, \mathrm{A}_{K}^{ $\dagger$,r}:=(\mathrm{A} $\dagger$,r)^{H_{K}}, \mathrm{B}_{K}^{ $\dagger$,r}:=(\mathrm{B} $\dagger$,r)^{H_{K}},
\mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{ $\dagger$,r}:=(\mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}^{ $\dagger$,r})^{H_{K}}, \mathrm{A}_{K}^{ $\dagger$}:=(\mathrm{A} $\dagger$)^{H_{K}}, \mathrm{B}_{K}^{ $\dagger$}:=(\mathrm{B} $\dagger$)^{H_{K}}, \mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{ $\dagger$}:=(\mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}^{ $\dagger$})^{H_{K}} とおく.これ

らには $\Gamma$_{K} が作用し,  $\varphi$(\mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{ $\dagger$,r})\subseteq \mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{ $\dagger$,pr} を満たす. K が \mathbb{Q}_{p} の不分岐拡大のときは,

\mathrm{A}_{K}^{ $\dagger$,r} =\displaystyle \{f(T)=\sum_{n\in \mathrm{Z}}a_{n}T^{n}|a_{n}\in \mathcal{O}_{K}, f(T) は \displaystyle \frac{1}{7}
\mathrm{B}_{K}^{ $\dagger$,r} =\displaystyle \{f(T)=\sum_{n\in \mathrm{Z}}a_{n}T^{n}|a_{n}\in K, f(T) は \displaystyle \frac{1}{r}
\displaystyle \mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{ $\dagger$,r}=\{f(T)=\sum_{n\in \mathrm{Z}}a_{n}T^{n}|a_{n}\in K, f(T) は \displaystyle \frac{1}{r}

\geqq v_{p}(T)>0 で収束する}
Vp (T)>0 で収束し,有界}
Vp (T)>0 で収束する}

となり,

 $\varphi$(\displaystyle \sum_{n\in \mathrm{Z}}a_{n}T^{n})=\sum_{n\in \mathrm{Z}} $\varphi$(a_{n})((1+T)^{p}-1)^{n},  $\gamma$(\displaystyle \sum_{n\in \mathrm{Z}}a_{n}T^{n})=\sum_{n\in \mathrm{Z}}a_{n}((1+T)^{ $\chi$( $\gamma$)}-1)^{n}
( $\gamma$\in$\Gamma$_{K}) と作用する.一般の K の場合は, F'\subseteq K_{\infty} を \mathbb{Q}_{p} の K_{\infty} 内での最大不分岐拡大

とし, e:=[K_{\infty}, F'($\zeta$_{p}\infty)] とおくと,十分大きな r(K)>0 とある元 $\pi$_{K}\in \mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{ $\dagger$,r(K)} が存在

して, r\geqq r(K) に対して,

\mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{ $\dagger$,r} := { f($\pi$_{K})=\displaystyle \sum_{n\in \mathrm{Z}}a_{n}$\pi$_{K}^{n}|a_{n}\in F', f(X) は \displaystyle \frac{1}{er}\geqq v_{p}(X)>0 で収束する}

( \mathrm{A}_{K}^{ $\dagger$,r}, \mathrm{B}_{K}^{ $\dagger$,r} も同様) となることが知られている. t\in \mathrm{B}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{+} は, t=\log([ $\epsilon$])=\log(1+T) な

ので\backslash , \mathrm{B}_{\mathrm{r}}^{$\dagger$_{\mathrm{i}\mathbb{Q}p}}\mathrm{g},

となることに注意. n\in \mathbb{Z}\geqq 0 に対して, r_{n}:=(p-1)p^{n-1} とおく. G_{\mathbb{Q}p^{-}} 同変

な射を $\iota$_{n}:\overline{\mathrm{B}}_{\mathrm{r}\mathrm{i}}^{ $\dagger$,r_{n}}\mathrm{g}\rightarrow^{$\varphi$^{-n}}\overline{\mathrm{B}}_{\mathrm{r}\mathrm{i}}^{ $\dagger$,r_{0}}\mathrm{g}\rightarrow \mathrm{B}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{+}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{n} と定義する.この射を \mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}K}^{ $\dagger$ r_{n}}\mathrm{g},
に制限すると,

$\iota$_{n}:\mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{ $\dagger$,r_{n}}\mapsto K_{n}[[t]]
を経由することが知られている. K が \mathbb{Q}_{p} 上不分岐のときは,

$\iota$_{n}(\displaystyle \sum_{m\in \mathrm{Z}}a_{m}T^{m})=\sum_{m\in \mathrm{Z}}$\varphi$^{-n}(a_{m})($\zeta$_{p^{n}}\exp(t/p^{n})-1)^{m}
となる.

註記.以上の定義の中で, T, t は \{$\zeta$_{p^{n}}\}_{n\geqq 0} の選び方に依存し,また (一般の K に

対しては) 不定元 $\pi$_{K} の標準的な選び方は存在しない (知られていない ?) . しかし,この
節に現れた全ての環及びそれらの間の射の定義は \{$\zeta$_{p^{n}}\}_{n\geqq 0} の選び方に依存しないことに

注意する.
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§2.2. Robba 環上の ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群

以上の準備の下で,Robba 環上の ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群を次のようにして定義する.

定義2.1. 以下の構造を持つ \mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{ $\dagger$} ‐加群 D を \mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{ $\dagger$} 上の ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群と呼ぶ.

(1) D は有限生成自由 \mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{ $\dagger$} ‐加群,

(2)  $\varphi$‐半線形な準同型  $\varphi$ :  D\rightarrow D を持ち , その線形化写像

\mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{ $\dagger$}\otimes_{ $\varphi$,\mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{\uparrow}}D\rightarrow D:a\otimes x\mapsto a $\varphi$(x)
は同型となる,

(3) $\Gamma$_{K} ‐半線形な $\Gamma$_{K} の連続作用

7! \mathrm{D} (; 7!$\Gamma$_{K}\times D\mapsto D:( $\gamma$, x)\mapsto $\gamma$(x)

を持つ,

(4)  $\varphi$ と  $\Gamma$_{K} の作用は可換.

ここで,  $\varphi$‐半線形及び  $\Gamma$_{K} ‐半線形とは,任意の a\in \mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{ $\dagger$}, x\in D,  $\gamma$\in$\Gamma$_{K} に対して,
 $\varphi$(ax)= $\varphi$(a) $\varphi$(x) 及び  $\gamma$(ax)= $\gamma$(a)(x) が成り立つこととする.

G_{K} の p‐進表現と \mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{ $\dagger$} 上の ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群との関係を述べるために次の定義をする.

定義2.2. \mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{ $\dagger$} 上の ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群 D がｴﾀｰﾙであるとは, D の有限生成自由な

部分 \mathrm{A}_{K}^{ $\dagger$} ‐加群 D_{0} で,2条件

(1) \mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{ $\dagger$}\otimes_{\mathrm{A}_{K}^{ $\dagger$}}D_{0}=D,
(2)  $\varphi$(D_{0})\subseteq D_{0} を満たし,さらに線形化写像

\mathrm{A}_{K}^{ $\dagger$}\otimes_{ $\varphi$,\mathrm{A}_{K}^{ $\dagger$}}D_{0}\rightarrow D_{0}:a\otimes x\mapsto a $\varphi$(x)
は同型となる,

を満たすものが存在することと定義する.

次の定理によって, G_{K} の p‐進表現の圏は \mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{ $\dagger$} 上の ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群の圏に埋め込むこ

とが出来る.

定理2.3. (Fontaine [\mathrm{I}^{7}\mathrm{o}90] , Cherbonnier‐Colmez [CC98], Kedlaya [\mathrm{K}\mathrm{e}04] ) 充満

忠実な完全関手

Drig : { G_{K} の p‐進表現の圏} \mapsto {Br
 $\dagger$
ig,  K

上の ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群の圏}: V\mapsto \mathrm{D}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}(V)

が存在し,その本質的像 (essential image) は \mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{ $\dagger$} 上のｴﾀｰﾙ ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群全体からな

る充満忠実部分圏と一致する.
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註記.本稿では説明しないが,Berger は \mathrm{B}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{ $\varphi$=1} と \mathrm{B}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{+} を用いて, G_{K} の p‐進表現の

自然な一般化である B‐ ﾍｱと呼ばれる対象を定義した.そして,上の定理の一般化として
B‐ﾍｱの圏と \mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{ $\dagger$} 上の ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群の圏との圏同値を構成した ([\mathrm{B}\mathrm{e}\mathrm{r}08\mathrm{a}]) . 従って,本
稿の全ての結果は,原理的にはB‐ﾍｱを用いても同様にして得ることが出来るはずであ

る.しかし,§1.3で解説したように, p‐進解析的な対象と関連付けることが重要な Bloch‐

加藤 exponential 射や \mathrm{P}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{n}-\mathrm{R}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{u}^{\text{’}}\mathrm{s} exponential 射の研究では Robba 環上の ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群

で理論を組み立てる方が多くの利点があると考え,論文 [Na13] ではRobba環上の ( $\varphi$,  $\Gamma$)-
加群を選択した.

定義2.4. 各 k\in \mathbb{Z} に対して,階数1の ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群 \mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{ $\dagger$}(k) :=\mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{ $\dagger$}\otimes_{\mathrm{Z}_{p}}\mathbb{Z}_{p}(k)=
\mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{ $\dagger$}\mathrm{e}_{k} を,  $\varphi$(\mathrm{e}_{k}) :=\mathrm{e}_{k},  $\gamma$(\mathrm{e}_{k}) := $\chi$( $\gamma$)^{k}\mathrm{e}_{k} で定める.これはｴﾀｰﾙであり,自然な同

型Drig (\mathbb{Q}_{p}(k))\rightarrow\sim \mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{ $\dagger$}(k) が存在する.

§2.3. Robba 環上の ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群に対する p‐進Hodge 理論

ここでは, p‐進表現に対する Fontaine の関手 \mathrm{D}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{K}(V) :=(\mathrm{B}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}V)^{G_{K}}, \mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{K}(V) :=

(\mathrm{B}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}V)^{G_{K}} のRobba 環上の ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群への一般化について解説する.

\mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{ $\dagger$} 上の ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群 D に対して,

\mathrm{D}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{K}(D):=(\mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{ $\dagger$}[1/t]\otimes_{\mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{\uparrow}}D)^{$\Gamma$_{K}}
と定義する. D の  $\varphi$ 作用から自然に誘導される作用により, \mathrm{D}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{K}(D) は F 上の  $\varphi$‐加群 (つ

まり,  $\varphi$‐半線形な同型  $\varphi$ : \mathrm{D}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{K}(D)\rightarrow\sim \mathrm{D}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{K}(D) を持つ有限次元 F‐ﾍｸﾄﾙ空間) となる.

次に, \mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{K}(D) の定義の為にいくつか準備をする.まず, D に対して正の整数 n(D) と D

の \mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{ $\dagger$} 上の基底 \{f_{i}\}_{1\leqq i\leqq d} で,各 n\geqq n(D) に対して D^{(n)}:=\mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{ $\dagger$,r_{n}}fi\oplus\cdots\oplus \mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{ $\dagger$,r_{n}}f_{d}
とすると,  $\varphi$(D^{(n)})\subseteq D^{(n+1)} を満たし,かつ線形化 \mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{ $\dagger$,r_{n+1}}\otimes_{ $\varphi$,\mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{\uparrow,r_{n}}}D^{(n)}\rightarrow D^{(n+1)} :

a\otimes x\mapsto a $\varphi$(x) が同型となるようなものが存在する.さらに,このような D^{(n)} は一意的に

定まることが知られていて,一意性により各 D^{(n)} は $\Gamma$_{K} の作用でも閉じていることが示

せる.各 n\geqq n(D) に対して

\mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{f},n}^{+}(D):=K_{n}[[t]]\otimes_{$\iota$_{n},\mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{\uparrow,r_{n}}}D^{(n)}
と定義する.射 $\iota$_{n}:\mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{ $\dagger$,r_{n}}\mapsto K_{n}[[t]] は $\Gamma$_{K} ‐同変なので, \mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{f},n}^{+}(D) は D^{(n)} の $\Gamma$_{K} ‐作用か

ら自然に誘導される $\Gamma$_{K} ‐作用を持つ. K_{\infty}[[t]]:=\displaystyle \bigcup_{n=1}^{\infty}K_{n}[[t]] とし,

\mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{f}}(D):=K_{\infty}[[t]]\otimes_{K_{n}[[t]]}\mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{f},n}^{+}(D)
と定義する. $\Gamma$_{K^{-}} 同変な埋め込み \mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{f},n}^{+}(D)\mapsto \mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{f},n+1}^{+}(D):a\otimes x\mapsto a\otimes $\varphi$(x) による帰

納系によって,自然な同型 \mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{f}}^{+}(D)\rightarrow\sim\underline{1}\mathrm{i}!_{n\geqq n(D)}\mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{f},n}^{+}(D) を得るので \mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{f}}^{+}(D) の定義は

n\geqq n(D) の選び方によらないことが分かる.

\mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{f},n}(D) :=\mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{f},n}^{+}(D)[1/t], \mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{f}}(D) :=\mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{f}}^{+}(D)[1/t]
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と定義する.以上の定義の下で

\mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{K}(D):=\mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{f}}(D)^{$\Gamma$_{K}}

と定義し, \mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{K}(D) の部分 K‐ﾍｸﾄﾙ空間による減少ﾌｨﾙﾄﾚｲｼｮﾝを

\mathrm{I}^{7}\mathrm{i}1^{i}\mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{K}(D) :=(t^{i}\mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{f}}^{+}(D))^{$\Gamma$_{K}}(i\in \mathbb{Z})

と定義する.

定義2.5. D を \mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{ $\dagger$} 上の ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群とする.

(1) D がｸﾘｽﾀﾘﾝであるとは,

\dim_{F}\mathrm{D}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{K}(D)= rankD

を満たすことと定義する,

(2) D がde Rham であるとは,

\dim_{K}\mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{K}(D)= rankD

を満たすことと定義する.

(3) D はde Rham とする.有限集合 \{h\in \mathbb{Z}|\mathrm{I}^{7}\mathrm{i}1^{-h}\mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{K}(D)/\mathrm{I}^{7}\mathrm{i}1^{-h+1}\mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{K}(D)\neq 0\} の元を

D のHodge‐Tate 重みと呼ぶ.

註記. p‐進表現の場合と同様に,一般には不等式

\dim_{F}\mathrm{D}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{K}(D)\leqq\dim_{K}\mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{K}(D)\leqq rankD

が成り立つ.よって,  D がｸﾘｽﾀﾘﾝならde Rham になる. D がde Rham なら自然

な射

K_{\infty}((t))\otimes_{K}\mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{K}(D)\rightarrow\sim \mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{f}}(D):a\otimes x\mapsto ax

は同型となる. D がｸﾘｽﾀﾘﾝなら自然な射

\mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{ $\dagger$}[1/t]\otimes_{F}\mathrm{D}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{K}(D)\rightarrow\sim D[1/t]:a\otimes x\mapsto ax

は同型となり, $\iota$_{n}:D^{(n)}\mapsto \mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{f},n}^{+}(D)(n\geqq n(D)) により誘導される射

K\otimes_{F}\mathrm{D}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{K}(D)\rightarrow\sim \mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{K}(D) : a\otimes x\mapsto a\cdot$\iota$_{n}($\varphi$^{n}(x))

は n によらず,さらに同型になる.この同型により, D がｸﾘｽﾀﾘﾝのときは, \mathrm{D}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{K}(D)
に K 上のﾌｨﾙﾄﾚｲｼｮﾝ付き  $\varphi$‐加群の構造が入る.
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§2.4. Robba 環上の (  $\varphi$ , F)‐加群のｺﾎﾓﾛｼｰ

ここでは [Li08] に従い,  p‐進表現のｶﾛｱｺﾎﾓﾛｼｰの Robba 環上の ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群

への一般化について復習する.

$\Gamma$_{K} の有限捻れ部分加群 \triangle\subseteq$\Gamma$_{K} で,その商 $\Gamma$_{K}/\triangle が位相的生成元を持つものを一つ

固定する.  $\gamma$\in$\Gamma$_{K} で,その $\Gamma$_{K}/\triangle への像が位相的生成元となるものを一つ固定する. \mathbb{Z}[\triangle]-
加群 M に対して, M^{\triangle}:=\{m\in M| $\sigma$(m)=m (任意の  $\sigma$\in\triangle)\} とする.以上の固定した

ﾃｰﾀの下, \mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{ $\dagger$} 上の ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群 D に対して, D_{0}=D, D[1/t], D_{1}=\mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{f}}^{+}(D) , \mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{f}}(D)
とし,次数 [0 ,

2], [0 ,
1 ] にそれぞれ項を持つ \mathbb{Q}_{p^{-}} ﾍｸﾄﾙ空間の複体を

C_{ $\varphi,\ \gamma$,\triangle}(D_{0}) :=[D_{0}^{\triangle}\rightarrow^{1}D_{0}^{\triangle}d\oplus D_{0}^{\triangle}\rightarrow D_{0}^{\triangle}]d_{2},
C_{ $\gamma$,\triangle}(D_{1}) :=[D_{1}^{\triangle}\rightarrow^{1}D_{1}^{\triangle}]d',

ただし

d_{1}(x):=(( $\gamma$-1)x, ( $\varphi$-1)x) , d_{2}(x, y):=( $\varphi$-1)x-( $\gamma$-1)y, d_{1}'(x):=( $\gamma$-1)x

と定義する.これらのｺﾎﾓﾛｼｰを

\mathrm{H}^{q}(K, D_{0}):=\mathrm{H}^{q}(C_{ $\varphi,\ \gamma$,\triangle}(D_{0})) , \mathrm{H}^{q}(K, D_{1}):=\mathrm{H}^{q}(C_{ $\gamma$,\triangle}(D_{1}))

と記す.定義より, \mathrm{H}^{0}(K, \mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{f}}(D))=\mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{K}(D) であることに注意する.

\mathrm{H}^{q}(K, D) の基本性質について,次の定理が成り立つ.

定理2.6. (Liu [Li08])

(1) q\neq 0 , 1, 2に対し, \mathrm{H}^{q}(K, D)=0,

(2) \mathrm{H}^{q}(K, D) は有限次元 \mathbb{Q}p‐ﾍｸﾄﾙ空間,

(3) (Euler‐Poincaré公式)

\displaystyle \sum_{q=0}^{2}(-1)^{q}\dim_{\mathbb{Q}_{p}}\mathrm{H}^{q}(K, D)=-[K : \mathbb{Q}_{p}] rankD

が成り立つ,

((ﾄﾚｰｽ射)�留数写像� により定まる標準的な同型

j:\mathrm{H}^{2}(K, \mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{ $\dagger$}(1))\rightarrow\sim \mathbb{Q}_{p}

が存在する,
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(5) (Tate 双対性) q=0 , 1, 2に対して,ｶｯﾌ積により定まる次数付き可換なﾍｱﾘﾝｸ

<, >:\mathrm{H}^{q}(K, D)\times \mathrm{H}^{2-q}(K, D^{*}(1))\rightarrow\cup \mathrm{H}^{2}(K, D\otimes D^{*}(1))\rightarrow \mathrm{e}\mathrm{v}\mathrm{H}^{2}(K, \mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{ $\dagger$}(1))\rightarrow j\mathbb{Q}_{p}
は完全である.ここで, D^{*}:=\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{\mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{\uparrow}}(D, \mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{ $\dagger$}) は D の双対,ev: \mathrm{H}^{2}(K,  D\otimes

 D^{*}(1))\rightarrow \mathrm{H}^{2}(K, \mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{ $\dagger$}(1)) は evaluation map D\otimes D^{*}(1)\rightarrow \mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{ $\dagger$}(1) :  x\otimes f\mathrm{e}_{1}\mapsto

 f(x)\mathrm{e}_{1} から自然に誘導される射とする.

§2.5. Robba 環上の ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群に対する Bloch‐加藤 exponential 射の定義

V を G_{K} の p‐進表現とする.Bloch‐加藤の基本完全列

0\rightarrow \mathbb{Q}_{p}\rightarrow \mathrm{B}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{ $\varphi$=1}\oplus \mathrm{B}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{+}\rightarrow \mathrm{B}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}\rightarrow 0

に V をﾃﾝｿﾙした短完全列のｺﾎﾓﾛｼｰ長完全列をとることで完全列

0\rightarrow \mathrm{H}^{0}(K, V)\rightarrow \mathrm{H}^{0}(K, \mathrm{B}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{ $\varphi$=1}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}V)\oplus \mathrm{H}^{0}(K, \mathrm{B}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{+}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}V)\rightarrow \mathrm{H}^{0}(K, \mathrm{B}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}V)
\rightarrow \mathrm{H}^{1}(K, V)\rightarrow \mathrm{H}^{1}(K, \mathrm{B}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{ $\varphi$=1}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}V)\oplus \mathrm{H}^{1}(K, \mathrm{B}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{+}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}V)\rightarrow \mathrm{H}^{1}(K, \mathrm{B}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}V)
\rightarrow \mathrm{H}^{2}(K, V)\rightarrow \mathrm{H}^{2}(K, \mathrm{B}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{ $\varphi$=1}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}V)\rightarrow 0

が得られる.論文 [Na13] の最初の結果は,この完全列の ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群の場合への一般化に

関する次の定理である.

定理2.7. ([Na13] Theorem 2.8, Theorem 2.19)

(1) V を G_{K} の p‐進表現とする. V に関して関手的な次の同型が存在する.

(i) \mathrm{H}^{q}(K, V)\rightarrow\sim \mathrm{H}^{q}(K, \mathrm{D}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}(V)) ,

(ii) \mathrm{H}^{q}(K, \mathrm{B}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{ $\varphi$=1}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}V)\rightarrow\sim \mathrm{H}^{q}(K, D[1/t]) ,
(iii) \mathrm{H}^{q}(K, \mathrm{B}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{+}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}V)\rightarrow\sim \mathrm{H}^{q}(K, \mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{f}}^{+}(D)) , \mathrm{H}^{q}(K, \mathrm{B}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}V)\rightarrow\sim \mathrm{H}^{q}(K, \mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{f}}(D)) .

(2) D を \mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{ $\dagger$} 上の ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群とする. D に関して関手的な次の完全列が存在する.

dif (\mathrm{D})) \mathrm{H} (\mathrm{K}; \mathrm{D} if(D))

dif (\mathrm{D})) \mathrm{H} (\mathrm{K}; \mathrm{D} if(D))

(3) D=\mathrm{D}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}(V) のとき(1) の同型は,(2) の完全列と V に対して Bloch‐加藤の基本完全

列を用いて定義される長完全列との同型を誘導する.

註記.定理 (1) (i) はLiu [Li08] による.[Na13] Theorem 2.19ではより一般に,B‐
ﾍｱ W と対応する \mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{ $\dagger$} 上の ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群 Drig (W) に対して (1), (3) と同様の主張を証

明している.
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定義2.8. 上の定理 (2) の完全列の境界準同型

\mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{K}(D)=\mathrm{H}^{0}(K, \mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{f}}(D))\rightarrow \mathrm{H}^{1}(K, D)

を D のBloch‐加藤 exponential 射と呼び, \exp_{K,D} と書くことにする.定義より \exp_{K,D}
は \mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{K}(D)/\mathrm{I}^{7}\mathrm{i}1^{0}\mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{K}(D) を経由する.

D がde Rham の場合,双対 exponential 射を次のように定義する.まず,evaluation
map ev : D\otimes D^{*}(1)\rightarrow \mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{ $\dagger$}(1) と同型 \displaystyle \mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{K}(\mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}^{ $\dagger$}(1))=K\frac{1}{t}\mathrm{e}_{1}\rightarrow\sim K : \displaystyle \frac{a}{t} e1 \mapsto a(この同
型は \{$\zeta$_{p^{n}}\}_{n\geqq 1} の選び方によらない) により, K‐双線形なﾍｱﾘﾝｸ

[, ]_{\mathrm{d}\mathrm{R}}:\mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{K}(D)\times \mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{K}(D^{*}(1))\rightarrow \mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{K}(D\otimes D^{*}(1))\rightarrow \mathrm{e}\mathrm{v}\mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{K}(\mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{ $\dagger$}(1))\rightarrow\sim K
を得る.

定義2.9. 双対 exponential 射

\exp_{K,D}^{*} : \mathrm{H}^{1}(K, D^{*}(1))\rightarrow \mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{K}(D^{*}(1))

を,任意の x\in \mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{K}(D) , y\in \mathrm{H}^{1}(K, D^{*}(1)) に対し

\mathrm{T}\mathrm{r}_{K/\mathbb{Q}_{p}}([x, \exp_{K,D}^{*}(y)]_{\mathrm{d}\mathrm{R}})=<\exp_{K,D}(x) , y>

を満たす唯一の射と定義する. p‐進表現のときと同様に, \exp_{K,D}^{*} の像は \mathrm{I}^{7}\mathrm{i}1^{0}\mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{K}(D^{*}(1))
に含まれる.

\exp_{K,D} 及び \exp_{K,D}^{*} は,次のようにして明示的な方法で定義することが出来る.

命題2.10. ([Na13] Lemma 2.12, Proposition, 2.16)

(1) n\geqq n(D) を \mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{K}(D)=(\mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{f},n}(D))^{$\Gamma$_{K}} を満たす整数とする. x\in \mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{K}(D) に対し,
任意の m\geqq n に対して

$\iota$_{m}(\tilde{x})-x\in \mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{f},m}^{+}(D)
を満たす \tilde{x}\in(D^{(n)}[1/t])^{\triangle} を取る (このような \tilde{x} は必ず存在することが証明できる).
このとき, ( $\varphi$-1)\tilde{x}, ( $\gamma$-1)\tilde{x}\in D^{\triangle} であり,

\exp_{K,D}(x)=[(( $\gamma$-1)\tilde{x}, ( $\varphi$-1)\tilde{x})]\in \mathrm{H}^{1}(K, D)

が成り立つ.

(2) D はdeRham とする.このとき,射

g_{D} : \mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{K}(D)\rightarrow \mathrm{H}^{1}(K, \mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{f}}(D)) : x\mapsto[\log( $\chi$( $\gamma$))\otimes x]
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は同型であり, \exp_{K,D^{*}(1)}^{*} は合成写像

\mathrm{H}^{1}(K, D)\rightarrow \mathrm{H}^{1}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{n}(K, \mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{f}}(D))\rightarrow \mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{K}(D)g_{D}^{-1}
と一致する.ただし,can : \mathrm{H}^{1}(K, D)\rightarrow \mathrm{H}^{1} (K , Ddif (D)) は,can ([(x, y :=[$\iota$_{n}(x)] (
十分大きな n\geqq n(D) ) で定義される射とする.

§3. de Rham ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群に対する Perrin‐Riou exponential 射

この章では,de Rham ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群に対する Perrin‐Riou exponential 射に関して筆者

が得た結果を解説する.

§3.1. 解析的岩 \ovalbox{\tt\small REJECT} ｺﾎﾓﾛｼｰ

ここでは Pottharst [Po10], [Po11] に従い, P‐進表現の岩 \ovalbox{\tt\small REJECT} ｺﾎﾓﾛｼｰの Robba 環

上の ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群への一般化である解析的岩 \ovalbox{\tt\small REJECT} ｺﾎﾓﾛｼｰの理論を復習する.

$\Lambda$_{K}:=\displaystyle \lim_{\leftarrow n}\mathbb{Z}_{p}[$\Gamma$_{K}/$\Gamma$_{K_{n}}] を $\Gamma$_{K} の岩代数とする. [] : $\Gamma$_{K}\rightarrow$\Lambda$_{K} :  $\gamma$\mapsto[ $\gamma$] を,  $\gamma$ に対

して群環の元 [\overline{ $\gamma$}]\in \mathbb{Z}_{p}[$\Gamma$_{K}/$\Gamma$_{K_{n}}] を対応させることにより定まる射とする. $\Gamma$_{K}\rightarrow\sim\triangle_{K}\times \mathbb{Z}_{p}
( \triangle_{K} は $\Gamma$_{K} の捻れ部分群) と $\Gamma$_{K} を分解したとき, \{1\}\times \mathbb{Z}_{p} の生成元 (1, 1) を 1\otimes(1+X)
に対応させることで, \mathbb{Z}_{p} ‐代数の同型 $\Lambda$_{K}\rightarrow\sim \mathbb{Z}_{p}[\triangle_{K}]\otimes_{\mathrm{Z}_{p}}\mathbb{Z}_{p}[[X]] が得られる. \mathfrak{m}\subseteq$\Lambda$_{K} を

$\Lambda$_{K} のJacobson 根基とし,各 n\geqq 1 に対して $\Lambda$_{K,n}:=($\Lambda$_{K}[\displaystyle \frac{\mathfrak{m}^{n}}{p}])^{\wedge}\otimes_{\mathrm{Z}_{p}}\mathbb{Q}_{p} と定める (ここ

で, ($\Lambda$_{K}[\displaystyle \frac{\mathfrak{m}^{n}}{p}])^{\wedge} は $\Lambda$_{K}[\displaystyle \frac{\mathfrak{m}^{n}}{p}] の p‐進完備化とする). 自然な射 $\Lambda$_{K,n+1}\rightarrow$\Lambda$_{K,n} に関する射影

極限を $\Lambda$_{K,\infty}:=\displaystyle \lim_{\leftarrow n}$\Lambda$_{K,n} と記す.ﾘｼｯﾄ幾何的には, $\Lambda$_{K,\infty} は \mathbb{Z}_{p} 上の形式ｽｷｰﾑ

Spf() のBerthelot 生成ﾌｧｲﾊｰの大域切断として定義される.

\mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},\mathbb{Q}_{p}}^{+}:= { f(X) :=\displaystyle \sum_{n\geqq 0}^{\infty}a_{n}X^{n}|a_{n}\in \mathbb{Q}_{p}, f(X) は 0\leqq|X|<1 で収束する}と定義
すると,同型 $\Lambda$_{K}\rightarrow\sim \mathbb{Z}_{p}[\triangle_{K}]\otimes_{\mathrm{Z}_{p}}\mathbb{Z}_{p}[[X]] は同型 $\Lambda$_{K,\infty}\rightarrow\sim \mathbb{Q}_{p}[\triangle_{K}]\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}\mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},\mathbb{Q}_{p}}^{+} に一意的に延

びる.指標  $\eta$ : \triangle_{K}\rightarrow \mathbb{Q}_{p}^{\times} に対応する \mathbb{Q}_{p}[] のﾍｷ等元を e_{ $\eta$}:=\displaystyle \frac{1}{|\triangle_{K}|}\sum_{ $\gamma$\in\triangle_{K}} $\eta$( $\gamma$)^{-1}[ $\gamma$]
と記す. \triangle_{K}\wedge を \triangle_{K} の指標群とすると, $\Lambda$_{K,\infty}=\oplus_{ $\eta$\in\triangle_{K}}\wedge$\Lambda$_{K,\infty}e_{ $\eta$} と分解し,各成分 $\Lambda$_{K,\infty}e_{ $\eta$}
は \mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},\mathbb{Q}_{p}}^{+} と同型,特に整域となる.

各 n\geqq 1 に対し, $\Gamma$_{K} が作用する階数1の自由 $\Lambda$_{K,n} ‐加群 \overline{ $\Lambda$}_{K,n}^{ $\iota$}:=$\Lambda$_{K,n}e^{(n)} を,

 $\gamma$( $\lambda$ e^{(n)}) :=[ $\gamma$]^{-1} $\lambda$ e^{(n)}( $\gamma$\in$\Gamma$_{K},  $\lambda$\in$\Lambda$_{K,n}) と作用させることにより定める.

D を \mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{ $\dagger$} 上の ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群とする.  D\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}\overline{ $\Lambda$}_{K,n}^{ $\iota$}\wedge を  $\varphi$(x\otimes y):=\wedge $\varphi$(x)\otimes y\wedge,  $\gamma$(x\otimes y):=\wedge
 $\gamma$(x)\otimes[ $\gamma$]^{-1}y\wedge で定義される \mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K^{\wedge}}^{ $\dagger$}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}$\Lambda$_{K,n} 上の ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群とする (ここで, \otimes\wedge は \mathbb{Q}_{p^{-}}
Banach 空間の完備ﾃﾝｿﾙ積を \mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{ $\dagger$} の場合に自然に一般化したものである,詳細は
略 ) . D の場合と同様に,  D\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}\overline{ $\Lambda$}_{K,n}^{ $\iota$}\wedge に対して $\Lambda$_{K,n} ‐加群の複体  C_{ $\varphi,\ \gamma$,\triangle}(D\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}\overline{ $\Lambda$}_{K,n}^{ $\iota$})\wedge を定

義し, \mathrm{H}^{q}(K, D\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}\overline{ $\Lambda$}_{K,n}^{ $\iota$})\wedge:=\mathrm{H}^{q}(C_{ $\varphi,\ \gamma$,\triangle}(D\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}\overline{ $\Lambda$}_{K,n}^{ $\iota$}))\wedge と定義する.各  n\geqq 1 に対して自然

な射 $\Lambda$_{K,n+1}\rightarrow$\Lambda$_{K,n}:e^{(n+1)}\mapsto e^{(n)} は,射

\mathrm{H}^{q}(K, D\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}\overline{ $\Lambda$}_{K,n+1}^{ $\iota$})\wedge\rightarrow \mathrm{H}^{q}(K, D\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}\overline{ $\Lambda$}_{K,n}^{ $\iota$})\wedge
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を誘導する.

以上の準備の下, D の解析的岩 \ovalbox{\tt\small REJECT} ｺﾎﾓﾛｼｰを

\mathrm{H}_{\mathrm{I}\mathrm{w}}^{q}(K, D)_{\dot{4}_{n}-}:=1\mathrm{m}\mathrm{H}^{q}(K, D\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}\overline{ $\Lambda$}_{K,n}^{ $\iota$})\wedge
と定義する.これは $\Lambda$_{K,\infty} ‐加群になる.

$\Lambda$_{K,\infty} ‐加群 M,  $\eta$\in\triangle_{K}\wedge に対して,

(e_{ $\eta$}M)_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}}:= { m\in e_{ $\eta$}M| ある a(\neq 0)\in$\Lambda$_{K,\infty}e_{ $\eta$} が存在して am=0 }

とし, M_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}}:=\oplus_{ $\eta$\in\triangle_{K}}\wedge(e_{ $\eta$}M)_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}} と定める.

次に,有限生成 $\Lambda$_{K}‐加群のﾘｼｯﾄ幾何版に対応する次の定義を復習する. M を

$\Lambda$_{K,\infty} ‐加群とする. M がco‐admissible $\Lambda$_{K,\infty} ‐加群であるとは,各 n\geqq 1 に対して有限生

成 $\Lambda$_{K,n} ‐加群 M_{n} と同型 $\Lambda$_{K,n}\otimes_{$\Lambda$_{K,n+1}}M_{n+1}\rightarrow\sim M_{n} があり,同型 M\displaystyle \rightarrow\sim\lim_{\leftarrow n}M_{n} が存

在することと定義する.ﾘｼｯﾄ幾何的には co‐admissible $\Lambda$_{K,\infty} ‐加群とは,Spf ($\Lambda$_{K}) の

Berthelot 生成ﾌｧｲﾊｰ上のある連接層の大域切断と同型になる $\Lambda$_{K,\infty} ‐加群として定義

される.このとき,各 n\geqq 1 に対して自然な射 $\Lambda$_{K,n}\otimes_{$\Lambda$_{K,\infty}}M\rightarrow M_{n} は同型となること

が知られている.

Perrin‐Riou [Per92] による P‐進表現の岩 \ovalbox{\tt\small REJECT} ｺﾎﾓﾛｼｰの理論の一般化として,Pot‐
tharst は次の定理を証明した.

定理3.1. (Pottharst [Po10], [Po11])

(1) G_{K} の p ‐進表現 V に対して,関手的な同型

$\Lambda$_{K,\infty}\otimes_{$\Lambda$_{K}}\mathrm{H}_{\mathrm{I}\mathrm{w}}^{q}(K, V)\rightarrow\sim \mathrm{H}_{\mathrm{I}\mathrm{w}}^{q}(K, \mathrm{D}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}(V))

が存在する.

(2) \mathrm{H}_{\mathrm{I}\mathrm{w}}^{q}(K, D) はco‐admissible  $\Lambda$ K, \infty ‐加群となる.

(3)  q\neq 1 , 2に対し, \mathrm{H}_{\mathrm{I}\mathrm{w}}^{q}(K, D)=0.

(4) \mathrm{H}_{\mathrm{I}\mathrm{w}}^{1}(K, D)_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}}, \mathrm{H}_{\mathrm{I}\mathrm{w}}^{2}(K, D) は有限次元 \mathbb{Q}p‐ﾍｸﾄﾙ空間,特に co‐admissible 捻れ $\Lambda$_{K,\infty}-
加群となる.

(5) \mathrm{H}_{\mathrm{I}\mathrm{w}}^{1}(K, D)/\mathrm{H}_{\mathrm{I}\mathrm{w}}^{1}(K, D)_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}} は階数 [K :\mathbb{Q}_{p}] rank D の有限自由 $\Lambda$_{K,\infty} ‐加群.

\mathrm{H}_{\mathrm{I}\mathrm{w}}^{1}(K, D) は,  $\varphi$ の左逆作用素  $\psi$ を用いると,次のようにしてより直接的に記述す
ることが可能となる.まず, \mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{ $\dagger$}=\oplus_{i=0}^{p-1}(1+T)^{i} $\varphi$(\mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{ $\dagger$}) という事実と D の  $\varphi$‐構造

から,  D=\oplus_{i=0}^{p-1}(1+T)^{i} $\varphi$(D) となることが分かる.この事実を用いて,  $\psi$ :  D\mapsto D を

 $\psi$(\displaystyle \sum_{i=0}^{p-1}(1+T)^{i} $\varphi$(x_{i}))) :=x_{0} と定義する.定義より,  $\psi \varphi$=\mathrm{i}\mathrm{d}_{D} を満たし,特に  $\psi$ は全射

である.さらに,  $\Gamma$_{K} の (1+T)^{i} への作用の定義と,  $\varphi$ と  $\Gamma$_{K} の作用の可換性から,  $\psi$ と  $\Gamma$_{K}
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の作用も可換であることが分かる.この  $\psi$ を使って,複体  C_{\dot{ $\psi$}, $\gamma$,\triangle}(D) ,  C_{\dot{ $\psi$}, $\gamma$,\triangle}(D\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}\overline{ $\Lambda$}_{K,n}^{ $\iota$})\wedge
を,  C_{ $\varphi,\ \gamma$,\triangle}(D) ,  C_{ $\varphi,\ \gamma$,\triangle}(D\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}\overline{ $\Lambda$}_{K,n}^{ $\iota$})\wedge の定義に現れる全ての  $\varphi$ を  $\psi$ に入れ替えたものとし

て定義する.このとき,射

 C_{ $\varphi,\ \gamma$,\triangle}(D_{0})\rightarrow C_{\dot{ $\psi$}, $\gamma$,\triangle}(D_{0})

(D_{0}=D, D\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}\overline{ $\Lambda$}_{K,n}^{ $\iota$})\wedge を

 C_{ $\varphi,\ \gamma$,\triangle}(D_{0}) : [D_{0}^{\triangle} \rightarrow^{d_{1}} D_{0}^{\triangle}\oplus D_{0}^{\triangle} \rightarrow^{d_{2}} D_{0}^{\triangle}]
\downarrow \mathrm{i}\mathrm{d} \downarrow \mathrm{i}\mathrm{d}\oplus(- $\psi$) \downarrow- $\psi$

 C_{\dot{ $\psi$}, $\gamma$,\triangle}(D_{0}):[D_{0}^{\triangle}\rightarrow^{( $\gamma$-1,, $\psi$-1)}D_{0}^{\triangle}\oplus D_{0}^{\triangle}\rightarrow^{( $\psi$-1)\oplus(1- $\gamma$)}D_{0}^{\triangle}]
で定義する.  $\psi$ の全射性から,この複体の射は全射であり,核は

[0\rightarrow 0\oplus(D_{0}^{\triangle})^{ $\psi$=0}\rightarrow^{0\oplus(1- $\gamma$)}(D_{0}^{\triangle})^{ $\psi$=0}]

となる.この複体に関して次の定理が成り立つ.この定理は,ｴﾀｰﾙ ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群の場合

にはCherbonnier‐Colmez [CC98], [CC99] により,一般の場合にはLiu [Li08], Pottharst

[Po10] らにより証明された.

定理3.2.

(1) Do=D,  D\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}\overline{ $\Lambda$}_{K,n}^{ $\iota$}\wedge に対し,

(1- $\gamma$):(D_{0}^{\triangle})^{ $\psi$=0}\rightarrow(D_{0}^{\triangle})^{ $\psi$=0}

は同型となる.特に,複体の射 \{C_{ $\varphi,\ \gamma$,\triangle}(D\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}\overline{ $\Lambda$}_{K,n}^{ $\iota$})\wedge\rightarrow C_{ $\psi,\ \gamma$,\triangle}(D\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}\overline{ $\Lambda$}_{K,n}^{ $\iota$})\}_{n\geqq 1}\wedge の

系列は同型

\displaystyle \mathrm{H}_{\mathrm{I}\mathrm{w}}^{q}(K, D)\rightarrow\sim\lim_{n}\mathrm{H}^{q}(C_{ $\psi,\ \gamma$,\triangle}(D\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}\overline{ $\Lambda$}_{K,n}^{ $\iota$}))\leftarrow.\wedge
を導く.

(2) 次で定義される射は, $\Lambda$_{K,\infty} ‐加群の同型となる.

D^{ $\psi$=1}\displaystyle \rightarrow\sim\lim_{n}\mathrm{H}^{q}(C_{\dot{ $\psi$}, $\gamma$,\triangle}(D\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}\overline{ $\Lambda$}_{K,n}^{ $\iota$})):x\leftarrow\wedge\mapsto([(|$\Gamma$_{K,\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}}|\log_{0}( $\chi$( $\gamma$))p_{\triangle}(x\otimes 1),0)])_{n\geqq 1}\wedge.

ここで, |$\Gamma$_{K,\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}}| は $\Gamma$_{K} の捻れ部分群の位数, \log_{0}(a) :=\displaystyle \frac{\log(a)}{p^{v_{p}(\log(a))}} ,  p\displaystyle \triangle:=\frac{1}{|\triangle|}\sum_{ $\sigma$\in\triangle} $\sigma$\in
$\Lambda$_{K} とする.さらに, D のQp [$\Gamma$_{K}] ‐加群の構造は,一意的に連続 $\Lambda$_{K,\infty} ‐加群の構造に

延びることが知られており,これにより D^{ $\psi$=1} を $\Lambda$_{K,\infty} ‐加群とみなしている.

定理 (2) の同型と (1) の逆射の合成により, $\Lambda$_{K,\infty} ‐加群の同型

D^{ $\psi$=1}\rightarrow\sim \mathrm{H}_{\mathrm{I}\mathrm{w}}^{1}(K, D)
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を得る.

各 n\in \mathbb{Z}\geqq 0, k\in \mathbb{Z} に対して,

\mathrm{p}\mathrm{r}_{K_{n},k} : \mathrm{H}_{\mathrm{I}\mathrm{w}}^{q}(K, D)\rightarrow \mathrm{H}^{q}(K_{n}, D(k))

を,環準同型 h_{n,k} : $\Lambda$_{K,m} ! \mathbb{Q}_{p}[$\Gamma$_{K}/$\Gamma$_{K_{n}}] : [ $\gamma$]\mapsto $\chi$( $\gamma$)^{-k}[\overline{ $\gamma$}]^{-1} による  D\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}\overline{ $\Lambda$}_{K,m}^{ $\iota$}\wedge の底

変換

(D\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}\overline{ $\Lambda$}_{K,m}^{ $\iota$})\otimes_{$\Lambda$_{K,m},h_{n,k}}\mathbb{Q}_{p}[$\Gamma$_{K}/$\Gamma$_{K_{n}}]\wedge\rightarrow\sim D\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}\mathbb{Q}_{p}[$\Gamma$_{K}/$\Gamma$_{K_{n}}](k) : (x\otimes $\lambda$ e^{(m)})\otimes a\wedge\mapsto x\otimes h_{n,k}( $\lambda$)a\mathrm{e}_{k}

(ここで, \mathbb{Q}_{p}[$\Gamma$_{K}/$\Gamma$_{K_{n}}]:=\mathbb{Q}_{p}[$\Gamma$_{K}/$\Gamma$_{K_{n}}] は,  $\gamma$(x) :=[]x により定まる $\Gamma$_{K} ‐加群とする) か

ら自然に誘導される射

\mathrm{H}_{\mathrm{I}\mathrm{w}}^{q}(K, D)\rightarrow \mathrm{H}^{q}(K, D\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}\mathbb{Q}_{p}[$\Gamma$_{K}/$\Gamma$_{K_{n}}](k))

とShapiro の補題により定まる同型

\mathrm{H}^{q}(K, D\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}\mathbb{Q}_{p}[$\Gamma$_{K}/$\Gamma$_{K_{n}}](k))\rightarrow\sim \mathrm{H}^{q}(K_{n}, D(k))

の合成として定義する.また, k\in \mathbb{Z} に対して, \mathbb{Q}_{p^{-}} ﾍｸﾄﾙ空間の同型

f_{D,k} : \mathrm{H}_{\mathrm{I}\mathrm{w}}^{q}(K, D)\rightarrow\sim \mathrm{H}_{\mathrm{I}\mathrm{w}}^{q}(K, D(k))

を, \mathbb{Q}_{p}[ $\varphi,\ \Gamma$_{K}] ‐加群の同型 D\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}\overline{ $\Lambda$}_{K,n}^{ $\iota$}\wedge\rightarrow\sim D(k)\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}\overline{ $\Lambda$}_{K,n}^{ $\iota$}\wedge:x\otimes $\lambda$ e^{(n)}\wedge\mapsto x\mathrm{e}_{k}\otimes f_{k}( $\lambda$)e^{(n)}\wedge( こ

こで, f_{k}:$\Lambda$_{K,n}\rightarrow\sim$\Lambda$_{K,n}:[ $\gamma$]\mapsto $\chi$( $\gamma$)^{-k}[ $\gamma$]) により誘導される同型として定義する.

註記.射 \mathrm{p}\mathrm{r}_{K_{n},k} と f_{D} ,k(ただし, k\neq 0 ) の定義は \mathrm{e}_{k} の選び方,つまり \{$\zeta$_{p^{n}}\}_{n\geqq 0} の

選び方に依存する.

§3.2. p4微分方程式 Nrig(D)

ここでは,Berger [\mathrm{B}\mathrm{e}\mathrm{r}08\mathrm{b}] に従い,de Rham ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群 D に付随する Frobenius 作

用付きの p‐進微分方程式 Nrig (D) の構成法とその基本性質の復習をする.

捻れ元でない任意の  $\gamma$\in$\Gamma$_{K} に対して, \displaystyle \nabla_{0}:=\frac{\log([ $\gamma$])}{\log( $\chi$( $\gamma$))}\in$\Lambda$_{K,\infty} と定義する.これは

 $\gamma$ の選び方によらない.各  i\in \mathbb{Z} に対して \nabla_{i}:=\nabla_{0}-i\in$\Lambda$_{K,\infty} と定める. ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群 D

への \nabla 0 の作用は,Leibniz ﾙｰﾙ \nabla_{0}(ax)=\nabla_{0}(a)x+a\nabla_{0}(x)(a\in \mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{ $\dagger$}, x\in D) を満

たす. \nabla 0 は, \mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},F'}^{ $\dagger$} 上では \displaystyle \nabla 0=t(1+T)\frac{d}{dT} として作用する.

D を \mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{ $\dagger$} 上の de Rham ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群とする.このとき,各 n\geqq n(D) に対して

Ddif, n(D)=K_{n}((t))\otimes_{K}\mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{K}(D) が成り立つ.この同一視により, K_{n}[[t]]\otimes_{K}\mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{K}(D) は

Ddif,n(D) の $\Gamma$_{K} ‐作用で閉じている K_{n}[[t]] ‐latticeとなる.

定理3 \cdot 3. (Berger [\mathrm{B}\mathrm{e}\mathrm{r}08\mathrm{b}] ) D をde Rham ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群とする.各 n\geqq n(D) に対

して

Nrig (D)^{(n)}.=\{x\in D^{(n)}[1/t]|$\iota$_{m}(x)\in K_{m}[[t]]\otimes_{K}\mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{K}(D)(任意の m\geqq n)\}

と定め, \mathrm{N}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}(D) :=\mathrm{U}_{n}\mathrm{N}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}(D)^{(n)} と定める.このとき,次が成り立つ.
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(1) \mathrm{N}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}(D) は \mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{ $\dagger$} 上の ( $\varphi$,  $\Gamma$) 加群で,Nrig (D)[1/t]=D[1/t] が成り立つ.

(2) n\geqq n(D) に対して, \mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{f},n}^{+}(\mathrm{N}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}(D))=K_{n}[[t]]\otimes_{K}\mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{K}(D) が成り立つ.

(3) \nabla_{0}(\mathrm{N}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}(D))\subseteq t\mathrm{N}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}(D) が成り立つ.

註記.実際は,定理の条件 (1), (2) を満たす D[1/t] の部分 ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群として Nrig (D)
は一意的に定まり,(3) の条件は (1), (2) の条件から自動的に従う.

条件 (3) と等式 \hat{ $\Omega$}_{\mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{\uparrow/\mathbb{Q}_{p}}}^{1}=\mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{ $\dagger$}dT (これは, \mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},\mathbb{Q}_{p}}^{ $\dagger$}\subseteq \mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{ $\dagger$} が有限ｴﾀｰﾙで

あることから従う) を用いて,Nrig (D) に接続 \nabla_{D} を

\displaystyle \nabla_{D}:\mathrm{N}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}(D)\rightarrow \mathrm{N}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}(D)\otimes_{\mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{\uparrow}}\hat{ $\Omega$}_{\mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{\uparrow/\mathbb{Q}_{p}}}^{1}:x\mapsto\frac{\nabla_{0}(x)}{t}\otimes\frac{dT}{(1+T)}
と定義する.これは  $\varphi$(\nabla_{D}(x))=\nabla_{D}( $\varphi$(x)) を満たす.つまり,(Nrig (D),  $\varphi$, \nabla_{D} ) は \mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{ $\dagger$}
上の Frobenius 作用付きの p‐進微分方程式となる.

同様に,自然な同型 \mathrm{N}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}(D(-1))\rightarrow\sim \mathrm{N}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}(D)\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}\mathbb{Q}_{p}t\mathrm{e}_{-1} を用いて,微分作用素 @を

\partial : \displaystyle \mathrm{N}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}(D)\rightarrow \mathrm{N}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}(D(-1)):x\mapsto\frac{\nabla_{0}(x)}{t}\otimes t\mathrm{e}_{-1}
と定義する.

註記.@の定義も \mathrm{e}_{-1} の選び方,つまり \{$\zeta$_{p^{n}}\}_{n\geqq 0} の選び方に依存する.

§3 \cdot 3. de Rham (  $\varphi$ , r)‐加群に対する Perrin‐Riou exponential 射の定義

以上の準備の下,de Rham ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群に対して Perrin‐Riou exponential 射の一般化

と見なせる射を以下のようにして構成する.

まず,次の補題が成り立つ.

補題3 \cdot 4.  D をde Rham ( $\varphi$,  $\Gamma$)-T ｢｣ \ovalbox{\tt\small REJECT} とし, h\in \mathbb{Z}\geqq 1 を \mathrm{I}^{7}\mathrm{i}1^{-h}\mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{K}(D)=\mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{K}(D)
を満たす正整数とする.このとき,次が成り立つ.

(1) (D[1/t] の部分加群として) t^{h}\mathrm{N}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}(D)\subseteq D が成り立つ.

(2) \nabla_{h-1}\nabla_{h-2}\cdots\nabla_{0}(\mathrm{N}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}(D))\subseteq D が成り立つ.

Proof. (1) は, \mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{f},n}^{+}(\mathrm{N}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}(D))=K_{n}[[t]]\otimes_{K}\mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{K}(D) であることと, \mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{f},n}^{+}(D)=
\mathrm{I}^{7}\mathrm{i}1^{0}(K_{n}((t))\otimes_{K}\mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{K}(D)) であることから従う (詳細は略). (2) は,(1) と \nabla_{i}(t^{i}x)=
t^{i}\nabla_{0}(x) となることと定理3.3の条件 (3) から従う. \square 

この補題と定理3.2を用いて, \mathrm{I}^{7}\mathrm{i}1^{-h}\mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{K}(D)=\mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{K}(D) となる各 h\in \mathbb{Z}\geqq 1 に対して,

$\Lambda$_{K,\infty} ‐加群の射 \mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{p}_{D,h} を

\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{p}_{D,h} : \mathrm{H}_{\mathrm{I}\mathrm{w}}^{1}(K, \mathrm{N}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}(D))\rightarrow\sim \mathrm{N}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}(D)^{ $\psi$=1}\rightarrow D^{ $\psi$=1}\nabla_{h-1}\cdots\nabla_{0}\rightarrow\sim \mathrm{H}_{\mathrm{I}\mathrm{w}}^{1}(K, D)
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と定義する.

定義により, \mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{p}_{D,h} は次の性質を満たす.

補題3.5.

(1) \mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{p}_{D,h+1}=\nabla_{h}\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{p}_{D,h} .

(2) 次の図式は可換,

\mathrm{H}_{\mathrm{I}\mathrm{w}}^{1}(K, \mathrm{N}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}(D(1))) \rightarrow^{\partial} \mathrm{H}_{\mathrm{I}\mathrm{w}}^{1}(K, \mathrm{N}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}(D))

\downarrow \mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{p}_{D(1),h+1} \downarrow \mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{p}_{D,h}
\mathrm{H}_{\mathrm{I}\mathrm{w}}^{1}(K, D(1)) \rightarrow^{f_{D(1),,-1}} \mathrm{H}_{\mathrm{I}\mathrm{w}}^{1}(K, D) .

次に,各 n\in \mathbb{Z}\geqq 0 に対して \mathrm{H}_{\mathrm{I}\mathrm{w}}^{1}(K, \mathrm{N}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}(D)) から \mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{K_{n}}(D) への射

T_{D,K_{n}} : \mathrm{H}_{\mathrm{I}\mathrm{w}}^{1}(K, \mathrm{N}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}(D))\rightarrow \mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{K_{n}}(D)

を,十分大きな m\geqq n に対して定義される次の3つの射

\mathrm{H}_{\mathrm{I}\mathrm{w}}^{1}(K, \mathrm{N}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}(D))\rightarrow\sim \mathrm{N}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}(D)^{ $\psi$=1}\rightarrow$\iota$_{m}\mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{f},m}^{+}(\mathrm{N}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}(D))=K_{m}[[t]]\otimes_{K_{m}}\mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{K_{m}}(D) ,

K_{m}[[t]]\displaystyle \otimes_{K_{m}}\mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{K_{m}}(D)\rightarrow \mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{K_{m}}(D):\sum_{k=0}^{\infty}a_{k}t^{k}\mapsto a_{0},
\displaystyle \frac{1}{[K_{m}:K_{n}]}\mathrm{T}\mathrm{r}_{K_{m}/K_{n}} : \mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{K_{m}}(D)\rightarrow \mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{K_{n}}(D)

の合成として定義する.( ( $\psi$=1�という条件から,この射は m の取り方に依存しないこと

が分かる.

次の定理が [Na13] の主定理である.この定理は,射 \mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{p}_{D,h} が D の円分捻りのexpo‐
nential 射,及び双対 exponential 射を p‐進補間する射であることを意味している.

定理3.6. ([Na13] Theorem 3.10) D を \mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{ $\dagger$} 上の de Rham ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群とし,  h\in

\mathbb{Z}_{\geqq 1} を \mathrm{I}^{7}\mathrm{i}1^{-h}\mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{K}(D)=\mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{K}(D) を満たすものとする.このとき, \mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{p}_{D,h} は次の性質を

満たす.

(1) k\geqq 1 かつ \partial^{k}(x_{k})=x を満たす x_{k}\in \mathrm{H}_{\mathrm{I}\mathrm{w}}^{1}(K, \mathrm{N}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}(D(k))) が存在するとき,または,
0\geqq k\geqq-(h-1) で x_{k}:=\partial^{-k}x\in \mathrm{H}_{\mathrm{I}\mathrm{w}}^{1}(K, \mathrm{N}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}(D(k))) とするとき,

\displaystyle \mathrm{p}\mathrm{r}_{K_{n},k}(\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{p}_{D,h}(x))=\frac{(-1)^{h+k-1}(h+k-1)!|$\Gamma$_{K_{n},\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}}|}{p^{m(K_{n})}}\exp_{K_{n},D(k)}(T_{D(k),K_{n}}(x_{k}))
が任意の n\in \mathbb{Z}_{\geqq 0} で成り立つ.
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(2) -h\geqq k のとき,

\displaystyle \exp_{K_{n},D^{*}(1-k)}^{*}(\mathrm{p}\mathrm{r}_{K_{n},k}(\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{p}_{D,h}(x))=\frac{|$\Gamma$_{K_{n},\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}}|}{(-h-k)!p^{m(K_{n})}}T_{D(k),K_{n}}(\partial^{-k}(x))
が任意の n\in \mathbb{Z}\geqq 0 で成り立つ.

ただし, m(K_{n}) :=\displaystyle \min\{v_{p}(\log( $\chi$( $\gamma$))| $\gamma$\in$\Gamma$_{K_{n}}\} と定める.

註記.定理の等式に現れる (h+k-1)! や \displaystyle \frac{1}{(-h-k)!} などの数は,ｶﾝﾏ関数  $\Gamma$(z) の

整数点での特殊値 (Taylor 展開の先頭項の係数)F (n)=(n-1)!(n\geqq 1) , $\Gamma$^{*}(n)=\displaystyle \frac{(-1)^{n}}{(-n)!}
と関係している.

§3.4. \mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{p}_{D,h} の行列式:  $\delta$ (V)‐予想の一般化

Perrin‐Riou exponential 射を  P‐進 L‐関数の研究へ応用する際には,それの �(逆写像�

を用いて,ｵｲﾗｰｼｽﾃﾑから得られる岩 \ovalbox{\tt\small REJECT} ｺﾎﾓﾛｼｰの元から p‐進 L‐関数を構成

することが重要となる.よって,Perrin‐Riou exponential射の �(行列式� をなるべく具体的

に計算することが重要な問題になる.そこで本節では, \mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{p}_{D,h} の行列式に関する公式 (こ
こでは定理  $\delta$(D) と呼ぶ) を解説したい.

この公式は,co‐admissible $\Lambda$_{K,\infty} ‐加群の特性ｲﾃｱﾙの概念を用いて定式化される

ので,まずはこの概念を復習する. M をco‐admissible 捻れ $\Lambda$_{K,\infty} ‐加群とする.このとき,
各 n\geqq 1 に対し M_{n}:=$\Lambda$_{K,n}\otimes_{$\Lambda$_{K,\infty}}M は有限生成捻れ $\Lambda$_{K,n}‐加群である.すると, $\Lambda$_{K,n}
は単項ｲﾃｱﾙ整域の有限個の直積なので, M_{n} の特性ｲﾃｱﾙchar $\Lambda$_{K,n}(M_{n})\subseteq$\Lambda$_{K,n}
を定義することが出来る.このとき,任意の n\geqq 1 に対して等号char$\Lambda$_{K,\infty}(M)\cdot$\Lambda$_{K,n}=

\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}_{$\Lambda$_{K,n}}(M_{n}) を満たす $\Lambda$_{K,\infty} の単項ｲﾃｱﾙ \mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}_{$\Lambda$_{K,\infty}}(M) が唯一つ存在することが知

られている (Lazard の定理). この単項ｲﾃｱﾙ \mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}_{$\Lambda$_{K,\infty}}(M) を M の特性ｲﾃｱﾙと呼

ぶことにする.

次に, M_{1} , M2をco‐admissible $\Lambda$_{K,\infty} ‐加群で,かつ M_{1}/M_{1,\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}} , M_{2}/M_{2,\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}} が同じ階

数の有限自由 $\Lambda$_{K,\infty} ‐加群となっているものとする. f : M_{1}\rightarrow M_{2} を $\Lambda$_{K,\infty} ‐加群の射と

し, \overline{f}:M_{1}/M_{1,\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}}\rightarrow M_{2}/M_{2,\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}} を f から誘導される射とする.このとき, f の行列式

\det_{$\Lambda$_{K,\infty}}(f:M_{1}\rightarrow M_{2}) を

\det_{$\Lambda$_{K,\infty}}(f:M_{1}\rightarrow M_{2}) :=\det_{$\Lambda$_{K,\infty}}(\overline{f}:M_{1}/M_{1,\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}}\rightarrow M_{2}/M_{2,\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}})
\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}_{$\Lambda$_{K,\infty}}(M_{1,\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}})^{-1}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}_{$\Lambda$_{K,\infty}}(M_{2,\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}})\subseteq \mathrm{I}^{7}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{c}($\Lambda$_{K,\infty})

で定まる $\Lambda$_{K,\infty} の単項分数ｲﾃｱﾙとして定義する.

以上の概念を,射 \mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{p}_{D,h} : \mathrm{H}_{\mathrm{I}\mathrm{w}}^{1}(K, \mathrm{N}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}(D))\rightarrow \mathrm{H}_{\mathrm{I}\mathrm{w}}^{1}(K, D) に対して適応することで

(適応可能なことは定理3.1が保証している), $\Lambda$_{K,\infty} の単項分数ｲﾃｱﾙ

\det_{$\Lambda$_{K,\infty}}(\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{p}_{D,h}:\mathrm{H}_{\mathrm{I}\mathrm{w}}^{1}(K, \mathrm{N}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}(D))\rightarrow \mathrm{H}_{\mathrm{I}\mathrm{w}}^{1}(K, D))

が定義される.この行列式に関して次の定理が成り立つ.
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定理3 \cdot 7. (  $\delta$(D), [\mathrm{N}\mathrm{a}13] Theorem 3. 14) D を階数 d の \mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{ $\dagger$} 上の de Rham ( $\varphi$,  $\Gamma$)-
加群, D のHodge‐Tate 重みを (重複度も込めて){hl; h2, \cdot \cdot\cdot

,  h_{d} } とする. \mathrm{I}^{7}\mathrm{i}1^{-h}\mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{K}(D)=
\mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{K} (D)
-\backslash \perp .を満たす任意の  h\in \mathbb{Z}\geqq 1 に対して, $\Lambda$_{K,\infty} の単項分数ｲﾃｱﾙの次の等式が成り

\displaystyle \frac{1}{($\Pi$_{i=1}^{d}$\Pi$_{j_{i}=0}^{h-h_{i}-1}\nabla_{h_{i}+j_{i}})^{[K:\mathrm{Q}_{p}]}}\det_{$\Lambda$_{K,\infty}}(\mathrm{H}_{\mathrm{I}\mathrm{w}}^{1}(K, \mathrm{N}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}(D))\rightarrow \mathrm{H}_{\mathrm{I}\mathrm{w}}^{1}(K, D))\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{p}_{D,h}
=\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}_{$\Lambda$_{K,\infty}}(\mathrm{H}_{\mathrm{I}\mathrm{w}}^{2}(K, D))(\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}_{$\Lambda$_{K,\infty}}\mathrm{H}_{\mathrm{I}\mathrm{w}}^{2}(K, \mathrm{N}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}(D)))^{-1}.

註記.定理より,左辺は h に依存しないことが分かる.

§3.5. ｸﾘｽﾀﾘﾝ ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群の場合

本節では, K が \mathbb{Q}_{p} 上不分岐で D がｸﾘｽﾀﾘﾝの場合に,§3.3, §3.4の結果と
Perrin‐Riou exponential 射について以前に知られていた結果とを比較する.

以下, K は \mathbb{Q}_{p} 上不分岐 (つまり, K=F ) であるとする.このとき,  $\chi$ :  $\Gamma$_{K}\rightarrow\sim$\Gamma$_{\mathbb{Q}_{p}}\rightarrow\sim
\mathbb{Z}_{p}^{\times} は同型であり,特に $\Lambda$_{K,\infty}\rightarrow\sim$\Lambda$_{\mathbb{Q}_{p},\infty}=:$\Lambda$_{\infty} となっている.さらに,

\mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{ $\dagger$} := { f(T)=\displaystyle \sum_{n\in \mathrm{Z}}a_{n}T^{n}|a_{n}\in K , ある 0\leqq r<1 があり f(T) は r\leqq|T|<1 で収束する},

 $\varphi$(f(T)):=\displaystyle \sum_{n\in \mathrm{Z}} $\varphi$(a_{n})((T+1)^{p}-1)^{n},  $\gamma$(f(T)):=\sum_{n\in \mathrm{Z}}a_{n}((T+1)^{ $\chi$( $\gamma$)}-1)^{n}
となっていることに注意する.これより, ( $\varphi$,  $\psi,\ \Gamma$_{K}) ‐作用で保たれる \mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{ $\dagger$} の部分環

\mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{+}:= { f(T)=\displaystyle \sum_{n\geqq 0}a_{n}T^{n}|f(T) は 0\leqq|T|<1 で収束する}

を定義することが出来る.さらに,重要な事実として,次で定義される射

$\Lambda$_{\infty}\rightarrow\sim(\mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},\mathbb{Q}_{p}}^{+})^{ $\psi$=0}: $\lambda$\mapsto $\lambda$\cdot(1+T)
は $\Lambda$_{\infty} ‐線形な同型射となることが知られている.

D を \mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{ $\dagger$} 上のｸﾘｽﾀﾘﾝ ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群とする.特に,同型 \mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{ $\dagger$}[1/t]\otimes_{K}\mathrm{D}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{K}(D)\rightarrow\sim
 D[1/t] が成り立っている.

我々の結果と従来の結果を比較するためには, \mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{p}_{D,h} の定義域Nrig (D)^{ $\psi$=1} と(従来
の ) Perrin‐Riou exponential 射の定義域 $\Lambda$_{\infty}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}\mathrm{D}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{K}(D) とを比較することが重要であ

る.まず, \mathrm{N}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}(D) の特徴付けから次の補題が成り立つ.

補題3.8. (D[1/t] の部分 ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群としての)次の等式が成り立つ.

\mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{ $\dagger$}\otimes_{K}\mathrm{D}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{K}(D)=\mathrm{N}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}(D) .
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この補題により, (\mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{+}\otimes_{K}\mathrm{D}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{K}(D))^{ $\psi$=1} はNrig (D)^{ $\psi$=1} の部分 $\Lambda$_{\infty} ‐加群となる.

次に, (\mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{+}\otimes_{K}\mathrm{D}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{K}(D))^{ $\psi$=1} と $\Lambda$_{\infty}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}\mathrm{D}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{K}(D) を比較する.まず,同型 $\Lambda$_{\infty}\rightarrow\sim

(\mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},\mathbb{Q}_{p}}^{+})^{ $\psi$=0} :  $\lambda$\mapsto $\lambda$\cdot(1+T) より,次の同型を得る

$\Lambda$_{\infty}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}\mathrm{D}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{K}(D)\rightarrow\sim(\mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},\mathbb{Q}_{p}}^{+})^{ $\psi$=0}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}\mathrm{D}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{K}(D)=(\mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{+}\otimes_{K}\mathrm{D}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{K}(D))^{ $\psi$=0}.
$\Lambda$_{\infty} ‐加群の射

\triangle : \mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{+}\otimes_{K}\mathrm{D}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{K}(D)\rightarrow\oplus_{k\geqq 0}t^{k}\mathrm{D}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{K}(D)/(1- $\varphi$)(t^{k}\mathrm{D}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{K}(D))
を

\triangle(f(T)\otimes x):=(\overline{t^{k}\cdot\partial^{k}(f)(0)\cdot x})_{k\geqq 0}
で定義する.この射に関して次の補題が成り立つ.

補題3 \cdot 9. ( [Per941 §2.2, [Na13] Lemma 3.18) 次の完全列が存在する.

0\rightarrow(\mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{+}\otimes_{K}\mathrm{D}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{K}(D))^{ $\varphi$=1}\rightarrow(\mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{+}\otimes_{K}\mathrm{D}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{K}(D))^{ $\psi$=1}
\rightarrow^{1- $\varphi$}(\mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{+}\otimes_{K}\mathrm{D}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{K}(D))^{ $\psi$=0}\rightarrow\triangle\oplus_{k\geqq 0}t^{k}\mathrm{D}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{K}(D)/(1- $\varphi$)(t^{k}\mathrm{D}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{K}(D))\rightarrow 0.

特に,同型

(1- $\varphi$):(\mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{+}\otimes_{K}\mathrm{D}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{K}(D))^{ $\psi$=1}/(\mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{+}\otimes_{K}\mathrm{D}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{K}(D))^{ $\varphi$=1}\rightarrow\sim($\Lambda$_{\infty}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}\mathrm{D}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{K}(D))^{\triangle=0}
を得る.

定義3. 10. D を \mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{ $\dagger$} 上のｸﾘｽﾀﾘﾝ ( $\varphi$,  $\Gamma$)- 加群, h\in \mathbb{Z}\geqq 1 を \mathrm{I}^{7}\mathrm{i}1^{-h}\mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{K}(D)=
\mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{K}(D) を満たす整数とする.このとき, $\Lambda$_{\infty} ‐加群の射

$\Omega$_{D,h} : ($\Lambda$_{\infty}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}\mathrm{D}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{K}(D))^{\triangle=0}\rightarrow \mathrm{H}_{\mathrm{I}\mathrm{w}}^{1}(K, D)/\mathrm{H}_{\mathrm{I}\mathrm{w}}^{1}(K, D)_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}}
を次の射の合成として定義する,

$\Omega$_{D,h}:($\Lambda$_{\infty}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}\mathrm{D}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{K}(D))^{\triangle=0}\rightarrow^{(1- $\varphi$)^{-1}}(\mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{+}\otimes_{K}\mathrm{D}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{K}(D))^{ $\psi$=1}/(\mathrm{B}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{+}\otimes_{K}\mathrm{D}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{K}(D))^{ $\varphi$=1}
canonical injection

\rightarrow \mathrm{N}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}(D)^{ $\psi$=1}/\mathrm{N}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}(D)^{ $\varphi$=1}\rightarrow\sim \mathrm{H}_{\mathrm{I}\mathrm{w}}^{1}(K, \mathrm{N}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}(D))/\mathrm{H}_{\mathrm{I}\mathrm{w}}^{1}(K, \mathrm{N}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}(D))_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}}
\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{p}_{D,h}

\rightarrow \mathrm{H}_{\mathrm{I}\mathrm{w}}^{1}(K, D)/\mathrm{H}_{\mathrm{I}\mathrm{w}}^{1}(K, D)_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}}

(ここで,一般の D に対して D^{ $\varphi$=1}\rightarrow\sim \mathrm{H}_{\mathrm{I}\mathrm{w}}^{1}(K, D)_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}} となる事実を用いた).

註記. V を G_{K} のｸﾘｽﾀﾘﾝ表現とする.自然な同型

\mathrm{D}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{K}(V)\rightarrow\sim \mathrm{D}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{K}(\mathrm{D}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}(V)) , $\Lambda$_{\infty}\otimes_{$\Lambda$_{K}}\mathrm{H}_{\mathrm{I}\mathrm{w}}^{1}(K, V)\rightarrow\sim \mathrm{H}_{\mathrm{I}\mathrm{w}}^{1}(K, \mathrm{D}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}(V))

を用いて,

$\Omega$_{V,h}:($\Lambda$_{\infty}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}\mathrm{D}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{K}(V))^{\triangle=0}\rightarrow\sim($\Lambda$_{\infty}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}\mathrm{D}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{K}(\mathrm{D}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}(V))^{\triangle=0}

\rightarrow \mathrm{H}_{\mathrm{I}\mathrm{w}}^{1}(K, \mathrm{D}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}(V))/\mathrm{H}_{\mathrm{I}\mathrm{w}}^{1}(K, \mathrm{D}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}(V))_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}}$\Omega$_{\mathrm{D}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}(V),h}\rightarrow\sim$\Lambda$_{\infty}\otimes_{$\Lambda$_{K}}(\mathrm{H}_{\mathrm{I}\mathrm{w}}^{1}(K, V)/\mathrm{H}_{\mathrm{I}\mathrm{w}}^{1}(K, V)_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}})
と定義すると,これは Perrin‐Riou exponential 射([Per94]) と一致することがBerger

により証明されている ([Ber03]).
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定理3.11. (\mathrm{P}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{n}-\mathrm{R}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{u}^{\text{’}}\mathrm{s} $\delta$(D))D をｸﾘｽﾀﾘﾝ ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群,{ h_{1} , ;hd} を

D のHodge‐Tate 重み, h\in \mathbb{Z}\geqq 1 を \mathrm{I}^{7}\mathrm{i}1^{-h}\mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{K}(D)=\mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{K}(D) となる整数とする.このと

き, $\Lambda$_{\infty} の単項分数ｲﾃｱﾙの次の等式が成り立つ.

\displaystyle \frac{1}{($\Pi$_{1\leqq i\leqq d}\nabla_{h_{i}}\nabla_{h_{i}+1}\cdots\nabla_{h-1})^{[K:\mathrm{Q}_{p}]}}\det_{$\Lambda$_{\infty}}($\Omega$_{D,h}:$\Lambda$_{\infty}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}\mathrm{D}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{K}(D)\rightarrow \mathrm{H}_{\mathrm{I}\mathrm{w}}^{1}(K, D))
=\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}_{$\Lambda$_{\infty}}(\mathrm{H}_{\mathrm{I}\mathrm{w}}^{2}(K, D

註記.この定理の主張は,ｸﾘｽﾀﾘﾝ表現の場合にPerrin‐Riou [Per94] により予

想された.Perrin‐Riou はさらに,｢ \mathrm{H}_{\mathrm{I}\mathrm{w}}^{1}(K, V) と \mathrm{H}_{\mathrm{I}\mathrm{w}}^{1}(K, V^{*}(1)) との自然なﾍｱﾘﾝｸ
と $\Lambda$_{\infty}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}\mathrm{D}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{K}(V) と $\Lambda$_{\infty}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}\mathrm{D}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{K}(V^{*}(1)) との自然なﾍｱﾘﾝｸが $\Omega$_{V,h} と $\Omega$_{V^{*}(1),1-h}
に対して両立している｣ という Rec(V) と呼ばれる予想を立て,  $\delta$(V) がこの予想から従

うことを証明した.その後,Rec(V) がColmez [Col98], 加藤‐栗原‐辻 [KKT96], Benois

[Ben00] らによって証明され,結果として  $\delta$(V) も証明された.

一方,Pottharst [Po11] はｽﾛｰﾌﾌｨﾙﾄﾚｲｼｮﾝ定理と呼ばれる重要な定理を

用いて p‐進表現の場合に帰着させるという方法で,  $\delta$(D)‐定理をｸﾘｽﾀﾘﾝ ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐加群

の場合に拡張した.

§3.4の  $\delta$(D) とPerrin‐Riou の  $\delta$(D) との比較に関して,我々は次の命題を証明した.

命題3.12. ([Na13] Proposition 3.24) 上の定理の状況で, $\Lambda$_{\infty} の単項分数ｲﾃｱ

ﾙの次の等式が成り立つ.

\det_{$\Lambda$_{\infty}} (\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{p}_{D,h} : \mathrm{H}_{\mathrm{I}\mathrm{w}}^{1}(K, N_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}(D))\rightarrow \mathrm{H}_{\mathrm{I}\mathrm{w}}^{1}(K, D))\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}_{$\Lambda$_{\infty}}(\mathrm{H}_{\mathrm{I}\mathrm{w}}^{2}(K, N_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}(D)))
=\det_{$\Lambda$_{\infty}}($\Omega$_{D,h} : $\Lambda$_{\infty}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}\mathrm{D}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{K}(D)\rightarrow \mathrm{H}_{\mathrm{I}\mathrm{w}}^{1}(K, D

特に, K が不分岐で D がｸﾘｽﾀﾘﾝのとき,定理3.8と定理3.13は同値である.

註記.定理3.8の証明では,Rec(V) に相当する定理もｽﾛｰﾌﾌｨﾙﾄﾚｲｼｮ

ﾝ定理も使わない.よってこの命題により,Perrin‐Riou の  $\delta$(D) のより直接的な別証明が

得られたことになる.

註記.上で説明したように, D がｸﾘｽﾀﾘﾝの場合は, \mathrm{H}_{\mathrm{I}\mathrm{w}}^{1} (K , Nrig (D)) と $\Lambda$_{\infty}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}
\mathrm{D}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{K}(D) とを明示的な仕方で関係づけることが出来た. $\Omega$_{D,h} の逆写像を用いた p‐進L‐

関数の構成では, $\Lambda$_{\infty}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}\mathrm{D}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{K}(D) の基底として \mathrm{D}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{K}(D) の  $\varphi$ の固有ﾍｸﾄﾙからなる

基底が取れるという事実が重要である.これらの事実を鑑みると,ｸﾘｽﾀﾘﾝでない場
合に  p‐進 L‐関数の構成を一般化するためには, $\Lambda$_{K,\infty} ‐加群 \mathrm{H}_{\mathrm{I}\mathrm{w}}^{1}(K, \mathrm{N}_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}(D)) と \mathrm{D}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{K}(D) ,

より一般に Dpst (D) との関係を調べることが重要になってくると思われる.
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