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二次超曲面の完全交叉とガロアコホモロジー

(Complete intersection of two quadrics and Galois

cohomology: a research announcement)

By

石塚裕大 (Yasuhiro IsHITSUKA)

Abstract

In this paper, we give an overview of a method of explicit 2‐descent for hyperelliptic
Jacobian varieties ([1]), and relate it to the set of complete intersections of two quadrics. This

is an announcement of the results contained in the paper [4].

§1. 序

この論文の目的は超楕円曲線のJacobi多様体の降下を述べ,それをもとに [4] におけ

る主結果とその証明を概説することである.まず第2節では降下の一般論の概説を行い,
第3節では Bruin‐Flynn([1]) によるより具体的な議論を紹介する.そして第4節では主

結果を述べ,証明の概略を説明する.

§2. 2‐降下理論

大域体上の Abel 多様体 A が具体的な形で与えられたとする. A についてその Mordell‐

Weil 階数を計算することは一般に難しい.一方で Mordell−Weil 階数の上界を求める方法と

して,降下 (descent) と呼ばれる一群の手法がある.この節では, A の2倍写像 [2] : A\rightarrow A

に伴つた2‐降下を紹介する.

以下では,特に断りのない限り体 k は標数が2でない完全体とし, k^{s} は k の分離閉包

とする.Gk :=\mathrm{G}\mathrm{a}1(k^{s}/k) を k の絶対 Galois 群とする. k 上定義された Abel 多様体 A に

ついて,次の Gk‐加群の短完全列を考える.

0\rightarrow A[2](k^{s})\rightarrow^{ $\iota$}A(k^{s})\rightarrow^{[2]}A(k^{s})\rightarrow 0.
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ここで [2] はAbel 多様体の2倍写像である.この短完全列について Galois コホモロジー

の長完全列を部分的に見ると,次の完全列が得られる.

0\rightarrow A(k)/2A(k)\rightarrow H^{1}(G_{k}, A[2](k^{s}))\rightarrow^{$\iota$_{*}}H^{1}(G_{k}, A(k^{s})) [2]\rightarrow 0.

このうち H^{1}(G_{k}, A[2](k^{s})) と H^{1}(G_{k}, A(k^{s})) の元は, k 上定義された代数多様体の同型類

としての解釈が可能だつたことを思い出そう.必要な概念の定義を思い出しておく.

定義2.1. A のtorsor (X,  $\rho$) とは,単純推移的な A の作用  $\rho$:A\times X\rightarrow X の入っ

た k 上定義された代数多様体 X である.二つの torsor が同値であるとは,作用と整合す
る k 上の代数多様体としての同型があることを意味する.自明な torsor は A と群法則

m:A\times A\rightarrow A の組 (A, m) と同値な torsor のことである.

定義2.2. A の2‐covering (X,  $\pi$) とは, k 上定義された代数多様体 X と k 上の射

 $\pi$:X\rightarrow A の組で,ある k^{s} 上の同型 f:X_{k^{\mathrm{s}}}\rightarrow\sim A_{k^{\mathrm{s}}} について,  $\pi$=[2]\circ f を満たすもので

ある.二つの2‐covering (X,  $\pi$) , (X', $\pi$') が同型であるとは,  $\pi$=$\pi$'\circ g を満たす k 上の同

型 g:X\rightarrow\sim X' が存在する場合を指す.自明な2‐covering は (A, [2]) と同型な2‐covering
のことである.

2‐covering には自然に \mathrm{t} orsor の構造が入る.しかし2‐covering の同型は \mathrm{t} orsor の同

値より強い.このことを表したのが次の命題である.

命題2.3 (cf. [3, Section 2次の図式は可換である.ここで $\iota$_{*} は  $\iota$ から誘導され

る写像である.

 H^{1}(G_{k}, A[2](k^{s}))\rightarrow^{$\iota$_{*}}H^{1}(G_{k}, A ( ks ) )

1:1\uparrow \uparrow 1:1
{A の2‐covering の同値類} \rightarrow {A のtorsor の同値類}

さらに $\iota$_{*} の核は A(k)/2A(k) に同型である.この集合は, k‐有理点をもつ2‐covering X の

同型類の集合と全単射になる.

命題の後半は,torsor X が自明であるための必要十分条件が,  X(k)\neq\emptyset であること

を使えばただちにわかる.そこで  k‐有理点をもつ2‐covering X のことを可解(soluble, ま

たはsolvable) な2‐coveringと呼ぶことにしよう.
いま k を大域体とする.2‐Selmer群 S^{(2)}(A/k) は,各局所体 k_{v} で可解,すなわち局所

可解 (locally soluble) な2‐covering全体として解釈される.すなわち Galois コホモロジー

の言葉で書くと,

S^{(2)}(A/k) :=\displaystyle \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(H^{1}(G_{k}, A[2])\rightarrow\prod_{v}H^{1}(G_{k_{v}}, A))
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である.

2‐Selmer群は有限群であり,また定義から A(k)/2A(k) が部分群として入っている.

従って,

2^{\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}A(k)}\leq\#(A(k)/2A(k))\leq\# S^{(2)}(A/k)

であるから,Selmer 群の位数を求めれば A の Mordell−Weil 階数が上から抑えられること

になる.

§3. 超楕円曲線の Jacobi 多様体の場合

前節に引き続き, k を標数が2でない完全体とする.以降は, A が k‐有理的な Weier‐

strass 点を持つ k 上の非特異超楕円曲線 C のJacobi 多様体 Jc である場合のみ取り扱う.

これは [7, Chapter \mathrm{X} ] で扱われているような,楕円曲線の降下の延長でもある.
g\geq 2 を正整数とする. C を体 k 上定義される非特異射影的代数曲線で,次のアフィ

ンモデルを持つものとする :

y^{2}=f(x)=x^{2g+1}+c_{2}x^{2g}+c_{4}x^{2g-1}+c_{6}x^{2g-2}+\cdots+c_{4g+2}.

ここで f(x) は k‐係数の,分離的な 2g+1 次多項式である. f(x) の根を $\alpha$_{i}(1\leq i\leq 2g+1)
とおく.さらに Jc は C のJacobi 多様体, \mathcal{O}\in J_{C}(k) をその単位元とする.

このとき C は射影直線 \mathbb{P}_{k}^{1} への2:1の被覆写像  $\pi$:C\rightarrow \mathbb{P}_{k}^{1} を持つ,種数 g の超楕円

曲線であり, C のWeierstrass 点の集合  $\Omega$ は  $\pi$ の分岐点全体の集合と一致する.分岐点の

うち  1= (0:1)\in \mathbb{P}_{k}^{1} 上にある点 P は k‐有理点である.そこでその他の分岐点を,

$\Omega$':= $\Omega$\backslash \{P\}

=\{$\omega$_{i}=($\alpha$_{i}, 0)\}_{1\leq i\leq 2g+1}

とおく.するとJacobi 多様体の2‐torsion部分群 J_{C}[2](k^{s}) は,

$\Omega$_{0}':=\{($\omega$_{i})-(P)\in J_{C}(k^{s})\}

で生成されること,また関係式は

\displaystyle \sum_{i=1}^{2g+1}(($\omega$_{i})-(P))=0
のみであることが分かる.Jc[2] のWeil ペアリングを

e_{2}:J_{C}[2](k^{s})\times J_{C}[2](k^{s})\rightarrow$\mu$_{2}(k^{s})

と書くことにする.
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k‐代数 L を L=k[T]/(f(T)) として定義する. L は k 上 (2g+1)‐次元のエタール k‐

代数である. T の L における像を  $\theta$ と書く.すると次の同型がある.

 $\varphi$=\displaystyle \bigoplus_{i=1}^{2g+1}$\varphi$_{i}:L\otimes_{k}k^{s}\rightarrow\sim\bigoplus_{i=1}^{2g+1}k^{s},
 $\theta$\mapsto($\alpha$_{i})_{i}.

さらに $\mu$_{2,L} を1の2乗根のなす Spec L 上の群スキーム, {\rm Res}_{L/k$\mu$_{2,L}} をその Weil restriction

とする.

命題3.1 ([6]). 次の写像は単射である.

 $\mu$:J_{C}[2](k^{s})\rightarrow({\rm Res}_{L/k}$\mu$_{2,L})(k^{s})
R\mapsto(e_{2}(($\omega$_{i})-(P), R))_{1\leq i\leq 2g+1}

((その像はノルム写像 \mathrm{N}_{L/k}:({\rm Res}_{L/k$\mu$_{2,L}})(k^{s})\rightarrow$\mu$_{2,k}(k^{s}) の核 (N(k^{s}) とおく)に一致し,
自然な商準同型を通じて商群 (({\rm Res}_{L/k}$\mu$_{2,L})/$\mu$_{2,k})(k^{s}) にも同型である.

証明.単射性は Weil ペアリングの非退化性と, $\Omega$_{0}' がJc[2] (k^{s}) を生成することから従

う.2番目の主張は, N(k^{s}) とJc[2] (k^{s}) の元の数が一致するので,包含関係  $\mu$ (  J_{C} [2] (ks)) \subset

 N(k^{s}) を示せばよい.いま同型  $\varphi$ を用いると,

\displaystyle \mathrm{N}_{L/k}( $\beta$)=\prod_{i=1}^{2g+1}$\varphi$_{i}( $\beta$)
であるから, R\in J_{C} [2] (k^{s}) をとつたとき,

\displaystyle \mathrm{N}_{L/k}( $\mu$(R))=\prod_{i=1}^{2g+1}e_{2}(($\omega$_{i})-(P), R)
=e_{2}(\displaystyle \sum_{i=1}^{2g+1}(($\omega$_{i})-(P)), R)
=e_{2}(0, R)=1

となって従う.また L が k 上奇数次元であることに注意すると, -1=(-1)_{i}\not\in N(k^{s}) で

ある.従って最後の主張が従う. \square 

この命題から特に次の同型が成立する.

H^{1}(G_{k}, J_{C}[2])\rightarrow\sim H^{1}(G_{k}, N(k^{s}))\rightarrow\sim H^{1}(G_{k}, (({\rm Res}_{L/k}$\mu$_{2,L})/$\mu$_{2,k}) (ks)) .

ここで後の二つの群 H^{1}(G_{k}, N(k^{s})) および H^{1}(G_{k}, (({\rm Res}_{L/k$\mu$_{2,L}})/$\mu$_{2,k}) (ks)) だが,完
全列

1\rightarrow$\mu$_{2,k}(k^{s})\rightarrow({\rm Res}_{L/k}$\mu$_{2,L})(k^{s})\rightarrow(({\rm Res}_{L/k}$\mu$_{2,L})/$\mu$_{2,k})(k^{s})\rightarrow 1
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はノルム写像 \mathrm{N}_{L/k} : ({\rm Res}_{L/k$\mu$_{2,L}})(k^{s})\rightarrow$\mu$_{2,k}(k^{s}) によつて分裂するので,Kummer 理

論より同型

H^{1}(G_{k}, J_{C}[2])\rightarrow\sim L^{\times}/k^{\times}L^{\times 2}

が得られる.

以降の議論は [1, Chapter 5] に依る.連結準同型 J_{C}(k)/2J_{C}(k)\mapsto H^{1} ( G_{k} , Jc[2])と,
同型 H^{1}(G_{k}, J_{C}[2])\rightarrow\sim L^{\times}/k^{\times}L^{\times 2} の合成

 $\kappa$:J_{C}(k)/2J_{C}(k)\rightarrow L^{\times}/k^{\times}L^{\times 2}

を具体的に記述していくことにする.より詳しい証明は [6] を参照のこと.

写像  $\kappa$ の計算

まず \overline{D}\in J_{C}(k) を k‐有理的な因子類とする.仮定より k は完全体なので,適当な (重
複も許す)g 個の k^{s} ‐有理点 P_{i}\in C(k^{s}) を用いて,因子類 \overline{D} の代表となる因子 D を

D=\displaystyle \sum_{i=1}^{g}(P_{i})-g(P)
と取ることができる.  C(k)\neq\emptyset から  k‐有理的な因子類は k‐有理的な因子を代表元にもつ

ことに注意すると([2, Corollary 1.3]), 因子 D は k‐有理的な因子としてよい. P_{i} らの G_{k^{-}}

軌道を考えれば,結局 D は次のように因子の和として分けられる:

D=\displaystyle \sum_{R}D_{R}, D_{R}:=\sum_{Q}(Q)-d_{R}(P) .

ここで R\in C(k^{s}) で, Q は R のGk‐軌道を走り, d_{R} はその軌道の位数である.従ってそ

れぞれの D_{R} について  $\kappa$ の像を考えればよい.

一方で,次の補題がある.

補題3.2 ([6, Lemma 2.2]). \overline{D} の代表元として,  $\Omega$ に台を持たない  k‐有理的な因子

E を取ってくることができる.

 $\Omega$ に台を持たない次数  0 の k‐有理的な因子 E=\displaystyle \sum_{i}n_{i}(P_{i}) については,  $\kappa$ の像は

 $\kappa$(E)=\displaystyle \prod_{i}(x(P_{i})- $\theta$)^{n_{i}}\in L^{\times}/k^{\times}L^{\times 2}
と計算される.ここに x(P_{i}) は P_{i} の x 座標を表す有理関数で,  $\theta$ は  L=k(T)/(f(T)) にお

ける T の像である. D_{R} は P\in $\Omega$(k) を台に持つので,この計算が直接使える因子ではな
い.[6, Lemma 2.2] では, D_{R} と線型同値な  $\Omega$ に台を持たない因子を具体的に構成するこ

とで,  $\kappa$(D_{\mathrm{R}}) を具体的に計算している.その結果だけを以下に述べておこう.
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まず R=P の場合は1である.次に R\in$\Omega$'(k^{s}) の場合,つまり \overline{D_{R}}\in J_{C} [2] (k)\backslash \{\mathcal{O}\}
の場合は,

 $\kappa$(\displaystyle \overline{D_{R}})=\prod_{Q}(x(Q)- $\theta$)+\prod_{U}(x(U)- $\theta$)
となる.ここで Q は上と同じく R のGk‐軌道全体を動く.また U は D_{R} の台に入らず, P

でもない Weierstrass 点全体を動くものとする.

最後にそれ以外の場合, R=(x(R), y(R)) , y(R)\neq 0 と書けるが,この場合 D_{R} は次

のように記述できる: d_{R} 未満の次数を持つ k 係数多項式 h_{R}(x) であって,

D_{R}=\displaystyle \sum_{ $\alpha$}( $\alpha$, h_{R}( $\alpha$))-d_{R}(P)
を満たすものが存在する.ここに  $\alpha$ は  x(R) と k 上共役な k^{s} の元をわたるものとする.こ

の場合, g_{R} を x の最小多項式とすれば,

 $\kappa$(\displaystyle \overline{D_{R}})=\prod_{ $\alpha$}( $\alpha$- $\theta$)
=(-1)^{\deg g_{R}}g_{R}( $\theta$)
=g_{R}( $\theta$) \in L^{\times}/k^{\times}L^{\times 2}

である.これらの積として,  $\kappa$(\overline{D}) が定義されることになる.

二次形式 Q_{i, $\delta$} の構成

今 \overline{D} を適当に Jc[2] (k) の元で動かせば,各 P_{i} は P 以外の Weierstrass 点を取らな

い,つまり D が $\Omega$' に台を持たないようにできることに注目しよう. D が $\Omega$' に台を持た

ない場合,次のような多項式 g_{D}(x) , h_{D}(x)\in k[x] が存在する.

g_{D} は f と素なモニック多項式で,次数について 0\leq\deg h_{D}<\deg g_{D}\leq g を満た

し,かつ \overline{D} は

D=\displaystyle \sum_{ $\alpha$}( $\alpha$, h_{D}( $\alpha$))-(\deg g_{D})(P)
の属する因子類となる.ここで  $\alpha$ は  g_{D} の根を走るものとする.

この g_{D} を用いて,  $\kappa$ は次のように表される:

\overline{D}\mapsto g_{D}

の \mathrm{L}したがつて,  $\delta$\in L^{\times} の

 $\kappa$(J_{C}[2](k)) と a\in k^{\backslash }.

L^{\times}/k^{\times}L^{\times 2} における像 \overline{ $\delta$} が  $\kappa$ の像であるためには,ある  u\in L^{\times}, \overline{ $\gamma$}\in

を用いて,

 a $\gamma \delta$ u^{2}=g_{D}( $\theta$)
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という等式が成立することが必要である (ここで各 \mathrm{y}\in L^{\times}/k^{\times}L^{\times 2} について代表元  $\gamma$\in L^{\times}

を勝手に取つた.以降では同様の記法を他の対象についても使う場合がある). L の k‐基

底 \{$\theta$^{i}\}_{0\leq i\leq 2g} を用いて, u=\displaystyle \sum_{i=0}^{2g}u_{i}$\theta$^{i} と表したとき,上の方程式は

(3.1) a $\gamma \delta$(\displaystyle \sum_{i=0}^{2g}u_{i}$\theta$^{i})^{2}=g_{D}( $\theta$)
と書き直すことができる.さらに左辺を \{$\theta$^{i}\}_{0\leq i\leq 2g} の k‐係数線型和で表し,両辺の $\theta$^{i} の

係数を比較することで,左辺の u_{i}(0\leq i\leq 2g) についての L の中での方程式とみること

ができる.

今,具体的にこの条件を書き下すことにしよう. L の k‐基底 \{$\theta$^{i}\}_{0\leq i\leq 2g} の双対基底

を \{\check{ $\theta$}_{i}\}_{0\leq i\leq 2g} とする.これらを (3.1) の左辺に作用させた場合, u_{i} の2次形式が現れる.

これを Q_{a $\gamma \delta$,i}(u) とおこう.すなわち,

Q_{a $\gamma \delta$,i}(u):=\displaystyle \check{ $\theta$}_{i}(a $\gamma \delta$(\sum_{i=0}^{2g}u_{i}$\theta$^{i})^{2})
このとき g_{D} は高々 g 次式であるので,まず次の等式が全て成立しなくてはならない.

Q_{a $\gamma \delta$,i}(u)=0 (g+1\leq i\leq 2g)

\Leftrightarrow Q_{ $\gamma \delta$,i}(u)=0 (g+1\leq i\leq 2g)

これらを満たす u=(u_{i})_{0\leq i\leq 2g} について,座標を一斉に a\in k^{\times} 倍しても同じ等式が満た

されるので,上の g 個の等式は,射影空間 \mathbb{P}({\rm Res}_{L/k}\mathrm{A}^{1}) の代数的部分集合 V_{ $\gamma \delta$} を定める.

つまり

V_{ $\gamma \delta$}=\{u= (u_{0}:u_{1}:\cdots:u_{2g})\in \mathbb{P}({\rm Res}_{L/k}\mathrm{A}^{1})|Q_{ $\gamma \delta$,i}(u)=0 (g+1\leq i\leq 2g)\}.

もしこの V_{ $\gamma \delta$} が,どの 7\in L^{\times}/k^{\times}L^{\times 2} についても k‐有理点を持たなければ, \overline{ $\delta$} が  $\kappa$ の

像に入らないことが言える.しかしある  V_{ $\gamma \delta$} が k‐有理点を持つからと言って, \overline{ $\delta$} が  $\kappa$ の像

である,あるいは Selmer 群の元から来ているとは言えない.  V_{ $\gamma \delta$} のいずれかに k‐有理点

があることが,それらの必要条件にしかなっていないためである.

注.Bruin‐Flynn の論文 [1] では, k が代数体である場合に,さらに残りの Q_{ $\delta$,i} に

ついても h_{D} を用いて条件を定式化することで,代数的集合 T_{ $\delta$} を構成している.これにつ

いても説明しておく.以下では k は代数体と仮定する. g_{D}(T) を k(u_{0}, u_{1,\ldots;}u_{2g})‐係数

の多項式とみて,
M:=k ( u_{0} , ul, . . .

, u_{2g} ) [T]/(g_{D}(T))

とし, T の像を  $\beta$ とおく.  y^{2}=f(x) であるから, M の中で

f( $\beta$)=h_{D}( $\beta$)^{2}



170 石塚裕大

が成立する.ここで有限群  $\kappa$(J_{C}(k)_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}) がすべてわかっているという仮定をおこう.する

と \overline{D} はtorsion 元でない場合を扱えば十分である.このとき  $\kappa$(\overline{D'})= $\kappa$(\overline{D}) を満たす k‐有

理的な因子類 \overline{D'} で,ある代表因子 D' についての g_{D'} が g 次式であるようなものが存在

する ([1, Remark 5.10]). したがって M は g 次代数であるとしてよい.

この式についても, L の時と同様に基底 \{$\beta$^{\mathrm{j}}\}_{0\leq j\leq g-1} の係数を比較することにしよ

う.まずは \overline{ $\epsilon$}\in $\kappa$(J_{C}(k)_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}) が1の場合を考える. h_{D}(x)=\displaystyle \sum_{i=0}^{\deg h_{D}}y_{i}x^{i} とおいたとき,
左辺の $\beta$^{\mathrm{j}} の係数は u_{i} の有理関数 F_{ $\delta$,j}(u) で,右辺の係数は u_{i}, y_{i} の有理関数 Y_{ $\delta$,j}(u, y) で

ある.さらにそれぞれの係数は分子と分母が u_{i} に関する斉次式で,分子と分母の次数が等
しい.これから次の代数的集合がwell‐dened である:

T_{ $\delta$}:=\{(u, y)\in \mathbb{P}({\rm Res}_{L/k}\mathrm{A}^{1})\times{\rm Res}_{M/k}\mathrm{A}^{1}|Q_{ $\delta$,i}(u)=0(g+1F_{ $\delta$,j}(u)=Y_{ $\delta$,j}(u,y)\leq i\leq 2g)(0\leq j\leq' g-1)\}.
\overline{ $\epsilon$}\neq 1 のときは, T_{ $\delta$\in} が同様に構成される.

このときある \overline{ $\epsilon$}\in $\kappa$(J_{C}(k)_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}) について T_{ $\delta$\in} に k‐有理点が存在することと, \overline{ $\delta$} が  $\kappa$ の

像になっていることは同値である.これを用いてBruin‐Flynn([1]) は,種数が2の超楕円
曲線の無限族で,それぞれのメンバーが非自明なTate‐Shafarevich 群を持つものを構成し

ている.

§4. 2次超曲面の完全交叉

前節で構成した対応を整理しよう.  k 上有理的な Weierstrass 点をもつ超楕円曲線 C

をとる.まずこのJacobi 多様体の2‐torsion Jc[2] から作られるガロアコホモロジー群の

元  $\eta$\in H^{1} ( G_{k} , Jc[2]) について,エタール k‐代数 L と生成元  $\theta$
, および \overline{ $\delta$}\in L^{\times}/k^{\times}L^{\times 2} の

三つ組を構成した.次にこの三つ組から,各 \overline{ $\gamma$}\in $\kappa$(J_{C}[2](k)) ごとに,射影的代数的集合

V_{ $\delta \gamma$}\subset \mathbb{P}({\rm Res}_{L/k}\mathrm{A}^{1}) を構成したのであつた (前節と同様,  $\delta$,  $\gamma$\in L^{\times} はそれぞれ \overline{ $\delta$}, \overline{ $\gamma$} の勝

手な代表元である). この対応は k が標数2でない完全体であれば構成できる.

7! \mathrm{f}\mathrm{g}7! 2
(4.1) (C,  $\eta$\in H^{1}(G_{k}, J_{C}[2]))\mapsto(L,  $\theta$, \overline{ $\delta$}\in L^{\times}/k^{\times}L^{\times 2})\mapsto\{V_{ $\delta \gamma$}\}_{\overline{ $\gamma$}\in $\kappa$(J_{C}[2](k))}.

V_{ $\delta$} は  $\delta$(\displaystyle \sum_{i=0}^{2g}u_{i}$\theta$^{i})^{2} の基底 \{$\theta$^{i}\}_{i} による表示で, i=g+1, g+2 ,
.

::, 2g に対する $\theta$^{i}

の係数が 0 になるような u= (u_{0}:u_{1}:\cdots:u_{2g})\in \mathbb{P}({\rm Res}_{L/k}\mathrm{A}^{1}) のなす代数的集合であっ

た.それぞれの係数は u_{i} らの2次式になるので,これらは2次式 g 個の共通零点とも言

える.

さてこれらの g 個の2次式のうち, i=2g-1, 2g の共通零点だけを取り出してみよ

う.前節の記号 Q_{ $\delta$,i} を使うと,

X_{ $\delta$}:=\{u= (u_{0}:u_{1}:\cdots:u_{2g})\in \mathbb{P}({\rm Res}_{L/k}\mathrm{A}^{1})|Q_{ $\delta$,2g}(u)=Q_{ $\delta$,2g-1}(u)=0\}

である.この代数多様体について,次のことが分かる.
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命題4.1. X_{ $\delta$} は Q_{ $\delta$,2g} と Q_{ $\delta$,2g-1} から定まる2次超曲面2つの滑らかな完全交叉

である.

種数 g が2の場合は X_{ $\delta$}=V_{ $\delta$} であるが,さらにこの場合は特殊な意味を持つ.[3] と

[8] の結果を要約しておこう.

まずJc を C のJacobi 多様体とすると,種数2の場合は Jc はAbel 曲面である.こ

れの -1 倍写像 [1] :Jc\rightarrow J_{C} による商多様体 (=特異 Kummer 曲面) \mathcal{X} を考えると, \mathcal{X}

は[1] の固定点 Jc[2] の像である16個の通常2重点を持つ.

そこでこの16点において \mathcal{X} のブローアップを考えたものが非特異化Kummer曲面

\mathcal{Y} である.これは Jc のJc[2] でのブローアップ J' に -1 倍写像を延長したとき,それに
よる商多様体になっている. \mathcal{Y} はある線型系を用いて \mathbb{P}_{k}^{5} に埋め込むことができ,その線
型系の k^{s} ‐基底として  $\Omega$ とGalois 同変なもの \{c_{ $\omega$}\}_{ $\omega$\in $\Omega$} を取ることができる.

今 C 上には k‐有理的な Weierstrass 点 P が存在するため, c_{P} を線型系の k‐基底の一

部として取ることができる.このとき \mathbb{P}_{k}^{5} から座標 c_{P} を無視することで,有理写像である
射影

 $\pi$:\mathbb{P}_{k}^{5}--\geq \mathbb{P}_{k}^{4}

ができる.この  $\pi$ で \mathcal{Y} を送ると,その像が先に構成した \overline{ $\delta$}=1\in L^{\times}/k^{\times}L^{\times 2} に対応する

X_{1} となるのである (なお \mathcal{Y} 上では  $\pi$ は有理写像ではなく射になっている). またこの構成

は初めの Jc を, \overline{ $\delta$} に対応する Jc のtorsor A_{ $\delta$} に置き換えても同様に働き,これによって
できる2次超曲面2つの完全交叉が X_{ $\delta$} となる ([8]). 図式としてまとめると,

/[-1]
A_{ $\delta$}'\rightarrow \mathcal{Y}_{ $\delta$}\rightarrow X_{ $\delta$}

\downarrow /[-1] \downarrow
 A_{ $\delta$}\rightarrow \mathcal{X}_{ $\delta$}

のようになる.

さて \mathbb{P}_{k}^{4} における2次超曲面2つの完全交叉は k 上定義された次数4のdel Pezzo 曲

面であり,これは k^{s} 上定義された16本の line を含む.これについて,[8] でSkorobogatov
は次のことを示した.

命題4.2 ([8, Section 2.2]). k を標数が2でない体で \# k\geq 5 とする.すべての

\mathbb{P}_{k}^{4} における2次超曲面2つの滑らかな完全交叉は,ある種数2の超楕円曲線 C と \overline{ $\delta$}\in

 H^{1} ( G_{k} , Jc[2]) \cong L^{\times}/k^{\times}L^{\times 2} から構成した X_{ $\delta$} と k 上同型である.その中でも k‐有理的

なline を含む完全交叉の同型類は, \overline{ $\delta$} が単位元の場合に構成した完全交叉の同型類と一致

する.

この結果を種数 g が一般の場合に拡張することを考えたい.しかし Skorobogatov の

手法は種数2の場合の特殊事情,すなわち完全交叉が次数4のdel Pezzo曲面であること

を本質的に使っている.そのため g が一般の場合には素直に拡張できないものと思われる.

筆者は V_{ $\delta$} の構成法と類似の手法で,次の結果を得た.
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定理4.3 ([4, Theorem 0.1]). g\geq 2 を整数とし, k を 2g+1 個以上の元を持つ標

数が2でない体とする.すべての \mathbb{P}_{k}^{2g} における2次超曲面2つの滑らかな完全交叉は,あ
る種数 g の超楕円曲線 C と \overline{ $\delta$}\in H^{1}(G_{k} , Jc [2])\cong L^{\times}/k^{\times}L^{\times 2} について, X_{ $\delta$} として構成し

たものと k 上同型である.

その中でも \mathbb{P}_{k}^{g-1} と k 上同型な多様体を含む完全交叉の偏極付き同型類は, \overline{ $\delta$} が単位

元の場合に構成した完全交叉の偏極付き同型類と一致する.

また k が完全体とすると, \overline{ $\delta$} がJc (k)/2J_{C}(k) の像に含まれる場合には,ある  7\in

 $\kappa$(J_{C}[2](k)) について X_{ $\gamma \delta$} は k‐有理点を持つ.

証明の概略を述べる.最後の主張は, \overline{ $\delta$} がJc (k)/2J_{C}(k) から来る場合,ある  7\in

 $\kappa$(J_{C}[2](k)) について V_{ $\gamma \delta$} が k‐有理点をもつことから直ちに分かる.

最初の主張を示す際には, \mathbb{P}_{k}^{2g} における2次超曲面2つの滑らかな完全交叉 X をとっ

たとき,そこから k 上 2g+1 次元のエタール k‐代数 L=k[ $\theta$] と, \overline{ $\delta$}\in L^{\times}/k^{\times}L^{\times 2} が取り

出せることを示す.この証明に,高次合成則に関する Wood の手法を用いる ([9]). この三

つ組 (L,  $\theta$, \overline{ $\delta$}) に対応する超楕円曲線 C と H^{1} ( G_{k} , Jc[2]) の元の組から作つた X_{ $\delta$} が X と

同型になるのである.

第2の主張の証明は次の通りである.まず u= (u_{0}:u_{1}:\cdots:u_{2g})\in X_{1} は,

\displaystyle \check{ $\theta$}_{2g}((\sum_{i=0}^{2g}u_{i}$\theta$^{i})^{2})=\check{ $\theta$}_{2g-1}((\sum_{i=0}^{2g}u_{i}$\theta$^{i})^{2})=0
を満たす元の集合なのだから, X_{1} は1,  $\theta$

,
. ::  $\theta$^{g-1} で張られる k‐ ベクトル空間の射影化を

含む.これが \mathbb{P}_{k}^{g-1} と k 上同型な多様体である.

逆に X が \mathbb{P}_{k}^{g-1} と k 上同型な多様体を含むと仮定する.最初の主張からある (L,  $\theta$, \overline{ $\delta$})
が存在して,

X\cong\{u= (u_{0}:u_{1}:\cdots:u_{2g})|Q_{ $\delta$,2g}(u)=Q_{ $\delta$,2g-1}(u)=0\}

である.仮定よりこの2次形式 Q_{ $\delta$,2g}(u) , Q_{ $\delta$,2g-1}(u) は,ある k 上の g 次元ベクトル空間

M を等方部分空間として持つ.実はこの M が,ある a\in L^{\times} について,

a,  a $\theta$
,

. . .  a$\theta$^{g-1}

の形の基底をもつことが示されるのである.ここから \overline{ $\delta$} を1としてよいことが従う.

主定理についていくつか注意をしておく.まず k 上同型な X_{ $\delta$} を与える C と  $\eta$\in

 H^{1} ( G_{k} , Jc[2]) の組は一意ではない.また X_{ $\delta$} を与える (L,  $\theta$, \overline{ $\delta$}) の組もまた一意でない.実

際,それぞれ次のような例がある.
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例4.4. \mathbb{Q} 上の種数4の2つの超楕円曲線

C:y^{2}=(x^{3}-1)(x^{3}-2)(x^{3}-3)

C':y^{2}=(x^{3}-1)(x^{3}-\displaystyle \frac{1}{2})(x^{3}-\frac{1}{3})
を考える.これらの C と C' からは,ガロアコホモロジーの元 \overline{ $\delta$}, \overline{ $\delta$}' を適当に取れば, \mathbb{Q} 上で

同型な偏極付き多様体 X_{ $\delta$}, X_{$\delta$'} を作ることができる.しかし C と C' は \overline{\mathbb{Q}} 上でも同型では

ない.これは二つの曲線を \mathbb{P}_{\mathbb{Q}}^{1} の二重被覆と見たとき,分岐点の集合は \overline{\mathbb{Q}} 上の一次分数変

換で移り合わないが,それぞれの分岐点の集合から無限遠点を除くと一次分数変換 Z\displaystyle \mapsto\frac{1}{z}
で移り合うことによる.

例4.5. k を有理数体 \mathbb{Q} に1の5乗根 $\zeta$_{5} を添加した体 \mathbb{Q}($\zeta$_{5}) とし, L=k[x]/(x^{5}-1)
と x の像  $\theta$ を考える.このとき (L,  $\theta$, \overline{ $\delta$}) と (L, $\zeta$_{5} $\theta$, \overline{ $\delta$}) が \mathbb{Q}($\zeta$_{5}) 上同型な完全交叉 X を定

めるように, \overline{ $\delta$}\in L^{\times}/k^{\times}L^{\times 2} を取ってくることができる.これは  $\theta$ と  $\zeta$_{5} $\theta$ が  k 上共役,か
つ k 上の1次分数変換で移り合っていることによる. \mathbb{Q} 上でも類似の例を無数に構成する

ことができる.

あるガロアコホモロジーの元 \overline{ $\delta$} がSelmer群の元であることを確かめるためには, T_{ $\delta \gamma$}
が局所的に有理点を持つ \overline{ $\gamma$}\in $\kappa$(J_{C} [2] (k)) の存在を確かめれば良い.しかし X_{ $\delta \gamma$} に有理点

があっても T_{ $\delta \gamma$} に有理点があるとは限らないため, X_{ $\delta \gamma$} だけでは \overline{ $\delta$} がSelmer 群の元から

来るかどうかを完全に決定することができない.

一方でたとえば \overline{ $\delta$} がSelmer 群の元であることがわかっているとき,任意の \overline{ $\gamma$}\in

 $\kappa$(J_{C}[2](k)) について X_{ $\gamma \delta$} が k‐有理点を持たなければ,Theorem 4.3より \overline{ $\delta$} が J_{C}(k)/2J_{C}(k)
から来ないことが分かり,従って \overline{ $\delta$} が非自明なTate‐Shafarevich 群の元を与えることは分

かる.このようにして,Selmer 群の元が非自明な Tate−Shafarevich 群の元を与える (必要
条件でない) 十分条件が得られることにも注意しておく (種数2の場合の具体的な計算例
については [1] を参照).
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