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K3曲面と DEL PEZZO 曲面の双対性?

(A DUALITY BETWEEN K3 AND DEL PEZZO SURFACES?)

吉川 謙一 (KEN‐ICHI YOSHIKA禍A)
東京大学 数理科学研究科(UNIVERSITY OF TOKYO)

ABSTRACT. This note is a survey of our recent paper [21]. We explain the

structure of the automorphic form on the moduli space of K3 surfaces with

involution, which we constructed using equivariant analytic torsion [19]. We

find a single series of elliptic modular form for  $\Gamma$ 0(4) whose Borcherds lift

provides the corresponding automorphic form. By rewriting the Borcherds

product as a function on the Kähler moduli of a Del Pezzo surface, we suggest
that the mirror dual of a certain K3 surfaces with involution may be a Del

Pezzo surface equipped with a complex Kähler form. The details of this note

will be given in [21].
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1. 序

この節では,筆者が現在考えている問題の一つを大雑把に述べてみたい.そのた
め,記号の説明等は必要最小限に止め,記述もかなりいい加減な部分を含むことを予
め断っておく.ある意味で,この文章は肇者の論説 [18] の続編である.

X をK3曲面とし,  $\iota$:X\rightarrow X を正則対合とする. l は X 上の正則2‐形式に非自明

に作用するものと常に仮定する.このとき, l は X の全ｺﾎﾓﾛｼｰ格子 (向井格子
と呼ばれる)

H(X, \mathrm{Z})=H^{0}(X, \mathrm{Z})\oplus H^{2}(X_{-}\mathrm{Z})\oplus H^{4}(X_{-}\mathrm{Z})
\cong \mathrm{u}\oplus \mathrm{u}\oplus \mathrm{u}\oplus \mathrm{u}\oplus \mathrm{E}_{8}\oplus \mathrm{E}_{8}= :rd

に作用する.ただし, \mathrm{U}_{-} Es はそれぞれ階数2, 8の偶ﾕﾆﾓｼｭﾗｰ格子で, \mathrm{U} の符

号は (1, 1), \mathrm{E}_{8} の符号は (0_{-}8) である. $\iota$^{*} の定める \mathrm{M} 上の対合を I で表せば, l^{*} ‐作用
に関する \pm 1‐固有空間 H\pm(X, \mathrm{Z}) は以下のように表せる:

l\mathrm{M}_{+}(I):=\{l\in \mathrm{M};I(l)=l\}  $\theta$ \mathrm{d}_{-}(I):=\{l\in \mathrm{N}\mathrm{d}_{-}\cdot I(l)=-l\}
\cong H_{+}(X, \mathrm{Z}) \cong H_{-}(X, \mathrm{Z})

=H^{0}(X_{-}\mathrm{Z})\oplus H_{+}^{2}(X_{-}\mathrm{Z})\oplus H^{4}(X_{-}\mathrm{Z})_{-} =H_{-}^{2} (X‐Z).
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\mathrm{N}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}_{+}(I) と \mathrm{M}_{-}(I) はいずれも符号が (2, *) の形の2‐elementary 格子である.筆者の理

解する所では,格子の同型 H(X, \mathrm{Z})\cong \mathrm{N}\mathrm{I} を一つ定めることにより, X の L‐不変複素

ｼﾝﾌﾚｸﾃｨｸ類 (これを (X,  $\iota$ ) の複素ｼﾝﾌﾚｸﾃｨｸ類と呼ぶことにする) は

\mathrm{M}_{+}(I) の重さ2の偏極 Hodge 構造を定め,又 (X,  $\iota$) の周期は \mathrm{M}_{-}(I) の重さ2の偏

極Hodge 構造を定める.前者はｼﾝﾌﾚｸﾃｨｸ幾何学において重要らしく,後者
は代数幾何学において重要である. \mathrm{M}\pm(I) の重さ2の偏極Hodge構造の分類空間を

$\Omega$_{\mathrm{M}} (I)で表すことにすると,固定された対合付き K3曲面 (X,  $\iota$) に対して,その上の
複素ｼﾝﾌﾚｸﾃｨｸ類のﾓｼｭﾗｲ空間がおよそ $\Omega$_{\mathrm{M}_{+}(I)} であり,複素多様体 (X,  $\iota$)
のﾓｼｭﾗｲ空間がおよそ $\Omega$_{\mathrm{N}\mathrm{r}-(I)} である.(本当は適当な集合を除外したり,適当
な離散群の作用で割ったりする必要がある.) Borcea とVoisinによる対合付き K3曲

面のﾐﾗｰ対称性 [7] はおよそ以下のように要約できる.
対合付き K3曲面 (X,  $\iota$) と対応する \ovalbox{\tt\small REJECT} 上の対合 I が与えられると,対合付き K3

曲面 (X^{\vee}, $\iota$^{\vee}) と対応する \mathrm{M} 上の対合 I^{\vee} が存在して,以下のようになる:

\mathrm{M}_{+}(I)=\mathrm{M}_{-}(I^{\vee}) , \mathrm{J}\mathrm{M}_{-}(I)=\mathrm{M}_{+}(I^{\vee}) .

その結果,対応する複素ｼﾝﾌﾚｸﾃｲｸ類のﾓｼｭﾗｲ空間と複素構造のﾓｼｭﾗ
ｲ空間の間には以下の同型が存在する:

$\Omega$_{\mathrm{N}1+(1)}=$\Omega$_{\mathrm{M}_{-}(1^{\vee})}, $\Omega$_{\mathrm{M}_{-}(I)}=$\Omega$_{\mathrm{M}_{+}(I^{\vee})}.
3次元 Calabi‐Yau 多様体では \mathrm{K} ahler ﾓｼｭﾗｲと複素構造のﾓｼｭﾗｲの同一視
(ﾐﾗｰ写像) に種数 0-\mathrm{G}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{v}‐Witten 不変量による効果が生じ,そのためにﾐﾗｰ
写像は複雑である.一方,K3曲面では $\Omega$_{\mathrm{M}\pm(I)} と $\Omega$_{\mathrm{M}_{\mp}(I^{\vee})} の同一視は自明である.

上の主張は多くの I \ovalbox{\tt\small REJECT} こ対して正しいが,すべての I |こ対して正しいわけではない.

実際, \mathrm{R}\mathrm{d}_{-}(I)=\mathrm{M}_{+}(I^{\vee}) ならば, \mathrm{M}_{-}(I)=\mathrm{U}\oplus L のように直和分解されるはずであ

るが,このような直和分解を許容しない I の例が存在する.どのような例かというと,

\mathrm{M}_{-}(I) とその (ある基底に関する) Gram 行列を同一視したとき,

(\star) \mathrm{B}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}_{-}(I)=\left(\begin{array}{lllll}
2 &  &  &  & \\
 & 2 &  &  & \\
 &  & -2 &  & \\
 &  &  & \ddots & \\
 &  &  &  & -2
\end{array}\right)=2\left(\begin{array}{lllll}
1 &  &  &  & \\
 & 1 &  &  & \\
 &  & -1 &  & \\
 &  &  & \ddots & \\
 &  &  &  & -1
\end{array}\right)
となる (X,  $\iota$) が存在するのである.従って,対合付き K3曲面のﾐﾗｰは必ずしも対

合付き K3曲面でないと推測される.そのような対合付き K3曲面のﾐﾗｰは何であ

ろうかというのが,この小論で考える問題である.
ここでは対合付き K3曲面の同変解析的振率を手掛りにこの問題を考える.3次

元Calabi‐Yau 多様体が対合付き K3曲面と楕円曲線の直積から適当な構成 (Borcea‐

Voisin 構成) によって得られている時,3次元 Calabi‐Yau 多様体の解析的振率のある
種の簡約として対合付き K3曲面の同変解析的振率が得られる.Bershadsky‐Cecotti‐
大栗‐Vafa の予想 [2] を信じれば,3次元 Calabi‐Yau 多様体の解析的振率は \mathrm{K}\ddot{\mathrm{a}}hler ﾓ

ｼｭﾗｲ空間 $\Omega$_{\mathrm{M}}(I^{\vee})\times \mathfrak{H} (幻は複素上半平面) 上で種数1のGromov‐Witten ﾎ

ﾃﾝｼｬﾙに等価なはずであるから,対合付き K3曲面の同変解析的振率は種数1の
Gromov‐Witten ﾎﾃﾝｼｬﾙであることを反映した $\Omega$_{\mathrm{M}_{-}(I)} 上の関数を与えるはず

である.実際,同変解析的振率を用いて対合付き K3曲面の不変量を構成することが

可能であり,その不変量を $\Omega$_{\mathrm{M}-(I)} 上の関数と見た時,その関数は判別式軌跡を特徴付
ける保型形式の Petersson ﾉﾙﾑなのである [19]. 多くの場合,Bershadsky‐Cecotti‐
大栗‐Vafa が予想するように,この保型形式は Borcherds 型の無限積展開を持つ. (\star)
の場合にその無限積の構造を見ると,以下のことが推測される:



A DUALITY BETWEEN K3 AND DEL PEZZO SURFACES? 31

NI‐(I) が上の (\star) 形のとき, (X,  $\iota$) のﾐﾗｰ双対は Del Pezzo 曲面に見える.

この主張が正しいと確信するには筆者はまだ至っていない. (\star) の場合に,問題とな
る保型形式を Del Pezzo 曲面 (あるいはその上の適当な構造) のｼﾝﾌﾚｸﾃｲｸ幾
何学等を用いて完全に説明することができていないからである.何となく状況証拠ら
しい物が存在する程度でこのような主張をするのは勇み足かもしれない.現在の段階
では作業仮説くらいに考えると良いのではないかと思う.

一応, $\Omega$_{\mathrm{M}-(I)} 上で同変解析的振率を考える動機の一つを述べたのであるが,実際に
対応する保型形式を計算をしてみると皆美しく統一的な表示を持っている.ﾐﾗｰ対
称性や弦双対性はこの美しく統一的な表示の理由を説明してくれるのではないかと,
筆者は期待している.例えば,保型形式が無限積であるという事は,それが種数1の
Gromov‐Witten ﾎﾃﾝｼｬﾙであるとすれば当然な事なのである.

この小論の構成は以下のようになっている.第2節では対合付き K3曲面について
復習する.第3節では同変解析的振率を用いた対合付き K3曲面の構成を復習する.第
4節では Del Pezzo 曲面の Kahler ﾓｼｭﾗｲを記述し,同変解析的振率を表示する保
型形式が如何に Del Pezzo 曲面の幾何を用いて書けるかを説明する.この保型形式に
対しては,無限積の構成に用いる楕円ﾓｼｭﾗｰ形式以外は全てDel Pezzo曲面の幾
何を用いて記述される.第5節では同変解析的涙率を表示する保型形式のBorcherds
積を用いた表示について筆者が現在持っている計算結果を報告する.第6節では第5
節で登場する保型形式をﾐﾗｰ双対のKahlerﾓｼｭﾗｲ上で K3曲面の幾何学を用
いて記述する.第4節と第6節で与える保型形式の無限積表示はGritsenko‐Nikulin
によるﾐﾗｰ予想 [9] で述べられている形の無限積に非常に近い.(全く同じという
訳ではない)

2. 対合付き K3曲面

Definition 2.1. 連結かつ単連結なｺﾝﾊｸﾄ非特異複素曲面 X がK3曲面 \Leftrightarrow X

の標準束 Kx=$\Omega$_{X}^{2}:=\wedge^{2}T^{*}X が自明,i.e., Kx\cong \mathcal{O}x . ただし, T^{*}X は X の正則余
接束である.

Fact 2.2. K3曲面に対して,以下の事実が知られている:
(1) すべての K3曲面は K\dot{o}hler 計量を持つ.

(2) K3曲面の任意の Kahler 類は唯一の Ricci‐平坦な Kihler 形式を含む.

(3) X がK3曲面ならば,以下の格子の等長同型が存在する:

 $\alpha$ : (H^{2}(X, \mathrm{Z}) , \rangle_{\mathrm{c}\mathrm{u}\mathrm{p}})\cong \mathrm{L}_{K3} :=\mathrm{U}\oplus \mathrm{U}\oplus \mathrm{U}\oplus \mathrm{E}_{8}\oplus \mathrm{E}_{8}.

ここで, \mathrm{U}=(\mathrm{Z}^{2}, \left(\begin{array}{l}
01\\
10
\end{array}\right)) は双曲平面 (hyperbolic plane) であり, \mathrm{E}_{8} は負定値 Cartan 行

列 E_{8} に付随する階数8の負定値偶ﾕﾆﾓｼｭﾗｰ格子 (\mathrm{Z}^{8}, E_{8}) である.

Proof. [1], [16]等を参照.口

Definition 2.3. X をK3曲面とし,  $\iota$:X\rightarrow X を正則対合, M\subset \mathrm{L}_{K3} を部分格子
とする.組 (X,  $\iota$) が以下の条件をみたすとき,型 M の2‐elementary K3 曲面という:

(1)  $\iota$ は  H^{0}(X, K_{X}) に非自明に作用する,i.e.,

$\iota$^{*} $\eta$=- $\eta$, \forall $\eta$\in H^{0}(X, K_{X})\cong \mathrm{C}.

(2) Fact 2｡2 (3) の等長同型  $\alpha$ で以下の条件をみたすものが存在する:

 $\alpha$(H_{+}^{2}(X, \mathrm{Z}))=M, H_{+}^{2}(X, \mathrm{Z}):=\{l\in H^{2}(X, \mathrm{Z});$\iota$^{*}l=l\}.
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Definition 2.3は M に以下の条件 (i)) (\mathrm{i}\mathrm{i}) , (iii) を課す.逆に,下の条件 (i) , (ii),
(iii) を充たす格子 M に対して,型 M の2‐elementary K3曲面の存在が知られてい

る[13], [14]:
(i) M\subset \mathrm{L}_{K3} は原始的,i.e., \mathrm{L}_{K3}/M は自由 \mathrm{Z}‐加群.

(1i) M は2‐elementaryである,i.e., 整数 l(M)\in \mathrm{Z}\geq 0 が存在して, M^{\vee}/M=\mathrm{Z}_{2}^{l(M)}.
(iii) M は双曲型である,i.e., \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}(M)=(1, r(M)-1) , r(M)= rankz M.

整数 r(M):=\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}_{\mathrm{Z}}M と l(M):=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{z}_{2}M^{\vee}/M は対合  $\iota$:X\rightarrow X の重要な位相

不変量である｡条件 (i), (ii) , (iii) とNikuiin の定理 [13] から, M は以下の格子の直和

として表される :

\mathbb{A}_{1}^{+}=\langle 2\rangle, \mathrm{A}_{1}=\langle-2\rangle, \mathbb{U}, \mathrm{U}(2) , \mathrm{D}_{2k}, \mathrm{E}_{7}, \mathrm{E}_{8_{2}} \mathbb{E}_{8}(2) .

ただし Lie 代数のﾙｰﾄ格子は負定値であると約束する｡また,格子 L=(\mathrm{Z}^{r}, \}_{L})
に対して, L(k) は L(k)=(\mathbb{Z}^{r}, k \rangle_{L}) として定まる格子である.上の格子の勝手な
直和は必ずしも LK3への原始的な埋め込みを持たないことを注意する.条件 (i), (ii),
(iii) をみたす格子の等長類は全部で75個存在する [13], [8]. 従って,2‐elementary K3

曲面の位相型は全部で75個存在する.以下, \mathrm{L}_{K3} の部分格子 M に対して,その直交
補格子を M^{\perp} で表す,i.e., M^{\perp}=\{l\in \mathrm{L}_{K3};\langle l, M\}=0}.

Example 2.4. 以下,2‐elementary K3曲面の代表的な例を幾つか挙げる.

(1) C\subset \mathrm{P}^{2} を非特異平面6次曲線とし, C で分岐する \mathrm{P}^{2} の二重被覆を p:X\rightarrow \mathrm{P}^{2}
とする.  $\iota$:X\rightarrow X をこの二重被覆の非自明な被覆変換とすれば, X はK3曲面であ

り, (X,  $\iota$) は型 \mathrm{A}_{1}^{+} の2‐elementary K3曲面である.

(2) S をEnriques 曲面とする,i.e., S は連結なｺﾝﾊｸﾄ非特異複素曲面で以下の条
件をみたす:

(i) $\pi$_{1}(S)=\mathrm{Z}_{2} , (ii) K_{S}\not\cong \mathcal{O}_{S} , (iii) K_{s}^{\otimes 2}\cong \mathcal{O}_{S}.

p:X:=\tilde{S}\rightarrow S を普遍被覆とし,  $\iota$:X\rightarrow X を非自明な被覆変換とすれば, X はK3

曲面であり, (X,  $\iota$) は型 \mathrm{U}(2)\oplus \mathrm{E}\mathrm{s}(2) の2‐elementary K3曲面である.Enriques 曲

面のﾓｼｭﾗｲ空間は型 \mathrm{U}(2)\oplus \mathrm{E}_{8}(2) の2‐elementary K3曲面と自然に同型である.

堀川はその事実を用いてEnriques曲面のﾓｼｭﾗｲ空間を記述した.[1] を参照.

(3) L_{1} ,
. . .

, L_{6} を一般の位置にある \mathrm{P}^{2} の6直線とする. Pij=L_{i}\cap L_{j}(i<i) とす

る. p:S\rightarrow \mathrm{P}^{2} を L_{1}\cup\cdots\cup L_{6} で分岐する二重被覆とする. S は p^{-1} (Pij) |こ2次元

結節点を持つ特異 K3曲面である. X を S の極小特異点解消とし,対合  $\iota$:X\rightarrow X

を二重被覆 p:S\rightarrow \mathrm{P}^{2} の非自明被覆変換から誘導される X の対合とする.この

とき, (X,  $\iota$) は型 \mathbb{U}\oplus \mathrm{E}\mathrm{s}\oplus \mathrm{A}_{1}^{6} の2‐elementary K3曲面である.この2‐elementary
K3曲面の周期写像やﾓｼｭﾗｲ空間の射影ﾓﾃﾙは松本‐佐々木‐吉田により詳細に
研究されたので,この2‐elementary K3曲面を松本‐佐々木‐吉田の K3曲面と呼ぶ.

(\mathrm{u}\oplus \mathrm{E}_{8}\oplus \mathrm{A}_{1}^{6})^{\perp}=(\mathrm{A}_{1}^{+})^{2}\oplus \mathrm{A}_{1}^{4} なので,松本‐佐々木‐吉田の K3曲面は (\star) を充たす

2‐elementary K3曲面である. L_{1} ,
. . .

, L_{6} に内接する \mathrm{P}^{2} の二次曲線が存在するとき,
松本‐佐々木‐吉田の K3曲面は Kummer 曲面である.[17], [20] を参照.

2‐elementary K3 曲面 (X,  $\iota$) に対して,対合の不動点集合を X^{ $\iota$} で表す:

X^{ $\iota$}:=\{x\in X_{1} $\iota$(x)=x\}.

Fact 2.5_{\circ}(X,  $\iota$) を型 M の2‐elemeniary K3 曲面とする.

(1) M\cong \mathrm{U}(2)\oplus \mathbb{E}_{8}(2) ならば,  X^{ $\iota$}=\emptyset であり,商  X/ $\iota$ はEreriques 曲面である.

(2)  M\cong \mathrm{U}\oplus \mathrm{E}_{8}(2) ならば,交わらない楕円曲線 C_{1}, C_{2} \mathrm{C}X が存在して,

X^{ $\iota$}=C_{1} 垣 C_{2} ｡
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(3) M\not\cong \mathrm{U}(2)\oplus \mathrm{E}_{8}(2) , \mathrm{U}\oplus \mathrm{E}_{8}(2) ならば,種数 g(M) のｺﾝﾊｸﾄRiemann 面 C と

k(M) 個の非特異有理曲線 E_{1} ,
. . . , E_{k(M)} が存在して,

 X^{ $\iota$}=C\mathrm{U}E_{1}\mathrm{D}\cdots II  E_{k(M)}.
ただし,

g(M):=11-\displaystyle \frac{r(M)+l(M)}{2}, k(M):=\frac{r(M)-l(M)}{2}.
Proof, [14]を参照.口

Fact 2.5から) 以下のように定めることは自然であろう:

M が

(

例外型

一般型
\Leftrightarrow  M\cong\left\{\begin{array}{l}
\mathrm{U}(2)\oplus \mathrm{E}_{8}(2) , \mathrm{u}\oplus \mathrm{E}_{4}(2)\\
\text{上以外の格子．}
\end{array}\right.

型 M の2‐elementary K3曲面のﾓｼｭﾗｲ空間は以下のように与えられる.一般
に,符号 (2, r( $\Lambda$)-2) の格子  $\Lambda$=( $\Lambda$ , に対して,集合  $\Omega$_{ $\Lambda$} を以下の式で定める:

$\Omega$_{ $\Lambda$}:=\{[ $\eta$]\in \mathrm{P}( $\Lambda$\otimes \mathrm{C});\langle $\eta$,  $\eta$\rangle=0, \langle$\eta$_{)}\overline{ $\eta$}\rangle>0\}.
$\Omega$_{ $\Lambda$} は2つの互いに交わらない領域の和であり,各連結成分は r( $\Lambda$)-2 次元の IV 型
有界対象領域に同型である.格子  $\Lambda$ の自己同型群を  O(\mathrm{A}) で表せば, O(\mathrm{A}) は $\Omega$_{ $\Lambda$} に

射影変換群として固有不連続に作用する.特に, \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}($\Omega$_{ $\Lambda$})\supset O(\mathrm{A}) である.
\mathcal{M}距を型 M の2‐elementary K3曲面の粗ﾓｼｭﾗｲ空間とする (同型類全体の

集合に適当な解析空間の構造を入れたもの) 集合としては,

\mathcal{M}_{M}^{o} :=\{(X,  $\iota$ H_{+}^{2}(X, \mathrm{Z})\cong M\}/isomorphism

である.このとき,周期写像  $\varpi$ M : \mathcal{M} 簸 \rightarrow$\Omega$_{M}\perp/O(M^{\perp}) を以下のように定める:

$\varpi$_{M}(X,  $\iota$):=[(\displaystyle \cdots, \int_{$\gamma$_{i}} $\eta$)\ldots)],  $\eta$\in H^{0}(X, K_{X})\backslash \{0\}.
ここで,  $\gamma$=\{$\gamma$_{i}\}_{i=1}^{22} は等長同型 H_{2}(X, \mathrm{Z})\cong \mathrm{L}_{K3} を与える H_{2}(X, \mathrm{Z}) の基底であり,
以下の条件を充たすものである:  $\gamma$ に関する  $\iota$^{*} の行列表示を砺とし,  $\gamma$ の定める同

型によりH2(X, Z) と \mathrm{L}_{K3} を同一視するとき,

M=\{l\in \mathrm{L}_{K3};I_{M}(x)=x\}, M^{\perp}=\{l\in \mathrm{L}_{K3};I_{M}(x)=-x\}.
Theorem 2.6. 周期写像 $\varpi$_{M} は以下の同型を導く :

$\varpi$_{M}:\mathcal{M}_{M}^{o}\cong$\Omega$_{M^{\perp}}^{o}/O(M^{\perp}) , $\Omega$_{M^{\perp}}^{o}:=$\Omega$_{M^{\perp}}\backslash  \cup H_{d}
 d\in$\Delta$_{M}\perp

ここで, $\Delta$_{M}\perp=\{d\in M^{\perp};d^{2}=-2\} は M^{\perp} のﾙｰﾄの集合であり,各ﾙｰﾄの定
める鏡映面が H_{d} :=\{[ $\eta$]\in$\Omega$_{M}\perp;\langle d,  $\eta$\rangle=0\} である.

Proof. [19]を参照.口

3. 解析的振率と対合付き K3曲面の不変量

(X, gx) をｺﾝﾊｸﾄKahler 多様体とし,  $\iota$:X\rightarrow X をgx に関して等長な X の

正則対合とする. \square _{q}=2(\overline{\partial}+\overline{\partial}^{*})^{2} を X 上の (0, q)‐形式に作用するﾗﾌﾗｼｱﾝとす
る.ただし, \overline{\partial} の共役 \overline{\partial}^{*} は, g_{X} から定まる (0, q)‐形式全体の成すﾍｸ ﾄﾙ空間上の内
積( L^{2}‐内積) に関する共役である. \square _{q} の同変ｾｰﾀ関数を以下の式で定める:

$\zeta$_{q}(s,  $\iota$)=\displaystyle \mathrm{T}\mathrm{r}[ $\iota$\coprod_{q}^{-s}|_{(\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}\square _{q})^{\perp}}]=\sum_{ $\lambda$\in $\sigma$($\Pi$_{q})\backslash \{0\}}$\lambda$^{-s} Tr [$\iota$^{*}|_{E(\square _{\mathrm{q}}, $\lambda$)}].
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ここで, E(\square _{q},  $\lambda$) は固有値  $\lambda$ に対する固有空間であり,有限次元であることが知られ
ている.特に,自明な対合 idx に対して,以下のように定める:

 $\zeta$_{q}(s):=$\zeta$_{q}(s, \mathrm{i}\mathrm{d}_{X}) .

Definition 3.1. (X , gx) の解析的涙率 (analytic torsion) を以下の式で定める:

 $\tau$(X, g_{X}):=\displaystyle \exp[-\sum_{q\geq 0}(-1)^{q}q$\zeta$_{q}'(0)].
(X, g_{X},  $\iota$) の同変解析的振率を以下の式で定める:

 $\tau$_{\mathrm{Z}_{2}}(X, g_{X})( $\iota$):=\displaystyle \exp[-\sum_{q\geq 0}(-1)^{q}q$\zeta$_{\overline{q}}(0,  $\iota$
同変解析的振率は Kahler 多様体  X にｺﾝﾊｸﾄLie 群が等長かつ正則に作用し

ているとき,同様に定義される.解析的挨率,同変解析的振率については,[15], [3], [4],
[11] を参照.

以下, (X,  $\iota$) を2‐elementary K3曲面に限定して考える.  $\kappa$ を  X 上の t‐不変な Ricci‐

平坦 Kahler 形式とする,i.e.,

 $\kappa$=\displaystyle \sqrt{-1}\sum_{:,j}g_{i_{J}^{ $\tau$}}dz_{i}\wedge d\overline{z}_{j} \Rightarrow $\iota$^{*} $\kappa$= $\kappa$, d $\kappa$=0, \displaystyle \frac{\partial^{2}\log\det(g_{i_{J}^{ $\tau$}})}{\partial z_{k}\partial\overline{z}_{l}}=0.
X^{ $\iota$}=\displaystyle \sum_{i} Ci を連結成分への分解とし,以下のように定める:

\displaystyle \mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}(X,  $\kappa$):=\int_{X}$\kappa$^{2}/2, \mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}(C_{i},  $\kappa$|_{C_{i}}):=\int_{C_{i}} $\kappa$|c_{i}
Theorem 3.2. 型 M の2‐elementary K3 曲面 (X,  $\iota$) に対して,

$\tau$_{M}(X,  $\iota$):=\displaystyle \mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}(X, \frac{ $\kappa$}{2 $\pi$})^{\frac{14-r(M)}{4}}$\tau$_{\mathrm{Z}_{2}}(X,  $\kappa$)( $\iota$)\prod_{i}\mathrm{V}\mathrm{o}\mathrm{l}( Ci  $\kappa$|_{C_{i}}) $\tau$(C_{i}, \displaystyle \frac{ $\kappa$}{2 $\pi$}|_{C_{i}})
と定めれば, $\tau$_{M}(X,  $\iota$) は  $\kappa$ の選び方に依存しない.特に,  $\tau$_{M}(X,  $\iota$) は (X,  $\iota$) の不変量

である.

Proof. [19]を参照.口

Remark 3.3. Ricci‐平坦性は本質的な仮定ではない.  $\kappa$ のRicci‐平坦性を仮定しない
ときは或る Bott‐Chern 二次特性数を上の  $\tau$_{M}(X,  $\iota$) の定義式の右辺に掛ける [19].

Theorem 2.6とTheorem 3.2より, $\tau$_{M}(X,  $\iota$) は周期 $\varpi$_{M}(X,  $\iota$) により定まり, $\tau$_{M}

はﾓｼｭﾗｲ空間 \mathcal{M}_{M}^{o}=$\Omega$_{M^{\perp}}^{o}/O(M^{\perp}) 上の関数を定める.[19] の主結果は以下の

様に述べられる.

Theorem 3.4｡正整数  $\nu$>0 と $\Omega$_{M\perp} 上の O^{+}(M^{\perp}) に関する �保型形式f� $\Phi$_{M} が存

在して,

$\tau$_{M}=||$\Phi$_{M}||^{-1/2 $\nu$}, \displaystyle \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}$\Phi$_{M}= $\nu$\sum_{d\in$\Delta$_{M}\perp}H_{d}.
ここで,�保型形式� とは $\Omega$_{M}\perp 上の適当な正則直線東に値を持つ保型形式の事で

ある｡詳細は [19] を参照.  M が例外型格子のとき, $\tau$_{M} はそれぞれ10次元と26次元

のBorcherds  $\Phi$‐関数 (の10次元部分空間への制限) のPetersson ﾉﾙﾑとして表示

される [19]. このように,  M が例外型格子のとき $\tau$_{M} の明示公式が既に得られている

ので,以下 M が一般型格子のときに $\tau$_{M} の明示公式を考える.
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4. K3曲面と Del Pezzo 曲面の双対性?

Definition 4.1. ｺﾝﾊｸﾄな連結非特異複素曲面 V は反標準束 K_{V}^{-1} が豊富なと
き,Del Pezzo 曲面と呼ばれる.Del Pezzo 曲面 V の次数を以下の式で定める:

\displaystyle \deg V:=\int_{V}c_{1}(V)^{2}\in \mathrm{Z}_{\geq 1}.
Fact 4.2. V を次数 d のDel Pezzo 曲面とする､自然数 n\in \mathrm{Z}\geq 1 に対して, \mathrm{P}^{2} の n

点ﾌﾛｰｱｯﾌを \mathrm{P}^{2}[\mathrm{r}n] で表せば,以下が成り立つ:
(1) 1\leq d\leq 9 であり,

V\cong\left\{\begin{array}{ll}
\mathrm{P}^{2}[9-d] & (d\neq 8)\\
\mathrm{P}^{2}[1] \mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{P}^{1}\times \mathrm{P}^{1} & (d=8) .
\end{array}\right.
特に, d=10-b_{2}(V) である,

(2) Hodge 指数定理から (H^{2}(V, \mathrm{Z}), \rangle_{\mathrm{c}\mathrm{u}\mathrm{p}}) は双曲型格子であり,(1) から以下の格子
の等長同型が存在する:

(H^{2}(V, \mathrm{Z}), )_{\mathrm{c}\mathrm{u}\mathrm{p}})\cong\left\{\begin{array}{ll}
\mathrm{I}_{1,9-d} & (V\cong \mathrm{P}^{2}[9-d\rfloor)\\
\mathrm{U} & (V\cong \mathrm{P}^{1}\times \mathrm{P}^{1}) .
\end{array}\right.
ただし, \mathrm{I}_{1,m}=(\mathrm{Z}^{m+1}, \left(\begin{array}{ll}
1 & 0\\
0-1_{m} & 
\end{array}\right)), 1_{m} は m 次単位行列である.

Proof. [12]を参照.口

\} を V の全ｺﾎﾓﾛｼｰ格子

H(V, \mathrm{Z}) :=H^{0}(V, \mathrm{Z})\oplus H^{2}(V, \mathrm{Z})\oplus H^{4}(V, \mathrm{Z})
上のｶｯﾌ積とする. (H(V, \mathrm{Z}) , を V の向井格子と呼ぶ.Fact 4.2より,

(H(V, \mathrm{Z}) , \cong \mathrm{U}\oplus l\mathrm{I}_{1,9-d}, \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}(H(V, \mathrm{Z}) , =(2,10-d)
が成り立つ. H^{2}(V, \mathrm{R}) の光錐を

C_{V}=\{x\in H^{2}(V, \mathrm{R});x^{2}>0\}
とすれば,Cv は二つの連結成分から成るが, V のKahler 類を含む連結成分を C_{V}^{+} で

表す.条件 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}(H(V, \mathrm{Z}) , =(2,10-d) と H^{0}(V, \mathrm{Z})\oplus H^{4}(V, \mathrm{Z})\cong \mathrm{U} から,以下
の複素多様体の同型が成り立つ ( $\Omega$_{H(V,\mathrm{Z})}^{+} は $\Omega$_{H(V,\mathrm{Z})} の連結成分) :

(*) L_{V} : H^{2}(V, \displaystyle \mathrm{R})+\sqrt{-1}C_{V}^{+}\ni z\rightarrow-\frac{z^{2}}{2}[1]\oplus z\oplus[V]\in$\Omega$_{H(V,\mathrm{Z})}^{+}.
$\iota$_{V} により, H^{2}(V, \mathrm{R})+\sqrt{-1}C_{V}^{+} は $\Omega$^{+} の管状領域表示を与える.H(V,\mathrm{Z})

\mathcal{K}_{V}^{+} を V のKähler 錐とする,i.e.,

\mathcal{K}_{V}^{+}= { x\in H^{2}(V, \mathrm{R});x はKahler 類} \subset C_{V}^{+}.
集合

\displaystyle \frac{H^{2}(V,\mathrm{R})}{H^{2}(V,\mathrm{Z})}+\sqrt{-1}\mathcal{K}_{V}^{+}\subset H^{2}(V, \mathrm{C})/H^{2}(V, \mathrm{Z})
は V の複素 Kahler 錐と呼ばれ,その元を複素 \mathrm{K} ahler 類と呼ぶ.商空間

\displaystyle \mathcal{K}\mathcal{M}(V) :=(\frac{H^{2}(V,\mathrm{R})}{H^{2}(V,\mathrm{Z})}+\sqrt{-1}\mathcal{K}_{V}^{+})/{\rm Im}\{\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(V)\rightarrow O^{+}(H^{2}(V, \mathrm{Z}
は V の \mathrm{K}\ddot{\mathrm{a}}hler ﾓｼｭﾗｲ空間と呼ばれる [7]｡Del Pezzo 曲面 V に対して,一般に,群

1\mathrm{m}\{\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(V)\rightarrow O^{+}(H^{2}(V, \mathrm{Z} は有限群であることが知られている｡(適当なﾙｰ
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ﾄ系の Weyl 群になる [12]) V の第一 Chern 類 c_{1}(V)=-c_{1}(K_{V})\in H^{2} (V, Z) はこ

の群の作用で不変なﾍｸﾄﾙである｡
正則写像 $\iota$_{V} は以下の正則写像を誘導する:

$\varpi$_{V}:\mathcal{K}\mathcal{M}(V)\ni[ $\eta$]\rightarrow[$\iota$_{V}( $\eta$)]\in \mathcal{M}_{H(V,\mathrm{Z})}:=$\Omega$_{H(V,\mathrm{Z})}^{+}/O^{+}(H(V, \mathrm{Z}
(*) により  $\eta$ は  H(V, \mathrm{Z}) 上の重さ2の偏極 Hodge 構造と同一視され, \mathcal{M}_{H(V,\mathrm{Z})} は

H(V, \mathrm{Z}) 上の重さ2の偏極 Hodge 構造の分類空間なので, $\varpi$_{V}([ $\eta$]) はGriffiths の意

味での  $\eta$ の周期である.  $\varpi$_{V}([ $\eta$]) を (V, [ $\eta$]) のKahler 周期と呼ぶことにする.(一般
的な呼び方かどうか知らない)

以下,Kähler ﾓｼｭﾗｲ空間 \mathcal{K}\mathcal{M}(V) 上に関数を構成するのであるが,その構成
(Borcherds 積) には楕円ﾓｼｭﾗｰ形式を用いる.Dedekind  $\eta$‐関数, \mathrm{J} acobi ﾃｰﾀ

関数は以下の式で定義されていたことを思い出す:

 $\eta$(q):=q^{1/24}\displaystyle \prod_{n=1}^{\infty}(1-q^{n}) , $\theta$_{\mathrm{A}_{1}}(q)=\displaystyle \sum_{n\in \mathbb{Z}}q^{n^{2}} $\theta$_{\mathrm{A}_{1}+1/2}(q)=\displaystyle \sum_{n\in \mathbb{Z}}q^{(n+\frac{1}{2})^{2}}
この時,数列 \{c^{(0)}(l)\}_{l\in \mathrm{Z}}, \{c_{k}^{(1)}(l)\}_{l\in \mathrm{Z}+k/4} を以下の母関数により定義する:

f_{k}^{(0)}( $\tau$)=\displaystyle \sum_{l\in \mathrm{Z}}c_{k}^{(0)}(l)q^{l}:=\frac{ $\eta$(q^{2})^{8}$\theta$_{\mathrm{A}_{1}}(q)^{k}}{ $\eta$(q)^{8} $\eta$(q^{4})^{8}})
f_{k}^{(1)}( $\tau$)=\displaystyle \sum_{l\in k/4+\mathrm{Z}}c_{k}^{(1)}(l)q^{l}:=-8\frac{ $\eta$(q^{4})^{8}$\theta$_{\mathrm{A}_{1}+1/2}(q)^{k}}{ $\eta$(q^{2})^{16}}.

Theorem 4.3. Del Pezzo 曲面 V の K\dot{a}hler ﾓｼｭﾗｲ空間 \mathcal{K} (V) 上の形式的無

限積を次式で定める:

$\Phi$_{V}(w):=e^{ $\pi$ i(c_{1}(V),w)}\displaystyle \prod_{ $\delta$\in \mathrm{Z}_{2} $\lambda$\in \mathrm{E}\mathrm{f}\mathrm{f}(V)}, \displaystyle \prod_{ $\lambda$\equiv $\delta$ c_{1}(V)} \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 2(1-e^{ $\pi$ i\langle $\lambda$,w)})^{c_{\deg V}^{( $\delta$)}($\lambda$^{2}/4)}.
ただし,Eff(V) \subset H^{2}(V, \mathrm{Z}) は V 上の有効因子の同値類全体の集合

Eff(V):=\{c_{1}(L)\in H^{2}(V, \mathrm{Z});L\in H^{1}(V, \mathcal{O}_{V}^{*}), h^{0}(L)=\dim H^{0}(V, L)>0\}
を表す.また,  $\lambda$\equiv $\delta$ c_{1}(V)\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 2 は  $\lambda$- $\delta$ c_{1}(V) がｺﾎﾓﾛｼｰ群 H^{2}(V, \mathrm{Z}) におい

て2で割れることを意味する.以下,同型 (*) により $\Phi$_{V} を対応する $\Omega$_{H(V,\mathrm{Z})} の開集

合上の形式的関数と見なす.同一視 (*) の下で,以下の主張が成り立つ:
(1) $\Phi$_{V} は {\rm Im} w\gg 0 となる w\in H^{2}(V, \mathrm{R})+\sqrt{-1}\mathcal{K}_{V}^{+} に対して絶対収束し,さらに

$\Omega$^{+} 上の O^{+}(H(V, \mathrm{Z})) に関する重さ \deg V+4 の保型形式に解析接続される \acute{} $\Phi$_{V}
H(V,\mathrm{Z})

の零因子は H(V, \mathrm{Z}) のﾉﾙﾑｰ1‐ﾍｸﾄﾙに関する鏡映面全体の和集合である:

\displaystyle \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}$\Phi$_{V}=\sum_{d\in H(V,\mathrm{Z}),d^{2}=-1}H_{d}.
(2) (X,  $\iota$) を型 M の2‐elementa瑠K3曲面, (V,  $\eta$) をDel Pezzo 曲面と複素化 Kdhler

類の組とする.このとき,

\deg V=r(M)-10, g(M)=0

ならば, M^{\perp}\cong H(V, \mathrm{Z})(2) である.等長同型 M^{\perp}\cong H(V, \mathrm{Z})(2) の下で, (X,  $\iota$) の周

期と (V,  $\eta$) のKahler 周期が一致するならば,i.e.,

$\varpi$_{M}(X,  $\iota$)=$\varpi$_{V}([ $\eta$]) ,



ADUALITY BETWEEN K3 AND DEL PEZZO SURFACES? 37

以下の等式が成り立つ :

(**) $\tau$_{M}(X,  $\iota$)=C_{M}\displaystyle \Vert$\Phi$_{V}(\frac{$\varpi$_{V}([ $\eta$])}{2})\Vert^{-1/2}
ただし, C_{M} は M のみに依存する定数であり,

||$\Phi$_{V}(w)||^{2}:=\langle{\rm Im} w, {\rm Im} w\}^{\deg V+4}|$\Phi$_{V}(w)|^{2}
は保型形式 $\Phi$_{V} のPetersson ﾉﾙﾑである.

Proof. [21]を参照.口

等式 (**) の左辺は型 M の2‐elementary K3 曲面のﾓｼｭﾗｲ空間上で解析的涙
率を用いて構成された関数である.一方, (**) の右辺はDel Pezzo曲面のKählerﾓ
ｼｭﾗｲ空間上の関数 (保型形式) である.この意味で,ﾓｼｭﾗｲ空間上の特別な関
数まで含めて考えたとき,Theorem 4.3は2‐elementary K3曲面の複素構造のﾓｼｭ
ﾗｲ空間と Del Pezzo 曲面 Kahler ﾓｼｭﾗｲ空間との間のある種の等価性を意味し
ている.筆者は $\Phi$_{V} が何らかの意味で V に関して自然で幾何学的な保型形式であると

思うのであるが,それがどういう意味でなのか良く判らない.Fourier係数 c_{\deg V}^{( $\delta$)}(l) を

V の幾何学から構成できていないという意味で,Theorem 4.3は未完である.ﾐﾗｰ

対称性では,Kahler ﾓｼｭﾗｲ空間上で Gromov‐Witten ﾎﾃﾝｼｬﾙ等を考えたり

するが, $\Phi$_{V} も V のｼﾝﾌﾚｸﾃｨｯｸ幾何学を通して理解できるのであろうか?

Example 4.4. $\Phi$_{V} がﾃｰﾀ関数を用いて表示できる例があるので,紹介する [17],
[20]. 集合 \mathbb{H}_{2} を以下の式で定める:

\mathbb{H}_{2}:=H+iC^{+}=\{W\in M(2, \mathrm{C} (W-W^{*})/2i>0\}, W^{*} :={}^{t}\overline{W}.

ここで, H は 2\times 2‐Hermite行列全体の集合であり, C^{+} は正定値な 2\times 2‐Hermite行
列全体の集合である. \mathbb{H}_{2} 上の座標 w= (w_{1}, w_{2}, w_{3} , w4) を以下の式で定める:

w=w_{1}H+w_{2}E_{1}+w_{3}E_{2}+w_{4}E_{3}\in \mathbb{H}_{2}.

ただし,

H= (_{\frac{-1_{1}}{1-i}} \displaystyle \frac{-1}{1+i,1}) , E_{1}=(_{\frac{-0_{1}}{1-i}} \displaystyle \frac{-1}{1+i,1}) , E_{2}=(_{\frac{-11}{1-i}} \displaystyle \frac{-1}{1+i,0}) , E_{3}=(_{\frac{-0_{i}}{1-i}} \displaystyle \frac{i}{1+i,0})
である. H 上の二次形式を以下の式で定める:

\langle w, w\rangle:=2\det(w)=w_{1}^{2}-w_{2}^{2}-w_{3}^{2}-w_{4}^{2}.

この二次形式により,格子 (\mathrm{Z}H+\mathrm{Z}E_{1}+\mathrm{Z}E_{2}+\mathrm{Z}E_{3} , は \mathrm{I}_{1,3} と等長同型である.
V=\mathrm{P}^{2} [3] を次数6のDel Pezzo 曲面とし,  $\pi$:V\rightarrow \mathrm{P}^{2} を \mathrm{P}^{2} の3点 P_{1} , P2, P3にお
けるﾌﾛｰｱｯﾌとする.このとき, H=p^{*}\mathcal{O}_{\mathrm{P}^{2}}(1) , Ej を例外因子 $\pi$^{-1}(P_{i}) の定め
る V 上の正則直線束と同一視すれば,Chern 類を取る操作は等長同型

c_{1}:\mathrm{Z}H+\mathrm{Z}E_{1}+\mathrm{Z}E_{2}+\mathrm{Z}E_{3}\rightarrow H^{2}(V, \mathrm{Z})

を誘導する.従って,Chern類写像は複素計量ﾍｸﾄﾙ空間の同型

c_{1}:\mathbb{H}_{2}\cong H^{2}(V, \mathrm{C})

を誘導する.このとき, $\Omega$_{H(V,\mathrm{Z})} は以下の写像 $\iota$_{V} により \mathbb{H}_{2} に同型である:

$\iota$_{V}:\mathbb{H}_{2}\ni w\rightarrow-\det(w)[1]\oplus c_{1}(w)\oplus[V]\in$\Omega$_{H(V,\mathrm{Z})}.
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a, b\displaystyle \in\{0, \frac{1+i}{2}\}^{2} に対して, \mathbb{H}_{2} 上の Freitag ﾃｰﾀ関数を以下の式で定める:

$\Theta$_{a,b}(w):=\displaystyle \sum_{m\in \mathbb{Z}[i]^{2}}\exp $\pi$ i\{(m+\frac{a}{1+i})^{*}w(m+\frac{a}{1+i})+2{\rm Re}(\frac{b}{1+i})^{*}m\}.
Freitag ﾃｰﾀ関数 $\Theta$_{a,b}(w) は, a^{*}b\in \mathrm{Z} が成り立つとき偶であると定義する.する
と,全部で10個の偶 Freitag ﾃｰﾀ関数が存在する.偶Freitag ﾃｰﾀ関数全部の積

$\Delta$_{\mathrm{M}\mathrm{S}\mathrm{Y}}(w):=\displaystyle \prod_{\mathrm{e}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{n}}$\Theta$_{a,b}(w)
を松本‐佐々木‐吉田の保型形式と呼ぶ事にすれば,6次Del Pezzo 曲面 V に対して $\Phi$_{V}

は松本‐佐々木‐吉田の保型形式に一致し,この保型形式の無限積展開を与える:

$\Phi$_{V}(w)=2^{-12}$\Delta$_{\mathrm{M}\mathrm{S}\mathrm{Y}}(2w) .

このようにして得られる無限積展開を2次Siegel上半空間 6_{2}=\{W\in \mathbb{H}_{2};{}^{t}W=W\}
に制限すれば,Gritsenko‐Nikulin が2次の井草保型形式に対して与えた無限積展開
を得る [10]. 第2節Example 2.4 (3) で考えた松本‐佐々木‐吉田の K3曲面に対して,

$\tau$_{M} を与える保型形式が $\Delta$_{\mathrm{M}\mathrm{S}\mathrm{Y}} である [20].

5. g(M) が小さい時の $\tau$_{M} の明示公式

M を \mathrm{L}_{K3} の原始的2‐elementary双曲型格子とすれば, M^{\perp} は以下のように二つ

の双曲型格子の直和に分解する [8]:

M^{\perp}=\mathrm{U}(N)\oplus L.
ここで, N\in\{1 ,

2 \} であり, L も2‐elementary 双曲型格子である.

$\Phi$_{V} の一般化を述べるため, L のWeyl 部屋を定義したい.前と同様,

C_{L} :=\{x\in L\otimes \mathrm{R};x^{2}>0\}
を双曲型格子 L の光錐とする. L のﾙｰﾄの集合を $\Delta$_{L}:=\{d\in L;d^{2}=-2\} で定め

る.ﾙｰﾄ d\in$\Delta$_{L} に対して, s_{d}\in O(L) を d の定める鏡映とする:

L\ni x\rightarrow s_{d}(x) :=x+\langle x, d\rangle d\in L.

このとき, s_{d} は光錐 C_{L} に作用する.鏡映 s_{d}:C_{L}\rightarrow C_{L} の不動点集合 (鏡映面) をhd
で表す.即ち, \mathrm{h}_{d}=\{x\in C_{L;}\langle x, d\rangle=0\} である. L のWeyl 群 W_{L} は集合 \{s_{d}\}_{d\in$\Delta$_{L}}
により生成される O(L) の部分群である.このとき,

C_{L}\displaystyle \backslash \bigcup_{d\in$\Delta$_{L}}\mathrm{h}_{d}=\bigcup_{ $\alpha$}\mathcal{W}_{ $\alpha$}
を連結成分への分解とすれば,任意の \mathcal{W}_{ $\alpha$} は W_{L} の C_{L} への作用に関する基本領域で

あり, L のWeyl 部屋と呼ばれる.
\mathcal{W}\subset C_{L} を L の一つの Weyl 部屋とし, L\otimes \mathrm{R}+i\mathcal{W} 上で定義された形式的 Fourier

級数 $\Psi$_{M^{\perp}}(z, f_{r(M)-10}^{(0)}) を以下の無限積で定義する:

$\Psi$_{M^{\perp}}(z, f_{r(M)-10}^{(0)}):=e^{2 $\pi$ i( $\rho$(L,\mathcal{W}),z)_{ $\lambda$\in L}}, \displaystyle \prod_{ $\lambda$\cdot \mathcal{W}>0}, $\lambda$^{2}\geq-2(1-e^{2 $\pi$ i\langle $\lambda$,z\rangle})^{\mathrm{c}_{r(M)-10}^{(\mathrm{o})}($\lambda$^{2}/2)}
\displaystyle \times_{ $\lambda$\in 2L^{\vee}}, \prod_{ $\lambda$\cdot \mathcal{W}>0}, $\lambda$^{2}\geq-2(1-e^{ $\pi$ iN\langle $\lambda$,z\}})^{2^{g(M)}c_{r(M)-10}^{(0)}($\lambda$^{2}/2)}
\displaystyle \times\prod_{ $\lambda$\in $\rho$(L,\mathcal{W})+L, $\lambda$ \mathcal{W}>0}., $\lambda$^{2}\geq 0(1-e^{2 $\pi$ i\{ $\lambda$,z)})^{2\mathrm{c}_{r(M)-1\mathrm{O}}^{\langle 1)}($\lambda$^{2}/2)}.
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ただし,  $\rho$(L, \mathcal{W})\in L\otimes \mathrm{Q} は (L, \mathcal{W}, f_{r(M)-10}^{(0)}) のWeyl ﾍｸﾄﾙ [5], [6] と呼ばれるﾍ

ｸﾄﾙで, f_{r(M)-10}^{(0)} のFourier 係数を用いて明示的に与えることができる. r(L)\leq 10
のとき,  $\rho$(L, \mathcal{W}) の具体的な表示を Lemma 5.4で与える.一般に, (L, \mathcal{W}, f_{f(M)-10}^{(0)})
のWeyl ﾍｸﾄﾙは通常の意味での双曲型格子 L のWeyl ﾍｸﾄﾙに一致しないこと
を注意する.

Remark 5.1. g(M)=0 のとき, N=2, L=H^{2}(V, \mathrm{Z})(2) であり,以下の等式が成り
立つ :

$\Psi$_{M}\perp(z, f_{r(M)-10}^{(0)})=$\Phi$_{V}(z)^{2}.
ここで, V (は b2(V) =r(L) をみたす Del Pezzo 曲面である.従って, $\Psi$_{M}\perp(z, f_{r(M)-10}^{(0)})
は一般の M に対する $\Phi$_{V} の一般化と見なす事ができる.この例では, c_{1}(V) は通常の
双曲型格子の意味で H^{2}(V, \mathrm{Z}) のWeyl ﾍｸﾄﾙになっている.

Theorem 4.3は以下のように一般化される:

Theorem 5.2. M は一般型格子で,以下の条件 (i), (ii) の一つを充たすと仮定する :

(i) g(M)\leq 2 . (ii) g(M)=3, r(M)\geq 11.

このとき,次の主張が成り立つ :

(1) {\rm Im} z\gg 0 ならば,形式的無限積 $\Psi$_{M}\perp(z, f_{r(M)-10}^{(0)}) は絶対収束し,さらに O^{+}(M^{\perp})
に関する $\Omega$_{M}^{+} 上の保型形式に解析接続される.

(2) (X,  $\iota$) が型 M の2‐elementary K3曲面ならば,以下の等式が成り立つ:

-4(2^{g(M)}+1)\log$\tau$_{M}(X,  $\iota$)=\log||$\Psi$_{M^{\perp}}($\varpi$_{M}(X,  $\iota$), f_{r(M)-10}^{(0)})||^{2}
(#)

+\log||$\chi$_{g(M)}( $\Omega$(X^{ $\iota$}))^{2^{(4-g(M)\rangle}}||^{2}+C_{M}.
ここで,  $\Omega$(X^{ $\iota$})\in Sp_{2g(M)}(\mathrm{Z})\backslash 6_{g(M)} は曲線 X^{ $\iota$} の周期であり, ||\cdot|| は保型形式の
Petersson ﾉﾙﾑを表す.また2 C_{M} は格子 M のみに依存する定数であり, $\chi$_{g}( $\Omega$) は

g 次Siegel 上半空間 6_{g} 上の井草保型形式である,i.e.;

$\chi$_{g}( $\Omega$):=\left\{\begin{array}{ll}
1 & (g=0)\\
\prod_{(a,b)\mathrm{e}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{n}}$\theta$_{a,b}(0,  $\Omega$) & (g>0) .
\end{array}\right.
ただし, $\theta$_{a,b}(z,  $\Omega$) は通常の Riemann ﾃｰﾀ関数である.

Proof. [21]を参照.口

$\Psi$_{M}\perp(z, f_{r(M)-10}^{(0)}) は $\Gamma$_{0}(4) の楕円ﾓｼｭﾗｰ形式 f_{f(M)-10}^{(0)} を Mp_{2}(Z) のﾍｸﾄ

ﾙ値楕円ﾓｼｭﾗｰ形式に誘導し,そのBorcherds積[5], [6] として得られる保型形式

である.(1) はこの構成と Borcherds の定理 [5] から直ちに従う. $\Psi$_{M}\perp(z, f_{f(M)-10}^{(0)})
の重さと零因子もBorcherdsの定理 [5] から容易に計算される.

Remark 5.3. 条件 (i) または (ii) を充たす \mathrm{L}_{K3} の原始的2‐elementary双曲型格子の
等長類は全部で38であり,そのﾘｽﾄは以下のように与えられる [8]:

(a) g(M)=0 ならば, M^{\perp} は以下の11個の格子の何れかに等長である:

\mathbb{U}(2)\oplus \mathrm{A}_{1}^{+}\oplus \mathrm{A}_{1}^{k} (0\leq k\leq 8) , \mathrm{U}(2)\oplus \mathbb{U}(2) , \mathrm{A}_{1}^{+}\oplus \mathrm{A}_{1}^{+}.
(b) g(M)=1 ならば, M^{\perp} は以下の12個の格子の何れかに等長である:

\mathrm{U}\oplus \mathrm{A}_{1}^{+}\oplus \mathrm{A}_{1}^{k} (0\leq k\leq 9) , \mathrm{U}(2)\oplus \mathrm{U}(2)\oplus \mathbb{D}_{4}, \mathbb{U}\oplus \mathrm{U}(2) .
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(c) g(M)=2 ならば, M^{\perp} は以下の11個の格子の何れかに等長である:

\mathrm{U}\oplus \mathbb{U}\oplus \mathrm{A}_{1}^{k} (0\leq k\leq 9) , \mathrm{u}\oplus \mathrm{u}(2)\oplus \mathbb{D}_{4}.

(d) g(M)=3 かつ r(M)\geq 11 ならば, M^{\perp} は以下の4個の格子の何れかに等長で
ある:

\mathrm{U}\oplus \mathrm{U}\oplus \mathrm{D}_{4}\oplus \mathrm{A}_{1}^{k} (0\leq k\leq 3) .

Theorem 5.2より,例外型格子 \mathrm{U}(2)\oplus \mathrm{E}_{8}(2) , \mathrm{U}\oplus \mathrm{E}_{8}(2) と上の38の格子 (の直交補

格子) M に対して, $\tau$_{M} の明示公式が得られたことになる｡

g(M)=0 の場合の $\Psi$_{M}\perp(z, f_{r(M)-10}^{(0)}) のWeyl ﾍｸﾄﾉﾚは Theorem 4.3から具体

的に求まっている. g(M)>0 の場合に $\Psi$_{M}\perp(z, f_{r(M)-10}^{(0)}) のWeyl ﾍｸﾄﾙの具体的

な表示を与える.このとき,2‐elementary双曲型格子 L を用いて,

M^{\perp}=\mathrm{U}\oplus L

と書ける.(序又は第6節を参照) 以下のLemma5.4では次のように記号を定める.

\mathrm{A}_{1}^{+} の標準的な生成元を h, \mathrm{A}響の標準的な生成元を \{d_{1}, \cdots, d_{m}\}, \mathrm{U}, \mathrm{U}(2) の標準

的な生成元を  $\epsilon$, \mathrm{f} で表す. L\subset \mathrm{L}_{K3} を原始的な2‐elementary双曲型格子とし, \mathcal{W} を

L のWeyl 部屋の一つとする.負定値ﾙｰﾄ格子 K\subset L に対して, \mathcal{W} は $\Delta$_{K} の分解
を定める:

$\Delta$_{K}=$\Delta$_{K}^{+} II -$\Delta$_{K}^{+}, $\Delta$_{K}^{+}:=\{d\in$\Delta$_{K};d\cdot \mathcal{W}>0\}.
このとき K のWeyl ﾍｸﾄﾙ  $\rho$K を以下の式で定める:

 $\rho$_{K}:=\displaystyle \frac{1}{2}\sum_{d\in$\Delta$_{K}^{+}}d.
Lemma 5.4. L\subset \mathrm{L}_{K3} を原始的7な2‐elementary双曲型格子とし, \mathcal{W} を L のWeyl

部屋の一つとする. r(L)\leq 10 ならばf $\Psi$_{\mathrm{U}\oplus L}(z, f_{10-r(L)}^{(0)}) のWeyl ﾍｸﾄﾙ  $\rho$(L, \mathcal{W})
は以下の式で与えられる:

(1) k(L)=0 ならば, L は以下の12個の格子の何れかに等長である:

\mathrm{A}_{1}^{+}\oplus \mathrm{A}_{1}^{m} , (0\leq m\leq 9) , \mathrm{U}(2) , \mathrm{U}(2)\oplus \mathrm{F}_{4}(2) .

このとき,

 $\rho$(L, \mathcal{W})=\left\{\begin{array}{ll}
\frac{3}{2}h-\frac{1}{2}(d_{1}+\cdots+d_{m}) & \mathrm{i}\mathrm{f} L=\mathrm{A}_{1}^{+}\oplus \mathbb{A}_{1}^{rn}\\
2\mathfrak{e}+2\mathrm{f} & \mathrm{i}\mathrm{f} L=\mathrm{U}(2)\\
0 & \mathrm{i}\mathrm{f} L=\mathrm{U}(2)\oplus \mathrm{E}_{8}(2) .
\end{array}\right.
(2) k(L)=1 ならば, L は以下の11個の格子の何れかに等長である:

\mathrm{U}\oplus \mathrm{A}_{1}^{m} (0\leq m\leq 8) , \mathrm{U}(2)\oplus \mathrm{D}_{4}, \mathrm{U}\oplus \mathrm{E}_{8}(2) .

このとき,

 $\rho$(L, \mathcal{W})=\left\{\begin{array}{ll}
5\mathfrak{e}+4\mathrm{f}-\frac{3}{2}(d_{1}+\cdots+d_{m}) & \mathrm{i}\mathrm{f} L=\mathrm{u}\oplus \mathrm{A}_{1}^{m}\\
3\mathfrak{e}+3\mathrm{f}-$\rho$_{\mathrm{D}_{4}} & \mathrm{i}\mathrm{f} L=\mathrm{U}(2)\oplus \mathrm{D}_{4}\\
e & \mathrm{i}\mathrm{f} L=\mathbb{U}\oplus \mathrm{E}_{8}(2) .
\end{array}\right.
(3) k(L)=2 ならばf L は以下の6個の格子の何れかに等長である:

\mathrm{U}\oplus \mathbb{D}_{4}\oplus \mathrm{A}_{1}^{m} (0\leq m\leq 4) , \mathbb{U}(2)\oplus \mathbb{D}_{4}\oplus \mathrm{D}_{4}.
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このとき,

 $\rho$(L, \mathcal{W})=\left\{\begin{array}{ll}
7\mathfrak{e}+6\mathrm{f}- $\rho$ \mathrm{m})_{4}-\frac{5}{2}(d_{1}+\cdots+d_{m}) & \mathrm{i}\mathrm{f} L=\mathrm{u}\oplus \mathrm{D}_{4}\oplus \mathrm{A}_{1}^{m}\\
3\mathfrak{e}+3\mathrm{f}-$\rho$_{\mathrm{D}_{4}\oplus \mathrm{D}_{4}} & \mathrm{i}\mathrm{f} L=\mathrm{U}(2)\oplus \mathrm{D}_{4}\oplus \mathrm{D}_{4}.
\end{array}\right.
(4) k(L)=3 ならば, L は以下の4個の格子の何れかに等長である:

\mathrm{A}_{1}^{+}\oplus \mathrm{E}_{7}\oplus \mathrm{A}_{1}^{m} (0\leq m\leq 2) , \mathbb{U}\oplus \mathrm{D}_{4}\oplus \mathbb{D}_{4}.

このとき,

 $\rho$(L, \mathcal{W})=\left\{\begin{array}{ll}
\frac{27}{2}h-$\rho$_{\mathrm{E}_{7}}-\frac{9}{2}(d_{1}+\cdots+d_{m}) & \mathrm{i}\mathrm{f} L=\mathrm{A}_{1}^{+}\oplus \mathrm{E}_{7}\oplus \mathrm{A}_{1}^{m}\\
7 $\iota$+6\mathrm{f}-$\rho$_{\mathrm{D}_{4}\oplus \mathrm{m})_{4}} & \mathrm{i}\mathrm{f} E=\mathbb{U}\oplus \mathbb{D}_{4}\oplus \mathrm{D}_{4}.
\end{array}\right.
(5) k(L)=4 ならば, L は以下の3個の格子の何れかに等長である:

\mathrm{A}_{1}^{+}\oplus \mathrm{E}_{8}\oplus \mathrm{A}_{1}^{m} (0\leq m\leq 1) , \mathrm{U}(2)\oplus \mathrm{E}_{4}.

このとき,

 $\rho$(L, \mathcal{W})=\left\{\begin{array}{ll}
\frac{47}{2}h- $\rho$ \mathrm{m}_{8}-\frac{17}{2}(d_{1}+\cdots+d_{m}) & \mathrm{i}\mathrm{f} L=\mathrm{A}_{1}^{+}\oplus \mathrm{E}_{8}\oplus \mathrm{A}_{1}^{m}\\
15e+15\mathrm{f}-$\rho$_{\mathfrak{B}_{8}} & \mathrm{i}\mathrm{f} L=\mathrm{U}(2)\oplus \mathrm{F}_{4}.
\end{array}\right.
(6) k(L)=5 ならば, L は以下の格子に等長である:

\mathrm{U}\oplus \mathrm{E}_{8}.

このとき f

 $\rho$(L, \mathcal{W})=31\mathfrak{e}+30\mathrm{f}-$\rho$_{\mathrm{E}_{8}}.

Proof. [21]を参照.口

Question 5 \cdot 5. 75種類の格子の中で40個の格子に対して等式 (#) が成り立つので

あるから,75個すべての格子に対して等式 (#) の成立を期待することは自然に思え
る､実際はどうなのであろうか?

Question 5.6. 何故 $\tau$_{M} は以下の一系列の楕円ﾓｼｭﾗｰ形式の Borcherds 積になっ
ているのか説明せよ:

f_{10-r(M)}^{(0)}( $\tau$)=\displaystyle \frac{ $\eta$(q^{2})^{8}$\theta$_{\mathrm{A}_{1}}(q)^{10-r(M)}}{ $\eta$(q)^{8} $\eta$(q^{4})^{8}}.
この楕円ﾓｼｭﾗｰ形式は r(M) , 即ち商複素曲面  X/ $\iota$ (一般型の  M に対しては有
理曲面) の2次元 Betti 数のみにより定まっている.Theore m4\cdot 3 の後で述べたこと

にも関連するが,楕円ﾓｼｭﾗｰ形式 f_{10- $\tau$(M)}^{(0)}( $\tau$) あるいはその Fourier 係数の幾何

学的意味を説明せよ.有理曲面上のﾍｸﾄﾙ束のﾓｼｭﾗｲ空間やｼﾝﾌﾚｸﾃｲｸ
幾何学等により f_{10-r(M)}^{(0)}( $\tau$) を説明することは可能であろうか?

6. 対合付き K3曲面のﾐﾗｰ双対性?

Definition 6.1. 対合付き K3 曲面 (X,  $\iota$) が非常に一般 \Leftrightarrow

Pic(X) :=H^{2}(X, \mathrm{Z})\cap H^{1,1}(X, \mathrm{R})=H_{+}^{2}(X, \mathrm{Z}) .

 $\rho$(X) := rkz Pic(X) を X のPicard 数と言う.
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以下, (X,  $\iota$) は非常に一般であると仮定する. (X,  $\iota$) の光錐を

C_{(X, $\iota$)} :=\{x\in H_{+}^{2}(X, \mathrm{R})_{1}x^{2}>0\}
で定義し, c_{(X, $\iota$)} のKahler 類を含む連結成分を C_{(X, $\iota$)}^{+} で表す. (X,  $\iota$) の \mathrm{K}\ddot{\mathrm{a}}hler 錐を

\mathcal{K}_{(X, $\iota$)}^{+}= { x\in H_{+}^{2}(X, \mathrm{R});x は X のKahler 類} =\mathcal{K}_{X}^{+}\cap H_{+}^{2}(X, \mathrm{Z})
で定義する. (X,  $\iota$) のKähler ﾓｼｭﾗｲ空間は以下の式で定義される解析空間である:

\displaystyle \mathcal{K}\mathcal{M}(X,  $\iota$):=(\frac{H_{+}^{2}(X,\mathrm{R})}{\mathrm{P}\mathrm{i}\mathrm{c}(X)}+\sqrt{-1}\mathcal{K}_{(X, $\iota$)}^{+})/{\rm Im}\{\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(X,  $\iota$)\rightarrow O(H_{+}^{2}(X, \mathrm{Z}

序で述べたように H_{+}^{2}(X, \mathrm{Z}) の符号は (2, rkz H_{+}(X, \mathrm{Z})-2 ) なので,以下の写像によ
り H_{+}^{2}(X, \mathrm{R})+\sqrt{-1}\mathcal{K}_{(X, $\iota$)}^{+}\cong$\Omega$_{H_{+}(X,\mathrm{Z})}^{+} である:

 $\iota$(X, $\iota$)( $\eta$):=-\displaystyle \frac{$\eta$^{2}}{2} [1] \oplus $\eta$\oplus[X].

非常に一般な対合付き K3曲面 (X,  $\iota$) に対して, \mathrm{K}\ddot{\mathrm{a}}hler周期写像を次式で定める:

 $\kappa$:\mathcal{K}\mathcal{M}(X,  $\iota$)\ni $\eta$\rightarrow[ $\iota$(X, $\iota$)( $\eta$)]\in$\Omega$_{H_{+}(X,\mathrm{Z})}^{+}/O^{+}(H_{+}(X, \mathrm{Z}
Definition 6.2. (X,  $\iota$) を対合付き K3曲面とし, (X^{\vee}, $\iota$^{\vee}, $\eta$^{\vee}) を対合付き K3曲面

とその上の tV.不変複素 Kahler 類の三つ組みとする.このとき,

(X^{\vee}, $\iota$^{\vee}, $\eta$^{\vee}) が (X,  $\iota$) のﾐﾗｰ双対 \Leftrightarrow 以下の条件を充たす等長同型  $\alpha$:H(X, \mathrm{Z})\cong
 H(X^{\vee}, \mathrm{Z}) が存在する:

(1)  $\alpha$(H\pm(X, \mathrm{Z}))=H_{\mp}(X^{\vee}, \mathrm{Z})
(2)  $\alpha$(H^{0}(X, $\Omega$_{X}^{2}))=\displaystyle \mathrm{C}(-\frac{($\eta$^{\vee})^{2}}{2}[1]\oplus$\eta$^{\vee}\oplus[X^{\vee}])
Fact 6.3. (X,  $\iota$) のﾐﾗｰ双対が存在する \Leftrightarrow  g(X^{ $\iota$})=g(H_{+}^{2}(X, \mathrm{Z}))>0.

Proof, [14]を参照.口

格子の等長同型  $\alpha$:H(X, \mathrm{Z})\cong H(X^{\vee}, \mathrm{Z}) が  $\alpha$(H\pm(X, \mathrm{Z}))=H_{\mp}(X^{\vee}, \mathrm{Z}) を充た

せば,  $\alpha$ は以下の領域の同型を誘導する:

 $\alpha$:$\Omega$_{H\pm(X,\mathrm{Z})}\cong$\Omega$_{H_{\mp}(X^{\vee},\mathrm{Z})}.
Lemma 6.4. (X,  $\iota$) が非常に一般で  $\rho$(X)\leq 10 ならば,以下の条件を充たす Q‐因子
類 D\in \mathrm{P}\mathrm{i}\mathrm{c}(X)^{\vee} が存在する:

(1) f^{*}D=D ( \forall f\in \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(X,  $\iota$ 特に  D は t ‐不変.

(2) ECX が非特異有理曲線ならば,

D\cdot E=\left\{\begin{array}{ll}
1 & \mathrm{i}\mathrm{f} c_{1}(E)/2\not\in \mathrm{P}\mathrm{i}\mathrm{c}(X)^{\vee}\\
2^{b_{\mathrm{O}}(X^{ $\iota$})-1}+1 & \mathrm{i}\mathrm{f} c_{1}(E)/2\in \mathrm{P}\mathrm{i}\mathrm{c}(X)^{\vee}.
\end{array}\right.
(3) D はﾈﾌ,i.e., 任意の代数曲線 D\subset X に対して C\cdot D\geq 0 である.さらに,

H_{+}^{2}(X, \mathrm{Z})\not\cong \mathrm{U}(2) , \mathrm{U}\oplus \mathrm{E} $\epsilon$(2) , \mathrm{U}(2)\oplus \mathrm{E}_{8}(2) , \mathrm{A}_{1}^{+}\oplus \mathrm{A}_{1}^{9} ならば, D は豊富である.

(4) D は H_{+}^{2}(X, \mathrm{Z}) の特性元である,i.e. f

D\displaystyle \cdot x=\frac{x^{2}}{2} \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 1, \forall x\in \mathrm{P}\mathrm{i}\mathrm{c}(X)^{\vee}
Proof. L= 珊(X, Z) とする. D として $\Psi$_{\mathrm{U}\oplus L}(z, f_{10-r(L)}^{(0)}) のWeylﾍｸﾄﾙ  $\rho$(L, \mathcal{W})

を選ぶ｡(1) #ま (X,  $\iota$) のKahler 錐が (X, t) の自己同型で不変な事から,(2) はUorcherds

の壁越公式 (Wall crossing formula) [5] から従う.(3) は(2) と中井の判定法及び Weyl

ﾍｸﾄﾙの具体的な表示Lemma5.4から従う｡(4) はLemma5.4から従う.口
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条件 (1), (2), (3), (4) は因子類 D を一意的に特徴付けると筆者は予想している.
以上の準備の下で) 第5節の保型形式を \mathcal{K}\mathcal{M}(X,  $\iota$) 上の保型形式として表示する

ことができる.

Definition 6.5. \mathcal{K}\mathcal{M}(X,  $\iota$) 上の形式的無限積 $\Phi$_{(X, $\iota$)}(z) を以下の式で定義する:

$\Phi$_{(X, $\iota$)}(z):=e^{2 $\pi$ i(D,z)}\displaystyle \prod_{ $\lambda$\in \mathrm{E}\mathrm{f}\mathrm{f}(X)_{1}$\lambda$^{2}\geq-2}(1-e^{2 $\pi$ i( $\lambda$,z\}})^{c_{p(X\rangle-10}^{(\mathrm{o})}(\frac{$\lambda$^{2}}{2})}
\displaystyle \times\prod_{ $\lambda$\in \mathrm{E}\mathrm{f}\mathrm{f}(X)\cap 2\mathrm{P}\mathrm{i}\mathrm{c}(X)^{\vee},$\lambda$^{2}\geq-2}(1-e^{ $\pi$ i( $\lambda$,z)})^{2^{g(X^{L})}c_{ $\rho$(X)-10}^{\langle 0)}(\frac{$\lambda$^{2}}{2})}
\displaystyle \times\prod_{ $\lambda$\in(D+\mathrm{P}\mathrm{i}\mathrm{c}(X))\cap \mathrm{E}\mathrm{f}\mathrm{f}(X)_{\mathrm{Q}}}, $\lambda$^{2}\geq 0(1-e^{2 $\pi$ i( $\lambda$,z)})^{2c_{ $\rho$(X\rangle-10}^{(1)}(\frac{$\lambda$^{2}}{2})}.

ここで,Eff(X) C\mathrm{P}\mathrm{i}\mathrm{c}(X) は X 上の有効類全体を表し, \mathrm{E}\mathrm{f}\mathrm{f}(X)_{\mathrm{Q}}:=\mathrm{E}\mathrm{f}\mathrm{f}(X)\otimes \mathrm{Q} で

ある.

K3 曲面に対して,このような無限積を最初に考えたのは \mathrm{G}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{k}o-Nikulin [9] で

ある.(Bershadsky Cecotti‐大栗‐Vafa[2] やBorcherds[5] の先行する仕事にも当然
言及すべきである.) Theorem 5.2を以下のように書き換えることができる:

Theorem 6.6. 以下の主張が成り立つ.

(1) $\Phi$_{(X, $\iota$)}(z) は {\rm Im} z\gg 0 のとき絶対収束し, \mathcal{K}\mathcal{M}(X,  $\iota$) 上の保型形式に解析接続さ
れる.

(2) (X^{\vee}, $\iota$^{\vee} , $\eta$^{\vee}) を (X,  $\iota$) のﾐﾗｰ双対とする. H_{-}(X, \mathrm{Z})=H_{+}(X^{\vee}, \mathrm{Z}) がRemark

5.3で与えられる格子ならば,以下の等式が成り立つ :

$\tau$_{M}(X,  $\iota$)^{-4(2^{g(X^{ $\iota$})}+1)}=C_{M}\Vert$\Phi$_{(X^{\vee},$\iota$^{\vee})}( $\kappa$(X^{\mathrm{v}}, $\iota$^{\vee}, $\eta$^{\vee}))\otimes$\chi$_{g(X^{\mathrm{t}})}( $\Omega$(X^{ $\iota$}))^{2^{(4-\mathrm{q}(X^{\mathrm{t}}))}}\Vert^{2}
ただし, C_{M}>0 は格子 M=H_{+}(X, \mathrm{Z}) のみに依存する定数である.

Proof. Theorem 5.2の言い換えである.口
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