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部分ｾｰﾀ関数の解析性

Analytic properties of partial zeta functions

橋本康史 *

Yasufumi HASHIMOTO  $\dagger$

Abstract

In this manuscript, we study analytic properties of zeta functions defined by the

Euler products over elements of subsets of the set of prime elements.

1 導入

2005年度7月に行われた研究集会 ｢群の表現と調和解析の広がり｣ ([H1] を参照) にお

いて,負曲率局所対称ﾘｰﾏﾝ多様体  X の素な測地綜の X の(正規とは限らない) 有限

被覆 Xにおける分解密度に対する研究について発表を行った｡とくに, X, \tilde{X} の基本群が

それぞれ \mathrm{S}\mathrm{L}_{2}(\mathrm{Z}) およびその合同部分群である場合には,各測地線の分解の型を全て決定

し分解密度を完全に記述することができたが,この結果を X と \tilde{X} のｾﾙﾊｰｸｾｰﾀ関
数どうしの関係を述べた Venkov‐Zograf の公式 [VZ] に適用すると, \tilde{X} に関するｾﾙﾊｰ

ｸｾｰﾀ関数を X の素測地線に関する積で表すことができる.この表示式から,2つのｾ

ﾙﾊｰｸｾｰﾀ関数の商をとることで,素測地線全体ではなく,ある特定の分解の型をも

つような素測地線のみに関するｵｲﾗｰ積で与えられるｾｰﾀ関数の関数等式が導かれ,
この関数等式から,部分ｾﾙﾊｰｸｾｰﾀ関数の \{\mathrm{R}\mathrm{a}\cdot>0\} での解析接続を得ることが

できる,([H1] , [HW] を参照)

実は,同じような考察は既に1987年に黒川信重氏によって,ﾘｰﾏﾝｾｰﾀ関数に対
して行われている.実際に [Ku] では,素数全体ではなく,平方因子をもたない d に対し
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て (d/p)=1 (または =-1 ) なる素数 P に関するｵｲﾗｰ積で定義されたｾｰﾀ関数が

\{{\rm Res}>0\} で解析接続され,しかも {\rm Res}=0 で自然境界をもつことが示されている.

本文では,もっと一般に,ｵｲﾗｰ積で定義され全平面に有理型に解析接続されるｾｰ
ﾀ関数に対して部分ｾｰﾀ関数を定義し,その解析性に関する考察を行う.まずTheorem
2.1で,部分ｾｰﾀ関数を \{{\rm Res}>0\} へ解析接続し,さらに,Theorem 2.2では,部分

ｾｰﾀ関数が {\rm Res}=0 で自然境界をもつための非自明零点の分布に関する十分条件を導
く.そして,実際にこれらの定理を使って,有理数体のｱｰﾍﾙ拡大に関するﾃﾃｷﾝﾄ
ｾｰﾀ関数と \mathrm{S}\mathrm{L}_{2}(\mathbb{Z}) の合同部分群に関するｾﾙﾊｰｸｾｰﾀ関数に対する部分ｾｰﾀ関
数が \{{\rm Res}>0\} へ解析接続され, {\rm Res}=0 で自然境界をもつことを証明する.

2 記号の準備,および主結果
P を無限可算集合とし, N:P\rightarrow \mathbb{R}_{>1} をある d>0 に対して \displaystyle \sum_{p\in P}N(p)^{-d}<\infty をみた

すような写像とする.また,簡単のためここでは \displaystyle \inf\{d>0|\sum_{p\in P}N(p)^{-d}<\infty\}=1 と

仮定しておく.このような (P, N) に対して,ｾｰﾀ関数 $\zeta$_{F}(s) を

$\zeta$_{P}(s):=\displaystyle \prod_{p\in P}(1-N(p)^{-s})^{-1} {\rm Res}>1
と定義し,(i) $\zeta$_{P}(s) {は \{{\rm Res}>1\} でnon‐zero holomorphic で s=1 で1位の極をもつ,(ii)

$\zeta$_{P}(s) は全複素平面 \mathbb{C} に有理型に解析接続される,と仮定する.
次に, G を有限群, \hat{G} を G の有限次元既約ﾕﾆﾀﾘ表現とし,写像  $\varphi$ :  P\rightarrow \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{j}(G)

と表現  $\rho$\in\hat{G} に対して, L 関数を

L_{P}^{(G)}(s,  $\rho$)=L_{P}(s,  $\rho$):=\displaystyle \prod_{p\in P}\det(1- $\rho$( $\varphi$(p))N(p)^{-s})^{-1} \mathbb{R}\mathrm{e}s>1
と定義し,  $\rho$\neq 1 のときに,(i�) L_{P}(s,  $\rho$) は{Res \geq 1 } でnon‐zero holomorphic, (ii) L_{P}(s,  $\rho$)
は全複素平面 \mathbb{C} に有理型に解析接続される,と仮定する.

以上の設定の下で,瓦 (G)=P_{n}:= {p\in P| $\varphi$(p) の G での位数が n } と定義し,この

部分集合に対して,部分ｾｰﾀ関数を以下で定義する.

$\zeta$_{P_{n}}(s):=\displaystyle \prod_{p\in P_{n}}(1-N(p)^{-s})^{-1} {\rm Res}>1.
簡単のためここでは, G が素数位数 q の巡回群の場合のみを取り扱うことにすると,部分
ｾｰﾀ関数の解析性について次のような結果が得られる.
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Theorem 2.1. 部分ｾｰﾀ関数 $\zeta$_{P_{q}}(s) は以下の関数等式をみたす.

\displaystyle \frac{($\zeta$_{P_{q}}(s))^{q}}{$\zeta$_{P_{q}}(qs)}=\frac{($\zeta$_{P}(s))^{q}}{Z_{P}(s)} . (2.1)

ここで, Z_{P}^{(G)}(s)=Z_{P}(s) :=\displaystyle \prod_{ $\rho$\in\hat{G}}L_{P}(s,  $\rho$)^{\dim $\rho$} である.また,任意の r\geq 1 に対して

($\zeta$_{P_{q}}(s))^{q^{f}} は \{{\rm Res}>1/q^{r}\} に有理型に解析接続され, s=0 のまわりに無限個の特異点を
もつ.

Proof. 関数 Z_{P}(s) を定義どおりに直接計算すると次の表示式が得られる.

Z_{P}(s)=\displaystyle \prod_{n|\# G}\prod_{ $\rho$\in\hat{G}}\prod_{p\in P_{n}}\det(1- $\rho$( $\varphi$(p))N(p)^{-s})^{-\dim $\rho$}
=\displaystyle \prod_{n|\# G}\prod_{p\in P_{n}}(1-N(p)^{-ns})^{-\# G/n}
=\displaystyle \prod_{n|\# G}($\zeta$_{P_{n}}(ns))^{\# G/n}

とくに G が位数 q の巡回群である場合,

Z_{P}(s)=($\zeta$_{F_{1}}(s))^{q}$\zeta$_{P_{q}}(qs)

が成り立つ.また,自明に $\zeta$_{P}(s)=$\zeta$_{P_{1}}(s)$\zeta$_{P_{q}}(s) なので,関数等式 (2.1) が導かれる.

記号を簡略化し,(2.1) を

\displaystyle \frac{f(s)^{q}}{f(qs)}=g(s) . (2.2)

と記述すると,(2.2) から,帰納的に次の式を得る.

f(s)^{q^{f}}=f (qrs) \displaystyle \prod_{i=0}^{r-1}g(q^{i}s)^{q^{ $\tau$-i-1}} (2.3)

定義から, g(s) は全平面で有理型で, f (qrs) は \{{\rm Res}>1/q^{r}\} でnon‐zero holomorphic な

ので, f(s)^{q^{r}} が \{\mathbb{R}\mathrm{e}s>1/q^{r}\} で有理型であることがわかる｡

ここで, g(s)=$\zeta$_{P}(s)^{q}/Z_{P}(s) なので,関数 g(s) は \{{\rm Res}>1\} でnon‐zero holomorphic
で, s=1 で位数 q-1 の極をもつ.なので,(2.3) より, f(s) が s=1/q^{i}(i=0,1, \cdots) と

いう無限個の特異点をもつことが証明できる｡ ﾛ

上述の定理によって $\zeta$_{P_{q}}(s) の \{{\rm Res}>0\} での解析接続が得られた､次に \{{\rm Re} \mathcal{S}\leq 0\} で

の解析性について調べたいが,そのために次の記号を定義する.
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まず, \mathrm{A} を g(s) の \{0<{\rm Res}<1, {\rm Im} s>0\} での特異点の集合とし, m( $\sigma$) を  $\sigma$\in Aの位数

(ただし,  $\sigma$ が極のときは  m( $\sigma$) を負値でとる) とする.集合  $\Omega$ を  $\Omega$ :=\{q^{-k} $\sigma$| $\sigma$\in \mathrm{A}, k\geq \mathbb{O}\}
とおくと,(2｡3) より f(s) の \{0<{\rm Res}<1\} での特異点の集合は  $\Omega$ の部分集合であること

がわかる.ここで  $\sigma$\in $\Lambda$ に対して, [ $\sigma$] をある k\in \mathbb{Z} に対して  $\sigma$'=q^{k} $\sigma$\in $\Lambda$ とあらわさ

れる \mathrm{A} の元の集合とし,Mq ( $\sigma$):=\displaystyle \sum_{$\sigma$'\in[ $\sigma$]}q^{-k}m($\sigma$^{-}) , Aq :=\{[ $\sigma$]\subset \mathrm{A}| Mq( $\sigma$)\neq 0\} とおく

と,部分ｾｰﾀ関数の解析性に関して次のことがわかる｡

Theorem 2.2. $\Lambda$_{q} の元 $\sigma$_{0}, $\sigma$_{1}, $\sigma$_{2},
\cdot \cdot\cdot を $\sigma$_{i}\neq $\sigma$ j(i\neq j) で虚部 $\beta$_{i}:={\rm Im}$\sigma$_{i} が  0<$\beta$_{i}\leq

$\beta$_{j}(i< のとなるように重複抜きで番号をつける｡このとき,  j\rightarrow\infty に対して $\beta$_{j}\rightarrow\infty で

($\beta$_{j})^{1/j}\rightarrow 1 がなりたつなら,部分ｾｰﾀ関数 $\zeta$_{P_{q}}(s) は \mathbb{R}\mathrm{e}s=0 で自然境界をもつ.

Proof. (2.3) より, f(s) の {\rm Res}=0 の近くの特異点の集合が

$\Omega$_{q}:=\{q^{-k} $\sigma$| $\sigma$\in$\Lambda$_{q}, k\geq 0\}

と書けることがわかる｡ここで,背理法による証明を行うため, f(s) が {\rm Res}=0 では自

然境界をもたない,つまり,ある定数 T_{1}, T2>0 (T2>T_{1}) が存在して,任意の i, k\geq 0

に対して $\beta$_{j}q^{-k}< 乃または $\beta$_{j}q^{-k}> 男をみたす,と仮定する.そして, T>0 に対して

j(T):=\{j\geq 0|$\beta$_{j}\leq T\leq$\beta$_{j+1}\}, k\geq 0 に対して J(k^{\backslash },|:=j(T_{1}q^{k}) を定義すると,仮定か

ら, q^{-k}$\beta$_{J(k)+1}>T_{2} をみたすことがわかる.また, j(T) と J(k) はそれぞれ T と k に対し

て非減少であることを注意する.
ここで,十分大きな k>0 に対して, $\beta$_{J(k)+1}-$\beta$_{J(k)} を評価する.すると, J(k) の定義

と仮定から,

q^{-k}($\beta$_{J(k)+1}-$\beta$_{J(k)})>T_{2}-T_{1}>0 . (2.4)

という評価を得る｡しかしながら, ($\beta$_{j})^{1/j}\rightarrow 1 より

$\beta$_{j+1}-$\beta$_{j}=o($\beta$_{j}) as  j\rightarrow\infty

なので,

 q^{-k}($\beta$_{J(k)+1}-$\beta$_{J(k)})=q^{-k}o($\beta$_{J(k)})<q^{-k}o(T_{1}q^{k})=o(1) as  k\rightarrow\infty . (2.5)

とも評価される｡これらの2とおりの評価 (2｡4) と(2｡5) は互いに矛盾するため,証明の冒

頭の仮定が誤りであり,部分ｾｰﾀ関数が自然境界をもつことがわかる｡ 口

Remark 2  $\phi$ 3｡上述の議論は,  G が素数位数の巡回群の場合にだけ行われているが,一般
の有限群の場合にも Theorem 2｡1や2.2のような結果を得るのは決して難しくはない.た

とえば,相異なる素数 q_{1} , q2に対して \# G=q_{1}q_{2} であるとき,次の等式が得られる.

\displaystyle \frac{$\zeta$_{P_{q_{1}q_{2}}}(q_{1}q_{2}s)$\zeta$_{P_{q_{1}q_{2}}}(s)^{q_{1}q_{2}}}{$\zeta$_{P_{\mathrm{q}_{1}q_{2}}}(q_{1}s)^{q_{2}}$\zeta$_{P_{q_{1}q_{2}}}(q_{2}s)^{q_{1}}}=\frac{Z_{P\backslash }^{(G)_{1}\prime}s)$\zeta$_{F}(s)^{q_{1}q_{2}}}{Z_{P}^{(H_{1})}(s)^{q_{2}}Z_{F}^{(H_{2})}(s)^{q_{1}}} , (2｡6)
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ここで, H_{1} , H2はそれぞれ位数が q_{1} , q2の G の部分群である｡なので,(2｡6) で

f(s):=\displaystyle \frac{$\zeta$_{P_{q_{1}q_{2}}}(s)^{q_{2}}}{$\zeta$_{P_{q_{1}q_{2}}}(q_{2}s)}
とおくと,次の関数等式を得る�

g(s):=(2.6) の右辺,

\displaystyle \frac{f(s)^{q_{1}}}{f(q_{1}s)}=g(s) ｡

このことから,Theorem2.1や2.2で行った議論を2度繰り返すことで,部分ｾｰﾀ関数
の解析性に関する Theorem 2.1, 2.2のような結果を得ることができる.

3例

3.1 ﾃﾃｷﾝﾄｾｰﾀ関数の場合

k を \mathbb{Q} の有限次拡大体, K を k の有限ｶﾛｱ拡大とする. P を K 上不分岐な k の素ｲ

ﾃｱﾙの集合とし, N を \mathfrak{p}\in Pの  k 上のﾉﾙﾑとする.このとき, $\zeta$_{P}(s) は次のように本

質的にﾃﾃｷﾝﾄｾｰﾀ関数になる.

$\zeta$_{P}(s)= \displaystyle \prod (1-N_{k}(\mathfrak{p})^{-s})^{-1}=$\zeta$_{k}(s) \prod (1-N_{k}(\mathfrak{p})^{-s}) .

\mathfrak{p}\in \mathrm{P}\dot{\mathrm{n}}\mathrm{m}(k) \mathfrak{p}\in \mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{m}(k)
財D \mathrm{p}|D

ここで,Prim(k) は k の素ｲﾃｱﾙの集合, D は K のんに対する相対判別式である.この

ことから, $\zeta$_{P}(s) が条件 (i),(ii) をみたすことがわかる｡また, G:=\mathrm{G}\mathrm{a}1(K/k) ,  $\varphi$ をﾌﾛ

ﾍﾆｳｽ置換とすると,  L 関数たちが条件 (i�),(ii) をみたすこともよく知られている｡さ

らに,Artin factorization formula から, Z_{P}(s) が次のように本質的に K に関するﾃﾃｷ

ﾝﾄｾｰﾀ関数であることもわかる｡

Z_{P}(s)= \displaystyle \prod (1-N_{K}(\mathfrak{p})^{-s})^{-1}=$\zeta$_{K}(s) \prod (1-N_{K}(\mathfrak{p})^{-s}) .

\mathfrak{p}\in \mathrm{P}\dot{\mathrm{n}}\mathrm{m}(K) \mathfrak{p}\in \mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{m}(K)
財D \mathrm{p}|D

このようなｾｰﾀ関数に対する部分ｾｰﾀ関数に関して次がわかる.

Claim 3.1. G を素数位数 q の巡回群とする.このとき, $\zeta$_{P_{q}}(s) は \{{\rm Res}>0\} に解析接続

できる.また, k と K がともに \mathbb{Q} のｱｰﾍﾙ拡大であるとき, $\zeta$_{P_{q}}(s) は {\rm Res}=0 で自然

境界をもつ.

$\zeta$_{P_{q}}(s) の \{{\rm Res}>0\} での解析性は Theorem 2.1からすぐにわかる｡ $\zeta$_{P_{q}}(s) が自然境界を

もつことを証明するために,次の補題を準備する.
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Lemma 3.1. $\chi$_{i}^{(1)} と $\chi$_{j}^{(2)}(1\leq i,j\leq m) をそれぞれ mod q_{i}^{(1)} , q_{j}(2) の相異なるﾃｨﾘｸﾚ

指標とする.すると,2つの L 関数

L_{1}(s)=\displaystyle \prod_{i=1}^{m}L(s, $\chi$_{i}^{(1)}) , L_{2}(s)=\prod_{i=1}^{m}L(s, $\chi$_{i}^{(2)})
と十分大きな T>0 に対して,

\displaystyle \sum_{0<{\rm Re} $\sigma$<1} |m_{1}( $\sigma$)-m_{2}( $\sigma$)|>C\frac{T}{2 $\pi$}\log T
0<\mathrm{b}\mathrm{r} $\sigma$<T

L_{1}( $\sigma$)L_{2}( $\sigma$)=0

が成り立つ.ここで, C>0 は定数, mj( $\sigma$) は L_{j}(s) の零点としての  $\sigma$ の位数である.

Proof.  m=1 の場合は,[Fu] において証明されている.一般の m\geq 1 に対しても,[BP]
の結果を用いることでこの補題を証明することができる 口

Lemma 3.2. ([Col], [Co2] and [Ba]) L(s) をﾃｨﾘｸﾚ L 関数とする.このとき, M\geq 1

と十分大きな T>0 に対して次が成り立つ.

\displaystyle \sum_{{\rm Re} $\sigma$=1/2}m( $\sigma$)>C_{M}\frac{T}{2 $\pi$}\log T.
0<{\rm Im} $\sigma$<T

L( $\sigma$)=0
m( $\sigma$)\leq M

ここで, C_{M}>0 は  M\rightarrow\infty に対して  C_{M}=1-O(M^{-2}) なる定数である.

Lemma 3 \cdot 3. ([Mo])  L(s) をﾃｨﾘｸﾚ L 関数とする.このとき, 0< $\alpha$<1/2 に対して

次が成り立つ.

\displaystyle \sum_{0<{\rm Re} $\sigma$< $\alpha$} m( $\sigma$)\ll T^{5/2 $\alpha$+ $\epsilon$}.
0<{\rm Im}びく丁

L( $\sigma$)=0

Claim3.1の証明.まず, n:=[K:\mathbb{Q}] とおく. k と K が \mathbb{Q} のｱｰﾍﾙ拡大なので,ﾃﾃ

ｷﾝﾄｾｰﾀ関数 $\zeta$_{k}(s) , $\zeta$_{K}(s) はﾃｨﾘｸﾚ L 関数の積であらわされる｡なので, \mathrm{g}(s) は

次のように記述される｡

g(s)=(\displaystyle \prod_{i=1}^{n}L(s, $\chi$_{i}^{(1)}))/(L(s, $\chi$^{(2)})) .
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Lemma 3.1から,ある定数 C>0 が存在して,

\displaystyle \sum_{0<{\rm Re} $\sigma$<1} m( $\sigma$)>C\frac{T}{2 $\pi$}\log T
0<\mathrm{b}\mathrm{n} $\sigma$<T

g( $\sigma$)=0

が成り立つことがわかる.また,Lemma3.2から, \tilde{C}_{M}=m-O(M^{-2}) なる定数 \tilde{C}_{M}>0
に対して,

\displaystyle \sum_{{\rm Re} $\sigma$=1/2}m( $\sigma$)>\tilde{C}_{M}\frac{T}{2 $\pi$}\log T
0<{\rm Im} $\sigma$<T

g( $\sigma$)=0
m( $\sigma$)\leq M

が成り立つことがわかる.なので, M を C+C_{M}>m となるように十分大きくとるこ

とで,

I(T):=\displaystyle \sum_{{\rm Re} $\sigma$=1/2}1>\frac{C+\tilde{C}_{M}-m}{M}\frac{T}{2 $\pi$}\log T
0<{\rm Im} $\sigma$<T

g( $\sigma$)=0

が成り立つことがわかる.さらに,Lemma3.3から,

J_{ $\alpha$}(T):=\displaystyle \sum_{0<{\rm Re} $\sigma$< $\alpha$}m( $\sigma$)\ll T^{5/2 $\alpha$+ $\epsilon$}.
0<{\rm Im} $\sigma$<T

g( $\sigma$)^{-1}=0

なので,

$\Omega$_{q}(T):=\displaystyle \#\{ $\sigma$\in$\Omega$_{q}|0<{\rm Im} $\sigma$<T\}>I(T)-\sum_{l\geq 1}J_{q-l-1}(q^{l}T)=O(T\log T)
であることがわかる.以上より,Theorem2.2での条件が満たされ,部分ｾｰﾀ関数が

{\rm Res}=\mathrm{r}\mathrm{i} で自然境界をもつことがわかる. \square 

3.2 ｾﾙﾊｰｸ (ﾙｴﾙ) ｾｰﾀ関数の場合

\mathbb{H} を複素上半平面,  $\Gamma$ を  X_{ $\Gamma$}= $\Gamma$\backslash \mathbb{H} の体積が有限であるような SL_{2}(\mathbb{R}) の離散部分群と
する.また, P=\mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{m}( $\Gamma$) を  $\Gamma$ の素な双曲的共役類,  N(p) を p\in \mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{m}( $\Gamma$) の固有値の大
きいほうの2乗とする.このとき, $\zeta$_{P}(s) はｾﾙﾊｰｸ (ﾙｴﾙ) ｾｰﾀ関数

$\zeta$_{ $\Gamma$}(s):= \displaystyle \prod (1-N(p)^{-s})^{-1} \mathbb{R}\mathrm{e}s>1
p\in \mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{m}(\mathrm{F})
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になり,条件 (i) と(ii) をみたす ([He] を参照)

ここで,  $\Gamma$ の指数有限な正規部分群  $\Gamma$�をとり,  G=\mathrm{F}/$\Gamma$^{f} とし,  $\varphi$ をConj(F) から Conj (G)
への自然射影とする.すると,  L 関数たちは条件 (i�) と(ii) をみたす.このとき,[VZ] か

ら,次が成り立つことがわかる.

Z_{P}(s)=$\zeta$_{$\Gamma$'}(s) :=\displaystyle \prod_{p\in \mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{m}( $\Gamma$)},(1-N(p)^{-s})^{-1} Res>1.
このようなｾﾙﾊｰｸｾｰﾀ関数に対して,部分ｾｰﾀ関数は次の性質をみたす.

Claim 3.2. G を奇素数位数 q の巡回群とする.このとき, $\zeta$_{P_{q}}(s) は \{{\rm Res}>0\} に解析接

続される｡また,  $\Gamma$ と \mathrm{F}�がともに SL_{2}(\mathbb{Z}) の合同部分群であるとき, $\zeta$_{P_{q}}(s) は {\rm Res}=0 で

自然境界をもつ.

Proof. \{{\rm Res}>0\} での解析接続については,ﾃﾃｷﾝﾄｾｰﾀ関数の場合と同様に The‐

orem 2.1を使って導くことができる｡

 $\Gamma$ が  SL_{2}(\mathrm{Z}) の合同部分群であるとき,ｾﾙﾊｰｸｾｰﾀ関数の判別式表示 ([Hu] と[Ko]
を参照) から,

 $\Lambda$=\displaystyle \{1/2+irj |$\lambda$_{j}>1/4\}\cup\bigcup_{l=1}^{h_{ $\Gamma$}}\{ $\sigma$|L(2 $\sigma,\ \chi$_{l})=0, 0<{\rm Re} $\sigma$<1/2, {\rm Im}( $\sigma$)>0\}
がわかる｡ここで, $\lambda$_{j}=1/4+r_{j}^{2} は X_{ $\Gamma$} 上のﾗﾌﾗｼｱﾝの j 番目の固有値,mj を $\lambda$_{j} の重

複度,hr は X_{ $\Gamma$} のｶｽﾌの個数,そして, $\chi$_{1}, \cdots, $\chi$_{h_{ $\Gamma$}} は  $\Gamma$ によって定まるﾃｨﾘｸﾚ指標

である.このことから,ﾃﾃｷﾝﾄｾｰﾀ関数の場合と同様に,  q>2 の場合にTheorem

2｡2の条件がでみたされ,Claim 3.2が成り立つことを確認することができる 口

Remark 3.4｡Xr と X_{ $\Gamma$}' がともにｺﾝﾊｸ ﾄﾘｰﾏﾝ面のときは, \mathrm{A}=\{1/2+irj\} で

\displaystyle \sum m_{j}\sim\frac{\mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}(X_{ $\Gamma$})}{4 $\pi$}T^{2}, m_{j}\ll\frac{r_{j}}{\log r_{j}}
|rj|<T

であることが知られている｡ここで,もし f_{1}(s) :=$\zeta$_{ $\Gamma$}(s)^{q}, f_{2}(s) :=$\zeta$_{$\Gamma$'}(s) に対して,

 $\sigma$=1/2+i $\beta$\displaystyle \sum_{0< $\beta$<T} |m_{1}( $\sigma$)-m_{2}( $\sigma$\prime\{|\gg T^{1+ $\delta$}
(3.1)

\{f_{1}( $\sigma$)f_{2}( $\sigma$)\}^{-1}=0

なる  $\delta$>0 が存在することが示せれば,部分ｾｰﾀ関数が {\rm Res}=0 で自然境界をもつこと

を証明できる｡しかしながら,今のところｾﾙﾊｰｸｾｰﾀ関数に対して Lemma 3.1や

(3.1) のような結果は得られていないので,ここではｺﾝﾊｸﾄな場合の部分ｾﾙﾊｰｸ
ｾｰﾀ関数が自然境界をもつかどうかを結論付けることはできない.
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ｺﾝﾊｸﾄﾘｰﾏﾝ面の場合に部分ｾﾙﾊｰｸｾｰﾀ関数が自然境界をもつことを証明

できた,との報告を行いましたが,Remark3.4で述べたように,証明は不完全であるこ
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