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階数3のmultiplicity‐free 作用に関する不変式と
不変微分作用素1

(Invariant polynomials and invariant differential operators
for multiplicity‐free actions of rank three)
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Abstract

Let V be a finite‐dimensional vector space over \mathbb{C}, K a connected com‐

pact Lie group acting on V as a linear isomorphism. We call the ac‐

tion (K, V) multiplicity‐free if each irreducible K‐module appears at most

one in the polynomial ring \mathrm{J}^{\mathrm{J}}(V) on V . In this announcement we de‐

scribe K‐invariant polynomials and K‐invariant differential operators for

the multiplicity‐free action (K, V) of rank three such that (K, V) is not de‐

rived from a Hermitian symmetric pair. Moreover, we give two �symmetric�
slices for visibility of each action (K, V) in this announcement. We show

that the symmetric slice indicates a symmetry of invariant polynomials or

of invariant differential operators for the action.

MSC Classification: Primary 22\mathrm{E}46 , Secondary 05\mathrm{E}05, 16\mathrm{S}32, 20\mathrm{G}05.

1 準備

V を有限次元複素 vector 空間, K を連結 compact Lie 群で, V に線型かつ局所
効果的,即ち V のすべての元を不変にする K の元は有限個であるように作用する
とする. K は V 上の (正則) 多項式環 \mathcal{P}(V) に自然に作用する.

定義1作用 (K, V) がmultiplicity‐free であるとは, P(V) のK‐加群としての
既約分解 \displaystyle \mathfrak{R}(V)=\sum_{ $\lambda$} 肱において各 K ‐既約加群が高々重複度1で現れることで
ある｡

今回は,multiplicity‐free 作用のうち本質的に Hermite 対称対から得られない
もので階数が3なるものについて K‐不変式と K‐不変微分作用素を具体的に記述
する｡

\overline{\mathfrak{R}(V)} で V 上の反正則多項式環を表す｡これは次のように考えることができ
る.で V の複素共役な vector 空間,即ち実 vector 空間としては V と同じもの

で,複素数体の作用が V のときと複素共役になるものとする.すると, \overline{\mathcal{P}(V)} は \overline{V}
上の正則多項式環とみなされる｡ n=\dim V とし, V 上の K‐不変なHermite内積

)_{V} を1つ固定し,この内積に関する正規直交基底 \{e_{$\iota$_{\mathrm{y}}\text{。。}} .

,
e母をとり,この基

底についての座標函数を z_{1} ,
. . . z_{n} とする｡すると, \mathcal{P}(V) の元は z_{1} ,

. . .

, z_{n} の多項
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式で表され, \overline{\mathrm{J}^{)}(V)} の元は座標函数の複素共役21, . . .

, \overline{z}_{n} の多項式で表される.賑
で V を実 vector 空間とみなしたものを表すとすると,喩上の複素係数多項式は
z_{1} ,

.. .

, z_{n}, \overline{z}_{1} ,
\cdots

, \overline{z}_{n} の多項式で表される.よって,喩上の複素係数多項式全体の
なす環  $\gamma$(娠) {は  $\varphi$(V)\otimes\overline{\mathfrak{R}(V)} と同じものとみなされる. z=z_{1}e_{1}+\cdots+z_{f}e_{n}\in V
に対応する \overline{V} の元を7で表すとする.すると, K は k\cdot\overline{z}=\overline{k\cdot z}(k\in K, z\in V)
により V への作用と反傾に \overline{V} に作用する. f\in $\varphi$(V) に対して, \overline{f}(\overline{z})=\overline{f(z)} で

\overline{ $\varphi$(V)} の元が自然に決まる.

\mathrm{f}\mathrm{f}^{1}(V) には以下で与えられる Fischer 内積を入れる.

(f_{1}, f_{2})_{\mathcal{F}}=\displaystyle \frac{1}{$\pi$^{n}}\int_{V}f_{1}(z)\overline{f_{2}(z)}e^{-||z||_{V}^{2}}d $\mu$(z) , (1,1)

ただし,fi, f2\in \mathfrak{R}(V) , \Vert\cdot\Vert v は V 上の K‐不変な Hermite 内積から得られる norm

で,  $\mu$ {ま  V を \mathbb{R}^{2n} とみなしたときのLebesgue 測度とする.これは次のようにも

表される.fi (z)=\displaystyle \sum_{ $\alpha$\in \mathrm{N}^{n}}a_{ $\alpha$}z^{ $\alpha$} , f2 (z)=\displaystyle \sum_{ $\alpha$\in \mathrm{N}^{n}}b_{ $\alpha$}z^{ $\alpha$} としたとき, (fi, f_{2})_{\mathcal{F}}=

\displaystyle \sum_{ $\alpha$\in \mathrm{N}^{n}} $\alpha$!a_{ $\alpha$}\overline{b}_{ $\alpha$} , ただし, z^{ $\alpha$}=z_{1}^{$\alpha$_{1}}\cdots z象,  $\alpha$!=$\alpha$_{1}!\cdots$\alpha$_{n}!.
V 上の多項式係数微分作用素全体のなす環を \mathfrak{R}\mathrm{D}(V) で表すことにする.この

とき, K は  $\varphi$(V) , \prime y(V)\otimes\overline{ $\varphi$(V)},  $\varphi$ \mathcal{D}(V) に以下のように作用する.

k\cdot f(z)=f(k^{-1}\cdot z) ,

(k\cdot fi\otimes\overline{f}_{2})(z, \overline{z})=f_{1}\otimes\overline{f}_{2}(k^{-1}\cdot z, k^{-1}\cdot\overline{z})=f_{1}(k^{-1}\cdot z)\overline{f_{2}(k^{-1}\cdot z)},
(k\cdot D)f(z)=k\cdot(D(k^{-1}\cdot f))(z)=D(k^{-1}\cdot f)(k^{-1}\cdot z) .

K の \mathfrak{R}(V)\otimes\overline{ $\varphi$(V)} への作用は  $\varphi$(V_{\mathbb{R}}) への自然な作用と一致していることに注意
しておく.険上の K‐不変多項式全体のなす部分環を  $\gamma$(険)K =(\mathfrak{R}(V)\otimes\overline{ $\varphi$(V)})^{K},
V 上の K‐不変な多項式係数微分作用素のなす部分環を \mathfrak{R}\mathcal{D}(V)^{K} と表すことにす

る.これらには, \mathfrak{R}(V) の既約成分紘から以下のようにして定まる元がそれぞれ存
在する. d_{ $\lambda$}=\dim V_{ $\lambda$} とし,鷲のFischer 内積に関する正規直交基底 {fi, . . .

, f_{d_{ $\lambda$}} }
を1つとり, p_{ $\lambda$}(z,\overline{z}) , p_{ $\lambda$}(z, \partial) を次のように定める｡

p_{ $\lambda$}(z, \displaystyle \overline{z})=\sum_{j=1}^{d_{ $\lambda$}}f_{j}(z)\overline{f_{j}(z)} , (1,2)

p_{ $\lambda$}(z, \displaystyle \partial)=\sum_{j=1}^{d_{ $\lambda$}}f_{j}(z)\overline{f}_{j}(\partial) . (1,3)

ただし, z_{k} に関する偏微分作用素を \partial_{k} とし, f(z)=\displaystyle \sum_{ $\alpha$}a_{ $\alpha$}z^{ $\alpha$} としたとき, \overline{f}(\partial)=
\displaystyle \sum_{ $\alpha$}\overline{a}_{ $\alpha$}\partial_{x_{0}} とする｡これらの p_{ $\lambda$}(z,\overline{z}) , p_{ $\lambda$}(z, \partial) を具体的に記述するのが今回の目標
である.

以下 (K, V) はrnultiplicity‐free であると仮定する.その具体的な記述をhigh‐
est weight theory を用いて与えることにする｡ \mathrm{e}=\mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{e}(K) を K のLie 代数, t_{\mathbb{C}} を

その複素化, \mathfrak{h}\subset 艶を艶のCartan 部分代数賦を \mathfrak{h} の双対空間とする. \mathcal{P}(V) の

既約成分はその highest weight  $\lambda$\in \mathfrak{h}^{*} で決まる.  $\lambda$ に対応する既約成分を紘と

し,highest weight vector を  f_{ $\lambda$}\in V_{ $\lambda$} と表すことにする.紘はある非負整数 l につ
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いて l 次斉次多項式全体のなす $\sigma$^{)}(V) の部分 vector 空間乃に含まれている.この
l を  $\lambda$ の次数と呼び \deg $\lambda$ で表す.  $\Lambda$:=\{ $\lambda$\in \mathfrak{h}^{*};V_{ $\lambda$}\neq 0\} とすると,  $\Lambda$ はAbel 半
群になる.  $\Lambda$ の元  $\lambda$ でhighest weight vector  f_{ $\lambda$} が既約多項式となるものすべてを
集めたものを $\Lambda$_{0}:=\{$\lambda$_{1}, . . . , $\lambda$_{f}\} とする.すると, $\Lambda$_{0} は自由Abel 半群として  $\Lambda$ を
生成する.

定義2  $\Lambda$_{0} の元の個数 r を (K, V) のrank と呼ぶ.

$\Lambda$_{0} の元 $\lambda$_{1} ,
. .

., $\lambda$_{f} を基本 highest weight, 対応する highest weight vector f_{$\lambda$_{1}},
. . . f_{$\lambda$_{r}} を基本 highest weight vector と呼ぶ.このとき,次の結果が得られている.

命題3 ([\mathrm{H}\mathrm{U}])\{p_{$\lambda$_{j}}(z,\overline{z})\}_{j=1}^{f} および \{p $\lambda$ j(z, \partial)\}_{j=1}^{r} はそれぞれ代数的に独立であ

り,かつ (9 (V)\otimes\overline{J^{)}(V)})^{K} , および T\mathcal{D}(V)^{K} を可換環として生成する,

D\in \mathfrak{R}\mathcal{D}(V)^{K} を V 上の任意の K‐不変微分作用素とすると, D は  $\varphi$(V) のす
べての既約成分 V_{ $\lambda$} を保存し,各 V_{ $\lambda$} 上scalar 倍として作用する.特に, D として

p_{ $\lambda$}(z, \partial) をとるとき, p_{ $\lambda$} は各 V_{ $\mu$}( $\mu$\in $\Lambda$) にscalar 倍で作用する,即ち,

p_{ $\lambda$}(z, \partial)|_{V_{ $\mu$}}=\left(\begin{array}{l}
 $\mu$\\
 $\lambda$
\end{array}\right)\mathrm{I}\mathrm{d}_{V_{ $\mu$})} \exists\left(\begin{array}{l}
 $\mu$\\
 $\lambda$
\end{array}\right)\in \mathbb{C} . (1,4)

この複素数 \left(\begin{array}{l}
 $\mu$\\
 $\lambda$
\end{array}\right) を2項係数と呼ぶ.2項係数は以下のようにして特徴づけられ

る.  $\rho$\in \mathfrak{h}^{*} を (\mathrm{e}_{\mathbb{C}}, \mathfrak{h}) の正 root の和の \displaystyle \frac{1}{2} 倍とし,任意の  $\lambda$\in $\Lambda$ について次の函数
 $\tau$_{ $\lambda$} :  $\Lambda$+ $\rho$\rightarrow \mathbb{C} を考える.

$\tau$_{ $\lambda$}( $\mu$+ $\rho$)=\left(\begin{array}{l}
 $\mu$\\
 $\lambda$
\end{array}\right),  $\mu$\in $\Lambda$.
$\alpha$^{*}=\mathbb{C} $\Lambda$\subset \mathfrak{h}^{*} を  $\Lambda$ で生成される \mathfrak{h}^{*} の部分 vector 空間とすると, $\tau$_{ $\lambda$} はa *+ $\rho$ 上の

多項式函数とみなされる｡この多項式  $\tau$_{ $\lambda$} は以下のようにして特徴づけられるもの
である｡

命題4([Knl]) 有限群 W が存在して,その W が $\alpha$^{*} を保存し,かつ任意の  $\lambda$\in $\Lambda$
について  $\tau$_{ $\lambda$} が以下のように特徴づけられる.

(1) $\tau$_{ $\lambda$} はW \rightarrow不変である,
(2) \deg$\tau$_{ $\lambda$}=\deg$\lambda$_{f}
(3) \deg $\mu$\leq\deg $\lambda$,  $\mu$\neq $\lambda$ なる  $\mu$\in \mathrm{A} に対して $\tau$_{ $\lambda$}( $\mu$+p)=0,
(4) $\tau$_{ $\lambda$}( $\lambda$+ $\rho$)=1.

ここまでの事項についての詳細は [BR2] を参照してもらいたい｡
命題4の W の幾何学的意味付けを行うために,作用の可視性を定義する｡

定義5([Kol]) V を有限次元複素多様体, K を V に正則に作用する連結 Lie 群
とする｡作用 (K, V) が可視的であるとは, K ‐不変な開集合 D および V の全実部
分多様体 M が存在してf 次の性質を満たすことである.

(1) K\cdot M=D,
(2) 任意の x\in M について,Jx(乃M ) \subset T_{x}(K\cdot x) )

ただし,ゐは x\in V におけるfまJ\supset\acute{}u

\ovalbox{\tt\small REJECT} 間上の複 \ovalbox{\tt\small REJECT}\acute{}\grave{}f\ovalbox{\tt\small REJECT} 造である.
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定義6([Ko2]) V を有限次元複素多様体, K を V に正則に作用する連結 Lie 群

とする.作用 (K, V) が強可視的であるとは, V の開集合 D, V の全実部分多様体

M , および V 上の反正則同相  $\sigma$ が存在して,以下の性質が成り立つことである.
(1)  K\cdot M=D_{f}

(2)  $\sigma$ は  M を保存し,  $\sigma$|_{M}=\mathrm{I}\mathrm{d}_{M)}
(3) 任意の v\in M について  $\sigma$(K\cdot v)=K\cdot v.
この M を作用 (K, V) のslice と呼ぶ.

作用 (K, V) が強可視的ならば可視的であり,可視的ならば適当の条件の下で
multiplicity‐free である｡特に,作用 (K, V) が強可視的ならばmultiplicity‐free で

ある ([Ko2] を参照せよ)｡本講究録の笹木集夢氏の報告 [Sas] において,既約な

multiplicity‐free 作用が強可視的であることが示されている｡なお,本稿の第3節
以降で述べられる作用はすべて強可視的である.

最後に,不変式や2項係数,不変微分作用素を記述するために,下降幕を表す
記号を与えておく.

a^{\underline{l}}=\left\{\begin{array}{ll}
a(a-1)\cdots(a-l+1) , & l\geq 1,\\
1, & l=0.
\end{array}\right.
2 Hermite 型の場合

multiplicity‐free 作用のうち,もっとも典型的なものである Hermite 型作用につ

いてまとめておく.なお,詳細は [ \mathrm{H}|[\mathrm{F}\mathrm{K}1|[\mathrm{F}\mathrm{K}2][\mathrm{J}][\mathrm{K}\mathrm{o}3][\mathrm{S}\mathrm{a}\mathrm{t}][\mathrm{S}\mathrm{c}\mathrm{h}][\mathrm{S}\mathrm{e}][\mathrm{U}] 等を参

照してもらいたい. (G, K) を既約な Hermite 対称対,即ち G を中心が有限な非

compact 単純 Lie 群, K を G の極大 compact 部分群で,等質空間 G/K がHermite

対称空間になるものとする. \mathrm{g}=\mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{e}(G) , \{=\mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{e}(K) をそれぞれ G, K のLie 代

数, \mathrm{g}=\mathrm{t}+\mathfrak{p} を \mathrm{g} のCartan 分解, \mathrm{B}\mathbb{C}=\mathrm{t}_{\mathbb{C}}+\mathfrak{p}_{+}+\mathfrak{p}_{-} を \mathrm{B} の複素化 \mathrm{B}\mathbb{C} の \mathrm{t} の中心

の随伴作用に関する分解とする.すると, \mathfrak{p}_{+} は複素vector空間であり, K の \mathfrak{p}_{+} へ

の作用 (K, \mathfrak{p}_{+}) はmultiplicity‐free になる. \mathfrak{p} から \mathfrak{p}_{+} への自然な実線型写像によ

り, \mathfrak{p} を複素 vector 空間とみなす.  $\alpha$\subset \mathfrak{p} を \mathfrak{p} の極大可換部分空間とする.すると,

(K, \mathfrak{p}) は  $\alpha$ をslice とする強可視的な作用になる ([Kol][Ko2][Sas] を参照せよ). さ

らに,  G の実 rank である \dim a は (K,\mathfrak{p}) のmultiplicity‐free 作用としての rank と

一致し, r=\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}(K, \mathfrak{p}) とすると,基本 highest weight $\lambda$_{1} ,
. . . , $\lambda$_{f} はそれぞれ対応

する基本 highest weight vector f_{$\lambda$_{1}} ,
.. .

, f_{$\lambda$_{T}} が \deg f_{$\lambda$_{j}}=j(1\leq j\leq r) となるよっ

にとれる. ff'(\mathrm{p}) に現れる K‐既約成分に対応する highest weight たち全体のなす

半群は $\Lambda$_{0}=\{$\lambda$_{1}, . . . , $\lambda$_{f}\} を生成系とする自由Abel 半群であり,  $\Lambda$ を含む \mathfrak{h}^{*} の最

小の複素部分 vector 空間を \mathbb{C} $\Lambda$ とすると, \mathbb{C} $\Lambda$ は  $\alpha$ の複素化叱の双対空間 \mathfrak{a}^{*} と一

致し, $\Lambda$_{0} を基底にもつ.いま,compact 群 N_{K}(a) , Z_{K}(a) , W_{K}(a) を次のように定

義する｡

N_{K}(a)=\{k\in K;k\cdot a=a\},
Z_{K}(a)= {k\in K;k\cdot v=v for all v\in a},

W_{K}(a)=N_{K}(a)/Z_{K}(a) .
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命題7(1) W_{K}( $\alpha$) は有限群であり, (\mathcal{P}(\mathrm{p})\otimes\overline{\mathcal{P}(\mathfrak{p})})^{K}\simeq \mathbb{C}_{1}^{:}--- $\alpha$]^{W_{K}( $\alpha$)},
(2) W=\mathrm{A}\mathrm{d}駆 W_{K}(\mathfrak{c}\downarrow))|_{$\alpha$^{u}} とすると, W は命題4の W と一致する.

 $\lambda$\in \mathrm{A} に対して, p_{ $\lambda$}(z,\overline{z}) , p_{ $\lambda$}(z, \partial) は具体的に計算することができる.その

ために,  $\Lambda$ の元  $\lambda$ を分割を用いて表す.任意の  $\lambda$\in $\Lambda$ は非負整数の減少列  $\lambda$=

(l1, . .., l_{r})(l_{1}\geq\cdots\geq l_{r}\geq 0) と表される｡特に, 1\leq i\leq r なる i について

$\lambda$_{j}= (1, \ldots, 1, 0, \ldots, 0) , ただし,右辺の1は i 個であるとする.

命題8任意の  $\lambda$\in $\Lambda$ に対して,  K ‐不変式および2項係数は次のように表される.

p_{ $\lambda$}(z, \overline{z})=c_{ $\alpha,\ \lambda$}J_{ $\lambda$}^{( $\alpha$)}(z^{2}) , z\in $\alpha$,

\left(\begin{array}{l}
 $\mu$\\
 $\lambda$
\end{array}\right)=c_{ $\alpha,\ \lambda$}J_{ $\lambda$}^{*( $\alpha$)}( $\mu$) ,  $\mu$\in $\Lambda$,
ただし, J_{ $\lambda$}^{( $\alpha$)} はJack 多項式) J_{ $\lambda$}^{*( $\alpha$)} はshifted Jack 多項式 ([00] を参照せよ) を表

し,  $\alpha$ は以下で与えられる実数で,  c_{ $\alpha,\ \lambda$} は  $\alpha$,  $\lambda$ で決まる正実数である.

 $\alpha$=\left\{\begin{array}{l}
2, (G, K)=(\mathrm{S}\mathrm{p}(n, \mathbb{R}), \mathrm{U}(n)) ,\\
1, (G, K)=(\mathrm{S}\mathrm{U}(n, m), \mathrm{S}(\mathrm{U}(n)\times \mathrm{U}(m))) ,\\
(G, K)=(\mathrm{S}\mathrm{O}^{*}(2n), \mathrm{U}(n)) ,\\
\frac{\frac{1}{2}2}{n-2}, (G, K)=(\mathrm{S}\mathrm{O}_{0}(2, n)\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{S}\mathrm{O}(2)\times \mathrm{S}\mathrm{O}(n)) ,\\
\frac{1}{3}, (G, K)=(\mathrm{E}_{6(-14)}, \mathbb{T}\cdot \mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{i}\mathrm{n}(10)^{\backslash }.\mathrm{I},\\
\frac{1}{4}, (G, K)=(\mathrm{E}_{7(-25)}, \mathbb{T}\cdot \mathrm{E}_{6}) .
\end{array}\right.
上の結果により, (K, V) がHermite 型のときは K‐不変式および2項係数がわ

かり, K‐不変微分作用素も求まる.よって,問題となるのは multiplicity‐free 作用

(K, V) がHermite 型と本質的に異なるものについて K‐不変式や K‐不変微分作用
素を求めることである.そこで,本質的に異なるということを明確に定義する.

定義9 (K_{1}, V_{1}) が(K2, V2) と弱同値であるとは,複素線型同型  $\phi$ :  V_{1}\rightarrow V_{2} が

存在して,任意の  v\in 防について  $\phi$(K_{1}\cdot v)=K_{2}\cdot $\phi$(v) が成り立つことである.

(K_{1}, V_{1}))(K_{2}, V2) を弱同値な multiplicity‐free 作用とすると,自然な同型によ
り,  $\gamma$(防) の既約分解は \mathrm{y}(V_{2}) の既約分解と一致する.よって,それぞれの不変式
環と不変微分作用素環は自然に同一視される.

もし,局所効果的な multiplicity‐free 作用 (K, V) において K の中心の次元が V

の既約成分の個数より小さければ,適当なtorus T を付け加えることにより T\times K

の中心の次元と V の既約成分の個数が一致かつ (T\times K, V) が局所効果的となる

ようにすることができる.このとき, (T\times K, V) は (K, V) と弱同値である.

定義10 K を連結かつ単連結な compact 半単純 Lie 群としf V を K が線型かつ
局所効果的に作用する複素vector空間とする.作用 (K, V) がindecomposable
であるとは, K=K_{1}\times K_{2},  V=V_{1}\oplus 巧かつ  i\neq i のとき K_{i} がVj に自明に作
用するような自明でない (K_{1}, V_{1}) , (K2, V2) が存在しないことである.−般の連結

compact Lie 群については, K の半単純成分 K_{s} の普遍被覆群 \tilde{K}_{s} について (\tilde{K}_{s}, V)
がindecomposable であるとき,作用 (K, V) がindecomposable であるとする.
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multiphcity‐free 作用 (K, V) は, K に適当なtorus T を付け加え,必要ならば
有限被覆群を考えることにより,indecomposableなmultiplicity‐îree 作用の直積

になる.このとき,不変式環および不変微分作用素環はそれぞれindecomposable
成分のそれらのtensor 積になる.indecomposable なmultiplicity‐free 作用は,既約
のときはKac [Ka] により,可約のときはBenson‐Ratchff [BR1], Leahy [L]によっ
て独立に分類されている.indecomposableなmultiplicity‐free 作用の自明でない

弱同値な組のうちtorusの付加以外で得られるのは以下のものである.
. ((\mathbb{T}\times)\mathrm{S}\mathrm{p}(n), \mathbb{H}^{n})\sim((\mathrm{T}\times)\mathrm{S}\mathrm{U}(2n), \mathbb{C}^{2n}) , n\geq 2,
. (\mathrm{T}\times \mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{i}\mathrm{n}(7), \mathbb{C}^{8})\sim(\mathbb{T}\times \mathrm{S}\mathrm{O}(8), \mathbb{C}^{8}) ,

. (\mathbb{T}\times \mathrm{G}_{2}, \mathbb{C}^{7})\sim(\mathrm{T}\times \mathrm{S}\mathrm{O}(7), \mathbb{C}^{7}) .

特に,rank が2以下の multiplicity‐free 作用はすべて Hermite 型作用と弱同値にな

る.rank(K, V)=3 なる indecomposable なmultiplicity‐free 作用が Hermite 型作

用と弱同値でなければ,以下のものと弱同値である.

(1) ( \mathbb{T}\times \mathrm{S}\mathrm{p}(n)\mathrm{x}\mathrm{S}\mathrm{U}(2) ,
Mat (2n, 2, \mathbb{C} n\geq 2,

(2) (\mathbb{T}\times \mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{i}\mathrm{n}(9), \mathbb{C}^{16}) ,
(3) (T2 \times SU(n), \mathbb{C}n \oplus \mathbb{C}つ, n\geq 2,

(4) (\mathbb{T}^{2}\times \mathrm{S}\mathrm{U}(n)_{)}\mathbb{C}^{n}\oplus(\mathbb{C}^{n})^{*}) , n\geq 3.

ここで, (\mathbb{C}^{n})^{*} は複素 vector 空間としては \mathbb{C}n と同じものであり,(3) における \mathrm{S}\mathrm{U}(n)
の2つの \mathbb{C}^{n} への作用は同値であり,(4) における \mathrm{S}\mathrm{U}(n) の (\mathbb{C}^{n})^{*} への作用は \mathbb{C}n

への作用と反傾なものとする.(1) \sim(3) はそれぞれあるHermite型作用の制限と

みなすことができる.また,(1), (2), (4) はそれぞれ2次の K‐相対不変多項式をも

つ.これらのことは, K‐不変式や2項係数がみたす漸化式を導くのに重要な役割
を果たす.以下の節で,それぞれの作用について K‐不変式と K‐不変微分作用素

を具体的に表示する.

3 (K, V)=(\mathbb{T}\times \mathrm{S}\mathrm{p}(n)\times \mathrm{S}\mathrm{U}(2), \mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{t}(2n, 2, \mathbb{C}))(n\geq 2)
まず,群SP (n) の実現の方法を与える｡非退化 2n 次交代行列みとして反対角

なものをとる,即ち

J_{n}:=\left(\begin{array}{ll}
O & I_{n}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}\\
-I_{n}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}} & O
\end{array}\right) I_{n}':=\left(\begin{array}{ll}
0 & 1\\
1 & 0
\end{array}\right) (3,1)

これを用いて, \mathrm{S}\mathrm{p}(n) を次のように実現する｡

@_{\mathrm{P}}(n)=\{g\in \mathrm{U}(2n);{}^{t}gJ_{n}g=J_{n}\}=\mathrm{S}\mathrm{U}(2n)\cap \mathrm{S}\mathrm{p}(2n, \mathbb{C}) .

このとき, K の V への作用を以下で定義する.

(u, g_{1},g_{2})\cdot v:=u^{t}g_{1}^{-1}vg_{2}^{-1},
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ただし, u\in \mathrm{T}, g_{1}\in \mathrm{S}\mathrm{p}(n) , g_{2}\in \mathrm{S}\mathrm{U}(2) , v\in \mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{t}(2n,2, \mathbb{C}):\mathrm{S}\mathrm{p}(n)\subset \mathrm{S}\mathrm{U}(2n) によ

り, K の V=\mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{t}(2n, 2, \mathbb{C}) への作用は \mathrm{T}\times \mathrm{S}\mathrm{U}(2n)\times \mathrm{S}\mathrm{U}(2) の V への作用の K

への制限とみなせる.作用 ( \mathbb{T}\times \mathrm{S}\mathrm{U}(2n)\times \mathrm{S}\mathrm{U}(2) , Mat (2n, 2, \mathbb{C}) ) はHermite 型で

あり,基本 highest weight vector \ovalbox{\tt\small REJECT}ま fi=z_{1,1}, f2=z_{1,1}z_{2,2}-z_{2,1^{Z}1,2} である.この

とき, \mathfrak{R}(V) は次のように既約分解される.

 $\varphi$(V)=\displaystyle \sum_{l_{1}\geq l_{2}\geq 0}P_{(l_{1},l_{2})} , (3,2)

ただし, P_{(l_{1},l_{2})} は多項式 f_{(l_{1},l_{2})}=f_{1}^{l_{1}-l_{2}}f_{2}^{l_{2}} をhighest weight vector にもつ既約成
分である.ここで,以下のような不変式と不変微分作用素を与える.

q_{1}:=\displaystyle \sum_{1\leq i\leq 2n ,j=1,2}|z_{i,j}|^{2},
q_{2}:=\displaystyle \det (\sum_{:=1}^{2n}z_{i,2^{\frac{11}{z}}i,1}\sum_{i=1}^{2n}|z_{i^{2}}, \sum_{i=1}^{2n}|z_{i,2}|^{2}\sum_{i=1}^{2n}z_{i,1}\overline{z}_{i,2}) ,

D_{1}:=\displaystyle \sum_{j=1,2}z_{i,j}\partial_{z}1\leq \mathfrak{i}\leq 2ni,j
D_{2}:=\displaystyle \det (\sum^{2n}z_{i,2}\partial_{z;}\sum_{i=1}^{2n}z\partial,'+1 \sum_{\dot{ $\tau$}=1}^{2n}z_{i,2}\partial_{z:,2}\sum^{2n}z_{i,1}\partial_{z},) ,

ただし, D_{2} における行列式は列行列式とする.これらを用いると,分割  $\lambda$= (l_{1}, l2) ,

 $\mu$= (m_{1}, m2) に対して,不変式,2項係数,不変微分作用素は以下のように表される.

p_{ $\lambda$}(z, \displaystyle \overline{z})=\frac{1}{\Vert f_{ $\lambda$}\Vert_{\mathcal{F}}^{2}}\sum_{j=l_{2}}^{2}\mathrm{L}^{\mathrm{t}+l}\lrcorner\rightarrow\rfloor(-1)^{j-l_{2}}\left(\begin{array}{l}
l_{1}-j\\
j-l_{2}
\end{array}\right)q_{1}^{l_{1}+l_{2}-2j}q\dot{i}_{2})
\lfloor\perp_{2}\simeq\rfloor

\displaystyle \left(\begin{array}{l}
 $\mu$\\
 $\lambda$
\end{array}\right)=\frac{1}{\Vert f_{ $\lambda$}\Vert_{\mathcal{F}}^{2}}\sum_{j=l_{2}}(-1)^{j-l_{2}}\left(\begin{array}{l}
l_{1}-j\\
-jl_{2}
\end{array}\right)(m_{1}+m_{2}-2j)^{\underline{l_{1}+l_{2}-2j}}(m_{1}+1)^{\underline{j}}m^{\frac{j}{2}},
\mathrm{L}^{ $\iota$+ $\iota$}\perp_{2}\rightarrow\rfloor

 p_{ $\lambda$}(z, \displaystyle \partial)=\frac{1}{\Vert f_{ $\lambda$}\Vert_{F}^{2}}\sum_{j=l_{2}}(-1)^{j-l_{2}}\left(\begin{array}{l}
l_{1}-j\\
-jl_{2}
\end{array}\right)\prod_{a=2j}^{l_{1}+l_{2}-1}(D_{1}-a)\prod_{b=0}^{j-1}(D_{2}-bD_{1}+b^{2}-b) .

ただし, \Vert\cdot\Vert_{\mathcal{F}} は (1,1) で与えられる Fischer 内積から得られる norrn であり, \Vert f_{ $\lambda$}\Vert_{\mathcal{F}}^{2}=
(l_{1}-l_{2})!(l_{1}+1)^{\underline{l_{2}}}l_{2}! である｡

f_{3}=\displaystyle \sum_{j=\mathrm{x}}^{n}(z_{j,1}z_{2n-j+1,2-Z_{2n-j+1,1j,2}}z)\mathrm{I}ま \mathrm{S}\mathrm{p}(n)\times \mathrm{S}\mathrm{U}(2)‐不変な2次多項式で
あり,fi, f_{2} , ゐは作用 (\mathbb{T}\times \mathrm{S}\mathrm{p}(n)\times \mathrm{S}\mathrm{U}(2)) Mat (2\mathrm{n}, 2, \mathbb{C}) ) の基本 highest weight
vector である. \mathrm{S}\mathrm{U}(2n) の作用を \mathrm{S}\mathrm{p}(n) に制限することにより,乃 l_{1},l_{2} ) は次のよう
に既約分解される (例えば [KT] を参照せよ).

P_{(l_{1},l_{2})}=\displaystyle \sum_{l_{3}=0}^{l_{2}}P_{(l_{1},l_{2},l_{3})},
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ただし, P_{(l_{1},l_{2},l_{3})} は次の多項式 f_{(l_{1},l_{2},l_{3})}=fi^{l_{1}-l_{2}}f_{2}^{l_{2}-l_{3}}f_{3}^{l_{3}} をhighest weight vector に

もつ既約成分である｡f3が \mathrm{S}\mathrm{p}(n)\times \mathrm{S}\mathrm{U}(2)‐不変であることより,次で与えられる
q_{3}, D_{3} がそれぞれ K‐不変式, K‐不変微分作用素であることが分かる.

q_{3}=|f_{3}(z)|^{2}, D_{3}=f_{3}(z)\overline{f}_{3}(\partial) .

このとき,次のことが成り立つ｡

p_{(1_{1},1_{2})}(z, \displaystyle \overline{z})=\sum_{l_{3}=0}^{l_{2}}p_{(\mathrm{t}_{1},\mathrm{t}_{2},\mathrm{t}_{3})}(z,\overline{z}) ,

p_{($\iota$_{1}+ $\iota,\iota$_{2}+l,1)}(z,\displaystyle \overline{z})=\frac{1}{(l_{1}+l_{2}+t+2n-1)^{\underline{l}}l!}p_{(\mathfrak{l}_{1},l_{2},0)}(z,\overline{z})q_{3}^{l},
\displaystyle \left(\begin{array}{l}
(m_{1},m_{2})\\
(l_{1},l_{2})
\end{array}\right)=\sum_{l_{3}=0}^{l_{2}}\left(\begin{array}{ll}
(m_{1} & m_{3})m_{2}\\
 & (l_{1},l_{2},l_{3})
\end{array}\right),

\displaystyle \left(\begin{array}{ll}
(m_{1} & m_{3})m_{2}\\
(l_{1}+l,l_{2} & +l,l)
\end{array}\right)=\frac{1}{(l_{1}+l_{2}+l+2n-1)^{\underline{l}}l!}\left(\begin{array}{lllll}
(m_{1} & -l_{-l} & m_{2} & m_{3} & -l)\\
 & (l_{1},l_{2},0) &  &  & 
\end{array}\right)
. (m_{1}+m_{2}-m_{3}+2n-1)^{\underline{l}}m\displaystyle \frac{l}{3}.

以上のことより, K‐不変式,2項係数, K‐不変微分作用素が求まる.

定理11  $\lambda$=(l_{1}, l_{2}, l_{3}) ,  $\mu$=(m_{1}, m_{2}, m_{3}) に対して K‐不変式,2項係数,K‐不変
微分作用素が以下のように表される.

p_{ $\lambda$}(z,\displaystyle \overline{z})=\frac{\Vert f_{(l_{1}-l_{2},0,0)}||_{\mathcal{F}}^{2}}{||f_{(l_{1},l_{2},l_{3})}\Vert_{\mathcal{F}}^{2}}p_{($\iota$_{1}-l_{2},0)}(z,\overline{z})
(\displaystyle \sum_{j=l_{3}}^{l_{2}}(-1)^{j-l_{3}}\left(\begin{array}{ll}
l_{2} & -l_{3}\\
j & -l_{3}
\end{array}\right)\displaystyle \frac{(l_{1}-l_{3}+1)^{\underline{j-l_{3}}}}{(l_{1}+l_{2}-2l_{3}+2n-2)^{\underline{j-l_{3}}}}q_{2}^{l_{2-}j}q_{3}^{j}) ,

\displaystyle \left(\begin{array}{l}
 $\mu$\\
 $\lambda$
\end{array}\right)=\frac{\Vert f_{(l_{1}-l_{2},0,0)}||_{\mathcal{F}}^{2}}{||f_{(l_{1},l_{2},l_{3})}\Vert_{\mathcal{F}}^{2}}\left(\begin{array}{lll}
(m_{1} & -l_{2},m_{2} & -l_{2})\\
 & (l_{1} & -l_{2},0)
\end{array}\right)
(\displaystyle \sum_{j=l_{3}}^{l_{2}}(-1)^{j-l_{3}}\left(\begin{array}{ll}
l_{2} & -l_{3}\\
j & -l_{3}
\end{array}\right)\displaystyle \frac{(l_{1}-l_{3}+1)^{\underline{j-l_{3}}}}{(l_{1}+l_{2}-2l_{3}+2n-2)^{\underline{j-l_{3}}}}

. (m_{1}-j+1)^{\underline{l_{2-}j}}(m_{2}-j)^{\underline{l_{2}-j}}(m_{1}+m_{2}-m_{3}+2n-1)^{\underline{j}}m\displaystyle \frac{j}{3}) ,

p_{ $\lambda$}(z, \displaystyle \partial)=\frac{\Vert f_{(l_{1}-l_{2},0,0)}||_{\mathcal{F}}^{2}}{||f_{(l_{1},l_{2},l_{3})}\Vert_{\mathcal{F}}^{2}}p_{($\iota$_{1}-l_{2},0)}^{*l_{2}}(z, \partial)
(\displaystyle \sum_{j=l_{3}}^{l_{2}}(-1)^{j-l_{3}}\left(\begin{array}{ll}
l_{2} & -l_{3}\\
j & -l_{3}
\end{array}\right)\displaystyle \frac{(l_{1}-l_{3}+1)^{\underline{j-l_{3}}}}{(l_{1}+l_{2}-2l_{3}+2n-2)^{\underline{j-l_{3}}}}
\displaystyle \prod_{c=j}^{l_{2}-1}(D_{2}-cD_{1}+c^{2}-c)\prod_{d=0}^{j-1}(D_{3}-dD_{1}+d^{2}-(2n-1)d)) ,
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ただし, p_{(l_{1},l_{2})}(z, \overline{z}), \left(\begin{array}{l}
(rn_{1)}\uparrow n_{2})\\
(l_{\mathrm{l})}l_{2})
\end{array}\right), p_{(l_{1},l_{2})}(z, \partial) はそれぞれ作用 (\mathbb{T}\times \mathrm{S}\mathrm{U}(2n)\times \mathrm{S}\mathrm{U}(2) ,
Mat (2n, 2, \mathbb{C})) に関する不変式,2項係数) 不変微分作用素でありy p_{(l_{1}-l_{2},0)}^{*l_{2}}(z, \partial) は

p_{($\iota$_{1}-l_{2},0)}(z, \partial) において D_{1_{f}} D2をそれぞれ D_{1}-2l_{2}, D_{2}-l_{2}D_{1}+l_{2}^{2}-l_{2} に変えた
ものである.なお,

\displaystyle \frac{\Vert f_{(l_{1}-l_{2},0,0)}||_{\mathcal{F}}^{2}}{||f_{(l_{1},l_{2},l_{3})}\Vert_{\mathcal{F}}^{2}}=\frac{1}{(l_{1}-l_{3}+1)^{\underline{l_{2}-l_{3}}}(l_{2}-l_{3})!(l_{1}+l_{2}-l_{3}+2n-1)^{\underline{l_{3}}}l_{3}!}.
特に,基本 highest weight (1, 0,0) , ( 1, 1, 0) , (1, 1, 1) については次のようになる.

p_{1}(z, \overline{z})=p_{(1,0,0)}(z, \overline{z})=q_{1},

p_{2}(z, \displaystyle \overline{z})=p_{(1,1,0)}(z, \overline{z})=\frac{1}{2}q_{2}-\frac{1}{2n}q_{3},
p_{3}(z, \displaystyle \overline{z})=p_{(1,1,1)}(z, \overline{z})=\frac{1}{2n}q_{3},

p_{1}(z, \partial)=p_{(1,0,0)}(z, \partial)=D_{1},

p_{2}(z, \displaystyle \partial)=p_{(1,1,0)}(z, \partial)=\frac{1}{2}D_{2}-\frac{1}{2n}D_{3},
p_{3}(z_{ $\gamma$}\displaystyle \partial)=p_{(1,1,1)}(z, \partial)=\frac{1}{2n}D_{3}.

これらを q_{1} , q2, q_{3}, D_{1} , D2, D_{3} について解くことにより,各 p_{ $\lambda$}(z,\overline{z}) , p_{ $\lambda$}(z, \partial) がそ
れぞれ \{Pj(z,\overline{z})\}_{j=1}^{3}, \{pj (z, \partial)\}_{j=1}^{3} の多項式で具体的に表されることが分かる.

この作用 (K, V) に対して,Hermite 型作用の極大可換部分空間 a に当たるもの

を求める.まず,簡単のために次の記号を導入する.

\left\{\begin{array}{ll}
z_{1,1} & z_{2,2}\\
z_{2n-1,1} & z_{2n,2}
\end{array}\right\}:=\left(\begin{array}{ll}
z_{1,1} & 0\\
0 & z_{2,2}\\
 & \\
z_{2n-1,1} & 0\\
0 & z_{2n,2}
\end{array}\right)
これを用いて,次の集合を考える｡

M_{1}:=\{\left\{\begin{array}{ll}
z_{1,1} & z_{2,2}\\
z_{2n-1,1} & z_{2n,2}
\end{array}\right\};z_{1,1}, z_{2,2}, z_{2n-1,1}, z_{2n,2}\in \mathbb{R}\},
 $\Omega$:=\{v\in \mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{t}(2n, 2, \mathbb{C});f_{3}(v)\neq 0\},

M_{0}:=\{\left\{\begin{array}{ll}
z_{1,1} & z_{2,2}\\
z_{2n-1,1} & z_{2n,2}
\end{array}\right\}\in $\Omega$\cap M_{1};z_{1,1}^{2}z_{2n,2}^{2}-z_{2n-1,1}^{2}z_{2,2}^{2}=0\}
=\displaystyle \{\left\{\begin{array}{ll}
r\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}$\theta$_{1}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}$\theta$_{2} & -r\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}$\theta$_{1}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}$\theta$_{2}\\
r\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}$\theta$_{1}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}$\theta$_{2} & r\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}$\theta$_{1}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}$\theta$_{2}
\end{array}\right\};r>0, $\theta$_{1}, $\theta$_{2}\displaystyle \not\in\frac{ $\pi$}{2}\mathbb{Z}\}.
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すると,作用 (K, V) は M_{1} , Mo をともにslice にもつ強可視的な作用であり, K.

M_{1}=V,  K\cdot M_{0}= $\Omega$ が成り立つ.  M_{1} について,次の群を考える.

N_{K}(M_{1})=\{g\in K;g\cdot M_{1}=M_{1}\},
Z_{K}(M_{1})= {g\in K;g\cdot v=v for all v\in M_{1} },

W_{K}(M_{1})=N_{K}(M_{1})/Z_{K}(M_{1}) .

このとき, W_{K}(M_{1}) は以下のようにして (0(2)\times\{\pm 1\}) $\lambda$ \mathbb{Z}/2\mathbb{Z}(\mathbb{Z}/2\mathbb{Z}\simeq\{I_{2}, I_{\overline{2}}\})
と同一視される.

(g, (-1)^{ $\epsilon$}, I_{2})\cdot\left\{\begin{array}{ll}
z_{1_{)}1} & z_{2,2}\\
z_{2n-1,1} & z_{2n,2}
\end{array}\right\}=g\left\{\begin{array}{ll}
(-1)^{ $\epsilon$}z_{1,1} & z_{2,2}\\
(-1)^{ $\epsilon$}z_{2n-1,1} & z_{2n,2}
\end{array}\right\},  $\epsilon$=0 , 1,

(I_{2},1, I_{\overline{2}})\cdot\left\{\begin{array}{ll}
z_{1,1} & z_{2,2}\\
z_{2n-1,1} & z_{2n,2}
\end{array}\right\}=\left\{\begin{array}{ll}
z_{2,2} & z_{1,1}\\
z_{2n,2} & z_{2n-1,1}
\end{array}\right\}
また,Mo について次の群を考える.

N_{K}(Mo)=\{g\in K;g. Mo=M_{0}\},

\overline{W}_{K}(M_{0})=\mathrm{A}\mathrm{d}_{f_{\mathbb{C}}}^{*}(N_{K}(M_{0}))|_{\mathbb{C} $\Lambda$}.

すると, \overline{W}_{K}(M_{0}) は以下のようにして \{\pm 1\}\times\{\pm 1\} と同一視することができる.

highest weight  $\lambda$=(l_{1}, l_{2}, l_{3})\in $\Lambda$\in$\alpha$^{*} について

(-1,1)\cdot(l_{1}, l2, l3) =(l_{1}, l_{2}, l_{1}+l_{2}- l3) ,

(1, -1)\cdot(l_{1}, l_{2}, l3) =(l_{2}, l_{1}, l3) .

これは次のように考えると分かりやすい.

(-1,1):(l_{1}+ l2, l_{1}-l_{2}, l_{1}+l_{2}-2l_{3})\mapsto(l_{1}+l_{2)}l_{l}-l_{2)}-(l_{1}+l_{2}-2l_{3}
(1, -1):(l_{1}+ l2, l_{1}- l2, l_{1}+l_{2}-2l_{3})\mapsto(l_{1}+l_{2}, -(l_{1}- l2), l_{1}+ l2 -2l_{3}) .

命題12 (1) (9 (V)\otimes\overline{\mathrm{J}^{J}(V)})^{K}\simeq \mathbb{C}[M_{1}]^{W_{K}(M_{1})},
(2) W_{K} (Mo) は命題4の W と一致する.

(3) Mo は M_{1} を実 vector 空間として生成する.

4 (K, V)=(\mathbb{T}\times \mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{i}\mathrm{n}(9), \mathbb{C}^{16})
この作用はSpin(9) のspin 表現であるが,これを Spin(10) の半 spin 表現の制限と

みなす｡そのために,まずSpin(10) の半 spin 表現を外積代数上で実現する. \wedge(\mathbb{C}^{5})
を5次複素 vector 空間 \mathbb{C}^{5} で生成される外積代数とし, \downarrow \mathrm{A}_{e}(\mathbb{C}^{5}) でその偶数次の

元を集めた部分代数とする｡すると, \displaystyle \bigwedge_{e}(\mathbb{C}^{5}) はvector空間としては16次元であ

る｡これを Spin(10) の半 spin 表現,およびSpin(9) のspin 表現の表現空間とする.

e_{1} ,
. . .

, e_{5} を \mathbb{C}^{5} の基底とし, \displaystyle \bigwedge_{e}(\mathbb{C}^{5}) の基底を次のように表すことにする｡

e_{0}:=1\in\wedge^{0}(\mathbb{C}^{5})\simeq \mathbb{C},
e_{jk}:=e_{j}\wedge e_{k}\in\wedge^{2}(\mathbb{C}^{5}) , 1\leq j<k\leq 5,

e_{ab\mathrm{c}d}:=e_{a}\wedge e_{b}\wedge e ｡ \wedge e_{d}\in\wedge^{4}(\mathbb{C}^{5}) , 1\leq a<b<c<d\leq 5.



INVARIANT POLYNOMIALS AND INVARIANT DIFFERENTIAL OPERATORS FOR MULTIPLICITY‐FREE ACTIONS OF RANK THREE 111

Spin(10) のLie 代数 \mathrm{o}(10) を(3,1) の I_{n}^{-} を用いて次のように実現する.

\mathrm{o}(10)=\{X\in \mathrm{u}(10);{}^{t}XI_{10}'+I_{10}'X=O\}

=\mathbb{C}\{\ovalbox{\tt\small REJECT} j,k=E_{j,k}-E_{11-k,11-j};1\leq j\leq 9, 1\leq k\leq 10-j\},
ここで, \mathrm{u}(10) は10次歪 Hermite 行列全体のなす Lie 代数で, E_{j,k} は (j, k)‐成分の
み1で他の成分が 0 である行列単位を表す.すると, \tilde{E}_{j,k} たちは0(10) の基底をな

す.0(10) の \displaystyle \bigwedge_{e}(\mathbb{C}^{5}) への作用を以下のように定める.

\displaystyle \overline{E}_{j,k}\cdot e_{I}=ej\wedge\partial_{k}e_{I}-\frac{1}{2}$\delta$_{j,k}e_{I}, 1\leq j, k\leq 5,
\tilde{E}_{j_{11-k}},\cdot e_{I}=e_{k}\wedge ej\wedge e_{I}, 1\leq j<k\leq 5,
\tilde{E}_{11-k,j}\cdot e_{I}=\partial_{j}\partial_{k}e_{I}, 1\leq j<k\leq 5,

ここで, I13;0 , {ik} (1\leq i<k\leq 5) , {abcd} (1\leq a<b<c<d\leq 5) を表し, \partial_{j}
はej に関する偏微分で,外積代数の元には次のように作用する.

\displaystyle \partial_{j}(e_{k_{1}}\wedge\cdots\wedge e_{k_{ $\epsilon$}})=\sum_{t=1}^{s}(-1)^{t-1}$\delta$_{j,k_{\mathrm{t}}}e_{k_{1}}\wedge\cdots\wedge e_{k_{\mathrm{t}-1}}\wedge e_{k_{t+1}}\wedge\cdots\wedge e_{k_{s}}.
\partial_{j}\partial_{k}= − \partial幽であることに注意する.Spin(10) の単連結性により,この0(10) の作
用から Spin(10) の作用が決まる.このようにして,Spin(10) の半 spin 表現が得ら
れる.  V=\displaystyle \bigwedge_{\mathrm{e}}(\mathbb{C}^{5}) の基底 eo, e_{jk}, e_{abcd} に関する座標をそれぞれ20, z_{jk}, z_{abcd} とする.

すると,  $\varphi$(V) (は zo, z_{jk}(1\leq i<k\leq 5), z_{abcd}(1\leq a<b<c<d\leq 5) を変数と

する多項式環になる.また, z_{kj}=-z_{jk}(1\leq j<k\leq 5) , \{ $\sigma$(a),  $\sigma$(b),  $\sigma$(c),  $\sigma$(d)\}=
\{a, b, c, d\}(1\leq a<b<c<d\leq 5) なる5次の置換 (本質的には4次の置換)  $\sigma$ に

対して  z_{ $\sigma$(a) $\sigma$(b) $\sigma$(\mathrm{c}) $\sigma$(d)}=(\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n} $\sigma$)z_{abcd} と約束する.ここで, V 上の以下の2次式を考
える｡

w_{1}= z_{0}z_{2345}-z_{23}z_{45}+z_{24}z_{35}-z_{25}z_{34},

w_{-1}=z_{15}z_{1234}-z_{14}z_{1235}+z_{13}z_{1245}-z_{12^{Z}1345\circ}

さらに, $\sigma$_{0}= (1,2,3,4,5) を5次の巡回置換とし, 1\leq j\leq 5 なる j について,
wj, w_{-j} をそれぞれ w_{1}, w_{-1} に現れる変数の添字に  $\sigma$ 1-1 を作用させたものとする.

P_{(1,1)}=\displaystyle \sum_{j=1}^{5}\mathbb{C}wj+\sum_{j=1}^{5}\mathbb{C}w_{-j} とすると, P_{(1,1)}f\mathrm{f}\mathfrak{R}(V) のSpin(10)‐既約成分で,
SO(10) の自然な表現と同値である｡作用 ( \mathbb{T}\times Spin(10), \displaystyle \bigwedge_{e}(\mathbb{C}^{5}) ) はHermite型で,
基本 highest weight vector は fi=z_{0}, f2=w_{1} であり, \mathcal{P}(V) は次のように既約分
解される.

P(V)=\displaystyle \sum_{l_{1}\geq l_{2}\geq 0}P_{(l_{1},l_{2})},
ただし, P_{(l_{1},l_{2})} は z_{0^{1}}^{l-l_{2}}w_{1}^{l_{2}} をhighest weight vector にもつ既約成分である｡ここ
で,不変式と不変微分作用素を2つずつ与える.

q_{1}=|z_{0}|^{2}+\displaystyle \sum_{1\leq j<k\leq 5}|z_{jk}|^{2}+\sum_{1\leq a<b<\mathrm{c}<d\leq 5}|z_{ab\mathrm{c}d}|^{2},
q_{2}=\displaystyle \sum_{j=1}^{5}|w_{j}|^{2}+\sum_{j=1}^{5}|w_{-j}|^{2},
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D_{1}=z_{0}\displaystyle \partial_{z_{0}}+\sum_{1\leq j<k\leq 5}zk\partial_{jk}+\sum_{1\leq a<b<c<d\leq 5}z_{ab\mathrm{c}d}\partial_{z_{ab\mathrm{c}d}},
D_{2}=\displaystyle \sum_{j=1}^{5}w_{jw}\partial_{\mathrm{j}}+\sum_{j=1}^{5}w_{-j}\partial_{w-j},

ただし, \partial_{w}j, \partial_{w-j} はそれぞれ wj, w_{-j} の各変数に,その変数に関する偏微分作用
素を代入したものとする｡これらを用いることにより,  $\lambda$= (l_{1}, l2) ,  $\mu$=(m_{1}, m2)
に対して,不変式,2項係数,不変微分作用素が次のように表される｡

p_{ $\lambda$}(z,\displaystyle \overline{z})=\frac{1}{\Vert f_{ $\lambda$}\Vert_{\mathcal{F}}^{2}}\sum_{j=1_{2}}^{=_{2}}(-1)^{j-l_{2}}\left(\begin{array}{l}
l_{1}-j\\
-jl_{2}
\end{array}\right)\frac{(l_{1}-l_{2})^{\underline{j-l_{2}}}}{(l_{1}-l_{2}+2)^{\underline{j-l_{2}}}}q_{1}^{l_{1}+l_{2}-2j}q_{2}\lfloor^{l+$\iota$_{\mathrm{X}}}\rfloor\dot{i},
\displaystyle \left(\begin{array}{l}
 $\mu$\\
 $\lambda$
\end{array}\right)=\frac{1}{\Vert f_{ $\lambda$}\Vert_{\mathcal{F}}^{2}}\sum_{j=l_{2}}^{\perp_{2}\simeq}(-1)^{j-l_{2}\left(\begin{array}{l}
l_{1}-j\\
-jl_{2}
\end{array}\right)\frac{(l_{1}-l_{2})^{\underline{j-l_{2}}}}{(l_{1}-l_{2}+2)^{\underline{j-l_{2}}}}}\lfloor^{l+l}\rfloor

. (m_{1}+m_{2}-2j)^{\underline{l_{1}-l_{2}-2j}}(m_{1}+3)^{\underline{j}}m^{\frac{j}{2}},

p_{ $\lambda$}(z, \displaystyle \partial)=\frac{1}{\Vert f_{ $\lambda$}\Vert_{\mathcal{F}}^{2}}\sum_{j=l_{2}}^{\perp_{2}\rightarrow\rfloor}(-1)^{j-l_{2}\left(\begin{array}{l}
l_{1}-j\\
-jl_{2}
\end{array}\right)\frac{(l_{1}-l_{2})^{\underline{j-l_{2}}}}{(l_{1}-l_{2}+2)^{\underline{j-l_{2}}}}}\mathrm{L}^{ $\iota$+t}
\displaystyle \prod_{a=2j}^{l_{1}+l_{2}-1}(D_{1}-a)\prod_{b=0}^{j-1}(D_{2}-bD_{1}+b^{2}-3b) .

\Vert f_{ $\lambda$}\Vert_{\mathcal{F}}^{2} は具体的に求まり \Vert f_{(l_{1},l_{2})}\Vert_{\mathcal{F}}^{2}=(l_{1}-l_{2})!(l_{1}+3)^{\underline{l_{2}}}l2! である.

Spin(9) の作用はSpin(10) の作用の制限として得られる.このことを具体的に
表示するために, 0(9)=\mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{e}(\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{i}\mathrm{n}(9)) を0(10) の中に以下のように実現する.

\mathrm{o}(9)

=\{X\in 0(10);X\cdot{}^{t}(0,0,0,0,1, -1,0,0,0,0)=0\}.

\ovalbox{\tt\small REJECT}\in 0(10)\}
この0(9) に対応する Spin(10) の解析部分群を Spin(9) とする｡すると, w_{5}+w_{-5}

はSpin(9)‐不変になる｡ f_{3}=w_{5}+w_{-5} とすると,作用 (\displaystyle \mathbb{T}\times \mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{i}\mathrm{n}(9), \bigwedge_{e}(\mathbb{C}^{5})) の基

本highest weight vector Iは fi, f_{2}, f_{3} である.そして, f_{(l_{1},l_{2},l_{3})}=f_{1}^{l_{1}-l_{2}}f_{2}^{l_{2}-l_{3}}f_{3}^{l_{3}} を

highest weight vector にもつ  $\varphi$(V) の既約成分を P_{(l_{1},l_{2},l_{3})} と表すと, \mathfrak{R}(V) は次の
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既約分解をもつ (例えば [GW] を参照せよ)｡

P_{(l_{1},l_{2})}=\displaystyle \sum_{l_{3}=0}^{l_{2}}P_{(l_{1},l_{2},l_{3})}.
ここで,さらに次の不変式,不変微分作用素を与える｡

q_{3}=|f_{3}|^{2}=|w_{5}+w_{-5}|^{2}, D_{3}=f_{3}\partial_{J\mathrm{s}}=(w_{5}+w_{-5})(\partial_{w5}+\partial_{w-5}) .

定理13  $\lambda$= (l_{1}, l_{2}, l3) ,  $\mu$=(m_{1}, m_{2}, m_{3}) に対して, K‐不変式,2項係数, K ‐不変
微分作用素は次のように表される.

p_{ $\lambda$}(z,\displaystyle \overline{z})=\frac{\Vert f_{(l_{1}-l_{2},0,0)}||_{\mathcal{F}}^{2}}{||f_{(l_{1},l_{2},l_{3})}\Vert_{\mathcal{F}}^{2}}p_{(l_{1}-1_{2\prime}0)}(z,\overline{z})
(\displaystyle \sum_{j=l_{3}}^{l_{2}}(-1)^{j-l_{3}}\left(\begin{array}{ll}
l_{2} & -l_{3}\\
j & -l_{3}
\end{array}\right)\displaystyle \frac{(l_{1}-l_{3}+3)^{\underline{j-l_{3}}}}{(l_{1}+l_{2}-2l_{3}+6)^{\underline{j-l_{3}}}}q_{2}^{l_{2}-j}q_{3}^{j}) ,

\displaystyle \left(\begin{array}{l}
 $\mu$\\
 $\lambda$
\end{array}\right)=\frac{\Vert f_{(l_{1}-l_{2},0,0)}||_{\mathcal{F}}^{2}}{||f_{(l_{1},l_{2},l_{3})}\Vert_{\mathcal{F}}^{2}}\left(\begin{array}{ll}
(m_{1} & -l_{2})-l_{2},m_{2}\\
 & (l_{1}-l_{2)}0)
\end{array}\right)
(\displaystyle \sum_{j=l_{3}}^{l_{2}}(-1)^{j-l_{3}}\left(\begin{array}{ll}
l_{2} & -l_{3}\\
j & -l_{3}
\end{array}\right)\displaystyle \frac{(l_{1}-l_{3}+3)^{\underline{j-l_{3}}}}{(l_{1}+l_{2}-2l_{3}+6)^{\underline{j-l_{3}}}}

. (m_{1}-j+3)^{\underline{t_{2}-j}}(m_{2}-j)^{\underline{l_{2}-j}}(m_{1}+m_{2}-m_{3}+7)^{\underline{j}}m^{\frac{j}{3}}) ,

p_{ $\lambda$}(z, \displaystyle \partial)=\frac{\Vert f_{(l_{1}-l_{2},0,0)}||_{\mathcal{F}}^{2}}{||f_{(l_{1},l_{2},l_{3})}\Vert_{\mathcal{F}}^{2}}p_{(1_{1}-1_{2},0)}^{l_{2}}(z, \partial)
(\displaystyle \sum_{j=l_{3}}^{l_{2}}(-1)^{j-l_{3}}\left(\begin{array}{ll}
l_{2} & -l_{3}\\
j & -l_{3}
\end{array}\right)\displaystyle \frac{(l_{1}-l_{3}+3)^{\underline{j-l_{3}}}}{(l_{1}+l_{2}-2l_{3}+6)^{\underline{j-l_{3}}}}

\displaystyle \prod_{\mathrm{c}=j}^{l_{2}-1}(D_{2}-cD_{1}+c^{2}-3c)\prod_{d=0}^{j-1}(D_{3}-dD_{1}+d^{2}-7d)) ,

ただし) p_{(\mathrm{t}_{1},l_{2})}(z, \overline{z}) , \left(\begin{array}{l}
(rn_{1},rn_{2})\\
(1_{1},1_{2})
\end{array}\right)\rangle p_{($\iota$_{1},$\iota$_{2})}(z, \partial) はそれぞれ作用 (\mathbb{T}\times \mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{i}\mathrm{n}(10), \mathbb{C}^{16})
に関する不変式,2項係数 不変微分作用素でありy p_{($\iota$_{1}-l_{2},0)}^{*l_{2}}(z, \partial) は p_{(l_{1}-l_{2},0)}(z, \partial)
において D_{1} , D2をそれぞれ D_{1}-2l_{2} , D2 —l2 D_{1}+l_{2}^{2}-3l_{2} に変えたものである.

なおf

\displaystyle \frac{\Vert f_{($\iota$_{1}-l_{2},0,0)}||_{\mathcal{F}}^{2}}{||f_{(l_{1},l_{2},l_{3})}\Vert_{\mathcal{F}}^{2}}=\frac{1}{(l_{1}-l_{3}+3)^{\underline{l_{2}-l_{3}}}(l_{2}-l_{3})!(l_{1}+l_{2}-l_{3}+7)^{\underline{l_{3}}}l_{3}!} .

この作用 (K, V) についても Hermite 型の \mathfrak{a} に対応する部分集合を求めてみる.
簡単のために次の記号を導入する.

\left\{\begin{array}{ll}
z_{0} & z_{2345}\\
z_{15} & z_{1234}
\end{array}\right\}:=z_{0}e_{0}+z_{15}e_{15}+z_{1234}e_{1234}+z_{2345}e_{2345}.
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これを用いて,以下の集合を考える.

M_{1}:=\displaystyle \{\left\{\begin{array}{ll}
z_{0} & z_{2345}\\
z_{15} & z_{1234}
\end{array}\right\}\displaystyle \in\bigwedge_{\mathrm{e}}(\mathbb{C}^{5});z_{0}, z_{15}, z_{1234} , Z2345 \in \mathbb{R}\})
 $\Omega$:=\displaystyle \{v\in\bigwedge_{\mathrm{e}}(\mathbb{C}^{5});f_{3}(v)\neq 0\},

M_{0}:=\{\left\{\begin{array}{ll}
z_{0} & z_{2345}\\
z_{15} & z_{1234}
\end{array}\right\}\in $\Omega$\cap M_{1};z_{0}^{2}z_{1234}^{2}-z_{15}^{2}z_{2345}^{2}=0\}
=\displaystyle \{\left\{\begin{array}{llllll}
r & \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}$\theta$_{1} & \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}$\theta$_{2} & -r & \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}$\theta$_{1} & \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}$\theta$_{2}\\
r & \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}$\theta$_{1} & \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}$\theta$_{2} & r & \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}$\theta$_{1} & \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}$\theta$_{2}
\end{array}\right\};r>0, $\theta$_{1)}$\theta$_{2}\displaystyle \not\in\frac{ $\pi$}{2}\mathbb{Z}\}.

すると,作用 (K, V) は M_{1} およびMo をslice にもつ強可視的な作用であり, K.

 M_{1}=V,K-\cdot Mo=. $\Omega$ を満たす.前節と同様に  N_{K} (M1), Z_{K}(M_{1})_{-}W_{K} (M1),
N_{K} (Mo), W_{K} (Mo) を求めると,  W_{K}(M_{1})\simeq(\mathrm{O}(2)\times\{\pm 1\})\rangle\triangleleft \{I2, I_{\overline{2}}\},  W_{K}(M_{0})\simeq
\{I2, I_{2}'\}\times\{I_{2}, I_{\overline{2}}\} となることが分かる.

命題14 (1) (\mathfrak{R}(V)\otimes\overline{ $\varphi$(V)})^{K}\simeq \mathbb{C}[M_{1}]^{W_{K}(M_{1})},
(2) W_{K} (Mo) は命題4の W と一致する.

(3) Mo は M_{1} を実 vector 空間として生成する.

注意15 この節の結果は,基本highest weight vector の次元,相対不変式の存在,
不変式,2項係数,不変微分作用素の表示,強可視性を表すsliceの形など前節の結
果と非常に類似している.このことは,[Kn2] において2つの作用が同じCase VIa

に分類されていることに対応する.

5 (K, V)=(\mathbb{T}^{2}\times \mathrm{S}\mathrm{U}(n), \mathbb{C}^{n}\oplus \mathbb{C}^{n}) (n\geq 2)
この節と次の節で扱う作用は可約であるがindecomposableなものである.ま

ず, \mathbb{T}^{2}\times \mathrm{S}\mathrm{U}(n) の \mathbb{C}^{n}\oplus \mathbb{C}^{n} への作用を次のように実現する｡

(u_{1}, u_{2}, g)\cdot(v_{1}, v_{2}) (u_{1}^{t}g^{-1}v_{1}, u_{2}^{t}g^{-1}v_{2}) ,

ただし, u_{1}, u_{2}\in \mathbb{T}, g \in @U(n),  v_{1} , v2 \in \mathbb{C}n｡このとき,基本 highest weight vector

は以下の3つである.

f_{11}=z_{11}, f_{12}=z_{12}, f_{2}=z_{1,1}z_{2,2}-z_{2,1}z_{1,2} . (5,1)

f_{(l_{11,12}}\cdot,\cdot 2)=fi_{1}^{l_{11}-l_{2}}fi_{2}^{l_{12}-l_{2}}f_{2}^{l_{2}} をhighest weight vector にもつ \mathcal{P}(V) の既約成分を

P_{(l_{11},i_{12},l_{2})} と表すことにする｡ K の \mathcal{P}(V) への作用には2つの見方がある｡ \mathbb{T}^{2} の

作用を局所的に \mathbb{T}\times \mathrm{S}\mathrm{U}(2) の作用の制限とみなすことにより,この作用は (\mathbb{T}\times
\mathrm{S}\mathrm{U}(n)\times \mathrm{S}\mathrm{U}(2) ,

Mat (n, 2, \mathbb{C}) ) の制限と考えることができる｡このことから,次の
既約分解を得る｡

P_{(l_{1},l_{2})}=\displaystyle \sum_{l_{11}+l_{12}=l_{1}+l_{2}}P_{(l_{11},l_{12},l_{2})},
ただし, P_{(l_{1},l_{2})} は(3,2) で現れた \mathcal{P}(\mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{t}(n, 2, \mathbb{C})) の \mathbb{T}\times \mathrm{S}\mathrm{U}(n)\times \mathrm{S}\mathrm{U}(2)‐加群と

しての既約成分のこととする｡また, i\mathrm{P}(\mathbb{C}^{n}) の \mathrm{S}\mathrm{U}(n)‐加群としての既約分解を
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\displaystyle \mathrm{J}^{)}(\mathbb{C}^{n})=\sum_{l}P_{l} とすると, \mathrm{S}\mathrm{U}(n) が ff^{\mathrm{J}}(\mathbb{C}^{n}) に対角に作用していると考えることに

より,次の既約分解が得られる(Pieri formula).

\displaystyle \min\{l_{11},l_{12}\}

P_{l_{11}}\displaystyle \otimes P_{1_{12}}= \sum_{l_{2}=0} P_{(l_{11},l_{12},l_{2})}.
これらを利用することにより,不変式,2項係数,不変微分作用素が計算できる.い
ま,次のような不変式と不変微分作用素を与える.

q_{11}=\displaystyle \sum_{j=1}^{n}|z_{j,1}|^{2}, q_{12}=\sum_{j=1}^{n}|z_{j,2}|^{2},
q_{2}=\displaystyle \det (\sum_{j=1}^{n}z_{j,2^{\frac{11}{z}}j,1}\sum_{j=1}^{n}|z_{j^{2}}, \sum_{j=1}^{n}|z_{j,2}|^{2}\sum_{j=1}^{n}z_{j,1^{\overline{Z}}j,2}) ,

D_{11}=\displaystyle \sum_{j=1}^{n}z_{j,1}\partial_{z}j,1 � D_{12}=\displaystyle \sum_{j=1}^{n}z_{j,2}\partial_{z}j,2,
D_{2}=\displaystyle \det(\sum^{n}=1z_{j,2}\partial_{z}\sum_{jj,1}^{n}j=1\mathrm{j},1z_{j,1}\partial_{z}+1 \sum^{n^{=1}}=1z_{j,2}\partial_{z}\sum_{jj,2}^{n}z_{j,1}\partial_{z})

定理16  $\lambda$= (1_{11},1_{12}, l2) ,  $\mu$=(m_{11}, m_{12}, m2) に対して, K‐不変式,2項係数,K‐
不変微分作用素が以下のように表される.

p_{ $\lambda$}(z,\displaystyle \overline{z})=\frac{1}{\Vert f_{(l_{11}+l_{12}-l_{2},l_{2})}\Vert_{\mathcal{F}}^{2}}\sum_{j=l_{2}}^{\min\{l_{11},l_{12}\}}(-1)^{j-l_{2}}\left(l_{11} & +l_{12}j & -l_{2}-j-l_{2}\right)\displaystyle \left(l_{11} & +l_{12} & -2jl_{12}-j\right)
. q_{11}^{l_{11}-j}q_{12}^{l_{12}-j}q_{2}^{j},

\displaystyle \left(\begin{array}{l}
 $\mu$\\
 $\lambda$
\end{array}\right)=\frac{1}{\Vert f_{(1_{11}+l_{12}-l_{2},l_{2})}\text{隆}}\sum_{j=l_{2}}^{\min\{l_{11},l_{12}\}}(-1)^{j-l_{2}}\left(l_{11} & +l_{12}j & -l_{2}-j-l_{2}\right)\displaystyle \left(l_{11} & +l_{12}-2jl_{12}-j\right)
. (m_{11}-j)^{\underline{l_{11}-j}}(m_{12}-j)^{\underline{l_{12}-j}}(m_{11}+m_{12}-m_{2}+1)^{\underline{j}}m^{\frac{j}{2}},

p_{ $\lambda$}(z, \displaystyle \partial)=\frac{1}{\Vert f_{(l_{11}+l_{12}-l_{2},l_{2})}\Vert_{\mathcal{F}}^{2}}\sum_{j=l_{2}}^{\mathrm{r}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{n}\{l_{11},l_{12}\}}(-1)^{j-l_{2}}\left(l_{11} & +l_{12}j & -l_{2}-j-l_{2}\right)\displaystyle \left(l_{11} & +l_{12}-2jl_{12}-j\right)
\displaystyle \prod_{a=j}^{l_{11}-1}(D_{11}-a)\prod_{b=j}^{l_{12}-1}(D_{12}-b)\prod_{\mathcal{C}=0}^{j-1}(D_{2}-c(D_{11}+D_{12})+c^{2}-c) ,

ただし) f_{(l_{11}+l_{12}-l_{2},l_{2})}=f_{11}^{l_{11}+l_{12}-2l_{2}}f_{2}^{l_{2}} である｡

ここで,各式の分母に現れる因子 \Vert f_{(l_{11}+l_{12}-l_{2},l_{2})}\Vert_{\mathcal{F}}^{2} が \Vert f_{(l_{11},l_{12},l_{2})}\Vert_{\mathcal{F}}^{2} でないことに注
意する. $\lambda$_{11}=(1,0,0) , $\lambda$_{12}=(0,1,0) , $\lambda$_{2}=(1,1,1) とおくとき, $\lambda$_{11}, $\lambda$_{12}, $\lambda$_{2} に関

する不変式,不変微分作用素を表す式を q_{11}, q_{12} , q2, D_{11}, D_{12} , D2について解くこ
とにより,任意の  $\lambda$\in \mathrm{A} に対する不変式,不変微分作用素がそれぞれ基本 highest
weight に対応する不変式,不変微分作用素の多項式で具体的に表されることが分
かる.
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この作用 (K, V) についても,Herrnite 型作用のときの極大可換部分空間に対
応するものを考える｡そのために,次の記号を導入する.

\left\{\begin{array}{ll}
z_{1,1} & z_{1,2}\\
z_{2,1} & z_{2,2}
\end{array}\right\}:=(\left(\begin{array}{l}
z_{1,1}\\
z_{2,1}\\
0\\
0
\end{array}\right), \left(\begin{array}{l}
z_{1,2}\\
z_{2,2}\\
0\\
0
\end{array}\right)) (5,2)

これを用いて,以下の集合を考える｡

M_{\mathrm{I}}:=\{\left\{\begin{array}{ll}
z_{1,1} & z_{1,2}\\
z_{2,1} & z_{2,2}
\end{array}\right\}\in \mathbb{C}^{n}\oplus \mathbb{C}^{n};z_{1,1}, z_{1,2}, z_{2,1}, z_{2,2}\in \mathbb{R}\} , (5,3)

 $\Omega$:=\{v=(v_{\mathrm{I}}, v_{2})\in \mathbb{C}^{n}\oplus \mathbb{C}^{n};f_{2}(v)\neq 0\} , (5,4)

M_{0}:=\{\left\{\begin{array}{ll}
z_{1,1} & z_{1,2}\\
z_{2,1} & z_{2,2}
\end{array}\right\}\in $\Omega$\cap M_{1};z_{1,1}^{2}z_{2,2}^{2}-z_{2,1}^{2}z_{1,2}^{2}=0\}
=\{\left\{\begin{array}{llll}
r_{1} & \mathrm{c}o\mathrm{s} $\theta$ & \mp r_{2} & \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} $\theta$\\
 r_{1} & \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} $\theta$ & \pm r_{2} & \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} $\theta$
\end{array}\right\};r_{1}, r_{2}>0,  $\theta$\displaystyle \not\in\frac{ $\pi$}{2}\mathbb{Z}\} . (5,5)

すると,作用 (K, V) は M_{1} , Mo をともにslice にもつ強可視的な作用であり, K.

M_{1}=V,  K\cdot M_{0}= $\Omega$ をみたす.3節と同様に  N_{K} (M1), Z_{K} (M1), W_{K}(M_{1}) を求め

ると, W_{K}(M_{1}) は次のようにして \mathrm{O}(2)\mathrm{x}\{\pm 1\} と同一視される.

(g, (-1)^{ $\epsilon$})\cdot\left\{\begin{array}{ll}
z_{1,1} & z_{1,2}\\
z_{2,1} & z_{2,2}
\end{array}\right\}=g\left\{\begin{array}{ll}
(-1)^{ $\epsilon$}z_{1,1} & z_{\mathrm{l},2}\\
(-1)^{ $\epsilon$}z_{2,1} & z_{2,2}
\end{array}\right\}
また, N_{K}(M_{0}) , \overline{W}_{K} (Mo) も同様に求めると, \overline{W}_{K} (Mo) は次のようにして \{\pm 1\} と

同一視できる｡

(-1)\cdot(l_{11}, l_{12}, l_{11}+l_{12}-2l_{2})=(l_{11}, l_{12}, -(l_{11}+l_{12}-2l_{2}

命題17 (1) (\mathfrak{R}(V)\otimes^{t}\overline{y(V)})^{K}\simeq \mathbb{C}[M_{1}]^{W_{K}(M_{1})_{f}}
(2) \overline{W}_{K}(M_{0}) は命題4の W と一致する.

(3) Mo は M_{1} を実 vector 空間として生成する.

6 (K, V)=(\mathbb{T}^{2}\times \mathrm{S}\mathrm{U}(n), \mathbb{C}^{n}\oplus(\mathbb{C}^{n})^{*}) (n\geq 3)

この節では,前節と作用する群もvector空間も同じだが作用の仕方が異なるも
のについて考察する｡まず,定義を確認する. (\mathbb{C}^{n})^{*} は複素vector空間としては

\mathbb{C}^{n} と同じものだが, \mathrm{S}\mathrm{U}(n) の作用が \mathbb{C}^{n} のものとは複素共役なものとする.作用

(K, V) を具体的に表すと次のようになる.

(u_{1}, u_{2}, g)\cdot(v_{1}, v_{2}):=(u_{1}{}^{t}g^{-1}v_{1}, u_{2}gv_{2}) ,
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ただし, u_{1}, u_{2}\in \mathbb{T}, g\in \mathrm{S}\mathrm{U}(n) , v_{1}\in \mathbb{C}^{n},  v_{2}\in ( \mathbb{C}n)
*｡この作用の基本 highest

weight vector は以下のものである｡

f_{11}=z_{1,1}, f_{12}=z_{n,2)} f_{2}=\displaystyle \sum_{j=1}^{n}z_{j,1}z_{j,2} . (6,1)

f2は \mathrm{S}\mathrm{U}(n)‐不変であることに注意する.この作用では前節の (\mathrm{T}^{2}\times \mathrm{S}\mathrm{U}(n)\times
\mathrm{S}\mathrm{U}(2) , Mat (n, 2, \mathbb{C}) ) に相当するものはないが, \mathfrak{R}(\mathbb{C}^{n}\oplus(\mathbb{C}^{n})^{*})\simeq \mathcal{P}(\mathbb{C}^{n})\otimes \mathcal{P}((\mathbb{C}^{n})^{ $\psi$})
と考えて既約分解を得ることができる.具体的には, \mathfrak{R}((\mathbb{C}^{n})^{*}) の \mathrm{S}\mathrm{U}(n)‐加群とし
ての既約分解を  $\varphi$((\displaystyle \mathbb{C}^{n})^{*})=\sum_{l=0}^{n}P_{l}^{*} とすると,次のような既約分解が得られる.

P_{l_{1}}\displaystyle \otimes P_{l_{2}}^{*}=\sum_{l_{2}=0}^{\min\{l_{1},l_{2}\}}P_{(l_{11},l_{12},l_{2})},
ここで, P_{(l_{11},l_{12},l_{2})} は f_{(l_{11},l_{12},l_{2})}=fi_{1}^{l_{11}-l_{2}}fi_{2}^{l_{12}-l_{2}}f_{2}^{l_{2}} をhighest weight にもつ K‐既約

成分である.ここで,以下のような不変式,不変微分作用素を与える.

q_{11}=\displaystyle \sum_{j=1}^{n}|z_{j,1}|^{2}, q_{12}=\sum_{j=1}^{n}|z_{j,2}|^{2},
q_{2}=|f_{2}|^{2}=|\displaystyle \sum_{j=1}^{n}z_{j,1^{Z}j,21^{2}}

D_{11}=\displaystyle \sum_{j=1}^{n}z_{j,1}\partial_{z}j_{)}1, D_{12}=\sum_{j=1}^{n}z_{j,2}\partial_{z}\mathrm{j},2,
D_{2}=f_{2}(z)\displaystyle \overline{f}_{2}(\partial)=(\sum_{j=1}^{n}z_{j,1}z_{j,2})(j,1j,2

定理18  $\lambda$= (111)112, l2 ) ,  $\mu$=(m_{11}, m_{12}, m_{2}) に対して, K‐不変式,2項係数,K‐
不変微分作用素は次のように与えられる.

p_{ $\lambda$}(z, \displaystyle \overline{z})=\frac{1}{\Vert f_{(l_{11}+l_{12}-l_{2},l_{2})}\Vert_{\mathcal{F}}^{2}}\sum_{j=l_{2}}^{\min\{l_{11},l_{12}\}}(-1)^{j-l_{2}}\left(l_{11} & +l_{12}j & -l_{2}-j-l_{2}\right)\displaystyle \left(l_{\mathrm{l}1} & +l_{\mathrm{l}2} & -2jl_{12}-j\right)
(l_{11}+l_{12}-2l_{2})^{\underline{j-l_{2}}}

(l_{11}+l_{12}-2l_{2}+n-2)^{\underline{j-l_{2}}}q_{11}^{l_{11}-j}q_{12}^{l_{12}-j}q_{2}^{i},

\displaystyle \left(\begin{array}{l}
 $\mu$\\
 $\lambda$
\end{array}\right)=\frac{1}{||f_{(l_{l1}+l_{12}-l_{2},l_{2})}\Vert_{\mathcal{F}}^{2}}\sum_{j=l_{2}}^{\min\{l_{11},l_{12}\}}(-1)^{j-l_{2}}\left(l_{11} & +l_{12}j & -l_{2}-j-l_{2}\right)\displaystyle \left(l_{11} & +l_{12} & -2jl_{12}-j\right)
. \displaystyle \frac{(l_{11}+l_{12}-2l_{2})^{\underline{j-l_{2}}}}{(l_{11}+l_{12}-2l_{2}+n-2)^{\underline{j-l_{2}}}}(m_{11}-j)^{\underline{l_{11}-j}}(rn_{12}-j)^{\underline{l_{12}-j}}

(m_{11}+m_{12}-m_{2}+n-1)^{\underline{j}}m_{)}^{\frac{j}{2}}
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p_{ $\lambda$}(z, \displaystyle \partial)=\underline{1}\sum^{\min\{l_{11},l_{12}\}}(-1)^{j-l_{2}}\left(\begin{array}{lll}
l_{11} & +l_{12} & -l_{2}-j\\
 & j & -l_{2}
\end{array}\right)\displaystyle \left(\begin{array}{lll}
l_{11} & +1_{12} & -2j\\
 & l_{12}-j & 
\end{array}\right)\Vert f_{(l_{11}+l_{12}-l_{2},l_{2})}\Vert_{\mathcal{F}}^{2} j=l_{2}

. \displaystyle \frac{(l_{11}+l_{12}-2l_{2})^{\underline{j-l_{2}}}}{(l_{11}+l_{12}-2l_{2}+n-2)^{\underline{j-l_{2}}}}\prod_{a=j}^{l_{11}-1}(D_{11}-a)\prod_{b=j}^{l_{12}-1}(D_{12}-b)
. \displaystyle \prod_{c=0}^{j-1}(D_{2}-c(D_{11}+D_{12})+c^{2}-(n-1)c) ,

ただし, f_{(l_{11}+l_{12}-l_{2},l_{2})}=fi_{1}^{l_{11}+l_{12}-2l_{2}}f_{2}^{l_{2}} である.

この場合でも,各式の分母の因子 \Vert f(l_{11}+l_{12}-l_{2},l_{2})\Vert_{\mathcal{F}}^{2} が \Vert f(l_{11},l_{12},l_{2})\Vert_{\mathcal{F}}^{2} でないこと

に注意する.

注意19前節とこの節の作用に関する2項係数は [Kn3] において,命題4に基づ
き最高次項を決定し零点を示すことで与えられている.また,このことにより,不
変式も与えられていることになるが,本稿のような2項係数の明示的な与えられ
方はなされていない.

この作用についても,Hermite型の作用の極大可換部分空間に当たるものを考
える.そのために,次の記号を導入する.

\left\{\begin{array}{ll}
z_{1,1} & z_{1,2}\\
z_{n,1} & z_{n,2}
\end{array}\right\}:=(\left(\begin{array}{l}
z_{1,1}\\
0\\
0\\
z_{n,1}
\end{array}\right), \left(\begin{array}{l}
z_{\mathrm{l},2}\\
0\\
0\\
z_{n,1}
\end{array}\right)) (6,2)

これを用いて,以下のような集合を考える.

M_{1}:=\{\left\{\begin{array}{ll}
z_{1,1} & z_{1,2}\\
z_{n,1} & z_{n,2}
\end{array}\right\}\in \mathbb{C}^{n}\oplus(\mathbb{C}^{n})^{*};z_{1,1}, z_{1,2}, z_{n,1}, z_{n,2}\in \mathbb{R}\} , (6,3)

 $\Omega$:=\{v=(v_{1}, v_{2})\in \mathbb{C}^{n}\oplus(\mathbb{C}^{n})^{*};f_{2}(v)\neq 0\} , (6,4)

M_{0}:=\{\left\{\begin{array}{ll}
z_{1,1} & z_{1,2}\\
z_{n,1} & z_{n,2}
\end{array}\right\}\in M_{1}\cap $\Omega$;z_{1,1}^{2}z_{1,2}^{2}-z_{n,1}^{2}z_{n,2}^{2}=0\}
=\{\left\{\begin{array}{llll}
r_{1} & \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} $\theta$ & \pm r_{2} & \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} $\theta$\\
 r_{1} & \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} $\theta$ & \pm r_{2} & \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} $\theta$
\end{array}\right\};r_{1}, r_{2}>0,  $\theta$\displaystyle \not\in\frac{ $\pi$}{2}\mathbb{Z}\} . (6,5)

この場合も,作用 (K, V) は M_{1} , Mo をともにslice にもつ強可視的な作用であり,
 K\cdot  M_{1}=V, K.  Mo= $\Omega$ が成り立つ.この  M_{1} に対して, N_{K} (M1), Z_{K} (M1),
N_{K}(M_{1}) を第3節と同様に定義すると, N_{K}(M_{1}) は次の意味で \mathrm{O}(2)\times\{\pm 1\} と同

一視される.

(g_{)}(-1)^{ $\epsilon$})\cdot\left\{\begin{array}{ll}
z_{1,1} & z_{1,2}\\
z_{n,1} & z_{n,2}
\end{array}\right\}=g\left\{\begin{array}{ll}
(-1)^{ $\epsilon$}z_{\mathrm{l},1} & z_{\mathrm{l}_{\prime}2}\\
(-1)^{ $\epsilon$}z_{n,1} & z_{n,2}
\end{array}\right\}
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また, N_{K} (Mo), \overline{W}_{K}(M_{0}) を第3節と同様に定義すると, \overline{W}_{K}(M_{0}) は次のようにし
て \{\pm 1\} と同一視される.

(-1)\cdot(l_{11}, l_{12}, l_{11}+l_{12}-2l_{2})=(l_{11}, l_{12}, -(l_{11}+l_{12}-2l_{2}

命題20 (1) (\mathfrak{R}(V)\otimes\overline{ $\varphi$(V)})^{K}\simeq \mathbb{C}[M_{1}]^{W_{K}(M_{1})},
(2) W_{K} (Mo) は命題4と一致する.

(3) Mo は M_{1} を実 vector 空間として生成する,

注意21 n=2 のとき,この節の結果は前節の結果と (5,1)\sim(5,5) , (6,1)\sim(6,5) を除
いて一致している.これは,作用 (\mathrm{T}^{2}\times \mathrm{S}\mathrm{U}(2), \mathbb{C}^{2}\oplus \mathbb{C}^{2}) と (\mathrm{T}^{2}\times \mathrm{S}\mathrm{U}(2), \mathbb{C}^{2}\oplus(\mathbb{C}^{2})^{*})
が同値となるからである.
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