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概要

We consider a continuous family of unitary representations \{$\pi$_{m, $\lambda$} :  $\lambda$\in \mathbb{R}\} of \overline{SL}(2, \mathbb{R})
on L^{2}(\mathbb{R}^{m}) . Special values of this family contain the Weil representation of the meta‐

plectic group ( $\lambda$=\displaystyle \frac{1}{2}) , the minimal representation of the conformal group ( $\lambda$=1) as

their hidden symmetries respectively, and Kostant�s realization of unitary highest weight
modules of \overline{SL}(2, \mathbb{R})(m=1) .

Mathematics Subject Classifications (2000): Primary 22\mathrm{E}46 ; Secondary 22\mathrm{E}30, 35\mathrm{P}99.

1 はじめに

ﾊﾗﾒｰﾀ  $\lambda$\in \mathbb{R} を持つ \mathbb{R}^{m} 上の偏微分作用素

\displaystyle \mathcal{D}_{m, $\lambda$}:=|x|^{2}-$\Delta$_{\mathbb{R}^{m-}}\frac{4$\lambda$^{2}-1}{|x|^{2}}($\Delta$_{S^{m-1-}}(\frac{m-2}{2})^{2}) (1.0.1)

=r^{2}-\displaystyle \frac{\partial^{2}}{\partial r^{2}}-\frac{m-1}{r}\frac{\partial}{\partial r}-\frac{1}{r^{2}}(4$\lambda$^{2}\triangle_{S^{m-1}}+(1-4$\lambda$^{2})(\frac{rn-2}{2})^{2}) (1.0.2)

を考えよう｡ここで､ $\Delta$_{\mathrm{R}^{m}} , \triangle_{S^{m-1}} は \mathbb{R}^{m}, S^{m-1} 上の Laplace‐Beltrami 作用素､ \mathbb{R}+\times S^{m-1}\rightarrow
\mathbb{R}^{m}, (r,  $\omega$)\mapsto r $\omega$ は \mathbb{R}^{m} の極座標である｡

ただちにわかることは､

 $\Phi \lambda$=\displaystyle \pm\frac{1}{2} のときには､ \mathcal{D}_{m, $\lambda$} はHermite 作用素になる｡
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\bullet \mathcal{D}_{m, $\lambda$} は L^{2}(\mathbb{R}^{m}) の中で､形式的に自己共役である｡

\bullet  $\lambda$\neq 0 なら \mathrm{D}_{m, $\lambda$} は楕円型作用素であるが､  $\lambda$=0 のときは､ \mathcal{D}_{m, $\lambda$} の表象が退化してし

まう｡

ところが､実はさらに次の事を証明することができる｡

定理1.1. 1) \prime \mathrm{D}_{m, $\lambda$} は L^{2}(\mathbb{R}^{m}) 上の自己共役な作用素である｡

2) \mathcal{D}_{m, $\lambda$} のｽﾍｸﾄﾗﾑは離散的であり､その重複度は  $\lambda$\neq 0 のときは有限で､すべて具体的に

決定できる｡さらに､  $\lambda$=0 のときは無限である｡

この定理については､用語を定義してから､あとでもう一度触れることにする｡

この結果を  $\epsilon$ \mathrm{t}(2, \mathbb{R}) の表現論から説明することが本稿の目的のひとつである｡そのために､まず

以下の作用素の三つ組を定義しよう｡

\displaystyle \tilde{h}_{m, $\lambda$}:=E_{x}+\frac{m}{2}=r\frac{\partial}{\partial r}+\frac{m}{2}
\displaystyle \tilde{e}_{m, $\lambda$}:=\frac{\sqrt{-1}}{2}|x|^{2}=\frac{\sqrt{-1}}{2}r^{2} (1.0.3)

\displaystyle \tilde{f}_{m, $\lambda$}:=\frac{\sqrt{-1}}{2}(\frac{\partial^{2}}{\partial r^{2}}+\frac{m-1}{r}\frac{\partial}{\partial r}+\frac{1}{r^{2}}(4$\lambda$^{2}\triangle_{S^{m-1}}+(1-4$\lambda$^{2})(\frac{m-2}{2})^{2})) .

すると､次のことがわかる｡

\bullet \{\tilde{h}_{m, $\lambda$}, \tilde{e}_{m, $\lambda$}, \tilde{f}_{m, $\lambda$}\} は sl_{2} ‐tripleをなす｡

-\displaystyle \mathcal{D}_{m, $\lambda$}=\frac{2}{\sqrt{-1}}(\tilde{e}_{m, $\lambda$}-\tilde{f}_{m, $\lambda$}) が成り立つ｡

この sl ‐triple に関する問題で､われわれの定理1.1にも関連しているものは次の問題である｡

問題. sl_{2} ‐triple \{h_{m, $\lambda$}, \tilde{e}_{m, $\lambda$}, \tilde{f}_{m, $\lambda$}\} はいつ \overline{SL}(2, \mathbb{R}) の(ﾕﾆﾀﾘ) 表現に持ち上がるか?

2 動機

前節の問題を考える動機を二つの観点から簡単に述べよう｡

1. 異なる群の異なる表現が同じ関数空間に実現されているとき､それらを補間できないか?
sl ‐triple (1.0.3) は､  $\lambda$=\displaystyle \frac{1}{2} , 1のときには､ SL(2, \mathbb{R}) を含むより大きな群が隠れた対称性 (hidden

symmetry) として L^{2} ( \mathbb{R}吟に作用している｡すなわち､ﾒﾀﾌﾚｸﾃｨｯｸ群 Mp(m, \mathbb{R}) のWeil

表現と共形変換群 SO_{0}(m+1,2) (m が偶数のときには､二重被覆を取る) の極小表現を､とも

に同じ関数空間 L^{2}(\mathbb{R}^{m}) に実現することができるが (Schrödinger ﾓﾃﾙと呼ばれる)､それぞれ

8L(2, \mathbb{R}) と同型な部分群に表現を制限してそのﾘｰ環の作用を計算すると､(1.0.3) でそれぞれ

 $\lambda$=\displaystyle \frac{1}{2} ,
1としたときの作用が現れる｡

そこで､ Mp(m, \mathbb{R}) のWeil 表現と SO_{0}(m+1,2) の極小表現を補間できないか考えてみ

る｡この二つの表現の Gelfand‐Kirillov 次元は同じ m であるが､群自身の次元はそれぞれ､
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m(2m+1) , \displaystyle \frac{(m+2)(m+3)}{2} であるので異なっている｡各群の sl_{2} ‐tripleに制限することによって､次

元の異なる群どうしの表現が補間できることは明らかなことではない｡

2. ﾊﾗﾒ - $\theta$ 付きの表現を同じ関数空間に実現できないか?

B. Kostant [7] は2000年に､ \overline{SL}(2, \mathbb{R}) の連続ﾊﾗﾒｰﾀを持つ既約最高ｳｪｲﾄ表現を､ﾊﾗ

ﾒｰﾀとは独立な同じ関数空間 L^{2}(\mathbb{R}_{+}) に実現した｡微分作用素 (1.0.3) は､ m=1 のとき､(変

数変換をすることにより) 彼の扱った微分作用素と一致するので､われわれの問題は彼の構成の一

般化に関する問題と考えることができる｡

3 主定理

3.1 admissibility とdiscrete decomposability

問題に対する解答を述べるために､まず､｢離散的｣ 分岐則に関する用語や記号の準備をしてお

くことにしよう｡

定義3.1 ([3, §1], [4, Definition 1.1] 参照). ( $\pi$, X) を(一般の) (\mathfrak{g}_{\mathbb{C}}, K) ‐加群とする｡

1) (解析的定義) すべての  $\tau$\in\hat{K} に対しdim HomK ( $\tau$,  $\pi$)<\infty が成り立つとき､  K‐admissible

であるという｡

2) (代数的定義) (\mathrm{B}\mathbb{C}, K) ‐加群 X が部分加群によるﾌｨﾙﾀｰづけ X=\displaystyle \sum_{j=0}^{\infty} Xj, \{0\}=
 X_{0}\subset X_{1}\subset\cdots を持ち各商空間  x_{j}/X_{j-1}, j=1 , 2, \cdots が \mathfrak{g}_{\mathbb{C}} 加群として有限の長さを持つとき､

(\mathfrak{g}_{\mathbb{C}}, K) ‐加群 X はdiscretely decomposable であるという｡

上の定義 (2) では､無限の重複度も許し､表現のﾕﾆﾀﾘ性を仮定していないことに注意する｡

以後は､

G:=\overline{SL}(2, \mathbb{R}) (SL(2, \mathbb{R}) の普遍被覆群),

\mathfrak{g}:=\mathfrak{s}\mathfrak{l}(2, \mathbb{R}) (G のﾘｰ環),

K:=\overline{SO}(2) (SO(2) の普遍被覆群)

として､この用語を用いることにする｡

3.2 (\mathfrak{g}_{\mathbb{C}}, K) ‐加群 \mathcal{H}_{K}^{m, $\lambda$}

C^{\infty}(\mathbb{R}^{m}\backslash \{0\}) の部分空間 H_{K}^{m, $\lambda$},  $\lambda$\in \mathbb{R} を､

g\{_{K}^{m, $\lambda$} :=\mathbb{C}-\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n}\{e^{-\frac{\ulcorner 2}{2}}r^{j}L_{j}^{(m-2+2l) $\lambda$}(r^{2}) $\phi$( $\omega$) : j, l\in \mathbb{N},  $\phi$\in \mathrm{R}^{l}(\mathbb{R}^{m})\} (3.2.1)

によって定める｡ここで､

L_{j}^{ $\alpha$}(x);=\displaystyle \frac{x^{- $\alpha$}e^{x}}{j!}\frac{d^{J}}{dx^{j}}(e^{-x}x^{j+ $\alpha$})
�
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はLaguerre 多項式である｡Laguerre 多項式系 \{L_{j}^{ $\alpha$}(x) :j\in \mathbb{N}\} は､  $\alpha$> -1 ならば､

L^{2}(\mathbb{R}+, x^{ $\alpha$}e^{-x}dx) の中で完全直交基底をなす (例えば､[1, II, Chapter X] 参照)｡この事実を使

うことにより､次の補題を示すことができる｡

補題3.2. m=1, -1< $\lambda$<1 もしくは m\geq 2,  $\lambda$\geq 0 ならば､ \mathfrak{X}_{K}^{m, $\lambda$} は L^{2}(\mathbb{R}^{m}) の中で稠密で

ある｡

いま､

h:=\left(\begin{array}{ll}
1 & 0\\
0 & -1
\end{array}\right), e:=\left(\begin{array}{ll}
0 & 1\\
0 & 0
\end{array}\right), f:=\left(\begin{array}{ll}
0 & 0\\
1 & 0
\end{array}\right)
によって \mathfrak{g}=\mathfrak{s}\mathfrak{l}(2, \mathbb{R}) の基底を定め､写像 P_{m, $\lambda$} : U(\mathfrak{g}_{\mathbb{C}})\rightarrow \mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}(C^{\infty}(\mathbb{R}^{rn}\backslash \{0\})) を

P_{\text{輪}, $\lambda$}(h):=\tilde{h}_{m, $\lambda$}, P_{m, $\lambda$}(e):=\tilde{e}_{m, $\lambda$}, P_{m, $\lambda$}(f):=\tilde{f}_{m, $\lambda$}

によって定義すると､部分空間 \mathcal{H}_{K}^{m, $\lambda$} は P_{m, $\lambda$}(\mathfrak{g}) 不変であることがわかる (Laguerre 多項式に関

する微分方程式や漸化式を使う)｡より正確には､次のことが言える :

補題3.3.1) \mathcal{H}_{K}^{m, $\lambda$} は (\emptyset \mathbb{C}, K) ‐加群である｡

2) \mathcal{H}_{K}^{m, $\lambda$} は (\mathfrak{g}_{\mathbb{C}}, K) ‐加群として discre tely decomposable である｡

3) さらに､ m=1 もしくは m\geq 2,  $\lambda$\neq 0 ならば､ H_{K}^{m, $\lambda$} は K ‐admissible である｡

3.3 \mathcal{H}_{K}^{m, $\lambda$} のﾕﾆﾀﾘ化可能性に関する定理

表現論の用語を準備した上で､第1節の問題を定式化し直してみよう｡

問題 (精密化､再定式). (\mathrm{g}_{\mathbb{C}}, K) ‐加群 \Re_{K}^{m, $\lambda$} は､いつ G のﾕﾆﾀﾘ表現に延びるか?

答えは次の定理によって与えられる｡

主定理. (m,  $\lambda$) に関する以下の5つの条件は同値である :

1) (解析的) P_{m, $\lambda$} は G のﾕﾆﾀﾘ表現に延びる｡

2) (解析的) P_{m, $\lambda$} はunderlying (9\mathbb{C}, K) ‐加群が \text{侃_{}K}^{m, $\lambda$} になるような L^{2}(\mathbb{R}^{m}) 上のﾕﾆﾀﾘ表

現 $\pi$_{m, $\lambda$} に延びる｡

3) (代数的) P_{m, $\lambda$} の各既約成分は G の表現としてﾕﾆﾀﾘ化可能である｡

4) (複素解析的) P_{m, $\lambda$} は､ G の複素化 G_{\mathbb{C}} の複素部分多様体 c_{+} 上の複素解析的半群に延び

る｡ここで､

G+ := Gexp ( $+) G \subset G \mathbb{C} , \displaystyle \mathrm{g}_{+}:=\{a\frac{e-f}{\sqrt{-1}}:a>0\}\subset\sqrt{-1}\mathfrak{g}.
5) m=1, -1< $\lambda$<1 もしくは､ m\geq 2,  $\lambda$\geq 0.

さらに､この条件が成り立つとき､ (\mathrm{g}_{\mathbb{C}}, K) ‐加群 g\{_{K}^{m, $\lambda$} は無限個の既約成分の直和に分解する｡

注意3.4. 定理1.1(1) は､主定理より､(2) は補題3.3(2), (3) より従うことがわかる｡
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4 証明の方針

補題3.3(1) により､ C^{\infty}(\mathbb{R}^{m}\backslash \{0\}) の部分空間 \mathrm{H}_{K}^{m, $\lambda$} は (\mathrm{g}_{\mathbb{C}}, K) ‐加群であることがわかるが､

直交群 o(m) の \mathbb{R}^{m} への自然な作用の引き戻しにより､ \mathcal{H}_{K}^{m, $\lambda$} は O(m)‐加群でもあるので (定義

式(3.2.1) よりほぼ明らか)､特に \mathcal{H}_{K}^{m, $\lambda$} は o(m) (O(m) のﾘｰ環) 加群になっている｡

\mathrm{g} の作用 (1.0_{\text{。}}3) は､すべて \mathrm{o}(m) 不変であるので､ \mathrm{g} の \mathcal{H}_{K}^{m, $\lambda$} への作用と､ \mathrm{o}(m) の \mathcal{H}_{K}^{m, $\lambda$} への

作用は互いに可換である｡

さて､証明の鍵となるのは､次の補題である｡

補題4.1. \mathrm{g}\otimes 0(m) ‐加群として､ X_{K}^{m, $\lambda$} は以下のように､重複度自由に分解する :

\displaystyle \bigoplus_{l=0}^{\infty} $\pi$(m-2+2l) $\lambda$\otimes \mathcal{H}^{l}(\mathbb{R}^{m}) . (4.0.1)

ここで､ $\pi$_{ $\nu$} は G の最高ｳｪｲﾄ表現で､その K‐type が \{ $\nu$+1,  $\nu$+3,  $\nu$+5, \cdots\} になって \ovalbox{\tt\small REJECT}\backslash 

るようにﾊﾗﾒｰﾀ  $\nu$\in \mathbb{R} を正規化している｡また､(4｡ 0_{\text{。}}1 ) 中の冗 l(\mathbb{R}^{m}) は S^{m-1} 上の次数 l の

球面調和関数の空間で､次式で定義される :

\mathcal{H}^{l}(\mathbb{R}^{m}):=\{ $\phi$\in C^{\infty}(S^{m-1}):\triangle_{S^{m-1}} $\phi$=-l(m-2+l) $\phi$\}.

注意4.2. $\pi$_{ $\nu$} のﾊﾗﾒｰﾀ  $\nu$ の特殊値をいくつか以下に挙げておこう (例えば Pukánszkyl81参

照｡ただし､[8]のﾊﾗﾒｰﾀ  l とわれわれのﾊﾗﾒｰﾀ  $\nu$ の関係は  $\nu$=2l-1 である) :

\bullet  $\nu$>-1:G の表現としてﾕﾆﾀﾘ化可能｡

 $\Phi \nu$=-1 : first reduction point.

\bullet  $\nu$>0 :離散系列表現｡

\bullet  $\nu$=0 :離散系列表現の極限｡

\displaystyle \bullet $\nu$=\pm\frac{1}{2}:Mp(1, \mathbb{R}) (つまり SL(2, \mathbb{R}) の二重被覆群) のWed 表現の既約成分｡

注意4.3. $\pi$_{K}^{m, $\lambda$} には \mathfrak{g} のCasimか作用素 $\Omega$_{\mathrm{g}} と o(m) のCasimir 作用素 $\Omega$_{\mathrm{o}(m)} がそれぞれ作用

しているが､それらの間には一次式の関係がある｡具体的には､それぞれのﾘｰ環に対して適当に

KHling 形式を定義することにより､

$\Omega$_{\mathfrak{g}}=$\lambda$^{2}(4$\Omega$_{\mathrm{o}(m)}+(m-2)^{2})-1
と表わすことができる｡補題4.1中の重複度自由の分解公式 (4.0.1) は､この関係式に対応してい

るといえる｡
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53つの特殊値

5.1  $\lambda$=\displaystyle \frac{1}{2} のとき (Weil 表現､Hermite 半群)

 $\lambda$=\displaystyle \frac{1}{2} のとき､主定理 (4) の複素解析的結果は､Hermite 半群と呼ばれ､その生成元は Hermite

作用素 \mathcal{D}_{m,\frac{1}{2}} (第1節参照) によって与えられる｡

第2節でも述べたように､  $\lambda$=\displaystyle \frac{1}{2} のときの sl_{2}‐tripleの作用は､ﾒﾀﾌﾚｸﾃｨｯｸ群 Mp(m, \mathbb{R})
のWeil 表現の Schrödinger ﾓﾃﾙを隠れた対称性として持つが､Hermite 半群と Weil 表現との

密接な関係は､R. Howe [2] が最初に指摘した｡

5.2  $\lambda$=1, m\geq 2 のとき (共形変換群の極小表現)

 $\lambda$=\displaystyle \frac{1}{2} の場合と同じく､  $\lambda$=1 のときの主定理 (4) の複素解析的半群は \mathcal{D}_{m,1} によって生成され

る｡この半群は､[6] によって扱われ､共形変換群 SO_{0}(m+1,2) の極小表現の Schrödinger ﾓﾃ

ﾙ上で解析を行う際､中心的な役割を果たした (より詳しくは[5, 6] を参照)｡

5.3 m=1 のとき (Kostant の例)

m=1 のときには､ O(1) 分解

L^{2}(\mathbb{R})=L^{2}(\mathbb{R})^{\mathrm{e}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{n}}\oplus L^{2}(\mathbb{R})^{\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{d}}
に応じて､主定理 (2) の $\pi$_{m, $\lambda$} は､

$\pi$_{1, $\lambda$}=$\pi$_{- $\lambda$}\oplus$\pi$_{ $\lambda$}
のように分解する｡ここで､

L^{2}(\mathbb{R})^{\mathrm{e}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{n}}:=\{f\in L^{2}(\mathbb{R}) :f(-x)=f(x)\} (偶関数の空間)

L^{2}(\mathbb{R})^{\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{d}}:=\{f\in L^{2}(\mathbb{R}) :f(-x)=-f(x)\} (奇関数の空間)

である｡定義域の制限写像 f\mapsto f|_{\mathbb{R}+} は L^{2}(\mathbb{R})_{ $\gamma$}^{\mathrm{e}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{n}}L^{2}(\mathbb{R})^{\mathrm{o}\mathrm{d}} 上それぞれ全単射であるので､

$\pi$_{- $\lambda$}, $\pi$_{ $\lambda$} はそれぞれ L^{2}(\mathbb{R}_{+}) 上に実現することができる｡これは (変数変換 x\mapsto x^{2} を除いて)､

Kostant[7] が構成した \overline{SL}(2, \mathbb{R}) の最高ｳｪｲﾄ表現の実現と一致する｡ﾘｰ環 \mathfrak{g} の C^{\infty}(\mathbb{R}^{m}\backslash \{0\})
への作用は (1.\mathbb{O}_{\text{。}}3) より d$\pi$_{- $\lambda$)}d$\pi$_{ $\lambda$} どちらも同じ､したがって infinitesimal character も同じであ

るが､ (\mathfrak{g}_{\mathrm{C}}, K) ‐加群の構造が異なるため､ G の表現 $\pi$_{- $\lambda$}, $\pi$_{ $\lambda$} は同値ではないことに注意しよう｡
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