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二項型多項式列に付随するｼｭｰｱ型函数と

普遍包絡環の中心元の固有値 *
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鹿児島大学理学部数理情報科学科 **

itoh@sci.kagoshima‐u.ac.jp

Abstract. We introduce Schur type functions associated with polynomial sequences of

binomial type. Using these functions, we can describe the eigenvalues of some central

elements of the universal enveloping algebras of classical Lie algebras.

序論｡二項型の多項式列に付随したｼｭｰｱ型函数を導入し,その性質について調べた結

果を報告する｡これには普遍包絡環の中心元の固有値の記述という応用もある.

通常のｼｭｰｱ函数は

\det(x_{j}^{$\lambda$_{i}+N-i})/\det(x_{j}^{N-i})

という行列式の商として定義されるが,本稿では各成分の罹を二項型多項式列 \{p_{i}(x)\}_{i\geq 0}
で置き換えた次のような函数を考える:

\det(p_{$\lambda$_{1}\cdot+N-i}(x_{j}))/\det(p_{N-i}(x_{j})) .

このような一般化でも多くの興味深い展開式が成立する｡

この一般化は [OO] などで扱われている ;hifted Schur function を本質的に含む｡実

際, p_{i}(x) として階乗幕 (下降幕) を考えてさらに xi=y_{i}+N-i と変数変換したものが
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shifted Schur function である.このshifted Schur function はｶﾍﾘ元など一般線型ﾘｰ

環の普遍包絡環の中心元の固有値を表示するのに役立つ (8.1節) そこで本稿では直交

ﾘｰ環,ｼﾝﾌﾚｸﾃｨｯｸ ﾘｰ環に対して同様の役割を果たすｼｭｰｱ型の函数を考え

たい.結論を言えば,これは中心差分と相性の良い一種の階乗幕に付随するｼｭｰｱ型函
数として得られる (8.2節) このような具体例を含む自然な一般論として二項型多項式

列に付随するｼｭｰｱ型函数を提案したい.

通常のｼｭｰｱ型函数の定義における幕の部分を他の多項式列に拡張するという試み

は既にいろいろ行われている ([Ma2] など,さらなる一般化も考えられている) よく知

られた例としては,次のような多項式列への拡張がある[Mal].

p_{n}(x)=\displaystyle \prod_{k=1}^{n}(x-a_{k}) .

ここで a_{k} は適当な数列である.この一般化は通常の階乗寡の場合 (つまり本質的に shifted

Schur function) を含む.しかしこの一般化では直交ﾘｰ環,ｼﾝﾌﾚｸﾃｨｯｸ ﾘｰ環

の普遍包絡環の中心元は取り扱いにくい.本稿ではいろいろな展開式が成り立ち,しかも

面白い例を含む別方向の一般化を考えたい.

1. 二項型の多項式列.まず二項型の多項式列について復習する.

1.1. 定義を復習しよう.二項展開

(x+y)^{n}=\displaystyle \sum_{k\geq 0}\left(\begin{array}{l}
n\\
k
\end{array}\right)x^{k}y^{n-k}
と同じ展開式を持つ多項式はいろいろ知られている.例えば上昇罧や下降幕

x^{\overline{n}}=x(x+1)\cdots(x+n-1) , x^{\underline{n}}=x(x-1)\cdots(x-n+1)

などの階乗幕についても二項展開と同じ次の等式が成立する:

(x+y)^{\overline{n}}=\displaystyle \sum_{k\geq 0}\left(\begin{array}{l}
n\\
k
\end{array}\right)x^{\overline{k}}y^{\overline{n-k}},
このような多項式列を二項型と呼ぶ｡つまり

(x+y)^{\underline{n}}=\displaystyle \sum_{k\geq 0}\left(\begin{array}{l}
n\\
k
\end{array}\right)x^{\underline{k}}y^{\underline{n-k}}.

p_{n}(x+y)=\displaystyle \sum_{k\geq 0}\left(\begin{array}{l}
n\\
k
\end{array}\right)p_{k}(x)p_{n-k}(y)
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という関係式を満たすとき多項式列 \{p_{n}(X)\}_{n\geq 0} は二項型であるという (ただし p_{n}(X) は

n 次式とする) 多項式列 \{p_{n}(x)\}_{n\geq 0} が二項型であれば, p_{n}(0)=$\delta$_{n,0} となることはすぐ

にわかる (すなわち n\geq 1 のときPn (x) の定数項はｾﾛになる)

通常の幕,上昇幕,下降幕の列 \{x^{n}\}, \{x^{\overline{n}}\}, \{x^{\underline{n}}\} は二項型多項式列の典型例である.

1.2. このような二項型の多項式列に対して,ﾃﾙﾀ作用素という作用素が自然に対応する.

例えば通常の幕に対して微分 D=\displaystyle \frac{d}{dx} という作用素を適用すると, Dx^{n}=nx^{n-1} という関

係が成り立つ.上昇幕,下降幕に対してもそれぞれ後退差分 \triangle^{-}:f(x)\mapsto f(x)-f(x-1) ,

前進差分 \triangle^{+}:f(x)\mapsto f(x+1)-f(x) を適用するとやはり同様の関係式が成り立つ:

\triangle^{-}x^{\overline{n}}=nx^{\overline{n-1}}, \triangle^{+}x^{\underline{n}}=nx^{\underline{n-1}}.

これに注意して,一般の二項型の多項式列 \{p_{n}(x)\}_{n\geq 0} に対して

Qp_{n}(x)=np_{n-1}(x)

を満たす線型作用素 Q=Q_{x}:\mathbb{C}[x]\rightarrow \mathbb{C}[x] を考える (\{p_{n}(x)\}_{n\geq 0} は \mathbb{C}[x] の基底だから

この線型作用素は一意に決まる) この Q は次の性質を満たす:

(1) n 次式を n-1 次式に移す (定数函数は 0 に移す)

(2) 平行移動作用素 E^{a}:f(x)\mapsto f(x+a) と可換である.

一般にこの二つの性質を満たす線型作用素をﾃﾙﾀ作用素という.(1) では n 次式をちょ

うど n-1 次式に移すことを要求していることに注意する.

二項型の多項式列に対しﾃﾙﾀ作用素がひとつ自然に決まるわけだが,実は逆も成り立

つ.つまり任意のﾃﾙﾀ作用素 Q に対し

Qp_{n}(x)=np_{n-1}(x) , p_{n}(0)=$\delta$_{n,0}

という条件を満たす多項式列 \{p_{n}(x)\}_{n\geq 0} が一意的に定まり,これもやはり二項型になる.

このように二項型の多項式列とﾃﾙﾀ作用素は自然に1対1に対応する ([MR]):

すべての二項型の多項式列の集合 \overline{1:1} すべてのﾃﾙﾀ作用素の集合.

注意.(1) 任意のﾃﾙﾀ作用素は次のように表される (ただしai \in \mathbb{C}, a_{1}\neq 0 とする) :

 Q=a_{1}D+a_{2}D^{2}+a_{3}D^{3}+\cdots
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よってﾃﾙﾀ作用素は自然に \displaystyle \mathbb{C}((x^{-1}))=\{\sum_{-\infty<k\leq n}ckx^{k}|n\in \mathbb{Z}, c_{k}\in \mathbb{C}\} という形式的

罧級数環への作用素と見なせる (すぐ後で二項型の多項式列をこの枠組みに拡張する)

(2) ﾃﾙﾀ作用素 Q を Q=f(D) というように微分 D の幕級数で表したとき,これに付

随する二項型の多項式列 \{p_{n}(x)\}_{r $\iota$\geq 0} の母函数は次のように表される:

e^{x\overline{f}(t)}=\displaystyle \sum_{k=0}^{\infty}\frac{p_{k}(x)}{k!}t^{k}.
ただし \overline{f}(t) は幕級数 f(t) の合成に関する逆元である.つまり次をみたす罧級数である:

f(\overline{f}(t))=\overline{f}(f(t))=t.

$\varphi$_{ $\phi$}3_{\mathrm{Q}} 二項型の多項式列 \{p_{7f}(x)\}_{n\geq 0} に対して,良い性質を侍った別の多項式列が自然に定

まる｡ n\geq 0 のとき p_{n+1}(x) の定数項は \mathbb{O} であるから, x で割ると 次の多項式を得る:

p_{n}^{*}(x)=x^{-1}p_{n+1}(x) ｡

この多項式 p_{n}^{*}(x)\#\mathrm{B}p_{n}(x) とよく似た次のような性質を持つ :

命題1.1. 次の関係式が成立する ( Q は \{p_{n}(x)\}_{n\geq 0} に付随するﾃﾙﾀ作用素とする) :

Qp_{n}^{*}(x)=np_{n-1}^{*}(x) ,

p_{n}^{*}(x+y)=\displaystyle \sum_{k\geq 0}\left(\begin{array}{l}
n\\
k
\end{array}\right)p_{k}(x)p_{n-k}^{*}(y)=\sum_{k\geq 0}\left(\begin{array}{l}
n\\
$\kappa$^{\rceil}
\end{array}\right)p_{k}^{*}(x)p_{n-k}(y) .

これらの関係式に注意して p_{n}, p_{n}^{*} を n<0 に拡張することができる (ただしこれらは

\mathbb{C}((x^{-1})) の元となる) すなわち次が成立する:

命題1.2｡ \{p_{n}(x)\}_{n\geq 0} を二項型多項式列とする.これを拡張した級数列 \{p_{n}(x)\}_{n\in \mathbb{Z}},

\{p_{n}^{*}(x)\}_{n\in \mathbb{Z}} で次を満たすものが一意に決まる (p_{n}(x), p_{n}^{*}(x) の次数は n とする):

Qp爲 (x)=np_{n-1}(x) , Qp_{n}^{*}(x)=np_{n-1}^{*}(x) , p_{n+1}(x)=xp_{n}^{*}(x) ,

p_{n}(x+y)=\displaystyle \sum_{k\geq 0}\left(\begin{array}{l}
n\\
k
\end{array}\right)p_{k}(x)p_{n-k}(y) ,

p_{n}^{*}(x+y)=\displaystyle \sum_{k\geq 0}\left(\begin{array}{l}
n\\
k
\end{array}\right)p_{k}(x)p_{n-k}^{*}(y)=\sum_{k\geq 0}\left(\begin{array}{l}
n\\
k
\end{array}\right)p_{k}^{*}(..x)p_{n-k}(y) .
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p_{n}^{*}(x) は p_{n}(x) の単なる裏方的存在ではなく,両者のあいだにはある種の双対性が見ら

れる｡ p_{n}^{*}(x) が p_{n}(x) と対等な立場で活躍する様子は第2節以降でもしばしば見られる｡

 $\lambda$.4 . 第2節以降では二項型の多項式列,ﾃﾙﾀ作用素は正規化して取り扱う.つまり次の

ように D の係数を1とした ｢正規｣ なﾃﾙﾀ作用素のみを考える:

 Q=D+a_{2}D^{2}+a_{3}D^{3}+\cdots

言い換えると  Q は平行移動演算子 E^{a} と可換で,さらに

Q:x^{n} 十低次の項 \mapsto nx^{n-1}+ 低次の項

をみたす線型作用素である｡これに付随する p_{n}(x) , p_{n}^{*}(x) はﾓﾆｯｸな多項式になる.逆

にﾓﾆｯｸな二項型の多項式列に付随するﾃﾙﾀ作用素は自動的に正規化される.

この正規化は x\mapsto cx という変数変換で得られるものであり,本質的な制限ではない.

1_{ $\Phi$}5 ｡基本的な例を幾つか見ておこう｡

例.(1) まず Q=D=\displaystyle \frac{d}{dx} (つまり単なる微分) というもっとも単純な例を考えてみ

る.この場合は D に付随する多項式 p_{n}^{D}(x) , p_{n}^{*D}(x) はどちらも単なる幕となる: p_{n}^{D}(x)=
p_{n}^{*D}(x)=x^{n} . よって p_{n}^{D}(x) と p_{n}^{*D}(x) の展開式はどちらも通常の二項展開と一致する｡

(2) 次に Q=\triangle^{+} (前進差分) の場合を考えてみよう｡これに付随する多項式列 p_{n}^{$\Delta$^{+}}(x)
と p_{n}^{*$\Delta$^{+}}(x) は p_{n}^{\triangle^{+}}(x)=x^{\underline{n}}, p_{n}^{*\triangle^{+}}(x)=(x-1)^{\underline{n}} と表すことができる｡ただし x^{\underline{n}} は下降

幕と呼ばれる次のような多項式である:

x^{\underline{n}}=\left\{\begin{array}{ll}
x(x-1)\cdots(x-n+1) , & n>0,\\
1, & n=0.
\end{array}\right.
指数が負のときには x^{\underline{-n}}=\displaystyle \frac{1}{(x+1)(x+2)\cdots(x+n)} と定める (n>0) .

(3) Q =\triangle ‐(後退差分) のときは,  p_{n}^{\triangle^{-}}(x) と p_{n}^{*\triangle^{-}}(x) は p_{n}^{ $\Delta$-}(x)=x^{\overline{n}}, p_{n}^{*\triangle^{-}}(x)=(x+1)^{\overline{n}}
と表される.ただし x^{\overline{n}} は上昇幕であり,次のように定める:

x^{\overline{n}}=\left\{\begin{array}{ll}
x(x+1)\cdots(x+n-1) , & n>0,\\
1, & n=0.
\end{array}\right.
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指数が負のときには x^{\overline{-n}}=\displaystyle \frac{1}{(x-1)(x-2)\cdots(x-n)} と定める (n>0) .

(4) 最後に Q が中心差分 \triangle^{0} のときを考える.すなわち

Qf(x)=$\Delta$^{0}f(x)=f(x+\displaystyle \frac{1}{2})-f(x-\frac{1}{2})

という場合である.この場合には上昇幕と下降幕が合体したような次の多項式を考える:

x互 =\left\{\begin{array}{ll}
(x+\frac{n-1}{2})(x+\frac{n-3}{2})\cdots(x-\frac{n-1}{2}) , & n>0,\\
1, & n=0.
\end{array}\right.
指数が負の場合には x^{\overline{\underline{-n}}}=(x^{\overline{\underline{n}}})^{-1}=((x+\displaystyle \frac{n-1}{2})(x+\frac{n-3}{2})\cdots(x-\frac{n-1}{2}))^{-1} と定める

(n>0) . これを用いて p_{n}^{\triangle^{\mathrm{O}}}(x) と p_{n}^{*\triangle^{\mathrm{O}}}(x) は p_{n}^{\triangle^{\mathrm{o}}}(x)=x\cdot x^{\overline{\underline{n-1}}}, p_{n}^{*\triangle^{\mathrm{o}}}(x)=x^{\overline{\underline{n}}} と表され

る.本稿の目的の一つである直交ﾘｰ環,ｼﾝﾌﾚｸﾃｨｯｸ ﾘｰ環の普遍包絡環の中心

元の固有値は,この p_{n}^{\triangle^{\mathrm{o}}}(x) と p_{n}^{*\triangle^{\mathrm{O}}}(x) に付随するｼｭｰｱ型多項式で表される (8.2節)

他にもﾗｹｰﾙ多項式 (のひとつ) やｱｰﾍﾙ多項式など二項型多項式列の例はいろ

いろ知られている ([MR], [S]).

2. ｼｭｰｱ型函数の定義.本稿の主題である ｢二項型多項式列に付随するｼｭｰｱ型

函数｣ を定義しよう.以下,正規なﾃﾙﾀ作用素 Q とこれに付随するﾓﾆｯｸな多項式

(n<0 に対しては級数) の列 p_{n}(x)=p_{n}^{Q}(x) および p_{n}^{*}(x)=p_{n}^{*Q}(x) を固定して考える.

 $\lambda$=($\lambda$_{1}, \ldots, $\lambda$_{N})\in \mathbb{Z}^{N} に対して次のような行列式を考える:

\tilde{s}_{ $\lambda$}(x_{1}, \ldots, x_{N})=\tilde{s}_{ $\lambda$}^{Q}(x_{1}, . . . , x_{N})=\det(p_{$\lambda$_{2}+N-2}(x_{1})p_{$\lambda$_{1}+N-1}(x_{1})p_{$\lambda$_{N}+0}(x_{1})
. .

. p_{$\lambda$_{1}+N-1}(Np_{$\lambda$_{2}+N-2}(x)p_{$\lambda$_{N}+0}(x_{N})*\ovalbox{\tt\small REJECT}
\tilde{s}_{ $\lambda$}^{*} (xl, . . .

, xN ) =\tilde{s}_{ $\lambda$}^{*Q}(x_{1\cdots,N}x)=\det(p_{$\lambda$_{2}+N-2}^{*}(x_{1}p_{$\lambda$_{1}+N-1}^{*}(x_{1})p_{$\lambda$_{N}+0}^{*}(x_{1}) p_{$\lambda$_{1}+N-1}^{*}(Np_{$\lambda$_{2}+N-2}^{*}(x_{N})p_{$\lambda$_{N}+0}^{*}(x_{N})0)
 $\lambda$=\emptyset=(\mathbb{O}, \ldots, 0) のときはこれらはどちらも行の基本変形で Vandermonde 行列式に変

形できる｡つまり差積 \displaystyle \triangle(x_{1}, \ldots, x_{N})=\prod_{l<i<j\leq N}(x_{i-Xj)} に一致する:

\tilde{s}_{\emptyset}(x_{1,\circ}. . , x_{N})=\tilde{s}_{\emptyset}^{*}(x_{1}, \ldots, x_{N})=\triangle(x,. \ovalbox{\tt\small REJECT}, x) .



SCHUR TYPE FUNCTIONS ASSOCIATED WITH POLYNOMIAL SEQUENCES 0\mathrm{F} UINOMIAL TYPE AND EIGENVALUES 0\mathrm{F} CENTRAL ELEMENTS 0\mathrm{F} UNIVERSAL EWELOPING ALGEURAS 163

これに注意して次の函数を考える:

s_{ $\lambda$}(x_{1}, \ldots, x_{N})=s_{ $\lambda$}^{Q}(x_{1}, \ldots, x_{N})=\tilde{s}_{ $\lambda$}(x,., x)/\tilde{s}_{\emptyset}(x_{1}, \ldots, x_{N}) ,

s_{ $\lambda$}^{*}(x_{1}, \ldots, x_{N})=s_{ $\lambda$}^{*Q}(x_{1\cdots,N}x)=\tilde{s}_{ $\lambda$}^{*} ( x\mathrm{l} , . . .

, x_{N} ) /\tilde{s}_{\emptyset}^{*}(x_{1}, . . . , x_{N}) .

Q=D の場合,これらは通常のｼｭｰｱ函数に一致する.また一般にもこれらが対称式で

あり,その最高次は通常のｼｭｰｱ函数に一致すること,さらに  $\lambda$ が深さが  N 以下のすべ

ての分割を動くときに対称多項式の空間の基底になることなどは簡単にわかる.
以下  $\lambda$ が分割の場合,つまり  $\lambda$_{1}\geq\ldots\geq$\lambda$_{N}\geq 0 の場合には,しばしば分割  $\lambda$ をﾔﾝｸ

図形と同一視する.また次の略記法も用いる:

 m_{1} 個 m_{n} 個

(a_{1}^{m_{1}}, \ldots, a_{n}^{m_{n}})=(\overline{a_{1)}\ldots,a_{1}}, . . . , \tilde{a_{n},\ldots,a_{n)}}0, . . . , 0) .

s_{ $\lambda$} , 或の特別な場合として基本対称式,完全斉次対称式の一般化も考えよう:

e_{k}(x_{1}, \ldots, x_{N})=e_{k}^{Q}(x_{1}, . . . , xN)=s(1^{h})(x_{1}, . . . , x_{N}) ,

e_{k}^{*}(x,.x)=e_{k}^{*Q}(x_{1}, \ldots, x_{N})=s_{(1^{k})}^{*}(x_{1,\ldots,N}x) ,

h_{k}(x_{1}, \ldots, x_{N})=h_{k}^{Q}(x_{1}, \ldots, x_{N})=s_{(k)_{\backslash }^{1}}'x_{1} ,
. . .

, x_{N}) ,

h_{k}^{*}(x_{1}, \ldots, x_{N})=h_{k}^{*Q}(x_{1)}\ldots, x_{N})=s_{(k)}^{*}(x_{1}, . . . , xN) .

e_{k} と e_{k}^{*} は 0\leq k\leq N の場合にしか定義できないが,飯と h_{k}^{*} は任意の整数 k に対し定義

可能である.これらは一般に通常の基本対称式,完全斉次対称式とは最高次しか一致しな
いが,特定の k については次の関係が成立する:

命題2.1. 次の等式が成立する (すなわち e_{N} と h_{-N}^{*} は O_{d} によらない) :

eN(x_{1}, \ldots, x_{N})=x_{1}\cdot\cdot x_{N}, h_{-N}^{*}(x_{1_{{\$}}\cdot\cdot $\omega$}, x_{N})=(-)^{N-1}
1

x_{1}\cdots x_{N}

これはより一般的な次の等式からわかる:

命題2 * 2｡次の関係式が成立する:

s_{($\lambda$_{1},\ldots,$\lambda$_{N})}(x_{1}, \ldots, x_{N})=s_{($\lambda$_{1}-1,\ldots,$\lambda$_{N}-1)}^{*}(x_{1}, . . . , x_{N})\times x_{1}\cdots x_{N}.

 s $\lambda$ と  s_{ $\lambda$}^{*} の問には次の関係も成立する:
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命題2.3｡ $\lambda$_{i}\geq 0 のとき,次が成立する:

s_{ $\lambda$}^{*}(x_{1}, \ldots, x_{N})=s_{ $\lambda$}(x_{1}, \ldots, x_{N}, 0) .

注意.一般に $\lambda$_{i} に負の整数も許したとき s_{ $\lambda$} や或は \mathbb{C}((x_{1}^{-1}))((x_{2}^{-1}))\cdots((x_{N}^{-1})) という

形式的幕級数のなす体の元と見なせる｡これから様々な展開式を扱うが,いずれも同様の
形式的罧級数環における等式と見なせる｡

3. ｼｭｰｱ型函数の展開.前節で定めたｼｭｰｱ型函数について次の展開式が成立する.

これは通常のｼｭｰｱ函数に関する展開式 ([Mal] の第I章第3節の Ex. 10) の一般化で

あり,定義から直接的な計算で証明できる｡

定理3.1. 次の等式が成立する:

s $\lambda$(+u, \displaystyle \ldots, x+u)=\sum_{ $\mu$\subseteq $\lambda$}d_{ $\lambda \mu$}(u)s_{ $\mu$}(x_{1,\ldots,N}x) ,

s_{ $\lambda$}^{*}(x_{1}+u, \displaystyle \ldots, x_{N}+u)=\sum_{ $\mu$\subseteq $\lambda$}d_{ $\lambda \mu$}(u)s_{ $\mu$}^{*}(x_{1\cdots,N}x) ,

s_{ $\lambda$}^{*}(x_{1}+u, \displaystyle \ldots, xN+u)=\sum_{ $\mu$\subseteq $\lambda$}d_{ $\lambda \mu$}^{*}(u)s_{ $\mu$}(x_{1}, . . . , xN)
.

ただし d_{ $\lambda \mu$}(u) , d_{ $\lambda \mu$}^{*}(u) は次のように定める:

d_{ $\lambda \mu$}(u)= dot (\left(\begin{array}{ll}
$\lambda$_{i}+ & -iN\\
 &  $\mu$ j+N-j
\end{array}\right)p_{$\lambda$_{i}-$\mu$_{j}-i+ $\gamma$}(u))_{1\leq i,j\leq N},
d_{ $\lambda \mu$}^{*}(u)=\det(\left(\begin{array}{ll}
$\lambda$_{i}+ & -iN\\
 &  $\mu$ j+N-j
\end{array}\right)j

次のように d_{ $\lambda \mu$}(u) を少し修正したものも考えよう (ただし p_{(k)}(u)=\displaystyle \frac{1}{k!}Pk (u) とする) :

\displaystyle \tilde{d}_{ $\lambda \mu$}(u)=\frac{\prod_{j}($\mu$_{j}+N-j)!}{\mathbb{R}_{i}($\lambda$_{i}+N-i)!}d_{ $\lambda \mu$}(u)=\det(P($\lambda$_{i}- $\mu$ j-i+j)(u))_{1\leq i,j\leq N}.
d_{ $\lambda \mu$}(u) は N に依存するが,この修正した係数 \tilde{d}_{ $\lambda \mu$}(u) はによらず  $\lambda$,  $\mu$ のﾔﾝｸ図形と

しての形だけによって決まる.またこの係数について次のような一種の双対性が成立する:
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定理3.2｡次の関係式が成立する:

\tilde{d}_{ $\lambda \mu$}(u)=(-)^{| $\lambda$|-| $\mu$|}\tilde{d}_{$\lambda$^{l}$\mu$^{J}}(-u) ｡

ただし $\lambda$^{-}, $\mu$^{-} はそれぞれ  $\lambda$,  $\mu$ の転置を意味する｡

 u の符号が変化するところが面白い｡この定理3｡2はｼｭｰｱ型函数の母函数の等式

(定理6.1) から導かれる｡またこれは本質的に次の定理と同値である:

定理3.3. 二つの数列 \{ck\}_{k\geq 0} と \{c_{\overline{k}}\}_{k\geq \mathfrak{o}} の問に \displaystyle \sum_{k=0}^{n}(-)^{k}c_{k}c_{n-k}^{-}=$\delta$_{n,0} という関係が

あるとする.このとき次の等式が成立する:

\det(c_{$\lambda$_{1}\cdot-$\mu$_{j}-i+j})_{1\leq i,j\leq \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{t}\mathrm{h} $\lambda$}=\det(c_{$\lambda$_{j}'-$\mu$_{\mathrm{j}}'-i+j}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}})_{1\leq i,j\leq \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{t}\mathrm{h} $\lambda$},
これは skew Schur function を基本対称式または完全斉次対称式で表す式 (Jacobi‐Trudi

formula) から導くこともできる｡

4. 基本対称式,完全斉次対称式の展開式.前節と同様の展開式を e_{k}, h_{k} などに対して考

えると,また面白い側面が現れる｡簡単のため次のような記号を用意する:

\hslash_{k}(x,.x;u)=h_{k}(x_{1}+u, \ldots\backslash x_{N}+u) ,

e_{k}(x_{1,\ldots N} x;u)=ek(x_{1}-u, \ldots, xN-u) ,

h_{k}^{*}(x_{1}, \ldots, x_{N};u)=h_{k}^{*}(x_{1}+u, \ldots:x_{N}+u) ,

e_{k}^{*}(x_{1}, \ldots, x_{N};u)=e_{k}^{*}(x_{1}-u, \ldots, x_{N}-u) ｡

定理4｡1. k\geq 0 のとき次の等式が成立する:

e_{k}(x_{1}, \displaystyle \ldots, x_{N};u)=\sum_{ $\iota$\geq 0}(^{-N+k-}k-l1e_{l}(x_{1}, \ldots, x_{N})p_{k-l}(u)
=\displaystyle \sum_{l\geq 0}\left(\begin{array}{ll}
-N+k & -1\\
k-l & 
\end{array}\right)e_{l}^{*}(x_{1\cdots N}x)p_{k-l}^{*}(u) ,

e_{k}^{*}(x_{1, )}x_{N};u)=\displaystyle \sum_{l\geq 0}\left(\begin{array}{ll}
-N+k & -1\\
k-l & 
\end{array}\right)e_{l}^{*}(x_{1}, . . . x_{N})p_{k-l}(u) .
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定理4.2. k\geq 0 のとき次の等式が成立する:

h_{k}(x_{1}, \displaystyle \ldots, x_{N};u)=\sum_{l\geq 0}\left(\begin{array}{ll}
N+k & -1\\
-lk & 
\end{array}\right)h_{l}(x_{1}, \displaystyle \ldots, x_{N})p_{k-1}(u) ,

h_{k}^{*}(x_{1,\ldots,N}x;u)=\displaystyle \sum_{l\geq 0}\left(\begin{array}{ll}
N+k & -1\\
-lk & 
\end{array}\right)h_{l}^{*}(x_{1}, . . . , xN)p_{k-l}(u)
=\displaystyle \sum_{l\geq 0}\left(\begin{array}{ll}
N+k & -1\\
-lk & 
\end{array}\right)h_{l}(x_{1}, \displaystyle \ldots, x_{N})p_{k-l}^{*}(u) .

これらの展開式を見ているとなんとなく次の式にも等号が成り立ちそうな気がするが,

実際にはこれは一般にはうまくいかない:

e_{k}^{*}(x_{1\cdots,N}x;u)\displaystyle \neq\sum_{l\geq 0}\left(\begin{array}{ll}
-N+k & -1\\
-lk & 
\end{array}\right)e_{l}(x_{1,\ldots,N}x)p_{k-l}^{*}(u) ,

h_{k} ( x\mathrm{l} ,
. .

, x_{N};u ) \displaystyle \neq\sum_{l\geq 0}\left(\begin{array}{ll}
N+k & -1\\
k & -l
\end{array}\right)h7(x_{1} , . . . , xN)p_{k-l}^{*}(u) .

e と h のあいだの. \mathrm{r}_{u} の符号｣ ｢ N の符号｣ ｢成り立たない式｣ の違いが面白い.

定理4.2は k\in \mathbb{Z} の場合に一般化すると次のような二種類の展開式になる:

定理4.3. 次の等式が成立する:

h_{k} ( x\mathrm{l} ,
. . .

, x_{N};u ) =\displaystyle \sum_{l\geq 0}\left(\begin{array}{ll}
N+k & -1\\
+l-N & 1
\end{array}\right)h_{l}(x_{1,\ldots N} x)p_{k-l}(u) ,

h_{k}^{*}(x_{1}, \displaystyle \ldots, x_{N};u)=\sum_{l\geq 0}\left(\begin{array}{ll}
N+k & -1\\
+l-N & 1
\end{array}\right)h_{l}^{*}(x_{1}, \displaystyle \ldots, x_{N})p_{k-l}(u)
=\displaystyle \sum_{l\geq 0}\left(\begin{array}{ll}
N+k & -1\\
+l-N & 1
\end{array}\right)h_{l}(x_{1}, \displaystyle \ldots, x_{N})p_{k-l}^{*}(u) .

定理4.4. 次の等式が成立する:

h_{k}(x_{1,\ldots,N}x;u)=\displaystyle \sum_{ $\iota$\geq 0}\left(\begin{array}{ll}
N+k & -1\\
l & 
\end{array}\right)h_{k-l}(x_{1}, . . . , xN)p_{l}(u) ,

h_{k}^{*}(x_{1}, \displaystyle \ldots, x_{N};u)=\sum_{l\geq 0}\left(\begin{array}{ll}
N+k & -1\\
l & 
\end{array}\right)h_{k-l}^{*}(x_{1}, . . . , x_{N})p_{l}(u)
=\displaystyle \sum_{ $\iota$\geq 0}\left(\begin{array}{ll}
N+k & -1\\
l & 
\end{array}\right)h_{k-l}(x_{1,\ldots,N}x)p_{l}^{*}(u) .

以上の展開式からﾃﾙﾀ作用素 Q の作用に関する次の等式もわかる:



SCHUR TYPE FUNCTIONS ASSOCIATED WITH POLYNOMIAL SEQUENCES 0\mathrm{F} UINOMIAL TYPE AND EIGENVALUES 0\mathrm{F} CENTRAL ELEMENTS 0\mathrm{F} UNIVERSAL ENVELOPINGALGEBRAS 167

系4.5. 次の等式が成立する:

Q_{\mathrm{u}}h_{k}(x_{1}, \ldots, x_{N};u)=(N+k-1)h_{k-1}(x_{1}, \ldots, x_{N};u) ,

Q_{\mathrm{u}}h_{k}^{*}(x_{1)}\ldots, x_{N};u)=(N+k-1)h_{k-1}^{*}(x_{1}, . . . , x_{N};u) ,

Q_{u}e_{k}(x,., x;u)=(-N+k-1)e_{k-1} ( x\mathrm{l} ,
. . .

, xN;u ),

Q_{\mathrm{u}}e_{k}^{*}(x_{1}, \ldots, x_{N};u)=(-N+k-1)e_{k-1}^{*}(x_{1}, \ldots, x_{N};u) .

以上の展開式の幾つかは前節の一般的な展開式からの帰結であるが,直接証明する方が

早い.ほとんどのものは定義から簡単に導けるが,定理4. 1は少しわかりにくぃ.これは

まず k=N の場合を示して,そこに Qu を繰り返し適用することで得られる.

5. 基本対称式,完全斉次対称式の母函数.命題2.1に注意すると,前節の展開式の特別な
場合として次の等式が得られる:

定理5.1. 次の等式が成立する:

(u-x_{1})\displaystyle \cdots(u-X_{N)}=\sum_{l\geq 0}(-)^{l}e_{l}(x_{1}, \ldots X_{N)p_{N-l}(u)}
=\displaystyle \sum(-)^{l}e_{l}^{*}(x_{l}, \ldots x_{N})p_{N-l}^{*}(u) .

l\geq 0

定理5.2. 次の等式が成立する:

\displaystyle \frac{1}{(u+x_{1})\cdots(u+x_{N})}=\sum_{l\geq 0}(-)^{l}h_{l}(x_{1}, . . . , x_{N})p_{-N-l}^{*}(u)
=\displaystyle \sum_{l\geq 0}x_{1\cdot\cdot N} ｡

定理5,3｡次の等式が成立する:

\displaystyle \frac{1}{(u+x_{1})\cdots(u+x_{N})}=(-)^{N-1}\sum_{l\geq 0}(-)^{l}h_{-N-l}(x_{1}, \ldots, x_{N})p_{l}^{*}(u)
=(-)^{N-1}\displaystyle \sum_{l\geq 0}(-)^{l}h_{-N-l}^{*}(x_{1}, \ldots, x_{N})p_{l}(u) ｡
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これらの等式の左辺は ek, e_{k}^{*}, h_{k}, h_{k}^{*} の母函数と見なせる.このように p_{n}(x) や鑑 (x)

を用いた母函数を考えると,母函数自体は二項型多項式列によらない.

注意.定理5.1は実は \{p_{n}(u)\} が二項型でなくても成立する.すなわち p_{n}(u) がﾓﾆｯｸ

な n 次多項式でありさえすれば

(u-x_{1})\displaystyle \cdots(u-xN)=\sum_{l\geq 0}(-)^{l_{e}}l(x_{1\cdots,N}x)p_{N-l}(u)
が成立する 価は p_{n}(u) を使って第2節で行ったのと同じように定める) また定理5.2,

定理5｡3も p_{n}(x) , p_{n}^{*}(x) がﾓﾆｯｸな n 次式で次を満たしてさえいれば成立する:

\displaystyle \frac{1}{x+y}=\sum_{k\geq 0}(-)^{k}p_{k}(x)p_{-1-k}^{*}(y)=\sum_{k\geq 0}(-)^{k}p_{k}^{*}(x)p_{-1-k}(y) .

6. ｼｭｰｱ型函数の母函数.前節の母函数の等式は次のように一般化 (多変数化) でき

る(以下しばしば s $\lambda$(x)=s_{ $\lambda$}(x_{1,\ldots,N}x) などと略記する) :

定理6.1. 次の等式が成立する:

\displaystyle \prod_{1\leq i\leq N}\prod_{1\leq j\leq M}(y_{j}-x_{i})=\sum_{ $\lambda$\supseteq\emptyset}(-)^{| $\lambda$|}s_{ $\lambda$}(x)s_{ $\lambda \dagger$}(y)
=\displaystyle \sum_{ $\lambda$\supseteq\emptyset}(-)^{| $\lambda$|}s_{ $\lambda$}^{*}(x)s_{ $\lambda \dagger$}^{*}(y)

｡

 $\lambda$ はdePth ( $\lambda$)\leq N , depth ($\lambda$')\leq M をみたすﾔﾝｸ図形全体を動く.また $\lambda$^{\}} は次のよう

に定める:

$\lambda$^{ $\dagger$}=(M-$\lambda$_{N}, M-$\lambda$_{N-1}, \ldots, M-$\lambda$_{1}

定理6.2. 次の等式が成立する:

\displaystyle \prod_{1\leq i,j\leq N}\frac{1}{y_{j}+x_{i}}=\sum_{ $\lambda$\supseteq\emptyset}(-)^{| $\lambda$|}s_{ $\lambda$}^{*}(x)s_{ $\lambda \ddagger$}(y)
=\displaystyle \sum_{ $\lambda$\supseteq\emptyset}(-)^{| $\lambda$|}s_{ $\lambda$}(x)s_{ $\lambda \ddagger$}^{*}(y)_{\text{。}}

 $\lambda$ はdepth ( $\lambda$)\leq N をみたすﾔﾝｸ図形全体を動く.また $\lambda$^{\mathrm{i}} は次のように定める:

$\lambda$^{ $\ddagger$}=(-N-$\lambda$_{N}, -N-$\lambda$_{N-1}, \ldots, -N-$\lambda$_{1}) .
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注意.(1) 定理6.1から係数 d_{ $\lambda \mu$}(u) に関する次のような一種の双対性がわかる:

(-)^{| $\lambda$|}d_{ $\lambda \mu$}(u)=(-)^{| $\mu$|}d_{ $\mu \dagger \lambda \dagger$}(-u) ｡

係数 \tilde{d}_{ $\lambda \mu$}(u) の関係式である定理3.2はこれからすぐに導ける｡

(2) 前節と同様に定理6.1は \{p_{n}(u)\} が二項型でなくても成立する｡すなわち p_{n}(u) がﾓ

ﾆｯｸな n 次多項式でありさえすればよい.また定理6.2も p_{n}(x) , p_{n}^{*}(x) がﾓﾆｯｸな n

次式であって,さらに次を満たしてさえいれば成立する:

\displaystyle \frac{1}{x+y}=\sum_{k\geq 0}(-)^{k}p_{k}(x)p_{-1-k}^{*}(y)=\sum_{k\geq 0}(-)^{k}p_{k}^{*}(x)p-1-k(y) .

(3) 定理6.2は次のように言い換えることもできる:

\displaystyle \det(\frac{1}{xi+y_{j}})_{1\leq i,j\leq N}  $\lambda$\supseteq\emptyset=\displaystyle \sum(-)^{| $\lambda$|_{\tilde{\mathcal{S}}}} $\lambda$(x)\tilde{s}_{ $\lambda \ddagger$}(y) .

これはｺｰｼｰ行列式と通常のｼｭｰｱ函数に関する次の等式の一般化と見なせる:

\displaystyle \det(\frac{1}{1-x_{i}y_{j}})_{1\leq i,j\leq N}=\frac{\triangle(x)\triangle(y)}{\prod_{1\leq i,j\leq N}(i}=\sum_{ $\lambda$\supseteq\emptyset}\tilde{s}_{ $\lambda$}^{D}(x)\tilde{s}_{ $\lambda$}^{D}(y) .

7. 普遍包絡環の中心元.本稿で扱ったｼｭｰｱ型函数は,古典ﾘｰ環の普遍包絡環の中

心元の固有値を表すのに役立つ.まず今節ではｶﾍﾘ型の中心元の定義を復習して,次の

第8節で実際にその固有値を見る｡

7｡まず一般線型ﾘｰ環 \mathfrak{g}(_{N} の普遍包絡環の有名な中心元であるｶﾍﾘ元を復習しよう｡

以下,ﾘｰ環 \mathrm{B}^{[_{N}} を普遍包絡環 U(\mathrm{B}^{(_{N}}) #こ埋め込んで議論する.ﾘｰ環 \mathrm{B}^{(_{N}} の標準的な基

底Eij を成分とする行列 E=(E_{ij})_{1\leq i,j\leq N} を考える.これを普遍包絡環の元を成分とす

る行列と見なして,次の行列式を考える｡これを ｢ｶﾍﾘ元｣ と呼ぶ ([Cal], [HU], [U1]):

 C^{\mathrm{g}\mathfrak{l}_{N}}(u)=\det ( E-u1+ diag \mathfrak{h}_{N} ).

ただし1は単位行列である｡また晒は恥 =(N-1, N-2, \ldots, 0) という長さ N の数列

である｡さらに \det は｢列行列式 (column‐determinant) ｣ と呼ばれる非可換行列式であ

る｡つまり任意の (成分が非可換かも知れない)  N 次の正方行列 Z=(Z_{ij}) に対し,

\displaystyle \det Z=\sum_{ $\sigma$\in 6_{N}}\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}( $\sigma$)Z_{ $\sigma$(1)1}Z_{ $\sigma$(2)2}\cdots Z_{ $\sigma$(N)N}
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とおく.このｶﾍﾘ元 C^{\mathrm{g}1_{N}}(u) は普遍包絡環 U(\mathrm{g}(_{N} ) の中心元となることが知られている:

ｶﾍﾘ元は次のような小行列式の和に一般化できる:

 C_{k}^{\mathfrak{g}1_{N}}(u)=\displaystyle \sum_{1\leq i_{1}<\cdots<i_{k}\leq N}\det (  E_{I}-u1+ diag \mathfrak{h}_{k} ).

ただし I=(i_{1}, \ldots, i_{k}) という数 P^{1}\mathrm{J} および行 F^{1}\mathrm{J}Z=(Z_{ij})\ovalbox{\tt\small REJECT}_{-}^{\vee} 対し, Z_{I} で (Z_{i_{a}i_{\mathrm{b}}})_{1\leq a,b\leq k} と

いう小行列を表す.この元を \text{「_{}k} 次のｶﾍﾘ元｣ と呼ぶ.

さらに次のようなﾊｰﾏﾈﾝﾄによる類似も考えられる ([N]):

D_{k}^{\mathrm{g}\mathfrak{l}_{N}}(u)=\displaystyle \sum_{1\leq i_{1}\leq\cdots\leq i_{k}\leq N}\frac{1}{I!}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r} (E_{I}+u1_{I}-1_{I} diag \mathfrak{y}_{k} ).

ここでper は｢列ﾊｰﾏﾈﾝﾄ(column‐permanent) ｣ を表す.すなわち N 次の正方行列

Z=(Zのに対し次のように定める:

per Z=\displaystyle \sum_{ $\sigma$\in 6_{N}}Z_{ $\sigma$(1)1}\cdots Z_{ $\sigma$(N)N}.
また I!=m_{1}!\cdots mN ! とおく.ただし m_{1} ,

. . .

, mN は I=(i_{1}, \ldots, i_{k}) の重複度である:

I=(i_{1}, \ldots, i_{k})=(\hat{1,\ldots,1},\hat{2,\ldots,2}, \ldots, \tilde{N,\ldots,N})m_{1}m_{2}m_{N}.
I には一般に重複があるから, Z_{I}=(Z_{i_{a}i_{b}})_{1\leq a,b\leq k} は必ずしも Z の小行列とは限らない.

この C_{k}^{\mathrm{g}\mathfrak{l}_{N}}(u) , D_{k}^{\mathrm{g}1_{N}}(u) もやはり普遍包絡環の中心元 (実際には中心の生成系) となる:

定理7.1 任意の u\in \mathbb{C} に対し, C_{k}^{\mathfrak{g}\mathfrak{l}_{N}}(u) , D_{k}^{\mathrm{g}\mathfrak{l}_{N}}(u) は普遍包絡環 U(\mathfrak{g}(_{N} ) の中心元になる.

ｼｭｰｱの補題より,これらの中心元は \mathfrak{g}(_{N} の既約表現においてｽｶﾗｰ作用素とし

て作用するが,その値 (固有値) は次の三角分解に注意すると簡単に計算できる:

\mathrm{g}\text{【_{}N}=\mathfrak{n}^{-}\oplus \mathfrak{h}\oplus \mathfrak{n}^{+}.

ここで \mathrm{n}^{-}, \mathfrak{h}, \mathfrak{n}^{+} はそれぞれ i>j, i=j, i<j を満たす E_{ij} が生成する釧N の部分環で

ある｡よって行列 E の下三角成分,対角成分,上三角成分はそれぞれ \mathrm{n}^{-}, \mathfrak{h}, \mathfrak{n}^{+} に属する.

例えば CがN (u) の固有値を考えよう｡三角分解に注意して最高ｳｪｲﾄﾍｸﾄﾙへの

作用を考えると,列行列式の定義に現れる N! 個の項のうち作用がｾﾛにならないのは単
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純に対角成分を掛け合わせた1項のみであり,その値は簡単に求めることができる.同様

にして列行列式,列ﾊｰﾏﾈﾝﾄの定義に注意すると C_{k}^{\mathrm{g}\mathfrak{l}_{N}}(u) と D_{k}^{\mathfrak{g}1_{N}}(u) の固有値も具

体的に書き下すことができる.しかしその結果はそれほど単純な形をしているわけではな

い.第8節で見るように,実はこれがちょうど下降幕に付随するｼｭｰｱ型函数 (本質的

にshifted Schur function と同じもの) でうまく表せるのである.

7.2. 次に直交ﾘｰ環の普遍包絡環におけるｶﾍﾘ元の類似を復習する.

S\in \mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{t}_{N}(\mathbb{C}) を非退化な N 次の対称行列として, S で決まる双線型形式を不変にする

一次変換全体として直交群を実現する:

O(S)=\{g\in GL_{N}|{}^{t}gSg=S\}.

対応するﾘｰ環は次のように表される:

\mathrm{o}(S)=\{Z\in \mathfrak{g}\text{【_{}N}|{}^{t}ZS+SZ=0\}.

この直交ﾘｰ環 o(S)\subset U(o(S)) の元として F_{ij}^{o(S)}=E_{ij}-S^{-1}E_{ji}S を取り,これを成分

とする F^{o(S)}=(F_{ij}^{\mathrm{o}(S)})_{1\leq i,j\leq N} という行列を考える.

特に S=S_{0}=($\delta$_{i,N+1-j}) の場合,直交ﾘｰ環は次のように実現される:

0(So)=\{Z=(Z_{ij})\in \mathrm{g}\mathrm{t}_{N}|Z_{ij}+Z_{N+1-j,N+1-i}=0\}.

これを直交ﾘｰ環のrsplit実現｣ と呼ぶ.この場合には三角分解が次のように取れる:

0(S_{0})=\mathfrak{n}^{-}\oplus \mathfrak{h}\oplus \mathfrak{n}^{+}.

ここで \mathfrak{n}^{-}, \mathfrak{h}, \mathrm{n}^{+} はそれぞれ i>j, i=j, i<j を満たす罵(S0) が生成する \mathbb{O}(S_{0}) の部分

環である.つまり行列 F^{o(S_{\mathrm{O}})} の下三角成分,対角成分,上三角成分はそれぞれ \mathfrak{n}^{-},  $\phi$, \mathfrak{n}^{+}

に属する｡よって もし一般線型ﾘｰ環の場合のように ｢ F^{o(S_{\mathrm{O}})} の列行列式｣ という形で

表される普遍包絡環 U ( \mathrm{o} (So)) の中心元があれば,その固有値は簡単に計算できるはずで

ある.実際に次の中心元が和地によって与えられた ([W]):

定理 7_{a}2 (和地). 任意の u\in \mathbb{C} に対し,次の元は普遍包絡環 U ( \mathfrak{c}\} (So)) の中心元になる:

C �� (u)=\det (  F^{\mathrm{o}(S_{\mathrm{O}})}-u1+ diag \tilde{\mathfrak{h}}_{N} ).



172 MINORU ITOH

ここで \sim\# N は次のよ うな長さ N の数列である:

\tilde{\mathfrak{h}}_{N}=\left\{\begin{array}{ll}
(\frac{N}{2}-1, \frac{N}{2}-2, \ldots, 0,0, . . . -\frac{N}{2}+1) , & N:\text{偶数，}\\
(\frac{N}{2}-1, \frac{N}{2}-2, \ldots, \frac{1}{2},0, -\frac{1}{2}, \ldots, -\frac{N}{2}+1) , & N:\text{奇数．}
\end{array}\right.
さらにこれは小行列式の和に一般化できる:

定理7.3 (和地). 次の元は任意の u\in \mathbb{C} に対し U ( 0 (So)) の中心元となる:

C_{k}^{0_{N}}(u)=\displaystyle \sum_{1\leq i_{1}<\cdots<i_{h}\leq N}\det(\tilde{F}_{I}^{\mathrm{o}(S_{\mathrm{O}})}-u1+\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(\frac{k}{2}-1, \frac{k}{2}-2, \ldots, -\frac{k}{2}))
.

ここで \tilde{F}^{\mathfrak{o}(S_{\mathrm{O}})} は次のような行列である:

\tilde{F}^{\mathrm{o}(S_{\mathrm{O}})}=\left\{\begin{array}{ll}
F^{\mathrm{o}(S_{0})}+\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(0, \ldots, 0,1, . . . , 1) , & N:(\text{昌数，}\\
F^{\mathrm{o}(S_{\mathrm{O}})}+\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(0, \ldots, 0, \frac{1}{2},1, \ldots, 1) , & N:\text{奇数．}
\end{array}\right.
7.3. ｼﾝﾌﾚｸﾃｨｯｸ ﾘｰ環の普遍包絡環でも類似の中心元が構成できる.ただしこ

れは行列式ではなくﾊｰﾏﾈﾝﾄで表される.

J\in \mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{t}_{N}(\mathbb{C}) を非退化な N 次の交代行列 (よって N は偶数) として,この J で決ま

る双線型形式を不変にする一次変換全体としてｼﾝﾌﾚｸﾃｲｯｸ群を実現する:

Sp(J)=\{g\in GL_{N}|^{t}gJg=J\}.

対応するﾘｰ環は次のように表される:

\mathrm{B}\mathfrak{p}(J)=\{Z\in \mathfrak{g}(_{N}|{}^{t}ZJ+JZ=0\}.

この \mathfrak{s}\mathfrak{p}(J)\subset U(\mathfrak{s}\mathfrak{p}(J)) の元として F_{ij}^{\mathrm{f}i\mathfrak{p}(J)}=E_{ij}-J^{-1}E_{ii}J を取り,これを成分とする

F^{\mathfrak{s}\mathfrak{p}(J)}=(F_{ij}^{\mathfrak{s}\mathfrak{p}(J)})_{1\leq i,i\leq N} という行列を考える.

以下,ｼﾝﾌﾚｸﾃｨｯｸ ﾘｰ環をsplit実現した場合を考えよう.つまり

J=J_{0}=\left(-1 & -1 & 1 & 1\right)
の場合である｡この場合の実現 \mathfrak{s}\mathfrak{p}(J_{0}) では三角分解が次のように綺麗な形で取れる:

s\mathfrak{p}(J_{0})=\mathfrak{n}^{-}\oplus \mathfrak{h}\oplus $\tau \iota$^{+}.

ここで \mathfrak{n}^{-}, \mathfrak{h}, \mathrm{n}^{+} はそれぞれ i>i, i=j, i<i を満たす F_{ij}^{\mathfrak{s}\mathfrak{p}(J_{\mathrm{O}})} が生成する \mathfrak{s}\mathfrak{p}(J_{0}) の

部分環である｡よって行列 F^{\mathfrak{s}\mathfrak{p}(J_{\mathrm{O}})} の下三角成分,対角成分,上三角成分はそれぞれ \mathrm{n}^{-}, \mathfrak{h},

\mathfrak{n}^{+} に属する｡この場合には列ﾊｰﾏﾈﾝﾄを用いて普遍包絡環の中心元 (実際には中心

の生成系) を構成することができる:
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定理7.4 ([15])｡任意の u\in \mathbb{C} に対し,次の元は U(\mathfrak{s}\mathfrak{p}(J_{0})) の中心元となる:

D_{k}^{\mathfrak{s}\mathfrak{p}_{N}}(u)=\displaystyle \sum_{1\leq i_{1}\leq\cdots\leq i_{h}\leq N}\frac{1}{I!}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}(\tilde{F}_{I}^{\mathfrak{s}\mathfrak{p}(J_{\mathrm{O}})}+u1_{I}-1_{I}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(\frac{k}{2}-1, \frac{k}{2}-2, \ldots, -\frac{k}{2})) .

ここで \tilde{F}^{\mathfrak{s}\mathfrak{p}(J_{\mathrm{O}})} は次の行列を意味する:

\tilde{F}^{\mathfrak{s}\mathrm{p}(J_{\mathrm{O}})}=F^{\mathfrak{s}\mathfrak{p}(J_{\mathrm{O}})}- diag (0, . . . , 0,1, ｡｡｡ , 1) ｡

次節で見るように,以上の中心元の固有値は本稿で扱ったｼｭｰｱ型函数で記述できる｡

8. 具体例と普遍包絡環の中心元の固有値.今節では Q が様々な差分の場合を考察する.

前進差分の場合は本質的にshifted Schur function の場合と同じであり,前節で見た一般

線型ﾘｰ環の普遍包絡環の中心元の固有値を表すのに役立つ｡また中心差分の場合は直交

ﾘｰ環,ｼﾝﾌﾚｸﾃｨｯｸ ﾘｰ環の普遍包絡環の中心元の固有値を表すのに活用できる｡

8_{\circ}1*Q が前進差分 \triangle^{+} の場合を考える｡この場合は p_{n}^{\triangle^{+}}(x) および p_{n}^{*$\Delta$^{+}}(x) は第1節で

見たように p_{n}^{$\Delta$^{+}}(x)=x^{\underline{n}} , そして p_{n}^{*$\Delta$^{+}}(x)=(x-1)^{\underline{n}} と表される.これらに付随する基

本対称式 e_{k}^{$\Delta$^{+}} ,  $\pi$ 全斉次対称式  h_{k}^{\triangle^{+}} は次のように具体的に書き表すことができる (e_{k}^{*$\Delta$^{+_{7}}}
h_{k}^{*$\Delta$^{+}} も変数を1だけｼﾌﾄすることで得られる) :

命題8.1. 次の等式が成立する:

e_{k}^{$\Delta$^{+}}(x_{1\cdots N} x)

=\displaystyle \sum_{1\leq i_{1}<\cdots<i_{k}\leq N}(x_{i_{1}}-N+k-1+i_{1})(x_{i_{2}}-N+k-2+i_{2})\circ\cdot\cdot(x_{i_{h}}-N+i_{k}) ,

h_{k}^{\triangle^{+}}(x_{1,\text{。}}. . , x_{N})

=\displaystyle \sum_{1\leq i_{1}\leq\cdots\leq i_{h}\leq N}(x_{i_{1}}-N-k+1+i_{1})(x_{i_{2}}-N-k+2+i_{2})\cdots(x_{i_{h}}-N+i_{k})
.

この対称式を使って前節で定義した一般線型ﾘｰ環の普遍包絡環の中心元 C_{k}^{\mathfrak{g}\mathrm{I}_{N}}(u) ,

D_{k}^{\mathfrak{g}1_{N}}(u) の固有値を記述することができる:
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定理 S.2. 分割  $\lambda$=($\lambda$_{1}, \ldots, $\lambda$_{N}) で決まる \emptyset^{(_{N}} の表現 $\pi$_{ $\lambda$}^{\mathfrak{g}\mathfrak{l}_{fI}} に関して次の等式が成立する:

$\pi$_{ $\lambda$}^{\mathrm{g}1_{N}}(C_{k}^{\mathfrak{g}\mathfrak{l}_{N}}(u))=e_{k}^{\triangle^{+}}(l_{1}, \ldots, l_{N};u) , $\pi$_{ $\lambda$}^{\mathrm{g}\mathfrak{l}_{N}}(D_{k\backslash }^{\mathrm{g}1_{N_{1}'}}u))=h_{k}^{\triangle^{+}}(l_{1}, . . . , l_{N};u) .

ただし li=$\lambda$_{i}+N-i とする.

詳細は省略するが,shifted Schur function (つまり本質的にこの下降罧に付随する

ｼｭｰｱ型函数) を用いてさらに C_{k}^{\mathfrak{g}\mathrm{I}_{N}}(u) , D_{k}^{\mathrm{g}\mathfrak{l}_{N}}(u) の一般化であるquantum immanant

の固有値を表示することもできる ([00]).

8.2. 次に Q=$\Delta$^{0} (中心差分) の場合を考えてみよう.このとき p_{n}^{\triangle^{\mathrm{O}}}(x) と p_{n}^{*\triangle^{\mathrm{O}}}(x) は

p_{n}^{$\Delta$^{\mathrm{O}}}(x)=x\cdot x^{\underline{\overline{n-1}}}, p_{n}^{*$\Delta$^{\mathrm{O}}}(x)=x^{\underline{\overline{n}}} と表される.さらに e_{k}^{\triangle^{\mathrm{o}}} と h_{k}^{*\triangle^{\mathrm{O}}} は次のように表される:

命題8.3. 次の等式が成立する:

e_{k}^{$\Delta$^{\mathrm{O}}}(x_{1}, \ldots, x_{N})

=\displaystyle \sum_{1\leq i_{1}<\cdots<i_{k}\leq N}i_{k}
=\displaystyle \sum_{1\leq i_{1}<\cdots<i_{k}\leq N}(x_{i_{1}}+\frac{N}{2}-\frac{k}{2}+1-i_{1})(x_{i_{2}}+\frac{N}{2}-\frac{k}{2}+2-i_{2})\cdots(X_{i_{h}}+\frac{N}{2}+\frac{k}{2}-i_{k}) ,

h_{k}^{*\triangle^{\mathrm{O}}}(x_{1,\ldots,N}x)

=\displaystyle \sum_{1\leq i_{1}\leq\cdots\leq i_{k}\leq N}(x_{i_{1}}-\frac{N}{2}-\frac{k}{2}+i_{1})(x_{i_{2}}-\frac{N}{2}-\frac{k}{2}+1+i_{2})\cdots(x_{i_{k}}-\frac{N}{2}+\frac{k}{2}-1+i_{k})
=\displaystyle \sum_{1\leq i_{1}\leq\cdots\leq i_{k}\leq N}(xi_{1}+\frac{N}{2}+\frac{k}{2}-i_{1})(Xi_{2^{+\frac{N}{2}+\frac{k}{2}-1-i_{2})\cdots(x_{i_{k}}}}+\frac{N}{2}-\frac{k}{2}+1-i_{k})

.

これらを使って直交ﾘｰ環,ｼﾝﾌﾚｸﾃｨｯｸ ﾘｰ環の普遍包絡環のｶﾍﾘ型中心

元の固有値を表すことができる.

まず直交ﾘｰ環の普遍包絡環の中心元 C_{k}^{0_{N}}(u) について次が成立する.

定理 S.4. 分割  $\lambda$=($\lambda$_{1}, \ldots, $\lambda$_{[n]}) で決まる 0_{N} の表現 $\pi$_{ $\lambda$}^{0_{N}} に関して次の等式が成立する:

$\pi$_{ $\lambda$}^{0_{N}}(C_{k}^{0_{N}}(u))=e_{k}^{\triangle^{\mathrm{o}}}(l_{1}, \ldots, l_{N};u) .

ただし l_{1} ,
, .

.? 碗は次のように定義する.まず 1\leq i\leq n に対し, l_{i}=$\lambda$_{i}+n-i とす

る｡そして N が偶数のときは l_{n+1}=-l_{n} ,
. . .

, l_{N}=-l_{1} と定める｡ N が奇数のときには

J_{n $\dagger$}=0, 1_{n $\dagger$+1}=-l_{n $\dagger$-1} ,
. . .

, l_{N}=-l1 と定める (ただし n $\dagger$=\displaystyle \frac{N+1}{2} とする)

ｼﾝﾌﾚｸﾃｨｯｸ ﾘｰ環の普遍包絡環の中心元 D_{k}^{\mathcal{B}\mathrm{p}_{N}}(u) についても次が成立する:
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定理 S.5. 分割  $\lambda$=($\lambda$_{1}, \ldots, $\lambda$_{n}) で決まる \mathfrak{s}\mathfrak{p}_{N} の表現 $\pi$_{ $\lambda$}^{\mathfrak{s}\mathfrak{p}_{N}} に関して次の等式が成立する:

$\pi$_{ $\lambda$}^{ $\epsilon$ \mathfrak{p}_{N}}(D_{k}^{\mathfrak{s}\mathfrak{p}_{N}}(u))=h_{k}^{*\triangle^{\mathrm{o}}}(l_{1}, \ldots, l_{N};u) .

ただし 1\leq i\leq n に対し l_{i}=$\lambda$_{i}+n+1-i として,さらに l_{n+1}=-l_{n}, \ldots, l_{N}=-l_{1} と

定める.

以上の結果を見ると h よりも h^{*} の方が重要な役割を果たしているように見える.一般

線型ﾘｰ環の結果も,ﾊﾗﾒｰﾀ u を1だけずらすことで h^{*} で表示し直すことができる.

詳細は省略するが,[I3] で与えられた直交ﾘｰ環の普遍包絡環のﾊｰﾏﾈﾝﾄ型中心元お

よびｼﾝﾌﾚｸﾃｨｯｸ ﾘｰ環の普遍包絡環の行列式型中心元の固有値も部分的には本稿

のｼｭｰｱ型函数を用いて表示できる.これらの普遍包絡環においてquantum immanant

の類似を研究する手がかりになれば面白い (が,現時点ではまだ何もわからない)

ｶﾍﾘ型の中心元を扱うときには階乗罧を利用した母函数や前進差分,中心差分などを
考えることが有効であるが,それらは第4節,第5節の結果と対応している.
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