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XIX.1

C’est le 2lème problème d’Hilbert qui nous demande de construire

une équation au dérivée ordinaire avec une monodromie donnée. Plus généralement,
on peut construire un système holonôme d’équations aux dérivées partielles li-

néaires à point singulier régulier dont le faisceau des solutions est isomorphe
à un faisceau constructible donné.

Soient X une variété complexe et ~ le faisceau d’anneaux des

opérateurs différentiels d’ordre fini à coefficients holomorphes. Nous notons

par D(àà) la catégorie dérivée de la catégorie des -Modules à gauche. On note

b x ... ,  .
par la sous-catégorie pleine de qui consiste des complexes bor-

rs X X

nés dont les cohomologie sont des  -Modules holonômes à points singuliers ré-
guliers (c.f. [2]).

On note par D(X) la catégorie dérivée de la catégorie des faisceaux

de C-espaces vectoriels sur X et par Db(X) la sous-catégorie pleine de D(X)
c

qui consiste des complexes bornés dont les cohomologies sont constructibles.

Par D (x) on signifie la catégorie opposée de D c X.
c e

Alors, définit un foncteur de deflnlt un foncteur de 
rs x

dans D (X) ’~

c

Théorème est une équivalence des catégories D (-’) et D b (x) 0
rs X c

Pour démontrer ce théorème nous construisons un foncteur inverse

~ de W.

Pour un objet F* de D (X), on peut trouver un complexe borné
c

G» des faisceaux tR-constructibles (cf. 3), qui est quasi-isomorphe à F* .

D’autre part, pour un faisceau M-constructible G, on peut définir un sous-fais-

ceau TH(G) du faisceau Hom c(G,-eb) des homomorphismes de G dans le faisceau "I

des distributions sur la variété C- sous-jacente à X. Or, TH(G) est stable par
des opérateurs différentiels, qui nous permet de construire le complexe de
Dolbeault
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Alors t~(F’) est défini comme le complexe simple associé au

complexe double TH(G*) (0,.). .

Notons que le Théorème est démontré aussi par Mebkkout par une métho-

de différente.

Dans la suite, nous aurons la définition du foncteur TH et ses pro-

priétés.

1. Soit M une variété analytique réelle. Nous nous rappellons la

définition d’une partie sous-analytique et ses propriétés étudiés par
Hironaka [1] .

Définition 1.1.; On dit qu’une partie Z de M est sous-analytique au point x

d M ,...., ., .., v) .

de M s’il existe des variétés analytiques réels N. , des morphismes propres

f(v) (v=1,2 ; , j=l3...m) de (v) dans M et un voisinage U de x tels que
J 

(v=1,2 ; j=l,...§m) de 
J i (v) dans M et un voisinage U de x tels que

Si Z est sous-analytique à tout point de M, on dit simplement que
Z est sous-analytique.

Proposition 1.2. :

1/ L’intersection et la réunion des parties sous-analytiques sont

sous-analytiques.

2/ L’adhérence, une composante connexe,l’intérieur et le complémentaire
d’une partie sous-analytique sont sous-analytiques.

3/ Toute partie sous-analytique relativement compacte a un nombre fini
des composantes connexes.

2. Notons par bm le faisceau des distributions sur M (au sens de
L. Schwartz).

Définition 2.1. : i Soit u une distribution définie dans un ouvert U de M.On dit que

u est tempérée dans M s’il existe une distribution définie sur M dont la restric-
tion à U est égale à u.
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Lojaciewicz a démontré la proposition suivante.

Proposition 2.2. : Soient U 1 et U 2 deux ouverts de IR n . Supposons que,

pour tout compact K de IR n , il existe mk &#x3E; 0 et C k &#x3E; 0 tels qu’on

ait

pour tout x E K.

Ici, est la distance de x et la frontière 3U. de U..
J J J

Dans cette condition, une distribution u définie sur U1 u U2 est

tempérée dans IR si et seulement si ulU 1 et u(U sont tempérées dans e

D’autre part, Hironaka a démontré l’inégalité (*) pour deux ouverts

sous-analytiques. Donc on obtient le théorème suivant.

Théorème 2.3. : Soient U1,...,Um des ouverts sous-analytiques de M, et u
2013201320132013201320132013201320132013 ~ m
une distribution définie sur Li 1uJ= J

Alors u est tempérée si et seulement si u)U. est tempérée pour tout j .
J

Notons que la notion tempérée est celle de locale et aussi il ne

dépend pas beaucoup à M ; i.e. soient f un morphisme propre de N dans M, U

un ouvert de M. Si f ( U : f 1~U) -~ U est un isomorphisme, une distribution

définie sur U est tempérée dans M si et seulement si elle est tempérée dans N,

Par exemple, prenons comme M la sphère Sn de dimension n, et

comme U la demi-sphère et nous identifions U à ffin . Alors une distribu-
tion u définie sur U est tempérée si et seulement si u est tempérée au

sens ordinaire ; i.e. il existe C &#x3E; 0 et m &#x3E; 0 tels qu’on ait
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3. Pour un faisceau F sur une variété complexe X , on dit qu’il

est constructible s’il existe une suite décroissante {X.} .-0 1 des
2013201320132013201320132013201320132013 J J=,1,...

sous-ensembles analytiques fermés telle que XD - X , x 0 et que
0 j

FIXi - X. 1 soit localement constant de rang fini pour tout j . On modifie
J J+

cette définition pour un faisceau sur une variété analytique réelle M .

Définition 3.1. : Soit F un faisceau d’espaces vectoriels sur M. On dit que

F est ER-constructible s’il existe une famille localement finie {M.} de
J

sous-ensembles sous-analytiques de M qui satisfait les conditions suivantes :

(1) M-UM.
J

L 
(2) F)M. est localement constant pour tout j .

J

Définition 3.2. : SOit f un homomorphisme d’un faisceau ffi-constructible F

dans b . On dit que f est tempéré s’il satisfait la condition suivante ;

pour tout ouvert sous-analytique relativement compact U de M et une section s

de F sur U, la distribution f(s) définie sur U est tempérée dans M.

On note par TH(F) le sous-faisceau de qui consiste des

homomorphismes tempérés. Donc on a, pour tout ouvert de U,

Exemple 1 : Si F = C le faisceau constant, alors TH(F) = 9b... En effet,.M 
_, 

M

TH(F) est un sous-faisceau de = Donc il suffit de montrer

que tout homomorphisme f de F dans Jro . 
I 

est tempéré. Soit V un ouvert sous-
M

analytique relativement compact d’un ouvert U de M, et soit s une section de F

au-dessus de V. Soit {V.} les composantes connexes de V(c.f. prop. 12).
J 

~ ~Alors sl = c.1 pour ° Donc f(s)I est tempérée.
J 
. J J 

J 
.

Donc f(s) est tempérée par le théorème 2.3.

Exemple 2 : Soient F un faisceau fR-constructible et Z une partie fermée

sous-analytique. Alors on a

Ici, FZ est un faisceau tel que et que F,1 M-Z =0 . °
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Exemple 3 : Soit U un ouvert sous-analytique de M. Alors on a, pour tout

ouvert W de M

u est tempérée dans

On peut démontrer le théorème suivant.

Théorème 3.3. : TH est un fondeur contravariant exact de la catégorie des

faisceaux IR-constructibles.

4. Soit X une variété complexe de dimension n. Pour un faisceau F

R-constructible sur X par rapport à la structure analytique réelle sous-jacente

à X, on peut construire le complexe de Dolbeaul.t.

Notons par son i-ème groupe de cohomologie.
A

Si on note par BX le faisceau des hyperfonctions, on a un homomor-

phisme canonique

Parce que ~ x(0,.) est une résolution flasque de qx 1 le i-ème
groupe de cohomologie de Hom(F,6,/ (0 ’’) ) n’est autre que Donc

x 201320132013 x

on obtient un homomorphisme canonique de

De la même manière, si on note par le i-ème groupe de

cohomologie de on obtient un homomorphisme canonique
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Par exemple, prenons comme U un ouvert strictement pseudo-convexe,

relativement compact à frontière réelle analytique de ~n et comme F le

faisceau 0152Tr . . Alors,
u

est égale à 0 pour 0 et pour i = 0 , il est

n 
g p

égal à l’ensemble des fonctions holomorphes définies sur U avec croissance lente

au bord de U. D’autre part, on a

Si X est une complexifiée d’une variété analytique réelle M et

et

Dans 1 1 homomorphisme (**) correspondant est l’inclusion de leb m
dans 3m - °

Remarquons que les groupes sont étudiés par lesx

plusieurs auteurs, surtout par A. Martineau 131 .
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