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INTRODUCTION

Depuis leur introduction par Drinfeld (|4]) et Jimbo ([8]) en 1985 lors
de I’étude des modéles exacts solubles, les algébres enveloppantes quan-
tiques sont devenues un des outils principaux pour décrire de nouvelles
symétries. L’algébre enveloppante quantique U,(g) d’une algébre de Lie
semi-simple g contient un paramétre ¢. Lorsque ¢ = 1, on retrouve 1’al-
geébre enveloppante classique. Dans le contexte des modéles exacts so-
lubles, le paramétre ¢ représente la température et ¢ = 0 correspond au
zéro absolu.

A T'origine des bases cristallines est 1'idée que la situation devait étre
plus simple au zéro absolu. Effectivement, en ¢ = 0 on peut trouver une
bonne base (dite base cristalline) des représentations de U,(g). De plus,
une action modifiée des vecteurs racines envoie la base cristalline sur elle-
méme, lui conférant une structure combinatoire riche. Nous pouvons ainsi
réduire de nombreuses propriétés des représentations a la combinatoire
des bases cristallines.

La notion de base cristalline fut introduite dans [11]. A la méme pé-
riode, G. Lusztig ([24]) définit les bases canoniques en analysant le travail
de Ringel ([30]), qui construit le groupe quantique comme ’algébre de
Hall associée a un carquois. Il est intéressant de remarquer que ces no-
tions similaires ont été cependant introduites avec des motivations treés
différentes.

Dans ce cours, nous présenterons les bases cristallines ainsi que leur
application au calcul des multiplicités des poids et des coefficients du
produit tensoriel de deux représentations.

Ce texte a été rédigé par Charles Cochet a partir d’un cours donné &
I’Université Paris VI dans le cadre du DEA « Méthodes Algébriques »
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CHAPITRE 1

REPRESENTATIONS DE L’ALGEBRE
QUANTIQUE U,(sl,)

L’algebre quantique U,(g) est une déformation de l'algébre envelop-
pante d’une algébre de Lie semi-simple g. Puisque tout algébre quan-
tique U,(g) est engendrée par ses sous-algébres isomorphes & U,(sls), le
cas g = sly est fondamental. Nous commencerons donc par son étude.

1.1. Définition

Fixons un corps K de caractéristique arbitraire. L’algébre sly(K) clas-
sique est 'algébre de Lie sur K engendrée par les éléments

0 1 00 1 0
()=o) o= 5)

dans ’espace des matrices 2 X 2 & coefficients dans K. Leurs crochets sont
donnés par

(1.1.1) [h.e] =2e, [h, fl=—=2f, [e, f] = h.

Son algébre enveloppante U (sly(K)) = U(sly) est la K-algébre engen-
drée par trois symboles e, f, h avec (1.1.1) pour relations de définition,
ou [z,y] s’interpréte comme zy — yx. Les représentations de dimension
finie de U(sly) sont bien comprises, comme 'atteste le

Théoréme 1.1.1. — Supposons K de caractéristique nulle.

(1) Les U(sly)-modules simples (dont les seuls sous-modules sont 0 et
euz-méme) sont les produits symétriques S™(K?) de K?, n > 0.
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(2) Tout U(sly)-module de dimension finie est semi-simple, c¢’est-a-dire
somme directe de modules simples.

Le produit tensoriel de deux U(sly)-modules M et N est muni d’une
structure de U (sly)-module définie par = - (u ® v) = (zu) ® v+ u ® (zv)
pourue M, ve Netx=e, f, h.

Fixons un élément ¢ de K non nul et non racine de unité. L’ algébre
enveloppante quantique U,(sly) de sly est la K-algébre engendrée par
quatre symboles e, f, t, t~! avec les relations de définition

tt! = tTlt=1,

tet™! = qu,

tfth = ¢,
t—t1

e, fl = :
q—qt

En posant t = ¢" et en faisant tendre ¢ vers 1, nous retrouvons l’algébre
enveloppante classique U(sly) (voir page 41 pour le sens précis).

Lemme 1.1.2. — Il existe un unique homomorphisme de K-algébres
A =A_ deU,(sly) dans U,(sly) ® U,(sly), appelé co-produit, tel que

(1.1.2) e — ext ' +1®e,
(1.1.3) f = [el+t®f,
(1.1.4) = el

Ici la multiplication dans U,(sly) @ U, (sly) est donnée par (a; @ az)o (by ®
bg) = ((Zlbl> &® (a2b2).

Démonstration. — 1l nous faut prouver que

ABDAETY = ARFTHA®R) =1,

AA()A[ET) = Alg),
ABDANAET) = Alg?f),
[Ae), AN = A(t—t)/(a—q7).

Vérifions la derniére égalité. Nous avons A(e)A(f) = ef @t 1 +et@t™ ! f+
f®e+t@ef d'une part, et A(f)A(e) = fe@t  +te® ft™1 + fRe+t® fe
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d’autre part. Or te = ¢%et et t =1 f = ¢>ft %, d’on
[Ale), A(f)] = [e,flet +t®]e, f]
= (g—¢ ) N(t—thHet" +tet—t")
(g—g¢gH 'tet—t"'ath)

= A(le, f]).
Les autres assertions se vérifient facilement. O
Corollaire 1.1.3. — Le produit tensoriel de U,(sly)-modules est muni

d’une structure de U,(sly)-module grice au co-produit A.

Pour deux U,(sly)-modules M; et My, 'action de a € U,(sly) est ainsi
définie par

a(r] ® x9) = Zi(agi):vl) ® (ag)xg) pour x, € M,,
si Ala) =", agi) ® agi).

Remarque 1.1.4. — Bien que ce soit le cas pour les algébres envelop-
pantes classiques, le produit tensoriel de modules sur U,(sly) n’est pas
en général symétrique. En effet, I’application M @ N — N ® M définie
par m @ n — n @ m n’est pas U,(sly)-linéaire.

Remarque 1.1.5. — 1l existe en fait six choix distincts de co-produit
dans la littérature, a savoir

Ay @ e et 24t12xe, frofRtTV24Ht20f, t—t®t,

Ay @ e—e®l+tQe, f=fott+1af, t—t®t,
et A_, ainsi que les trois co-produits obtenus en remplacant a®b par b®a
dans les définitions de Ay, Ay, A_. Aucun des choix n’est canonique; ils
sont cependant presque équivalents (voir & ce propos la remarque 3.5.5).
Notre choix de A_ comme co-produit a pour avantage de bien se com-
porter avec les bases cristallines que nous allons introduire.

Proposition 1.1.6. — Soient My, M, M; trois U,(sly)-modules. Alors
Papplication (M, @ My) @ My — M; @ (My @ Ms) qui a (u ® v) @ w
associe u ® (v @ w) est un isomorphisme de U,(sly)-modules. Ainsi, le
produit tensoriel de U, (sly)-modules est associatif.

Ce résultat découle du
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Lemme 1.1.7. — Le co-produit vérifie (A®1)oA = (10 A)o A (égalité
en tant qu’applications de Uy(sly) dans U,(sly) @ U,(sly) @ U,(sly)).

Démonstration. — En effet, les éléments (A @ 1)Ae = (A®1)(e®t™ ! +
l1®e)=(e@t'+10e)@t '+ (1®1)@eet (1@A)Ae=(10A)(e®
' +1@e)=ex(t '@t ) +10 (e®@t™! +1®e) sont égaux. Les
égalités pour f et ¢t se démontrent de fagon analogue. O

Définissons un morphisme de K-algébres ¢: U,(sl) — K, appelé
co-unité, par e(t*') = 1 et e(e) = e(f) = 0. Le corps K est alors un
U,(sly)-module pour I'action a - 1 = £(a).

Proposition 1.1.8. — Si M est un U,(sly)-module, les applications
KoM-=M, 1Qur— u,
M K= M, u®1— u,

sont des isomorphismes de U,(sly)-modules.

C’est une conséquence du résultat immeédiat suivant :

Lemme 1.1.9. — Nous avons (e ® 1) o A = (1®¢e)o A =1 en tant
qu’endomorphismes de U,(sly).

Remarque 1.1.10. — Les applications A et £ munissent U, (sly) d’une

structure de co-gébre. En fait, ’algébre quantique U,(sly) est une algébre
de Hopf.

1.2. Entiers g-analogues

Les équivalents des entiers, factorielles et ccefficients binomiaux ap-
paraissent naturellement lors de I'étude du monde g¢-analogue. Les ¢-
entiers sont définis par [n] = (¢" — ¢ ")/(¢ — ¢') (n € Z), les g-

factorielles par [n]! = [1]---[n] (n € N) et les g-ceefficients binomiauz
ar || = B (0 < k < n). Notons que "1 est un polynome
PN T =Rt V= =" ey POLY

de Laurent en ¢ a ccefficients entiers.
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Remarque 1.2.1. — Certains auteurs prennent (¢" — 1)/(¢ — 1) pour

définition de [n]. Notre convention a pour avantage d’étre invariante par

q—q

Ces éléments satisfont la
Proposition 1.2.2. — (1) Deux éléments x et y dans une K-algébre

et tels que yxr = q*xy vérifient y’z® = ¢z’ ainsi que la formule du
bindéme g-analogue

- n — n— - N k(n—k), n—
(w4 =3 [k] Rty =D Mq R
k=0 k=0
(2) Pour tout = dans une K-algébre, nous avons
H:;é(]_ + ql—n+21/x):: (1 + ql—nx)(l + q3—nl.) . (1 + qn—lx)
nn
= k=0 {l{:] x*
pour n € N. En particulier
1.2.1 —1)kgmE | =
(12.) So-1ta ] <o
k=0
pour tout entier m tel que l/m| <n —1 et m =n—1mod 2.
(3) Pour tous entiers m, n, k, on a [n][m] + [k]ln +m+ k] = [n+
kl[m + k].

En remarquant que (1®e¢)(e®t™!) = ¢*(ext ) (1®e) et (fR1)(tRf) =
@t ® f)(f ®1), nous en déduisons le

Corollaire 1.2.3. — Le co-produit vérifie
n
k

Ale") = q
n

Z —k(n—k)ek ® en—kt—k’
k=0
A(f") = ];0

Les puissances divisées de e et f sont définies par e™ = e"/[n]! et
f™ = fn/[n]!, par convention de valeur 1 (resp. nulle) si 'entier n est
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zéro (resp. strictement négatif). Les formules du corollaire précédent se
réécrivent alors

(1.2.2) Ale) = 3" g M Re®) @ Rk,
k=0

(1.2.3) A(fM) = Y gk pnmhigk g b,
k=0

S 3R U S80S Ui 3

Notons {z} = (z —27')/(q¢ —¢7") et L (]!

En particulier {g"} = [n] et {q]: } - m

On utilise souvent la formule : pour z, y dans une algébre et a dans
son centre tels que ry = ayz, on a

f(x)y =yf(ax) et xf(y) = f(ay)x pour tout polynéme f.

n n+2mt
Par exemple {qk }e(m) = e(m){q I }

Proposition 1.2.4. — Nous avons
e(m)f(n) — Z f(n—k)e(m_k){qm—"t}
k>0 k
n—mt

(1.2.4) = > {q }f(n—k)e(m—k)

k>0 k

2k—m—n

k>0 k

Démonstration. — Effectuons une récurrence sur m. Pour m = 1, I’éga-

lite ef ™ = fWe 4 fFn=DIg1="¢} entraine

[+ 1ef™ = ef - f = (fe+ {t})f™
= f(fMe+ fO Vg + f{q "t}
= [+ 1" e+ O ([n]{q" "t} + {g7>"t})
= [+ 1" Ve+[n+ 1" {qg "},
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et la formule est vérifiée. Supposons-la vraie jusqu’au rang m. Alors ’opé-
rateur [m + 1]+ f(") = ¢ . (M) £(1) egt égal &

- . qm—nt
e 3 finhel k){ . }

k>0

_ Z (f(n—k)e + f(n—k—l){ql—n+kt})6(m—k) {qm];"t}

k>0

_ Z <f(n—k)€(m—k+1)[m ki 1]{qm];nt}

k>0
m—ny
(n—k—1) ,(m—k) 1—n+2m—kt q )
+f e q }{ K }

— f(n—k)e(m—k-‘rl)

k>0 m—n¢ m—ny
(i — b+ 1]{q . }+ 5k>1{q2—"+2m—kt}{i o })

Le résultat escompté découle de 1’égalité

m—n

t m—ny m—l—l—nt
[m—k+1]{q . }+5k21{q2_”+2m_kt}{?€_1} - [m—i—l]{q . }

O

Théoréme 1.2.5 (Poincaré-Birkhoff-Witt). — L’algébre U,(sly) vé-
rifie

Uylsk) = K[f]- Kle] - K[t t7'] = K[f] - K[t, 7] - K[e]
Klel -

Démonstration. — Vérifions par exemple que U,(sly) = K[f] - Kle] -
K][t,t7']. Notons V le second membre. Il est évident que V' C U,(sls).
Si nous prouvons que eV, fV, t£¥1V C V, alors U,(sl)V C V et V est
un U, (sly)-module, d’ott Uy(sl;) C V. Or il est clair que fV C V et
tHV C V; puisque ef™ = fMe + fO=DL¢1="¢} nous avons également
eV CV. O
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1.3. Modules de dimension finie sur U,(sly)

Supposons le corps K algébriquement clos et de caractéristique diffé-
rente de 2 (voir la remarque 1.4.9). Soit M un U,(slz)-module de di-
mension finie. Afin d’étudier M, utilisons la stratégie de E. Cartan :
décomposer selon 'action de t puis considérer des vecteurs de plus haut
poids (annulés par e).

Pour tout @ € K, notons M(a) = {u € M ; (t —a)"u = 0 pour n >
0} Pespace propre généralisé pour la valeur propre a. Le module M se
décompose alors en M = € e\ 10y M (@)

Lemme 1.3.1. — Les espaces propres généralisés vérifient eM{(a) C
M({q*a) et fM(a) C M{q 2a).

Démonstration. — L’égalité et = ¢~ %te implique e(t—a)" = (¢ *t—a)"e.
Donc pour tout u € M (a) nous avons pour n assez grand 0 = e(t—a)"u =
(g% — a)"eu, d’ou (t — ¢?a)"eu = 0, c’est-a-dire eu € M{q*a). O

Rappelons que ¢ est supposé non racine de 'unité. Donc les ¢" sont
distincts deux a deux.

Corollaire 1.3.2 (nilpotence locale de ¢ et [)
Tout vecteur u € M satisfait a €"u = f"u = 0 pour n assez grand.

Démonstration. — Le spectre S:={a; M(a) # 0} de t est fini, donc pour
tout a € S nous avons ¢"a ¢ S et M{q"a) = 0 pour n > 0. Il découle
du lemme précédent que tout u € M(a) vérifie ¢"u = 0 pour n > 0.
L’assertion pour f se démontre de méme. O

Supposons M # 0; il existe alors a € K \ {0} tel que M (a) # 0. Pour
u € M{(a) non nul, soit n le plus grand entier tel que e"u # 0. Posons
v = e"u; ce vecteur non nul vérifie ev = 0 et v € M{(¢*"a).

Définition 1.3.3. — Un vecteur u € M est de plus haut poids s’il existe
a € K\ {0} tel que u € M(a) et eu = 0.

Ainsi, tout U,(sl)-module non nul de dimension finie posséde un vec-
teur non nul de plus haut poids.
Rappelons que la caractéristique de K est supposée non égale a 2.
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Proposition 1.3.4. — Soit u € M{a) un vecteur non nul de plus haut
poids. Prenons un entier { tel que ffu # 0 et f*lu=0.

(1) L’élément a est égal a +q".

2) Le vecteur u vérifie tu = au.

(
(3) Les f™u (0 < n < ) forment une K-base de U,(sly)u, c’est-a-dire
U,(sly)u = Gafz:O K f™u; de plus ils vérifient

tf(n)u — :l:qE—an(n)u

(13.) FFu = [+ 10y,
efMuy =4[l —n+ ]f(” Dy

(4) Le module U,(sly)u est simple (ses seuls sous-modules sont 0 et
lui-méme).

Démonstration. — (1) L’élément ef“*Dy est nul et par ailleurs égal
a (f Ve + {¢"t} fO)u. Or eu = 0, d’ou {¢’t} fOu = 0. Ainsi ((¢°)% —
1)f®u = 0. Puisque f®“u € M(g~*a) est non nul, on obtient (¢~‘a)? =
1; au final @ = +¢".

t
(2) Nous avons 0 = el f(iHly = iilo{k}f(”l_k)e(”l_k)u, d’ou

t u = 0. Donc
{+1

(= D((g7 ') = 1) ((¢")* = Du=0.

Puisque a = +¢*, le produit (¢ — 1)((¢7'¢)* — 1) --- ((¢"~“4)* — 1) est
inversible sur M (a). Donc ((¢~*)*—1)u = 0, c’est-a-dire (t+a)(t—a)u =
0. La caractéristique de K n’étant pas 2, nous en déduisons tu = au.

(3) Les f™u € M{g ?a) (0 < n < () étant linéairement indé-
pendants, il nous suffit de démontrer (1.3.1). La premiére égalité dé-
coule de tf™My = g2 fMWty = +¢2" fMy, et la deuxiéme de ff() =
[n + 1]f*+Y. Enfin

efMu = (fMe+ frD{g' "t}
f( {ql—nt}u _ {ql—na}f(n—l)u
+[0 —n+1]f Dy



10 Chapitre 1. Représentations de Palgébre quantique Ug(sl2)

(4) Soit W un sous-module non nul de U,(sly)u. Puisque W est inva-
riant par t, il existe un entier k& < ¢ tel que f®u € W. Alors e®) f(*)q, =

t a
{k}u = {k}u appartient & W. Or ¢ n’est pas racine de unité, donc

{ﬁ%&&wu@V%W:%wﬁu
0

Définissons pour tout entier £ un espace vectoriel Vf = @2:0 K u,(f)i
de dimension ¢ + 1. On vérifie facilement que I’action

tu,(f)i _ ﬂ:qz_%u,(f)i,
(1.3.2) ful’* = k4 1ulls, pour 0 < k < £,

eu,(f)jE = £[{—k+ 1]u,(fzjf,
qui reproduit (1.3.1), lui confére une structure de U,(slz)-module. Ici
u,(f)i est nul & moins que 0 < k£ < /. Le vecteur u,(f)i est obtenu a partir
de u((f)i par application de I'opérateur ), c’est-a-dire

f(k)u(()é):t _ u}(f):i:'

Proposition 1.3.5. — L’espace V;= est un U,(sly)-module simple.
Démonstration. — Le vecteur u((f)i est de plus haut poids dans Vf, d’ou
le résultat d’aprés la proposition précédente. O
Proposition 1.3.6. — Tout U,(sly)-module simple de dimension finie
est isomorphe a l'un des V.
Démonstration. — Un tel module M admet un vecteur u de plus haut
poids, donc contient un des V,=. La simplicité de M implique alors M =
17 O
Théoréme 1.3.7. — Tout U,(slz)-module de dimension finie est une

somme directe de Vf.
Afin de démontrer ce résultat, nous avons besoin du

Lemme 1.3.8. — Soient M un U,(sly)-module de dimension finie et
a = +q¢" (n > 0). Alors les opérateurs " et f™ induisent des isomor-
phismes K -linéaires e™: M{a™1') == M{a) et f*: M{a) = M{a™").
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Démonstration. — Effectuons une récurrence sur dim(M). Le résultat
est clair par examen direct lorsque M = Vf. Supposons le module M # 0
quelconque. Il contient un sous-U,(sly)-module M’ simple. Posons M" =
M/M'. Dans le diagrame commutatif suivant

0 — M'(a) — M({a) — M"{a) —0

0—>M'{a!) —= M{a™") —= M"(a"!) —=0
les suites horizontales sont exactes et les premiére et troisiéme fléches
verticales sont des isomorphismes d’aprés I’hypothése de récurrence. La
seconde fleche verticale est un isomorphisme grace au lemme du serpent,
et ainsi f": M{a) == M{a~!). L’isomorphisme pour e¢" se démontre de
facon analogue. 0
Démonstration du théoréme 1.8.7. — Soit M un U,(slz)-module de di-
mension finie. Effectuons une récurrence sur dim(M). Le théoréme est

vrai si M = 0. Supposons donc M # 0 quelconque. Il contient un sous-
U,(sly)-module M’ tel que la suite

0— M M -5 M
soit exacte et M" simple. Ainsi M” ~ V= est engendré par un vecteur
u((f)i € M"{a) avec a = +q*. Soit alors u € M{a) tel que 1)(u) = u((f)i.
Le fait que et)(u) = 0 implique eu € MtiH. Or nous avons

Y

—(2+¢ ¢
Ml<j:q 2+ )> €2+€ M/<:|:q2+ >
eltt /
M'(+d¢")
donc il existe v’ € M'(a) tel que eu = eu'. Ainsi e(u — ') = 0 et

Y(u—u) = u((f)i. Le vecteur v = u — u' est de plus haut poids, et
U,(sly)v — M" est un isomorphisme d’aprés la proposition 1.3.4; d’ou
un isomorphisme M ~ M’ & Vf et la conclusion d’aprés I'hypothése de
récurrence. O

Par conséquent, un U,(sly)-module M de dimension finie s’écrit M =
M, @& M_, o My (resp. M_) est une somme directe de V," (resp. V,").
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1.4. Intégrabilité des U,(sly)-modules

Définition 1.4.1. — Un U,(sly)-module M est intégrable s’il est somme
directe de modules isomorphes aux V,".

D’apres le théoréme 1.3.7, le module M est intégrable si et seulement
si M =@, ., My, avec M,:={u € M ; tu = q"u}, et pour tout u € M la
dimension de U,(sly)u est finie. Le sous-espace M,, est appelé espace de
poids n.

Puisque V,” ~ V;" ® V7, tout U,(slz)-module M de dimension finie
sécrit M = M, @& (M_ ® V) avec M, intégrables, et 'on est donc
ramené a 1’é¢tude des modules intégrables. Désormais, nous noterons Vj
le module V,* et u,(f) ses générateurs u,(f)+ définis en (1.3.2).

Donnons un critére d’intégrabilité pour les U, (sly)-modules.

Lemme 1.4.2. — Soit M un U,(sly)-module de décomposition en es-
paces de poids M = &, M,,. Si pour tout u € M il existe un entier m > 0
tel que e™u = f™u =0, alors M est intégrable.

Démonstration. — 1l est suffisant de prouver que U,(sly)u est de dimen-
sion finie pour tout © € M. Or le vecteur

k

(m+k) p(k),, _ G k) (k)
e ¥ u Z{ , }f e u

v=0

est nul, donc le module

U,(slh)u = ZKe(j)f(k)u
0<j, k

=Y Ky

0<j, 0<k<m
— Z KeW fk)y
0<j<m+k, 0<k<m
est de dimension finie. O
Pour tout module intégrable M de dimension finie, le caractére de M
est x(M)(z) = 3,cp dim(M,)2" € Z[z,z7']. Ce polynome de Laurent
vérifie Y(M)(z) = x(M)(z7!) d’aprés 'isomorphisme f": M, = M_,,.



1.4 Intégrabilité des Ugy(sl2)-modules 13
Onax(V)(z) =2/ +272 4+ 4270 = (2 — 2=D) /(2 — 271). Les
x(V%) sont donc linéairement indépendants.

Proposition 1.4.3. — Soient M, M’ deuz U,(slz)-modules intégrables.
(1) Si x(M) = x(M'), alors M et M" sont isomorphes.
(2) Le caractére de M & M’ vérifie x(M @ M') = x(M) - x(M").

Démonstration. — Le premier point est immeédiat. Le second provient
du fait que (M @ M'),, = @, Mm @ M. O

Corollaire 1.4.4 (Clebsch-Gordan). — Nous avons

min(¢,¢")
(1.4.1) VieVe ~ Vi ~ @ Vipo—a;.
[0 |<i< 40/
i=f-+¢' mod 2
Démonstration. — Ceci découle de 1’égalité des caractéres des modules
en question. [

Pour tout U,(sl;)-module M, I'application Homy, (s1,)(Ve, M) ® V; —
M définie par ¢ ® v — @(v) est U,(sly)-linéaire.

Proposition 1.4.5. — Pour tout U,(sly)-module intégrable M, appli-
cation

(1.4.2) @ Homy, (s1,)(Ve, M) @ Vy — M
¢

est un isomorphisme de U,(slz)-modules.

Démonstration. — Si M est une somme directe &;M; de U, (sly)-modules
M; et si la formule (1.4.2) est vraie pour tout M;, alors elle est vraie pour
M ; nous pouvons donc uniquement considérer le cas M = Vj,. Le lemme
de Schur implique Homy, (s1,) (V2, Vi) = K si € = £y et {0} sinon, d’otl
P, Homy, (s1,) (Ve, M) @ Vy = K ®@ Vg = Vg = M. O

Remarque 1.4.6. — L’ espace vectoriel Homy, (s,)(Vi, M) est isomorphe

par 'application ¢ — go(uo ) & Pespace des u € M, tels que eu = 0. C’est,
une conséquence immédiate de la proposition 1.3.4.
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D’apreés la proposition 1.4.5, nous avons un isomorphisme V, ® V,, ~
D, £, @V, ot B, = Homy,(s,)(Vp, Ve ® V;,) est de dimension 0 ou 1
d’aprés le corollaire 1.4.4. Les Ef, ., sont appelés cefficients de Racah ou
symboles 6-j.

Considérons trois U, (sly)-modules V;, V;,, V,, et calculons leur produit
tensoriel de deux facons différentes. D’une part

VieVm) eV~ (P E, oV,) V.~ (B, ® Ef,) @V
P Dk
D’autre part
V@ (Vme Vo) =Vio (PE,,eV.) ~ (B, ©E,,) @V
r rk

D’ot un isomorphisme canonique

(1.4.3) @ E},® E;;n o, @ EZT ® E,,, pour tous ¢, m, n, k.
p r

On a aussi des isomorphismes canoniques
n ~ LM~
EO,n — E’I’L,O — K.

Remarque 1.4.7. — En examinant le cas { = m = n = k = 1, nous
constatons que l'isomorphisme (1.4.3) dépend de q. Vérifions que 1’appli-
cation induite par (1.4.3) de EY, ® Ej, = E} | dans Bj,® EY, = EY,
est donnée par la multiplication par —1/(¢ + ¢7').

Le corollaire 1.4.4 implique V; ® V; ~ V5, ®V,. Notons # I'isomorphisme
(VieVi) eV % Vi® (Vi ®V1). Tout d’abord (Vi@ Vi) @V, ~ (Va® V) ®

Vlg(1/‘2@9\/'1)@(VO®V1)<i>VO®V12Vl;pau"z;xilleursV1<X>(V1<X>V1)2

Vie(Vaa V)~ (VieV)e (VielW) L%@%:VL Soit ¢: V; —
Vi la composition V; = (Vi @ V1) @ LN 1® (Vi W) ¥, V.
D’apreés le lemme de Schur, ce morphisme ( est la multiplication par une
constante a € K, que nous allons maintenant déterminer. Rappelons que
Vi = (ug, u1) avec tug = quo, tu; = q ‘uy, uy = fug, ug = eu;. Puisque
le vecteur ug ® ug € Vi ® V] est de plus haut poids, (c’est-a-dire annulé
par ¢e), le produit tensoriel V; ® V; contient le module

(o ® g, f(uo @ up) = w ®Uo+quo®ulaf(2)(uo®uo) =u ®@up) =~ Va.
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Le vecteur w = ug ® u1 — qui ® ug € V4 ® V4 est de plus haut poids nul.
Donc Vi ® V; contient un sous-module Kw isomorphe & V5. On a ainsi
construit un isomorphisme V5, & V) ~ V; ® V;. Considérons I'image de ug
par ( =1 o# o p afin de calculer a. Tout d’abord

o(ug) = w @ up = (U ® U1 — qui ® up) ® U

est envoyé par 6 sur le vecteur o p(ug) = 1o ® (43 @ug) — qui ® (U @ ug).
Or

uy ®@up = (— (U @y — qui @ ug) + ¢ (g @ g+ quo ®u1)) /(g +q7"),

donc la composante de u; ® ug selon w est —1/(q+¢™"), et ¥(uy® (u; @
ug)) = —1/(q+ q~*)ug. Par contre, la composante de 1y ® ug selon w est
nulle et ¥(u; @ (ug ® ug)) = 0. D’ot finalement (ug) = —1/(q + ¢ ')ug
et a=—1/(q+q7").

On a vu précédemment que la catégorie des U, (sly)-modules intégrables
est équivalente a celle des U(sly)-modules de dimension finie. L’observa-
tion ci-dessus souligne cependant qu’elles ne sont pas équivalentes en tant
que catégories tensorielles.

Remarque 1.4.8. — Nous avons démontré que V; ® V; se décompose
en composantes simples sous la forme

V1 ®@ Vi~ (ug ® ug, u1 @ ug + quo @ ug, ug @ ug) O (ug @ uy — qui ® ug).

Pour ¢ — 0, cette expression se simplifie en V; ® V| ~ (ug ® ug, u1 ®
U, U1 @ u1) O (ug ® up). Représentons le produit tensoriel dans V; @ V;
par le diagramme

‘ Uo Uy

Ug | © —> 0

|

U1 (¢] o
dans lequel la non-symétrie du produit tensoriel est apparente. La théorie
des bases cristallines permet de généraliser cette construction.

Remarque 1.4.9. — Dans cette section, on a supposé que K est algé-
briquement clos. Mais la plupart des résultats, notamment la proposi-
tion 1.3.6 et le théoréme 1.3.7, sont encore vrais sous la seule hypothése
de caractéristique différente de 2.
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C’est en effet une conséquence des résultats correspondants pour K @
U,(sly), ot K est une cloture algébrique de K.

Remarque 1.4.10. — Quand ¢ est une racine de I'unité, la théorie des
représentations de dimension finie de U, (sly) est complétement différente.
Par exemple, il existe des représentations non complétement réductibles.

Ezercice 1.1. — Vérifiez que (1.3.2) munit I'espace vectoriel V= d'une
structure de U,(sly)-module.



CHAPITRE 2

BASES CRISTALLINES DES
U,(sl;)-MODULES

Dans ce chapitre, nous allons introduire dans le cas U, (sly) 'objet prin-
cipal de cet ouvrage, a savoir les bases cristallines. En formalisant leurs
propriétés, nous définirons les cristaux. Nous constaterons en particulier
que ces deux objets se comportent bien vis-a-vis du produit tensoriel.

2.1. Bases locales en ¢ =0

Considérons le corps K = k(q), ol k est un corps et ¢ est une indétermi-
née. Le sous-anneau A = {f € K ; f réguliére en ¢ = 0} de K est local,
d’unique idéal maximal ¢A. L’application A — k définie par f — f(0)
induit un isomorphisme A/qA == k. De plus K = |J,,.,¢ " A. L’anneau
A est un anneau de valuation discréte ; en particulier tout sous-A-module
d’'un A-module libre est un A-module libre.

Soit V un K-espace vectoriel.

Définition 2.1.1. — Une base locale en ¢ = 0 de V' est une paire (L, B)
oll L est un sous-A-module libre de V' tel que K ® 4 L =V et B est une
base du k-espace vectoriel L/qL.

Remarque 2.1.2. — Pour toute base {u;};,c; de V, le couple (L, B)
avec L = ) . Au; et B = {u; mod qL};c; est une base locale de V.
Réciproquement, toute base locale (L, B) de V est obtenue de la sorte.
En fait, soit {u;};c; une base de L. On peut écrire b = ), a5 ;u; mod gL
et u; = Y, cipb mod gL avec ay;, ¢;p € k. Alors (ay;) et (c;p) sont des
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matrices inverses I'une de autre. Donc v,:= ), ap;u; est une base de L
et b=wv, mod gL.

Remarque 2.1.3. — Soient deux bases {u;}icr et {v;};e; de V. Alors
v; = Y .a;u; avec aj; € K. Elles sont égales en tant que bases locales
si et seulement si a;; € A et s'il existe une bijection ¢: J == I telle que

a;i(0) = 0y(j).i-

Remarque 2.1.4. — (1) Soit {V;};c; une famille de K-espaces vec-
toriels munis de bases locales (L;, B;). La somme directe (B, V; admet
pour base locale (D, L;, Ll; B;)- Elle est notée €P;(L;, B;).

(2) Soient V; et V5 deux espaces vectoriels sur K munis de bases locales
(L1, By) et (Lg, By). Le produit tensoriel V; @V, admet (L1 ®4 Lo, Bi® Bs)
pour base locale. Ici

B ® B, ::{bl Rby; by € By et by € Bg}
C (Li/qLy) @ (La/qLla) ~ (L1 ®a La)/q(L1 ®a La).

Cette base locale est notée (L1, By) ® (Lg, By).

2.2. Bases cristallines

Dés maintenant et jusqu’a la fin de ce livre on suppose que K = k(q),
ou k est un corps de caractéristique nulle et q est une indéterminée.

Revenons aux U,(sly)-modules intégrables. Le module simple V;, de
base {Ul(/z)}()gugg, admet pour base locale le couple

(L(Ve), BOV2)) = (3 Aul), {uf? mod gL(V;)}).

Définition 2.2.1. — Soient M un U,(sly)-module intégrable et (L, B)
une base locale en ¢ = 0 de M. Elle est dite base cristalline s’il existe un
isomorphisme M = @V, par lequel les bases locales (L, B) de M et

D, (L(Ve,),B(V,,)) de €D, Vi, soient en bijection.

Cette définition est peu maniable ; cherchons une autre caractérisation
des bases cristallines.
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Lemme 2.2.2. — Soient M un U,(sly)-module intégrable et u € M, un
élément de poids n € 7. Alors u s’écrit de maniére unique sous la forme

(2.2.1) u= Z ™o avec v, € M, om tel que ev,, = 0.

m>0,—n

Démonstration. — On se raméne au cas M = V,, dans lequel le lemme
est évident. O
Remarque 2.2.3. — Lorsque m < —n, on a m > n + 2m et ainsi
fma,, = 0.

Définition 2.2.4. — Définissons deux endomorphismes &, f de M par

eu = ZmZL—n f(m_l)'Um = Zm207_n_1 f(m)vm—}—l s
(2.2.2) fu = ZmZO,—n flmthy, = ZmZO,—n+1 flmty,

= Zle,—n+2 F™ 0y

pour tout u € M,,. Ici v, est donné par (2.2.1).

Cette construction est en fait fonctorielle : tout morphisme U,(sl;)-
linéaire M — M’ commute avec € et f Par ailleurs, dans le cas de
M = V; nous avons éul) = u!” | = [0 — v+ 1] eu” et ful? = uf), =
v+ 17 fuld).

L’image et le noyau de é (resp. f) sont égaux & ceux de e (resp. f).
Notons que ¢ et f sont deux opérateurs localement nilpotents.

Théoréme 2.2.5. — Soit (L, B) une base locale en ¢ =0 d’un U,(sly)-
module intégrable M. Alors (L, B) est une base cristalline si et seulement
st elle vérifie les conditions suivantes :

(1) Soient L, = LN M, et B, = BN (L,/qL,). Alors L =&, L, et
B =], By.

(2) Nous avons éL C L et fL C L (et ainsi é, f induisent des endo-
morphismes de L/qL, désignés par les méme symboles).

(3) Nous avons éB C BLU{0} et fB C BLI{0}.

(4) Soient b, V' € B ; alors V/ = éb si et seulement si fb/ = b.

Remarque 2.2.6. — Remarquons que les conditions (3) et (4) impli-
quent pour tout entier positif n les conditions
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(3),, Nous avons é"B C BLI{0} et f"B C BU{0}. )
(4),, Soient b, i/ € Bj; alors b’ = €"b si et seulement si "0’ = b.

Les conditions du théoréme sont clairement nécessaires. Par contre,
démontrer leur suffisance est délicat et nécessite plusieurs étapes.

Notons B" I’ensemble des éléments de plus haut poids de la base cris-
talline B, c’est-a-dire B":={b € B; éb = 0}.
Posons de fagon similaire

M" = {u € M;eu = 0}.

L’espace M" se décompose en espaces de poids

M" = P M)

n>0

Alors M} ~ Homy, (st,)(Vin, M) et

P Mo v, =M

n>0

Lemme 2.2.7. — Supposons réunies les conditions du théoreme 2.2.5.
Soit u = ZmZO,—n ™o, avec vy, € Mfl‘”m. Siu € L,, alors v, € L et
f®v,, € L pour tout k.

Démonstration. — Puisque u = Z_n70<m<r f(m)vm pour un 7, effectuons
une récurrence sur r. Pour r = 0, le résultat est clair. Supposons donc le
lemme vrai jusqu’au rang r — 1. L’élément eu =3 ., fm=bYy,, =
E_n_w cmer1t (M a1 est dans L. L’hypothése de récurrence implique
que v, c L_pour tout m > 0. Les vecteurs f(™uy,, = fmvm sont dans L,
dottu—vy =73, f™u,, € Let vy € L. O

Lemme 2.2.8. — (1) Les éléments de plus haut poids B" de la base
cristalline vérifient B" C (M"N L)/(M" nqL) C L/qL.

(2) Sibe B=B"NB,, alorsn > 0; de plus f*b € B pour 0 < k < n
et fth = 0.

(3) La base B est partitionnée en B= || {f*b; 0 <k <n}.
n>0,be B
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Démonstration. — (1) Soit b € B. Prenons un représentant u € L,
de b. Ecrivons v = Y ., _, f™,, avec v, € M, Puisque éb = 0,
le vecteur éu =Yy ., fm=Dy, . appartient & ¢L. Ainsi v,, € ¢L pour

m > 1 d’aprés le lemme précédent, d’ou b = vy mod ¢L.

(2) L’inégalité n > 0 découle de (1). Prenons u € M" N L tel que
b = u mod ¢gL. Alors f"b = fMy et é"f"b = u, donc é"f”b = b. Par
conséquent fkb % 0 pour 0 < k < n, d’ou fkb appartient a B d’aprés
(3)g. Enfin frt1p = frtly = 0.

(3) Puisque ’endomorphisme ¢ est localement nilpotent, il existe pour
tout b € B un entier n tel que ¢"b = 0. Donc nous pouvons trouver
n > 0 vérifiant é"b # 0 et é"™'b = 0. D’apreés (3),, le vecteur b’ = é"b
appartient & B et ainsi & B"; finalement b = "% d’aprés (4),.

Il nous reste & démontrer que si b, ¥’ € B" sont tels que f*b = f¥¥ € B,
alors b = V' et k = k’. Mais ceci est évident d’aprés les hypothéses du
théoréme 2.2.5.

U

Lemme 2.2.9. — Le couple (M" N L, B") est une base locale de M".

Démonstration. — Puisqu’un sous-A-module d’un A-module libre est
libre, le sous-A-module L":=M"NL de M" est libre; il vérifie par ailleurs
M" = K - L*. Donc il est suffisant de vérifier que B” est une base de ’es-
pace vectoriel L"/qL" sur k. Or nous savons déja que B" est contenu
dans L"/qL". Tl nous suffit ainsi de démontrer que B" engendre L"/qL".
Remarquons que tout x € L"/qL" satisfait & éx = 0. Donc si 'on écrit
r =) ,cpcbavec ¢, € k, alors 0 = ), _pcéb = Zéb?éo cpeb. Les élé-
ments de B sont tous distincts, ainsi {éb},cp\ pr est libre. La constante
¢y est alors nulle si éb # 0 et z s’exprime sous forme d’une combinaison
linéaire d’éléments de B”". 0

Démonstration du théoréme 2.2.5. — La conjonction du lemme 2.2.9 et
de la remarque 2.1.2 nous assure de 'existence d’une base {u}ycpn de
M"N L telle que b = u, mod gL. Le poids de b est 'entier n = wt(b) tel
que b € By, ; ainsi uy € Lyyp)- Puisque les u;, sont des vecteurs de plus haut
poids, ’application u(()Wt(b)) — uyp, s’étend en un morphisme de U,(sly)-
modules Vi) < M ; cette injection vérifie L(Viip)) — L. Nous en
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déduisons un isomorphisme ¢ : M’' =5 M, en notant M’ = @, zn Vierv)-
Nous identifierons M et M’ par .

Posons (L', B') = @ycpn(L(Virw)), B(Varw)))- Alors le lemme 2.2.7
implique L = Y. fM™(M" N L), dott L' = L. Le fait que les bases
cristallines B’ et B soient égales est une conséquence du lemme 2.2.8 (3).

U

Remarque 2.2.10. — La condition (4) du théoréme 2.2.5 est néces-
saire. Prenons par exemple M = Vo &V, L = <u(()2),u§2),u§2)) 0 (u(()o))
et B = {u(()z), u§2), uf), u(()o) + u§2)}. Alors (L, B) est une base locale de V'

satisfaisant & toutes les conditions du théoréme 2.2.5, exceptée (4).

Considérons B comme un graphe orienté avec b — V' si ¥/ = fb. Le
lemme 2.2.8 (3) implique que B est une réunion disjointe de ses compo-
santes connexes

appelées chaines (par analogie avec la théorie des algébres de Lie). Rap-
pelons que le poids de b € B est Uentier n = wt(b) tel que b € B,.
Notons £(b) = max{n € N; &b # 0} et p(b) = max{n € N; f"b # 0}.
Ces entiers correspondent a

(223) O—> ¢e+ve —> 0 —> «+++ —>0
622) w(b)

La longueur de la chaine contenant b est 'entier £(b) + ¢(b).

Lemme 2.2.11. — Le poids wt et les fonctions €, ¢ sont reliés par
©(b) — e(b) = wt(b) pour tout b € B.

Démonstration. — Ramenons-nous au cas M =V, = (u,; 0 < v < /)
avec u, = u\). Alors B = {u,; 0 < v < (} et wt(u,) = ¢ —2v. Or la
chaine est de longueur ¢, donc e(u,) = v et p(u,) = — v.

Qg)¥—>'.'—;18,—>.”—31g
V:;(ru,,) Z—V:Tp(uy)
Dou p(u,) —e(u,) = (0 —v) —v ="0—2v =wt(u,). O

Le lemme ci-dessous nous sera utile dans la suite.
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Lemme 2.2.12. — Soit (L, B) une base cristalline d’un U,(sly)-module
intégrable M. Pour tout n € N, posons B(n) = {b € B; ¢(b) > n}. Alors
B(n) C (f"MNL)/(f"MNqL) et (f"M N L,B(n)) est une base locale
de f"M.

Démonstration. — On se raméne au cas M = V,, dans lequel ’assertion
est évidente. O

Corollaire 2.2.13. — Soit M un U,(sly)-module intégrable de dimen-
sion finie muni d’une base cristalline (L, B). Pour n € N, les dimensions
des tmages et noyaux des opérateurs e’ et f" sont reliées par

dim(e"M) = dim(f"M) =t{b€ B; e(b) > n} =8{b € B; ¢(b) > n},
dim Ker(e": M — M) = dim Ker(f™": M — M)
=t{be B;e(b) <n} =t{be B; ¢(b) <n}.

Théoréme 2.2.14. — Soit (L,,B,) une base cristalline d’un U,(sly)-
module intégrable M, (v =1, 2). Alors la base locale (Ly, By) ® (Lg, By)
de My ® My est une base cristalline de My, @ M,.

Ce résultat sera repris et étendu dans le théoréme 2.3.5.

Le diagramme (2.1) illustre le produit tensoriel de deux U, (sl3)-modu-
les simples (ici V3 ® V3).

f opére sur le premier facteur

by w(b1)=¢(b2)

/

b f opére sur le second facteur

/

FIGURE 2.1. Produit tensoriel de V3 et Vo pour g = slo

2.3. Cristaux sur sl

La notion de cristal provient de la formalisation de ’aspect combina-
toire des bases cristallines.
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Définition 2.3.1. — Un cristal sur sly est un ensemble B muni d’une
application poids wt: B — Z, d’applications ¢, p: B — 7Z et de deux
applications &, f: B {0} — B U {0} (ou 0 est un élément fantome)
vérifiant :

(2.3.1) wt(b) = p(b) —(b) pour tout b € B,
(2.3.2) &0 = f0=0,
p(eb) = p(b) +1
(2.3.3) g(eb) =e(b) — 1 sib, éb e B,
wt(éb) = wt(b) + 2
o(fb) = p(b) — 1

(2.3.4) e(fb) = e(b) +1 si b, fbe B,
wt(fb) = wt(b) — 2

(2.3.5) b = eb' si et seulement si fb = V', pour tous b, b’ € B.

Par exemple, une base cristalline est un cristal.

Pour des cristaux By, By, un morphisme de cristaux 1. By — By est
une application ¢: B; — By telle que (voir la remarque 4.2.1) :

(1) Pour tout b € By, on a wt(¢(b)) = wt(b), e((b)) = £(b) et
(¥ (b)) = p(b).

(2) Pour tous b, ' € By, si ¥ = fb alors (V') = fib(b).

Il est facile de vérifier que les cristaux forment une catégorie.

Nous avons déja affirmé que le produit tensoriel de bases cristallines

est une base cristalline. En fait, sa structure de cristal est obtenue comme
suit.

Définition 2.3.2. — Soient By, By deux cristaux. Leur produit tenso-
riel est ’ensemble By ® By = {b1 ®bs ; by € By, by € By} ~ By X By muni
d’une structure de cristal par :
Wt(bl X bg) = Wt(bl) + Wt(bg),
8(b1 (029 bg) = max(e(bl), €(b2) - Wt(b1>),
oy ®by) = max(ap(bl) + wt(ba), 90(52)),
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. _ [ (@) @by sip(br) = e(ba),
éhr@by) = {m®@@ si p(by) < e(by),
z _ (for) @by sip(by) > e(ba),
fbr®b) = { b ® (fbo) i lby) < e(b),

0 = 0®b2:bl®0.
La vérification du fait que B; ® B, est bien un cristal est aisée.

Proposition 2.3.3. — Soient trois cristaux By, By, Bs. L’application
(Bl & Bg) & Bg e Bl (024 (Bg & Bg), (bl X bg) X bg — bl & (bg X bg),

est un isomorphisme de cristauz.

Démonstration. — La bijectivité de ’application est claire. Vérifions que
c’est un isomorphisme de cristaux. Pour b, € B, (v = 1, 2, 3), les deux
expressions

mm®@®@)
= max(e(b; ® bg) (bg) wt(by ® bs))
:mm@a )—m@»d@—m@pwmm
= max (g(by), —wt(by), (bs) — wt(by) — wt(by))
et
e(by @ (by ® b)) = max(e(by),e(bo @ bg) — wt(by))
:nnm(dbg,nmx@ab%g@@-wu@g)—“m@g)

sont égales.
On a d’une part

&((b1 @ by) @ bs)
o ( b1 ® bg ) ® bg Si QO(bl ® bg) Z €(b3),
(bl ® bg) &® 6b3 si gp(bl ® bg) < E(bg),

((&b1) @ by) @by si (b)) +wt(ba) > @(b2), £(bs),
=< (b @ (b)) @by si p(by) +wt(ba) < p(ba) > (bs),
(bl ® bg) &® €b3 si gO(bl) + Wt(bg), gO(bg) < E(bg).
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D’autre part

é(bl ® (b ® bg))
o (ébl) (029 (bg X bg) si (p(bl) Z €(b2 X bg),
| b @ éE(by @ bs) si p(b1) < e(by ® b3),

(ébl) (029 (bg X bg) si (p(b1> Z €(b2), €(b3) - Wt(bg),
bl (29 ((ébg) (29 bg) si gO(bl) < E(bg) Z E(bg) — Wt(bg),
bl &® (bg X ébg) si (p(bl),é(bQ) < €(b3) - Wt(bg)

Donc l'application (B; ® By) ® B3 — B; ® (By ® Bs) commute a é. La
vérification des autres axiomes des morphismes de cristaux est similaire.
U

Corollaire 2.3.4. — Le produit tensoriel Bi R Bo®- - -® B, de cristaux
est bien défini et est associatif.

Des formules existent pour le calcul de wt, ¢, ¢, € et f dans le cas du
produit tensoriel de cristaux. Pour b = b ® - - - ® b,,,, nous avons d’une
part

(2.3.6) wt(b) = i wt(by),

(2.3.7) e(b) = max{e(by) — > wi(b,); 1 <k <m},
(2.3.8) p(b) = max{p(by) + Y wt(b,); 1<k <m},

b = R - ®(Eb,) R by,

(2.3.9) N )
foo= b ® - (fbr,) @ @by,

ol k. (resp. ks) est le plus petit (resp. grand) entier & tel que

2(b) = cb) = Y wilb) (= 00) =wb)+ D wilby)).

1<pu<k k<p<m
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D’autre part nous avons

(2.3.10) &" (b, ® by)

(énbl) & bg si gO(bl) Z 3
={ anel)teti)p, g gb)=2 00, sie(by) >
n

by ® &by si e(bg) —

(2.3.11) f™(b, ® by)

(fnbl) X bg si QO(bl) 2 E(bg) + n,
— J&p(b1)—€(b2)bl ® fn—ap(bl)+€(b2)b2 si €(b2) +n> SO(b1> > €(b2)’
by @ f"by si e(by) > o(by).

Ces formules se démontrent par récurrence.

La premiére partie du théoréme suivant est une relecture du théo-
réeme 2.2.14. Sa démonstration utilise les formules

(2.3.12) [n] € ¢*7"(1+¢A) pour n >0,
(2.3.13) {Z] € ¢ "=k (14 qA) pourn >k > 0.

Théoréme 2.3.5. — Soit (L,, B,) une base cristalline d’un U,(sly)-mo-
dule intégrable M, (v =1, 2). Alors la base locale (L1, B1) ® (La, By) de
M; ® M, est une base cristalline de My ® My ; de plus la structure de
cristal sur By ® By induite par My ® My est égale au produit tensoriel
des cristaur B, et Bs.

Démonstration. — Ramenons-nous & M, = V,. Effectuons une récur-
rence sur /. Le cas ¢ = 0 est évident.

Supposons ¢ = 1. On peut se ramener au cas M; = V,. L’assertion étant
triviale pour a = 0, supposons a > 1. Alors on a M; = (ug,...,u,) et
My = {vg,v1), avec u, = u'® et v, = ulV. De plus L, = (g, .. ., Uq)
et Ly = (vg,v1). Notons L = L1 ® Ly = an A(u, ® vy,). On a la
décomposition

M, @ My ~ V1 @ Vo,
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(1) Traitons d’abord la composante V.. Le vecteur ug ® vy est de
plus haut poids a + 1. D’aprés la formule (1.2.3), nous avons

FPug@ve) = (f™uo) ®vo+ ¢ " V(" Vtug) ® (fuo)

a—n—l—lun_l ® "

= U, ®vg+ q
puisque f®v, = 0. Donc

n ®vg mod gL lorsque n < a,
2.3.14 (n) ="
(2.3.14) 7 (o @ vo) {ua@)vlmoqu lorsque n =a + 1,
et Vo1 = (fM(ug®@vy); 0<n < a+1).
(2) Maintenant, cherchons un élément de plus haut poids de V,_;. Le
vecteur w = ug ® v; — iul ® vy vérifie ew = 0. D’aprés (2.3.12), il est
a

égal & up ® vy modulo ¢L. Les autres vecteurs de V,,_; sont obtenus par
action de f™ sur w. Puisque fv; = 0 et f@y, = 0, le vecteur f™Mw
s’exprime sous la forme

FPw = (") @ vy — %((f(n)ul) ®vo+q V(D) © (fvo)).

Mais f™uy = f™ fug = [n+ 1] f" g = [n+ upq, dod

Py = wu, Qv — i([n + Nttps1 ® vo + ¢* 2" nju, @ v;)

o= b o+ 1]
al — n n
- #u" G QTU"“ o
Par ailleurs [a] — ¢*™"[n] = (¢" = ¢~* = ¢""(¢" —q¢") /(¢ —q7") =
(¢ = q¢")/(q—q¢ ') = ¢ "[a — n], ce qui entraine
— 1
fMw :q_n[a n]un®1}1 — aln + ]Un+1®vo

(2.3.15) la] [a]

e = u, ® vy mod gL pour n < a,

=0 pour n > a.

Notons L' = @%*T5 Af™ (ug @ vo) ® @) Af™w et B' = {f(up®
v0);0 < n < a+1YU{fMw;0 <n < a-1} C L'/qL'. Alors
(L', B') est une base cristalline de V, ® V;. On a L' C L et l'applica-
tion L' /qL' — L/qL est surjective. Le lemme de Nakayama nous assure
de la surjectivité de L' — L, d’ou finalement L' = L. De plus (2.3.14)
et (2.3.15) entrainent B’ = B; ® B,. La base locale (L, By) ® (L, Bs)
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est donc une base cristalline de M; ® M; lorsque M, =V, et My = V;.
Il est facile de voir que la structure de cristal sur B; ® B, induite par
My, ® M, est égale au produit tensoriel des cristaux B et B,.

Nous avons donc établi le théoréme dans le cas My = V, avec £ < 1.
Démontrons le théoréme lorsque My = V; avec £ > 1 par récurrence sur
(. L’isomorphisme de U, (slz)-modules V,_1 @V} ~ V;®V;_5 induit d’apres
le premier cas un isomorphisme de bases cristallines

(L(Veer), B(Ve-1)) @ (L(V1), B(VA))
=~ (L(V2), B(Ve)) @ (L(Vi-z), B(Vi2))-

et un isomorphisme de cristaux B(V,_1) ® B(V}) ~ B(V;) U B(V,_2).
Calculons M; ® V,_1 ® V; de deux fagons. Le produit tensoriel

(L1, By) ® (L(Vi-1), B(Vi-1))) ® (L(V1), B(V4))

est par hypothése de récurrence une base cristalline de (M; ® V,_1) ® V4,
et (Bi®B(V,_1))® B(V}) a une structure de cristal induite par le produit
tensoriel des cristaux By, B(V;_1) et B(V}). Par conséquent

(le Bl) ® ((L(w—l)v B(Vf—l)> ® (L(‘/1>7 B(‘/i)))

est une base cristalline de M; ® (V,_; @ V4). Or Vo1 @ Vi >~ V, @ Vo,
donc (M; ® V) @ (M; ® V,_5) admet pour base cristalline

(L1, B) @ (L(Ve), BA)) & (L1, B) © (L(Vi-a), B(Vi-2)))-

Le lemme ci-dessous nous permet enfin d’affirmer que le produit tensoriel
(L1, By) @ (L(Vy), B(V;)) est une base cristalline de M; ® V. Il est facile
de voir que les deux structure de cristal sur B; ® B(V;), a savoir celle
induite comme base cristalline de M; ® V, et celle du produit tensoriel
de cristaux, coincident. O

Lemme 2.3.6. — Soit (L,, B,) une base locale en ¢ = 0 d’un U,(sly)-
module intégrable M, (v = 1, 2). Si (L1, B1) @ (Lo, Bs) est une base
cristalline de M; ® Ms, alors (L,, B,) est une base cristalline de M,
(v=1, 2).

Démonstration. — Immédiate d’aprés le théoréme 2.2.5. O
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Maintenant, généralisons la théorie des bases cristallines aux modules
sur 1’algeébre enveloppante quantique d’une algeébre de Kac-Moody symé-
trisable g.

Ezxercice 2.1. — Soit f: V — V’ un morphisme de K-espaces vecto-
riels. Soient (L, B) et (L', B") des bases locales en ¢ = 0 de V et V'
respectivement. Supposons que f(L) C L’ et que ’'homomorphisme in-
duit L/qL — L'/qL’ se restreigne en une bijection B — B'.

(1) Démontrez que f est un monomorphisme.

(2) Démontrez que (L, B) est isomorphe a (L', B') si V' est de dimen-
sion finie.

(3) Démontrez que (L, B) est isomorphe & (L', B') si f: V — V' est
un isomorphisme. (Indication : vérifiez que L' Ng™"f(L) C L' Ng'="f(L)
pour n > 0.)

(4) Donnez un exemple lorsque f n’est pas un isomorphisme.
Ezercice 2.2. — Démontrez 'assertion de la remarque 2.1.3.

Ezercice 2.3. — Vérifiez les formules (2.3.6)—(2.3.11).



CHAPITRE 3

L’ALGEBRE ENVELOPPANTE
QUANTIQUE U,(g)

L’objet de ce chapitre est 1’étude des modules sur 1’algébre envelop-
pante quantique U,(g), généralisation de l’algébre U, (sl;) définie au pre-
mier chapitre. Nous effectuerons entre autres la décomposition des U, (g)-
modules en modules simples V().

3.1. Définition de U,(g)

Soient P un Z-module libre, appelé treillis des poids, et I un en-
semble fini indexant un sous-ensemble d’éléments «; de P, appelés ra-
cines simples. Pour tout ¢ € I, soit oy = h; € P*:=Homgy(P,Z), appelé
co-racine simple. Soit enfin une forme bilinéaire symétrique (-, - ): P X
P — Q telle que

(ay, ;) € 2N\ {0} pour tout i € I,
(aj, ;) <0 pour tout i # j,
2 v

(i, 3) = 2

(v, o)

pour tout \ € P.

Par conséquent (h;, a;) et (o, ;) sont des entiers négatifs lorsque i # j
et (h;, ;) = 2. Appelons enfin Q = ). Za le treillis des racines. On pose
Q+ = ZzNal et Q_ = —Q+.

Soient k un corps de caractéristique nulle et K = k(q).

Définition 3.1.1. — L’algébre enveloppante quantique U,(g) est la K-
algébre engendrée par les symboles e;, fi et q(h) = ¢" pour i € I et
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h € P* avec les relations de définition suivantes :
¢"=1sih=0 etqghqgh?=qgnthz

qreq " =" et ¢t fig™h = gm0 i,
th— 1t -
le;, fj] = 0;j———, en notant ¢; = qleid/2 et t;, = q((aﬁhi),
Cii k cii—k Cij k cij—k . .
(=1t Vesel™ ™ = S (DY £ = 0 pour i £ .
Ici, nous avons écrit e\ = er/[n]l. et f™ = fr/[n]l avec [n]!, =
_ 4=

[1];---[n]i, et [n]; P De plus ¢; ; est entier positif 1 — (h;, o).

Les derniéres égalités de la définition sont appelées relations de Serre.

On a

tiejt; ! = g e; = g ey = ¢ Ve,
On pose
ny [n]!;
k Z._ [E]li[n — K]\ 7
(3.1.1)
fa} = 220 {w} {a}i--{g! Fa)s
LTyi = ———=7> = .
qi — ¢q; ! k i [k]'z
Remarque 3.1.2. — Les relations de définition de 1'algébre quantique

impliquent t;eit;* = q?e; et tifit;' = ¢, 2f;. Ainsi (e;, f;,t7) est un sly-
triplet, c’est-a-dire qu’il engendre une algébre isomorphe & Uy, (sly), notée
Uq(9):-

On peut donc adapter a notre cadre les résultats déja obtenus pour
sly ; par exemple, la proposition 1.2.4 implique 1’égalité

m n n— m— m_nti
B12) A0 = gt

k>0 k

La matrice de Cartan généralisée est la matrice A = ((hi, aj))ij. Elle
est symétrisable, c’est-a-dire telle qu’il existe un vecteur (d;);c; pour le-
quel la matrice de terme générique d; A; ; soit symétrique (prendre (o, a;)

comme valeur de d;).
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La partie positive (resp. négative) de U,(g) est la K-algebre U (g)
(resp. U, (g)) engendrée par les e; (resp. f;) avec les relations de Serre.
Soit U (g) = @ p- K¢".

Théoréme 3.1.3. — Le produit induit un isomorphisme

U, (8) ®x Uy (8) @k Uy (8) = Uy(g).

Esquisse de la démonstration. — Posons E = U, (g) @ U (g) @k Ut (g)
et définissons des endomorphismes e;, f;, ¢" sur E de sorte a ce que le
morphisme £ — U,(g) commute avec les actions de e;, f;, ¢". 1l faut
vérifier qu'’ils satisfont aux relations de définition. Alors E est un U,(g)-
module & gauche et 'application U,(g) — E définie par a — a-(1®1®1)
est U,(g)-linéaire a gauche. Cette application est clairement surjective;
elle est également injective puisque l’application composée U,(g) —
E — U,(g) est I'identité. Pour les détails, on se reportera a [26]. [

Pour simplifier la situation, supposons les racines simples «; linéaire-
ment indépendantes et posons

Uy(g)e ={a € Uy(9); qhaq_h = q<h’§>a pour tout h € P*}

pour tout & € P. Alors Uy(g)e - Uy(8)er C Uy(g)erer et Uy(g) se décompose
en somme directe U,(g) = D Uy(9)e-

Lemme 3.1.4. — Pour tout § € Q, Uespace U, (g)e est de dimension
finie.

Démonstration. — L’algébre U, (g) est égalea >, . Kfi -+ fi,; donc
'espace U (g)¢ est égal & ) K f;, - - fi,, ol la somme est sur 'ensemble
des indices 1, . . . , 7y tels que { = —a;, —- - - — ;. Puisqu’il n’existe qu’un
nombre fini de facons de décomposer ¢ sous cette forme, la somme est
finie et la dimension de méme. O

De méme que dans le cas g = sly, nous avons la
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Proposition 3.1.5. — Il existe un unique homomorphisme de K-alge-
bres A de U,(g) dans U,(g) @ U,(g), appelé co-produit, tel que

(3.1.3) e — @t +1®e,
(3.1.4) fi = [i®l+t;® fi
(3.1.5) " — 2"

pour tous 1 € I et h € P*.

Démonstration. — 11 nous faut prouver que A est compatible avec les
axiomes de définition de U,(g). Commencons par vérifier 'égalité entre
A([es, f;]) et [A(ei), A(f;)]- Lorsque i = j, le calcul est analogue a celui
du lemme 1.1.2 dans le cas g = sl;. Supposons i # j. Alors d’une part
A([es, f;]) est égal a A(0), donc nul. D’autre part

Ale)A(f;) = (@t +10ea)(f;@1+4® f;)
= (eif)) @t + (eity) @ (471 f;) + fj @ e+t @ (eif))
et
Alf)Ae) = (fiol+t; e fi)laot] +10e)
= (fje) O+ (Le) @ (fity ) + [ @ e + 1 © (fre0),
d’ou
[Ale), A(f;)] = e il +1;® e, f]
+eity) @ (571 f;) — (tie) @ (fit )
(eity) @ (7 f3) — () @ (f5t7).
Or tje; = q(o‘i et et t'f; = @) £t done (eity) ® (¢7'f;) =

(tjez) (fiti ") et [() A(fy)] = 0.

Démontrons maintenant la compatibilité avec les relations de Serre,
c’est-a-dire ZZZO(—l)kA(egk)e»e(c_k)) =0avec c=1— (h;,a;). On a

Sio(—DFA(e ®)e, 6£c—k))
= Yioo(~DFAE) (¢ @ 61+ 1@ eg) Ale ).

S DA © A
+ (= DFA() (1@ ) Al ™),

(3.1.6)
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Or A(el™) est 6gal a > o<v<r @i Y)W @B apres (1.2.2). Donc
le premier terme du dernier membre de (3.1.6) est

k=0
= 3 (DN X ¢ e @ el ) (e @17

¢ k _ e—k
S (—1)FA () (65 @ ) A )
)
0<k<
( Z qi u(c—k— “)€§)®€§ —k—u)ti—u)

c 0<v<k

0<p<c—k

_ Z (_1)kqi—v(k—l')—#(c—k—u)
0<v<k (v) (u) (k=v)y—v -1 (c—k—p)—p
0<p<c—k (6’2‘ eje;” Qe; t; tj €; t; )

Par ailleurs

(k V)t—l/t 6( k_ﬂ)ti_ﬂ

~Bufemk—p)~ (=) e—kp) (k=) (e—k—p) y—vy—14—n

= qi(C—l—ZV)(c—k—u) C—V~— /’L el('c_V_ﬂ)ti—V—ﬂtl—l.
k—v |, J

Par conséquent

(3.17)

k;)( DFA(e) (e @ 17 Al ™)

_ 1)k '—u(k—z/)—,u(c—k—,u)—&-(c—1—2u)(c—k—u) C—V— :U’:|
0% (=1)"q kv |,

0<v<k<c—p ( (V) ( )®6(c v— u)t v— “t )

L’exposant de ¢; est —v(k—v)+ (c—1—2v—p)(c—k—p) = —(c—1—
—wk+v?+(c—1-2v—p)(c— p). Alors le paquet indexé par k est

ek [c =V — _,
S (—1)kg e #1', qui s’annule pour ¢ — v — p > 0
v<k<c—p k—v |,

d’aprés (1.2.1). Ainsi, on peut poser v + p = ¢ et k = v dans le membre
de droite de (3.1.7), qui a alors pour expression

S (~DFAEM) (e @ EHAET) = T (—1) (el @t ),

k=0 0<v,u

et est nul.
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Le second terme du dernier membre de (3.1.6) est
(3.1.8)

> (DR q;”(’f‘”)eﬁ’“‘”) ® egy)t;“”) (1®e))

( > q;”(c_k_“)egc_k_”)®e§”)t;c+k+”)

= (_1)kqu(k—V)—M(C—k—M)
0<v<k ! (

7 i 7

(1) j—c+k+
J i“ t u).

Puisque

6§V)ti—k+ueje§u)ti—c+k+u
'—Z(k—y),u—(l—c)(k—u)e('u) €j€(“)t~_k+1jt~_c+k+u
_ e 0 ) et

= i s

) 7 J

I'égalité (3.1.8) devient

—v(k—v)—p(c—k— —v)(c—1— C—V—U
g ek ) e 2#)[ }
oszu:szc =) k—v |,
0<p<c—k
(6§c—u—u) ® egu)ejegu)ti—c+u+u> )
Comme lors du calcul du premier terme, on peut poser k = v et ¢ = v+p.
Le second terme du dernier membre de (3.1.6) devient alors

Y (1) (1@ eeely,

0<v,u
c=v+u
et est nul.
On démontre de méme la compatibilité avec les relations de Serre pour
les opérateurs f;. O
Corollaire 3.1.6. — Le produit tensoriel de U,(g)-modules est muni

d’une structure de U,(g)-module grice au co-produit A.

Remarque 3.1.7. — Comme dans le cas g = sly, le produit tensoriel
de modules sur U,(g) n’est pas en général symétrique.

Comme dans le cas des U, (sl;)-modules, le produit tensoriel des U,(g)-
modules est associatif et admet un objet neutre.
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Proposition 3.1.8. — Soient My, My, Ms trois U,(g)-modules. L’ap-
plication (M, @ M) @ My — M; & (M@ M3), (u®v)@w — u® (vQw),
est un isomorphisme de U,(g)-modules. Ainsi, le produit tensoriel de mo-
dules sur U,(g) est associatif.

Définissons un morphisme de K-algébres : U,(g) — K, appelé co-
unité, par £(¢") = 1 et (e;) = e(f;) = 0. Le corps K est alors un
U,(g)-module pour I'action a - 1 = £(a).

Proposition 3.1.9. — Si M est un U,(g)-module, les applications

KoM= M, 1®u— u,
M K= M, u®1— u,

sont des isomorphismes de U,(g)-modules.

Remarque 3.1.10. — Comme dans le cas g = sly, les applications A et
¢ munissent I’algébre quantique U,(g) d’une structure d’algebre de Hopf.

3.2. Modules de plus haut poids sur U,(g)

On peut déduire des propriétés fondamentales de U,(g) en utilisant les
propriétés correspondantes des algébres de Lie de Kac-Moody. Voir [10]
pour des compléments sur ce sujet.

Définition 8.2.1. — L’algébre de Lie de Kac-Moody g (sur le corps k)
est l'algébre de Lie engendrée par des symboles e;, f; (i € I) et t = k®z P*
et satisfaisant aux conditions suivantes :

(1) L’application t — g est un morphisme injectif d’algébres de Lie,
ol t est munie d’'une structure d’algebre de Lie abélienne.

(2) Nous avons [h,e;] = (h,a)e;, [h, fi] = —(h, ;) f; pour tout h € t
et [€i, f]] = 5i,jhi pour tous Z,j

(3) Les e;, f; vérifient les relations de Serre :

ad(e;)' " hle; = ad(f;)' ") f; =0 pouri # j € I.

L’algébre g est dite symétrisable quand la matrice de Cartan associée
I’est, ce qui est le cas ici.
Citons sans le démontrer le
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Théoréme 3.2.2 (Gabber-Kac[10]). — Une telle algébre de Lie g ex-
1ste et est unique a isomorphisme pres.

Rappelons que la forme bilinéaire symétrique sur P est définie positive
si et seulement si l'algébre g est de dimension finie ; elle correspond alors
a une algebre de Lie semi-simple.

Pour tout poids A, posons gy = {a € g; [h,a]=A(h)a pour tout h € t}.
Le sous-ensemble
Ar={A € Q\{0}; gr # 0}
est appelé systéme des racines de g relativement a h. L’algébre de Lie g
se décompose sous la forme

g=to (A?AQA)-

En posant AL = AN @4, on vérifie que A_ = —-A, et A=A UA_.
Nous noterons U(g) D Ut (g) = (e;), U (g) = (f:) les algébre enve-

loppante, partie positive et partie négative de 1’algébre enveloppante de

g.

Définition 3.2.8. — Soit P, = {\ € P; (h;,\) > 0 pour tout i} I'en-

semble des poids dominants. Pour A € P,, notons Vg(A\) = U(g)uy le

U(g)-module engendré par un élément u) avec les relations de définition

(3.2.1) huy = X h)uy, euy =0, fil+<hi”\>u,\ =0.
Théoréme 3.2.4 (Kac[10]). — (1) Le module V4(\) est un U(g)-

module simple.
(2) La dimension de Vy(X):={u € V4(\); hu = p(h)u pour tout h €
P*} est finie. Le caractére de V() défini par
X(Vg(A) = dim(Vy(\),)er € ] Ze,
W nep
vérifie la formule du caractére de Weyl-Kac

Zwew(_l)ﬁ(w)ew/\ﬂ)—p
HaEA+(1 _ e—a)dim(ga) .
Ici W désigne le groupe de Weyl et {(w) la longueur de w (voir § 3.4);

par ailleurs p est un élément de t* satisfaisant a (h;, p) = 1 pour tout
el

(3.2.2) x(Ve(N) =
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Généralisons maintenant ces notions au cas quantique. Rappelons que
U,(g) est égal & U(g) lorsque ¢ = 1.

Définition 3.2.5. — Soit A un poids dominant. Définissons un U,(g)-
module V' (), appelé module de plus haut poids comme étant engendré
par un vecteur uy avec les relations

(3.2.3) ¢ uy = ¢"Nuy, ejun =0, fi1+<hi’)‘>u)\ = 0.
Le vecteur u) est dit vecteur de plus haut poids de V().

Lemme 3.2.6. — Soit \ un poids dominant.
(1) Le module V(X) est égal a U, (g)un
(2) La dimension de V(\)¢ est finie pour tout & € P.
(3) Nous avons U (g)uy = Kuy et U)(g)ux = Ku,.
Démonstration. — (3) est évident, alors que (1) est une conséquence du

théoréme 3.1.3. Enfin (2) découle du lemme 3.1.4 et de la surjectivité du
morphisme

Uy (@)e-xn —= (Uy (9)un)e ~ V(M) .
O

D’autres propriétés du module V() sont données dans le lemme sui-
vant.

Lemme 3.2.7. — Soit A un poids dominant. Alors
(1) L’application Uy (g) — V(A) définie par a — auy induit un iso-

morphisme
ZU f(hA—i-l)L)v()\).

el

(2) On a V(A= Ku, ~ K.
Démonstration. — Introduisons la notion de module de Verma

(3.2.4) M(A>=Uq<g>/(ZUq< )(g" — g +ZU

pour tout poids A. Le générateur du module de Verma sera noté u). Le
module de Verma M () est isomorphe & U~ (g) d’aprés le théoréme 3.1.3.
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Supposons n:=(h;, A\) > 0. Alors, en posant 1 = A — (n + 1)ay, Pap-
plication M(u) = Uy(g)u),’ — M(X) définie par u)’ — fi("ﬂ)uﬁ/[ est un
morphisme de U,(g)-modules. 11 suffit en effet de vérifier que

(¢" = g™ f Y = o,
6jfz‘(n+1)u§/[ = 0.

La premiere égalité est claire. La seconde est également vérifiée lorsque

i # j puisque dans ce cas e;f; = fie;. Supposons ¢ = j. Alors eifi("ﬂ) =

fi("ﬂ)ei + fi("){qi_"t-}-. Or tul! = qZ{hi’A)uf\f, donc
6ifi(n+1 f(n—Hezu)\ —l—f { n+h>\}u)\ —040=0.
D’ou pour tout poids dominant A une suite exacte

@ MO = (1+ (hi, \)ag) — M(A) — V(X)) — 0.

Puisque le module de Verma M (\) est isomorphe a U, (g), nous obtenons
la propriété (1). La seconde découle de la nullité de 'espace vectoriel

_ hi,A)+1
(Sier Uy (@) £ . O

Théoréme 3.2.8. — (1) L’espace V(X) est un U,(g)-module simple.
(2) Pour tout i € P, la dimension de
VN ={u € V(N\); ¢"u = ¢""™u pour tout h € P*}
est finie et égale a celle de Vy(N),.

La démonstration du théoréme nécessite la

Définition 3.2.9. — Notons U( )z la sous-k|[q, ¢~'|-algébre de U,(g)

n h)—1 h
engendrée par les éléments e f( ()71 et {Q( )} pour tous
q-— n
n >1,i € Iethc P Notons également U/ (g)z (resp. U, (g)z) la
sous-k[q, ¢~ !]-algébre engendrée par les egn) (resp. fl.(")). Désignons enfin

h)—1
par U)(g)z la sous-k[q, ¢~ ']-algebre de K[P*| engendrée par %
q —_—

)

et
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t; : .
Remarquons que { } appartient a Ug (g)z d’aprés l'exercice 3.5 (4).
ni.
Alors !

Ufg) = K ®gq1 Uy(9)z,
U;(El) ~ K Qpgq] U;(g)%
U, (9) = K ®gq U, (9)z,
Ug(g) ~ K ®pjgq Up(0)z
En outre, le résultat suivant est I’analogue du théoréme 3.1.3.
Lemme 3.2.10 (|26]). — L’algébre U,(g)z vérifie

(3.2.5) U (9)z @ Ulg)z @ Uf(g)z~Uy9)z
k[g,q— 1] klg,q1]

Esquisse de la démonstration. — On a
Uy (9)z @ Uﬁ(g)z ® U(g)z
klg,q~ kla,q—]

CK ® (U7(@)z ® Ulgz © Ui(g)z)

klgg 1] kla.q—1] klg.q~1]

~ U (@) 2 U(9) 2 U7 (0).

D’aprés le théoréme 3.1.3, le dernier membre est isomorphe a U,(g). Donc
il suffit de démontrer que le premier terme est invariant sous ’action des
générateurs de U,(g)z. Voir [26] pour les détails. O

Soit V(A)z:=Uq(g)zur C V(A); ce module vérifie V(X)) = K ®jqq-1
V(Nz.

Or U/ (g)zux = klg, ¢ ua, US(Q)ZUA = klg, ¢ 'uy et Uy (@)zua)n =
(Uq_ (g)Z)OuA = k[qa q_l]u)\a d’ou
(3.2.6) (V(Nz2)x = klg, ¢ Jun ~ kg, q7"].

Considérons la k-algébre U,(g)z/(¢—1)U,(g)z. 1l existe un morphisme
d’algebres de Lie g: g — U,(g)z/(¢ — 1)U,(g)z tel que

e e fi= fi, b= {q"}.

En effet, nous avons par exemple {¢"*"'} = ¢"{¢"'} + {¢"}¢" = {¢"} +
{¢"} mod (¢—1)U,(g)z d’aprés I'exercice 3.4; ainsi g(h+ 1) = g(h) +
g(h'). Par ailleurs

{d"}, e = e ({a"¢"} — {¢"}).
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L’exercice 3.4 implique d’autre part

{¢"¢"} —{d"} = {¢" g7+ (¢ — 1){¢"}
= <h,&i> mod ((] - 1>Uq(g)Z’

et par conséquent [g(h), g(e;)] = (h, a;)g(e;).

t—t! —t
En outre [g(e;), g(fi)] — g([es, fi]) = ﬁ — = ﬁ -
qle)/2=Dhifghil = (0 mod (¢—1)U,(g)z, comme conséquence de I’exer-

cice 3.5 (4).

Les autres égalités se vérifient de méme.

Nous obtenons ainsi un morphisme de U(g) dans U,(g)z/(¢—1)U,(g)z-
Posons V(\)z = V(\)z/(q — DV (N)z; cest un U,(g)z/(q¢ — 1)U,(g)z-
module donc un U(g)-module. En notant @, = uy mod (¢ — 1)V (\)z, il
est clair que V' (\)z = U(g)ux. Le vecteur u, vérifie

Wy = Mh)a, ey =0, f"Vay =0,
d’ott un morphisme surjectif Vy(A) — V(\)z. Or Vi(\) est un U(g)-
module simple d’aprés le théoréme 3.2.4. D’autre part (3.2.6) entraine
(V(Nz)r = (V(Nz)a/(a = D(V(N2)x = klg, a7/ (g = Dklg, a7 '] ~ k.
Donc V(A)z # 0, et le module V' (\)z =~ V4(A) est simple.

Démonstration du théoréme 3.2.8. — La dimension de V/()), est égale
au rang de (V' (\)z),, donc a la dimension de (V' (\)z), ; or cette derniére
est égale & la dimension de V(A),, d’ot le second point.

Soit S un sous-U,(g)-module de V(A). Alors S’ = V(A\)z N S est un
U,(g)z-module, donc S = S’/(q — 1)S’ est un U(g)-module inclus dans

V(Nz/(a =1V (Nz = V(A)z = Vg(A).

Ce dernier U(g)-module étant simple, nous obtenons S = {0} ou S =
TNz,

(1) Supposons S = {0}. Alors S’ = (¢ — 1)S". Par ailleurs, ’espace
V(A)z = @¢(V(N)z)e est un klg, ¢~ ']-module libre. Puisque S’ C V()\)z,
nous obtenons 5" C () (¢ —1)"V(A)z = 0, donc S" = {0}. Il s’ensuit que
S est nul.
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(2) Supposons S = V(X)z. Alors S¢ = V(\)z,, d’out (V(N)z)e = Sf +
(= 1)(V(N)z)e. Donc (g —1)((V(N)z)e/St) = (V(A)z)e/ S, et d’apres le
lemme de Nakayama il existe un h € k[q] tel que

(1= (g =D)((V(Nz)e/Se) = {0}

Par conséquent on obtient (V(\)z)e C S¢ et finalement S = V().

Ainsi, le module V(\) n’admet aucun sous-module propre. O

3.3. La catégorie O,,,
Définition 3.3.1. — Un U,(g)-module M est intégrable si :

(1) Le module M est la somme directe des espaces de poids
My:={u € M; ¢"u = ¢"Vu pour tout h € P*} (X € P).

(2) Le module M est intégrable en tant que U,(g);-module pour tout
1 el

Rappelons que le second point est équivalent au fait que U,(g);u est
de dimension finie pour tout u € M.
Remarquons que 'on a
tiu = qi(hi”\>u = ¢@Ny pour tout u € M,.
Lemme 3.3.2. — Soient M un U,(g)-module et F' un sous-espace vec-
toriel de M. Supposons que :

(1) Le U,(g)-module M est engendré par F'.
(2) F posséde une décomposition en espaces de poids F = @ F).

AEP
(3) Pour tout u € F, la dimension de U,(g);u est finie.
Alors M est intégrable.
Démonstration. — 11 suffit de démontrer que si u € M, est tel que la di-

mension de U,(g);u est finie, alors les dimensions des modules U,(g);e;u
et U,(g);fju sont finies pour tout j € I. Puisque l'assertion est évidente
pour j = i, supposons j # i. Nous allons utiliser le lemme 1.4.2. Suppo-
sons e"u = f/"u = 0. Démontrons qu’alors f'e;u = el'eju = 0 pour n
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assez grand. La premiére assertion résulte de la commutativité de f; et
e;. Les relations de Serre impliquent la formule

—(hi,a)
—1—-k _
3.31) e™e, = E: _1\(haag)+k [T (k) (n—k)
( ) ez 6] e ( ) _<hi7aj> —k iez 6]62

pour n > 1 — (h;, a;).

Donc ele;u = 0 si n > m — (h;,a;). La démonstration pour f;u est
similaire. O

Les modules V() (A € P;) sont donc des exemples de modules inté-
grables.

Définition 3.3.3. — La catégorie des U,(g)-modules M intégrables tels
que la dimension de U, (g)u soit finie pour tout u € M est notée Oy

La proposition suivante se démontre aisément.

Proposition 3.3.4. — La catégorie des U,(g)-modules intégrables et la
catégorie Oy, sont stables par produit tensoriel.

Théoréeme 3.3.5. — (1) Tout module simple dans O, est isomorphe
a un V() pour un poids dominant \.

(2) Tout module M € Oy, est isomorphe & une somme directe de V()
(A € P.). En d’autres termes, la catégorie O, est semi-simple.

Démonstration de (1). — Soit M € Oy, un module simple. Prenons un
vecteur u # 0 tel que e;u = 0 pour tout 7. Soit A\ le poids dominant tel
que u € M,. Le module U,(g);u est de dimension finie par hypothése.
Or d’apreés la théorie des U, (sly)-modules on a fi1+<h“)‘>u,\ = 0, d’oil un
morphisme V(\) — M défini par u) — u et induisant un isomorphisme

V(A) ~ U,(g)u. O

Nous reviendrons dans la section 3.5 & ce théoréme afin d’en démontrer
le second point.
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3.4. Groupe de Weyl et ordre de Bruhat

Notons s; I’endomorphisme de P défini par
si(A) = A = (h;, Ny pour \ € P.

C’est une involution, appelée réflexion simple. Elle vérifie s;(o;) = —a.
Définition 3.4.1. — Le groupe de Weyl W est le sous-groupe de GL(P)
engendré par les réflexions simples s;.

Les s; sont des involutions appartenant a

O(P)={g € GL(P); (g, g\) = (\,X) pour tous A\, \' € P},
et donc W est contenu dans O(P). On a
wA = A pour tout w € W.

On se reportera avec profit a [2, 6, 10| pour les démonstrations des
résultats de cette section. La longueur de w € W est le plus petit entier ¢
tel que w puisse s’écrire s;, - - - s;,, et est notée {(w). On vérifie aisément
que l(w™) = l(w). Siw = s;, -+ s,
une décomposition réduite de w ; elle n’est pas unique en général. De fait,
nous noterons R(w) ’ensemble des suites d’indices (iy,...,%;) telles que
Si, - -+ 8, soit une décomposition réduite de w.

Pour tousw € W etie I, ona

U(syw) = l(w) £ 1, L(ws;) = l(w) £ 1.

Plus précisément

avec ¢ = ((w), on dit que l'on a

Lemme 3.4.2. — Soientw € W eti € 1.
(1) La longueur de w est égale au cardinal de A, NwA_.
(2) On a les équivalences :

(w)+1 <= wa; € Ay,
l(ws;) =Ll(w) —1 <= wa; € A_,

(w)+1 = w'ly ey,
Usiw) =l(w) —1 <= wla; e A_.

Pour w, w’ € W les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) Il existe une décomposition réduite w = s;, ---s;, et une suite

croissante 1 < a; <---<aqa </ltellesque w' =s; ---s; .
ay ap
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(b) Pour toute décomposition réduite w = s;, - - - s;,, il existe une
suite strictement croissante 1 < a7 < --- < ap < [ telle que
Siay ** " Si,, 01t une décomposition réduite de w'.

Quand ces conditions équivalentes sont satisfaites, on écrit w’ < w. La
relation w’ < w en résultant est clairement un ordre sur le groupe de
Weyl, appelé ordre de Bruhat. Cet ordre est compatible avec la fonction
longueur, c’est-a-dire ¢(w) > ¢(w’) lorsque w > w'. Le plus petit élément
pour l'ordre de Bruhat est I'identité 1.

Nous avons alors les équivalences :

g est de dimension finie

<= la forme bilinéaire symétrique (-, - ) sur P est définie positive
<= W est un groupe fini

<= W posséde un élément maximal

<= il existe un élément wy de W tel que ¢(wys;) < ¢(wp) pour tout i.

Un élément w, satisfaisant & la derniére condition est unique et est for-
cément I’élément le plus long de W. Il vérifie wy ' = wy.
Le groupe de Weyl est un groupe de Coxeter au sens suivant.

Lemme 3.4.3. — Le groupe W est engendré par {s;}ic; avec les rela-
tions de définition :

(3.4.1) s? =1,
$iS; = S;5; St <hi,0éj> = <h,j,0éi> = 0,
(3 A 2) $iS;8; = S;j5iS; St <hi,0éj> . <hj7ai> = 1,
o (Sisj)2 = (Sjsi>2 st <hi7aj> ' <hj7ai> = 27
(sis;)° = (s;8:)° st (hi,a5) - (hy,0q) =3

Les conditions (3.4.2) sont appelées relations de tresse.

La proposition suivante (voir [2]) va méme plus loin.

Proposition 8.4.4. — Soit M un monoide avec unité. Soit {x;};c; une
famille d’éléments de M satifaisant auz relations de tresse (3.4.2). Alors
il existe une unique application f : W — M telle que, pour tout w € W et

our toute décomposition réduite w = s;, - -+ 8;,, l'on ait f(w) = x;, - - x;,.
1 07 1 £
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3.5. Semi-simplicité de la catégorie O,,;

Soit M un U,(g)-module intégrable. Choisissons un poids A et po-
sons n:=(h;, \) pour un i fixé, de sorte que s, = A\ — na;. D’apreés le
lemme 1.3.8, nous avons des isomorphismes f: M) == M;,\ pour n > 0
et e; "1 My =5 M, pour n < 0; il s’ensuit que dim(M),) = dim (M, ).
Ainsi 'ensemble wt(M):={\ € P; M, # 0} des poids de M est stable

sous l'action des s; et par conséquent sous celle du groupe de Weyl W.
On a

dim(M,) = dim(M,,,) pour tous A € P et w € W.

Les applications suivantes sont des automorphismes de U,(g) :

fa © qrq, e aie,  firar fi, e gl

H, : q—yq, e—tle, fi—fit;" ¢"—q",
¢ qrq, e; — fi, fi— e, q"—q",
— g qh e fire fi q"—q ",

pour a = (a;)ic; € (K \ {0})! et n = (n;)ier € Z'.
Définissons également deux anti-automorphismes par

Yo g, ei'_>fi7 fi'_>ei7 qh'—>qha
S 1 oqrq e —eity, firs —t7 i, " gt

[’anti-automorphisme S est appelé antipode.

Remarque 3.5.1. — Soient M un U,(g)-module et ¢ un anti-automor-
phisme de U,(g). Alors M*:=Homg (M, K) est muni d’une structure de
U,(g)-module par (a- f)(u) = f({(a)u) pour f € M*, a € Uy(g) et u € M.

Si on prend S pour anti-automorphisme £ dans la remarque précédente,
I'application M* ® M — K définie par f ® u — f(u) est U,(g)-linéaire.
C’est une conséquence de po (S®id)o A = po (Id®S) o A = ¢, on
p: Uy(g) @ Uy(g) — U,(g) est la multiplication et € : U,(g) — K est la
co-unité.

Soit M un U,(g)-module intégrable; alors M = @, _p M. D’aprés la
remarque précédente, I’antiautomorphisme 1 munit M* d’une structure
de U,(g)-module. Ainsi D(M):= @, (M,)* est un sous-U,(g)-module de
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M* tel que D(M), = (M,)*. Nous appellerons D(M) le module dual de
M. En particulier

dim(D(M),) = dim(M,) si dim(M) est finie, et wt(D(M)) = wt(M).

Puisque 1) est une involution, le morphisme M, — (M,)** induit un
morphisme de U,(g)-modules

M — D*(M):=D(D(M)).
Le résultat suivant est immédiat.

Lemme 8.5.2. — Le bidual D*(M) est isomorphe a M si la dimension
de M)y est finie pour tout poids \.

Proposition 8.5.3. — Pour tout poids dominant \, le module V' (\) est
isomorphe & son dual D(V (X)) (autodual).

Démonstration. — Les dimensions de V' (\), et D(V(\)), sont égales a
1, donc il existe v € D(V(X))x \ {0} ; prenons ce v tel que v(uy) = 1. Or
wt(e;v) = A+ a; ¢ wt(V(N\)) = wt(D(V (X)), d’ott e;v = 0. Par ailleurs
A= (1T + (hi, \)a; = si(A+ i) ¢ wt(V (X)) = wt(D(V (X)), et ainsi le
vecteur v vérifie f;JF(hi”\> v =0.

Nous avons donc un morphisme V(\) — D(V()\)) qui envoie u, sur
v. Or le module V() est simple, d’out I'injectivité du morphisme.

D’autre part les espaces de poids de V() et D(V(A)) ont méme di-
mension, donc notre morphisme est un isomorphisme. O

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le second point du
théoréme 3.3.5. Commencons par un

Lemme 3.5.4. — Soit M un U,(g)-module intégrable. Supposons qu’il
existe un sous-UJ (g)-module F' de dimension finie tel que F' ~ @, F\ et
M = Uy(g)F(= Uy (9)F). Alors M se décompose en une somme directe
finie de V (p).

Démonstration. — Pour démontrer le lemme, on peut supposer F' non
nul. Les poids de M vérifient wt(M) C wt(F)+Q_. Or les poids de F' sont
en nombre fini non nul, donc il existe A tel que (A + Q) Nwt(F) = {A}.
Ainsi l'intersection de A + @, et de wt(M) est réduite & {\}. Soit alors
un vecteur non nul u € Fy C M,. Puisque A + a; ¢ wt(M), le vecteur u



3.5 Semi-simplicité de la catégorie O;ns 49

. . , 1+(hi,A R .
vérifie e;u = 0. Par ailleurs u est annulé par f; (s >, d’ot un morphisme

U,(g)-linéaire f: V(\) — M défini par uy — u.

L’espace D(M), = Hompg(M,, K) contient une forme v telle que
v(u) = 1. Puisque A\ + o ¢ wt(D(M)) = wt(M) et s;(A + o) =
A= 1+ (hy, A\))a; ¢ wt(D(M)), on a e;v = fi1+<hi’)‘>v = 0. Donc nous
obtenons un morphisme g: V(\) — D(M) défini par u, — v.

Le composé h: M —s D*(M) 2% D(V()\) ~ V(A) induit M, —=
V(A)a ~ K. D’oul une chaine de morphismes

vy oMo vy

Uy _— u U\

dont le composé est I'identité. Nous en déduisons que M ~ V() @& N,
ou N = Coker(f). Notons F’ I'image de F' dans N. Alors N = U,(g)F’
et dim(F’) < dim(F/Ku) < dim(F); le résultat s’ensuit par récurrence
sur la dimension de F. O

Fin de la démonstration du théoréeme 3.8.5. — Soient M € O;,; et u €
M. Alors Uy(g)u = Uy(g)(Uf (9)U(g)u) et US(g)U(g)u est de dimen-
sion finie d’aprés I'’hypothése sur M. Grace au lemme 3.5.4, le sous-
module U,(g)u est une somme directe de modules V'(\). Ainsi, le mo-
dule M est somme de certains V(). La simplicité des V() entraine
finalement que M est une somme directe de V(). O

Remarque 3.5.5. — On peut définir comme dans la remarque 1.1.5
pour g = sly des co-produits A, et A,. Dans la catégorie des U,(g)-
modules intégrables, les trois co-produits sont presque équivalents. Pour
deux U,(g)-modules intégrables M et N, notons M ®@_ N, M ®, N et
M ®4 N les espaces vectoriels M ® N munis d’une structure de U,(g)-
module grace & A_, Ay et A, respectivement. Alors les applications

M@ N5 M@y N Me, N
n

définies par

fu®-v) = ¢ Pudv

nu®ov) = ¢d 2@, v pour u € My et v € N,
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sont des isomorphismes U, (g)-linéaires. Par exemple, le fait que £ et ¢;
commutent provient de
Elei(u®-v)) = Eleu®_t7v+ud- ew)
O 20y @0 @)y M) 2y @ oy
= M2 (eiu ®g ti_l/Qv + t}/Qu ®o v)

= (A2 (u@pv) = e (u@_v).

Ezercice 3.1. — Démontrez la formule (3.3.1) lorsque i # j.

Ezercice 3.2. — Pour tout poids dominant A, soit V(—\) le U,(g)-
module simple de plus bas poids —\, construit de maniére analogue a
la définition 3.2.5 en échangeant f; et é;. Plus précisément

V(=A) = Uy(g)u_s
= U)(0)/( £ Ula)(a" ") + 3 Uy()f

hepP*
+ Y Uyg)e ).

Le vecteur u_ est appelé vecteur de plus bas poids de V(—\). Démontrez
que pour tous A, it € P le morphisme de U,(g)-modules U,(g) — V(\)®
V(—p) défini par 1 +— uy ® u_, induit un isomorphisme

Uy(a)/ ( hEZJ;* Uyg(9)(g" — ¢"7) + AL Frn S Uyo) eﬁ;+<hiu>>

= V) @ V(—p).

FEzxercice 3.3. — Démontrez que si g est de dimension finie, alors tout
module intégrable appartient & O;,,;. (Indication : utilisez I’exercice pré-
cédent et le fait que V/(\) ® V(—pu) est de dimension finie.)

Ezxercice 3.4. — Démontrez les formules suivantes :

0 (2} 2L e
@ {7 o =1 W o
(3) q_"x{i} - q”z‘l{z} = (g—q D[+ 1]{7111} pour n € N.
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Ezercice 8.5. — Posons R = Q(q)[z,z™']. Soit Rz la sous-Z[q, ¢ ']-

algébre de I? engendrée par z et les {x} (n € N).
n

(1) A P'aide de I'exercice 3.4, démontrez que {{x}’ a:{i}m € N}
n

est une base de R en tant que Q(q)-espace vectoriel, et une base de Ry
en tant que Z[q, ¢~ ']-module.

(2) Démontrez que
Q[QJ q_l] ®Z[q,q*1} RZ
= {f(z) € R; f(*q") € Qlg,q""] pour tout n € Z}
= {f(z) € R; f(*4") € Qlg,q""] pour tout n € N}.
(Indication : écrivez f comme combinaison linéaire d’éléments de la base
définie en (1) et posez © = +1,+q,...)
(3) Démontrez que
Ry, ={f(z) € R; f(xq") € Z|[q,q"] pour tout n € Z}
={f(z) € R; f(£q") € Z|q,q"] pour tout n € N}.
(Indication : démontrez d’abord que si f(z) € Q[q, ¢~ '][x] vérifie f(q™) €
Z|q,q7'] pour n assez grand, alors f(z) appartient a Z[q, ¢~'][z].)
(4) Déduisez de (3) que

nm(1—k)

q rm qm(k—l)

" IV
km —km - x(m Y { } S (q - 1>RZ
Py a7 —q n

pour n > 0 et m > 1.







CHAPITRE 4

BASES CRISTALLINES DES
U,(g)-MODULES

Geénéralisons la théorie des bases cristallines vue au chapitre 2 aux mo-
dules sur I’algébre enveloppante quantique d’une algébre de Kac-Moody
symétrisable g définis au chapitre précédent.

4.1. Bases cristallines
Soit M un U,(g)-module intégrable.

Définition 4.1.1. — Une base cristalline (L,B) de M est une base
locale en ¢ = 0 de M telle que :

(1) Le couple (L, B) vérifie (L, B) ~ € (L, By), ou (Ly, By) est une
base locale de M,. AeP

(2) La base locale (L, B) est une base cristalline de M par rapport a
U,(g); pour tout i € I.

Puisque U,(g); est isomorphe a U, (sly) pour tout i € I, on peut ap-
pliquer ce que 'on a établi pour sls.

Définissons pour tout i € I des morphismes &, f; € Endg (M) de la
fagon suivante. Puisque tout vecteur u € M, s’écrit de fagon unique sous

la forme v = > fi(")vn avec v, € Myyna, et e;v, = 0, posons
n>0,—(h;,\)
(4.1.1) e = Z Fr Ve, fu= Z Foty,
n>1,—(h;,\) n>0,—(h;,\)

Ces endomorphismes vérifient &8 C B 11{0} et ;B C B11{0}.



54 Chapitre 4. Bases cristallines des U, (g)-modules

Le théoéme 2.2.5 implique alors le

Théoréme 4.1.2. — Soit (L, B) une base locale en ¢ = 0 d’un U,(g)-
module intégrable M satisfaisant o la condition (1) de la définition 4.1.1.
Alors (L, B) est une base cristalline si et seulement si elle vérifie les
conditions suivantes :

(1) Nous avons &L C L et fl. C L pour tout i (et ainsi &, f; induisent
des endomorphismes de L/qL, désignés par les mémes symboles).

(2) Nous avons é&B C BLI{0} et f;B ¢ BL {0}.
(3) Soient b, V' € B eti e I; alorst = &b si et seulement si f;bl = b.

Pour tout i, joignons des éléments b et b’ de B par une fléche b LY s
b = fib (équivalent & b = €;b'). Nous obtenons ainsi un graphe numéroté,
le graphe cristallin de B. Une i-chaine est une composante connexe du
graphe pour les i-fléches, c’est-a-dire

bOi i bn
O—

avec &by = 0, fib, = b1 (0<wv<mn)et fib, = 0. La base cristalline B
est la réunion disjointe des i-chaines pour un 7 fixé; ainsi, par rapport a
chaque 7 la structure combinatoire de B est trés simple. Cependant, la
structure combinatoire de la base cristalline B est trés riche lorsque 1’on
consideére tous les i a la fois.

Notons ¢;(b) = max{n > 0; &"b # 0} et ©;(b) = max{n > 0; f;"b #
0}. Ces nombres correspondent a

(4.1.2) L N S

&i(b) ©i(b)
Pour b € B,, définissons le poids de b par wt(b) = A. Alors on a
(4.1.3) (hi, wt(b)) = pi(b) — (D)

d’aprés le lemme 2.2.11; de plus la longueur de la i-chaine contenant b

Théoréme 4.1.3. — Soit (L,, B,) une base cristalline d’un U,(g)-mo-
dule intégrable M, (v = 1, 2). Alors (L1, By) ® (Lo, Bs) est une base
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cristalline de My @ My pour laquelle les applications €; et ﬁ sont

i [ @b @b sigilbr) > i),
(4.1.4) &i(by @ by) = { b, @;(éisz sinon, ' 2
~ . (fzbl) X bg S7 sz(bl) > Ei(bg),
(4.1.5) fibr ® ba) = { b ® (fibg) sinon.
De plus

(4.1.6) ilb1 ®by) = max(g;(b1),ei(bz) — (hi, wt(br))),

Démonstration. — On se raméne au cas de sly, d’ou le résultat d’aprés
le théoréeme 2.3.5. O

Voici les deux théorémes principaux sur 'existence et I'unicité de la
base cristalline ; nous renvoyons a [13] pour les démonstrations.

Théoréme 4.1.4 (existence). — Soit A un poids dominant.

(1) Il existe une unique base cristalline (L(\), B(\)) du module V(\) =
Ug(g)un telle que (L(A)x, B(A)x) = {ux}.

(2) La base B(\) est égale a {f;, --- fiux; £>0 et iy, ... i, € I}\{0}.

(3) Le vecteur uy est Punique b € B(\) tel que é;b = 0 pour tout i. Ce
vecteur est dit de plus haut poids \.

Théoréme 4.1.5 (unicité). — Soient M un U,(g)-module intégrable
de Opy et (L, B) une base cristalline de M. Il existe alors un isomor-
phisme M =~ @ V(A\,) tel que (L, B) = @, (L(\,), B(\)).

Gréace aux théorémes ci-dessus, la décomposition en composantes sim-
)
les d’'un U -module de Omt s’effectue de facon combinatoire.
q

Corollaire 4.1.6. — Soit (L, B) une base cristalline d’un U,(g)-module
M € O;py. Alors

(4.1.8) M ~ @ V(wt(b)), avec B":={be B; &b =0 pour tout i}.

be Bh
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Corollaire 4.1.7. — Soient A\, p deuz poids dominants. Alors

(4.1.9) VeV~ @ V(A+wt(b).

beB (),
i (5)<(hi,\)

Démonstration. — Soit B = B(\) ® B(p). Alors B" = {b; ® by ; £;(b; ®
by) = 0 pour tout i}. Or &;(b; ® by) = max(e;(b1),£:(ba) — (hs, wt(b1))),
donc €;(b; ® by) = 0 si et seulement si €;(b1) = 0 et g;(by) < (h;, wt(by)).
1l s’ensuit que B" = {b; @ by ; by = uy, i(by) < (h;, wt(by)) pour tout i}.
Enfin wt(uy ® by) = A+ wt(by), d’ot le résultat. O

4.2. Cristaux sur g
Un cristal sur g est un ensemble B muni d’applications
wt : B — P,
g + B—ZU{—00},
vi : B—ZU{—o0},
é : Bu{0} — BU{0},
fi + BuU{0} — BU{0},

ol 0 est un élément fantéme, satisfaisant pour tout ¢ € I aux six axiomes
suivants :

(1) &0 = f,0 = 0.
(2) Les applications ¢, £;, wt sont reliées par o;(b) = €;(b)+(h;, wt(b)).
(3) Si b e B est tel que ;b # 0, alors
gi(€&b) = &;(b) —1,
pi(éb) = ¢i(b) +1,
wt(é;b) = wt(b) + «.
(4) Si b € B est tel que f;b # 0, alors
si(fib) = &i(b)+1,
%’(fx’b) = ¢i(b) — 1,
wt(fib) = wt(b) — a.
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(5) Pour by, by € B, nous avons by = fiby si et seulement si &by = by.
(6) Si ;(b) = —o0, alors &b = fib = 0.

Ici, nous appliquons la convention —oco+n = n+ (—oo0) = —oo pour tout
n € Z U {—oo}.

Par exemple, une base cristalline d’un U,(g)-module intégrable est un
cristal.

Pour des cristaux By, By, un morphisme de cristaux ¢: By — Bs est
une application ¢: By — By telle que :

(1) Pour tout b € B; on a wt(¢(b)) = wt(b), €;(¢(b)) = &;(b) et
@i(1(b)) = @i(b).
(2) Pour tout b, b € By si ¥/ = f;b alors ¥(V') = fib(b).

Il est facile de voir que les cristaux forment une catégorie.

Remarque 4.2.1. — Dans [13, 15, 16, 17|, un morphisme de cristaux
est défini comme une application ¢: By LU {0} — By LI {0} satisfaisant
a certains axiomes similaires. La définition employée dans notre livre est
plus simple.

De nombreuses notions pour les cristaux sur sl,, vues dans la sec-
tion 2.3, se transportent immédiatement dans le cas d’une algébre g de
Kac-Moody symétrisable. Citons notamment le produit tensoriel de cris-
taux, l'associativité de ce produit tensoriel, ainsi que les formules per-
mettant de calculer wt, ¢;, ¢;, €, f; sur le produit tensoriel de cristaux.

Un morphisme ¢: By — By est e-strict (resp. f-strict) si 'application
associée By U {0} — By U {0} (qui prolonge ¢ par ¢(0) = 0) commute
avec l'action des ¢é; (resp. des ﬁ) Il est strict lorsqu’il est & la fois e-strict
et f-strict. Si 'application By — Bs est injective, nous dirons que
est un plongement et que B; est un sous-cristal de By. Un plongement
de cristaux est plein s’il est strict.

Tout sous-ensemble B’ d’un cristal B est regardé comme un sous-cristal
de B de la fagon suivante : les applications wt, €;, ¢; sont les restrictions
de celles de B et les fleches de B’ sont celles de B dont les sommets
appartiennent & B’. Le plongement B’ — B n’est pas toujours plein.
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Un cristal est semi-normal si €;(b) = max{n > 0; &;"b # 0} et p;(b) =
max{n > 0; fi”b # 0} pour tous b € B et i € I. Ceci signifie que B,
considéré comme cristal sur U,(g);, est isomorphe au cristal associé a
un U,(g);-module intégrable. Notons que tout plongement d'un cristal
semi-normal dans un cristal semi-normal est plein.

Pour tout sous-ensemble J C I, soit U,(g,) la sous-algebre de U,(g)
engendrée par ¢;, f; (i € J) et ¢" (h € P*). C’est I’algébre enveloppante
quantique associée & (J, P). Pour tout cristal B, notons ®;(B) le cristal
B regardé comme cristal sur U,(g;).

Nous démontrerons la proposition suivante plus loin, au § 9.3.

Proposition 4.2.2. — Pour tout cristal B, il y a équivalence entre :

(1) Pour tout sous-ensemble fini J de I tel que la matrice symétrique
((a, )i jes soit définie positive (c’est-a-dire g; de dimension finie),
le cristal ®;(B) est isomorphe au cristal associé o un U,(g,)-module
intégrable.

(2) La condition précédente est vérifiée pour tout J avec au plus deuz
éléments.

Notons que sous I’hypothése (1) sur J ci-dessus, tout U,(g,)-module
intégrable appartient a O;,; d’aprés I'exercice 3.3.

Un cristal est dit normal s’il satisfait a la condition (2) de la proposi-
tion.

4.3. Exemples de cristaux

Exemple 4.3.1. — Pour tout cristal B, notons B" le cristal obtenu en
renversant les fleches. Ainsi BY = {b"; b € B} avec wt(b¥) = — wt(b),
g(bY) = @i(b), @i(bY) = &i(b), &(Y) = (fib)Y et f;(bY) = (&;b)". Nous
avons alors (B; ® Bs)" ~ By ® BY.

Cette construction correspond a l'automorphisme ¢ de la K-algébre
U,(g) qui permute e; et f; et envoie g(h) sur g(—h). La notion de base
cristalline est invariante par ¢. Plus précisément, pour tout U,(g)-module
M soit M? le module {u?; u € M} muni de 'action de U,(g) définie par
a-u? = (¢(a)u)? (a € Uy(g)). Alors si M est un U,(g)-module intégrable
et si (L, B) est une base cristalline de M, son image (L?, B?) par ¢ est
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une base cristalline de M?; en outre B? est isomorphe & BY en tant que
cristal.

Remarquons que (¢p®¢)oA = roAog, o r est 'involution de U, (g) ®
U,(g) définie par r(z ® y) = y ® z. Ainsi (M; ® My)? ~ (My?) @ (M,?).
Si (L,, B,) est une base cristalline de M, (v = 1, 2), alors ((Ll,Bl) ®
(L, B))? = (Ly%, By?®) @ (L,?, BY).

Ezxzemple 4.8.2. — Pour tout poids dominant )\, posons B(—\)=B(\)".
Alors B(—A\) est assimilée a la base cristalline du module simple V(—\)
sur U,(g) de plus bas poids —\. Ce cristal est normal.

Exzemple 4.3.3. — Soit A un poids. Définissons Ty = {t)} et wt(t)) =
A, gi(ty) = pi(ty) = —o0, €ty = fitx = 0. Ceci munit Ty d’une structure
de cristal (non semi-normal) vérifiant T) ®T), ~ Ty, pour tous A, p € P.
De plus, pour tout cristal B les cristaux Ty ® B, B ® T, et B sont
isomorphes par ’application t) ® b <+ b ® tg <> b. Donc Tj est un objet
neutre pour le produit tensoriel.

Ezemple 4.3.4. — Soit C = {c} le cristal défini par wt(c) =0, €;(c) =
¢i(c) = 0 et &c = fic = 0. Alors C est isomorphe a B(0). Pour tout
cristal semi-normal B, on a C ® B ~ B ® C' ~ B. Donc C' est un objet
neutre de la catégorie tensorielle des cristaux semi-normaux.

Ezemple 4.8.5. — Définissons un cristal (non semi-normal) B; comme
étant ’ensemble {b;(n); n € Z} LU {0} muni de wt(b;(n)) = na; et
. B —n  sij =1, . _ si g =1,
) = { 00 SIS0 eeen={ " 3107

ainsi que des opérations

. _ Jbin+1) sij=i, [ bin—1) sij=1,
bln) = { 0 i j A4, 1) = { 0 Sij i

Notons par ailleurs b; = b;(0). Le graphe cristallin associé est
(4.3.1) o bi(1) =5 by (0) =5 by(—1) < -

En outre, pour ¢ € I et A € P, les cristaux T\ ® B; et B; ® T}, sont
isomorphes par t) ® b;(n) < b;(n + (h;, A)) ® ts,\.
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Ezxercice 4.1. — Vérifiez les énoncés dans I'exemple 4.3.1.
Ezxercice 4.2. — Soit B un cristal. Démontrez que les deux conditions
suivantes sont équivalentes :

(1) Le cristal B est semi-normal.

(2) Le cristal B satisfait aux trois conditions suivantes :
(a) Les entiers ¢;(b), ;(b) sont positifs pour tous b € B et i € I.
(b) Si g;(b) > 0, alors é;b € B.
(b”) Si ¢;(b) > 0, alors f;b € B.

Ezxercice 4.3. — Soient A € P et ¢ € 1. Démontrez que si B; ® T est
isomorphe a B; alors A = 0.

Ezercice 4.4. — Démontrez que 7)Y ~T_,, CV ~C et B;Y ~ B;.

Ezxercice 4.5. — Démontrez que si un cristal B est semi-normal (resp.
normal), alors le cristal BY est aussi semi-normal (resp. normal).

Ezercice 4.6. — Démontrez que B; ® B; ~ | | B; ® Ty,

nez
Ezxercice 4.7. — Démontrez que tout morphisme de cristaux semi-nor-
maux est strict.
Ezercice 4.8. — Soit C la catégorie des cristaux finis normaux sur g =

5[2.
(1) Démontrez qu’il existe un unique isomorphisme
R(By1,Bs): By ® By =5 By ® By

fonctoriel en By et By € C.

(2) Démontrez que R(Bs, By) o R(By, Bs) = idp, B, -

(3) Démontrez que pour By = By = B3 = B()) le diagramme suivant
ne commaute pas :

R(B1,B2)®B
B, ® By ® B3 B e 3Bz®Bl®B3

Ba®R(B1,B3)
R(B1,B2®Bs)

By ® Bs ® By
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(4) Démontrez que pour tous By, By, B3 € C le diagramme suivant
commute (équation de Yang-Baxter) :

B, ® By ® Bg
R(B:W wﬁg)
Bg®31®33 Bl®B3®B2
\LBQ®R(BLBS) R(Bl,Bs)(XJle
Bg@Bg@Bl Bg®Bl®B2
R(BM L%R(BLBz)
B3 ® By ® By

Notons que la commutativité du diagramme dans (3) pour tout B;, Bs,
Bs entraine la commutativité du diagramme dans (4).

Ezercice 4.9. — Discutez des énoncés similaires & ceux de l’exercice
précédent pour g = sl3 (il existe un R satisfaisant a (1) et (2), mais pas
de R satisfaisant a (1) et a I'équation de Yang-Baxter (4) en prenant
By = B(A1), By = B(As) et B3 = B(A + Ay)).






CHAPITRE 5

CAS DE gl,

Il est bien connu que les représentations irréductibles de dimension finie
de gl, sont décrites par les diagrammes de Young, et que leur dimension
est égale au nombre de tableaux de Young semi-standards. Les bases
cristallines apportent a cette théorie un nouvel éclairage.

5.1. La représentation vectorielle

Pour g = gl,,, le treillis des poids est P = B}, Z¢;; il est muni d’une
forme bilinéaire symétrique (-, -) définie par (¢;,¢;) = J; ;. Les racines

simples o; = €; — €;41 sont indexées par [ = {1,...,n—1}. Elles vérifient
ainsi
2 sii=j,
(@i, a5) = ¢ =1 si|i—j|=1,

0 sili—j|>1
Les co-racines simples h; sont telles que (h;, A\) = (ay, A). Le diagramme
de Dynkin de gl, est

Les poids fondamentaux A; = ;4 -+¢; (1 < j < n) sont construits afin
d’avoir (h;, A;) = 6;; (1 <i < n—1). Nous avons P, = 57 ' NA; +ZA,,.
Notons enfin P, = "7 | NA,.

Puisque (h;, A,,) = 0 pour tout ¢ € I, le module V(mA,,) est de dimen-
sion 1 et V(A) @ V(mA,) ~ V(mA,) ® V(\) ~ V(A + mA,) pour tout
AeP,.
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La représentation V (A1), appelée représentation vectorielle, est de di-
mension n et se décompose sous la forme V(A,) = P]_, Ku; avec

q(h)u] = q<h’€j>uj, €in = 52"]'_11,6]‘_1 et fiu]' = 52"]‘Uj+1.

Le vecteur u; est de plus haut poids. La base {u;; 1 < j < n} nous
fournit une base cristalline de V(A;), de graphe

1 2 n—2 n—1
B(A1):up — ug — - — S Uy —— Uy -

Enfin wt(u;) = €;, €;(u;) = 6; 1 et pi(u;) = 9, .

Dans le cas de gl; et pour A = A; + Ay, le module V' (\) est égal a
(ur, fruns fauns frfoun, fofrun, £ foun, 32 frun, fufs? fraa= fofi foun)
et donc de dimension huit. La derniére égalité découle de la formule
(5.1.1) N R R S

qui elle-méme se démontre par récurrence a 1’aide de la relation de Serre
1(2)f2 — fifafi + f2f1(2) = 0. Le U,(g)1-module V(X) se décompose en

V(A) = (uy, frun) ®(faun, fifoun, f1(2)f2u,\>€9<f2(2)f1u>\, f1f2(2)flu,\> D Kw,

ol le vecteur w:=f, fiuy — fi1fouy est tel que e;w = 0. De méme,

le U,(g)2-module V(\) est

7
1+ ¢2

V() = (un, fou)®(frun, fafrun, fs2 frun) &{f2 foun, fo i faun) KW,

ol le vecteur w':=f fouy — fafiuy est tel que esw’ = 0. Donc

_4
14 ¢?
(L(X), B(\)) est la base locale associé a la base

{Um flu)\a f2u)\7 f1f2uA, f2f1U,\, f2(2)f1UA, fl(z)fw,\, f1f2(2)f1u>\}

de V()\). Observons que la relation entre les deux décompositions ne se
trouve pas en ¢ = 1 mais en g = 0.
La figure 5.1 représente le graphe cristallin que nous venons d’obtenir.
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AP frus = fof P fouy

FIGURE 5.1. Graphe cristallin de B(A; + A2) pour g = gl par
une base de vecteurs explicite

5.2. Tableaux de Young

Nous allons décrire les représentations fondamentales V(A;) en les
plongeant dans le produit tensoriel de copies de la représentation vec-
torielle V(A;). Considérons le vecteur ® - ® de B(A;)®?, avec
par définition = u;. C’est un vecteur de plus haut poids A;, donc la
base cristalline B(A;) est isomorphe & la composante connexe de B(A;)®’
contenant X ® . Plus précisément :

Proposition 5.2.1. — La base cristalline B(A;) est isomorphe par I’ap-
plication ci-dessus a ’ensemble des ®-® € B(A1)® tels que
1§a1<a2<~-~<aj§n.

Démonstration. — Soit B' = { ®: - ® € B(A)®;1<aq <
ay < --- < a; < n} D’apres les théorémes 4.1.4 et 4.1.5, la proposition
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sera démontrée une fois que nous aurons vérifié que
é;B' C B'U{0},
fiB' ¢ B'U{0},
(BY={b' € B'; &b =0 pour tout i} = {[1] ® - ® }

Supposons qu’il existe b = X ® tel que b = ﬁ( ® - ®
)géB’I_I{O} avec 1 < a; < -+ <a; <n Alors?t =[] ® - ®
fl() R ® pour un certain k. Puisque ' #£ 0, on a a, = i et
fl() = . Or b ¢ B, donc k < j et a + 1 = ag,1. Ainsi nous
aurions ﬁ( ® [aks1]) = fillilo[ir1]) = [i+1] ® [i+1], ce qui

est absurde; d’ou le second point. La premiére assertion se démontre de

meéme.

Soit b = R ® € (B')". Le fait que &b soit nul implique que
é,-() 'est également pour tout 7, donca; =1. Or2 <ay <--- <a; <
n et &([az] ® - ® [a;]) = 0 pour tout i > 2, donc a = 2. En itérant le
processus, nous obtenons le résultat escompté. O

Soit A =377 | \jA; € P, avec \; € N. La base cristalline B()\) s’in-
jecte dans B(A;)®M @+ @ B(A,)®* par uy — ui™ @+ - @ uf™". Mais
puisque B(A;) s’injecte dans B(A;)®/, la base cristalline B()\) s’injecte
finalement dans B(A;)®" avec N = >_7—1JA;- D’olt un plongement plein

(521) BO) — BN, uy- [ e (e 2])™Me---

A tout \ = DN € P, correspond un diagramme Y ()\), appelé
diagramme de Young de forme \. C’est une collection de boites justifiée
a gauche, telle que le nombre de boites décroit a chaque ligne selon la
régle : la j-iéme ligne est de longueur \; + - - - 4+ A, (c’est-a-dire avec \;
colonnes de longueur j). Par exemple

YA+ A) =, v, +28,) = YA+ Ay) =L

De plus, & tout élément de B(A;)®M ® B(A)®**? ®--- correspond un
tableau de Young de forme A\, c’est-a-dire un diagramme de Young de
forme A dont chaque boite contient un entier compris entre 1 et n. Passer
d’un tableau de Young & un produit tensoriel de vecteurs dans B(A;)
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revient a traduire Pexpression du vecteur dans 1’écriture japonaise (de
haut en bas et de droite & gauche). Ainsi

;1 § 1|setraduitpar®®®®'

Le vecteur u, de plus haut poids correspond par le plongement (5.2.1)
au tableau de Young de forme A dont la j-iéme ligne est remplie de j. Par
exemple les vecteurs uy,, usp, €t up,+a, correspondent respectivement

aux tableaux de Young , et ; ! |

Pour déterminer complétement B(\), il nous faut comprendre 1’action

des ¢; et des ﬁ Posons b = R ® . Les vecteurs ¢;b et fib sont
calculés par ordinateur grace a l’algorithme (2.3.9). Cependant, on lui
préférera pour des calculs « a la main » 1'algorithme suivant :

— négliger les a; autres que i et ¢ + 1;
— négliger les X ;

— a ce stade, il reste un élément de la forme ® - ® ®

®-® . Alors é; change le le plus a droite en et f;
change le le plus a gauche en . Si de tels ¢ + 1 et ¢ n’existent
pas, I’élément est transformé en le vecteur nul.

Les premier et second points découlent du fait que les vecteurs en
question appartiennent a la représentation triviale par rapport & la i-
fléche.

Ezemple 5.2.2. — Prenons b= |1/ ® |2|® |2|® |4]| ® [3]| ® |2]. Les

chaines contenant ce vecteur sont alors

HelklededeBleil—el2ePe4]e B[]
—el2le2e[4e B2,
Helle2ledeBe2>MelBe2e 4B 2
SMeEee4eBle[3].
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Un tableau de Young est dit semi-standard si les nombres inscrits dans
les boites croissent de gauche & droite et croissent strictement de haut en
bas.

Théoréme 5.2.3. — Par le plongement (5.2.1), la base cristalline B(\)
est tdentifiée a l’ensemble des tableaux de Young semi-standards de forme

A

Démonstration. — Soit B’ I’ensemble des tableaux de Young semi-stan-
dards de forme \. Le théoréme sera démontré une fois que nous aurons
montré que B C B U {0}, fiB' ¢ B'U{0} et que (B)" := {V/ €
B'; ;) = 0 pour tout i} est égal a I'image de u, par le morphisme de
cristaux (5.2.1).

Les deux premiers points se démontrent de la méme fagon. Suppo-
sons qu'il existe ¥ = fib ¢ B’ U {0} avec b € B’. Rappelons que b est
un tableau dont les ccefficients croissent de gauche & droite et croissent
strictement de haut en bas. Puisque B(A;)®M @ - -+ ® B(A,)®* est un
cristal, la proposition 5.2.1 entraine une croissance verticale stricte de b'.
Par hypotheése, le tableau représentant b contient un sous-tableau
avec < y envoyé par f; sur un sous-tableau avec ' > y'. 1l
sensuit que x = i, ¥’ = x+1=i+1lety =19y =2 =i Ainsib
contient le sous-tableau [ i [ |, envoyé sur le sous-tableau [ i+ 1] |. Donc
b=0b® |i|®byRb3® |i| R by, ot by (resp. b3) est la partie de la colonne
au-dessous de y = ¢ (resp. au-dessus de ), et ne contient pas de i. On a
de plus fib =10 @ [i] @by ® by ® ® by. 91l ne figure pas de i + 1
dans by ® b; alors ﬁ( RbyRb3R|i]) = RbyRbs® |4, ce qui est
absurde. Donc le nombre i+ 1 apparait dans by ® bs. La croissance stricte
des colonnes implique que by est égal a ® b,,. Par conséquent, le
tableau b contient le sous-tableau

)
z|l14+1

Or i < z (par croissance stricte des colonnes) et z < i+ 1 (par croissance

des lignes), donc z =i+ 1. Ainsib =0, ® |i | @by Qb3 R |i | ® ®b).
Mais ceci est absurde, puisque fib =b®|i|RbyRb3® ‘ i+1 ‘®‘z +1 ‘®bﬁl.
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Soit b = ® --- € (B Légalité &b = 0 pour tout i implique
a; = 1. Il découle de la croissance des lignes que la premiére ligne du ta-
bleau associé & b est composée uniquement de 1. La croissance stricte des
colonnes entraine que la seconde ligne est composée de nombres compris
entre 2 et n. Notons b le tableau issu de b privé de sa premiére ligne.
Alors ¢,/ = 0 pour tout 7 > 2, et en itérant le processus nous obtenons

la forme recherchée pour b. O
1]1]
2
/ X
1]2] 1]1
2 v
13 1] 2]
2 3
/\
2] 2] 1]3]
3
X\ /
2 ]3]
3

FIGURE 5.2. Graphe cristallin de B(A; + Ay) pour g = gls par
les tableaux de Young

Corollaire 5.2.4. — La dimension du U,(g)-module V() est égale au
nombre de tableaur de Young semi-standards de forme .

Remarque 5.2.5. — Remarquons que de nombreuses opérations sur les
tableaux de Young, comme les procédures d’insertion par ligne ou par
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colonne et le jeu de taquin, possédent une interprétation en termes de
cristaux (voir [1]). Nous en verrons certaines en exercice.

5.3. Régle de Littlewood-Richardson

Nous sommes maintenant & méme de décrire la décomposition du pro-
duit tensoriel V' (A) ® V(i) en composantes simples. La formule que nous
obtiendrons sera équivalente & celle de Littlewood-Richardson.

L’élément [a] (1 < a < n) est admissible par rapport au diagramme
de Young Y si le diagramme Y + a, obtenu en ajoutant une boite a
Iextrémité droite de la a-iéme ligne de Y, est encore un diagramme de
Young. Donc si Y = Y()) avec A = >, \;A;, I'admissibilité de [a]
équivaut & a = 1 ou A\,_1 = (he_1,A) > 0. L’élément R -® est
admissible par rapport a Y si est admissible par rapport a (--- (Y +
aj) + -+ ax_1) pour tout 1 < k < m.

Tout d’abord, observons que :

(1) Le vecteur uy ® est de plus haut poids si et seulement si
est admissible par rapport & Y (\). En effet

S ® 1) = max(e;(w), &) = hy wh(w)))
= maX(O, 5]'71'_1 — <hj, )\>) =0
pour tout j € I est équivalent a ¢ = 1 ou (h;_1,\) > 0.

Dans ce cas, le poids de u) ® |i| est A + ¢; et ce vecteur est représenté
par le diagramme de Young Y (\) + 1.

(2) Le vecteur u) ® b; ® - - - ® by est de plus haut poids si et seulement
si les vecteurs uy ® by ® - - - ® b, sont de plus haut poids pour tout k < /.

(3) Donc le vecteur uy ® ® @ est de plus haut poids si et
seulement si Q- ® est admissible par rapport a Y ().

Ces remarques permettent d’obtenir le

Théoréme 5.3.1. — Pour \ € P, et y = Z?:l i\ € P., le produit
tensoriel des modules V() et V(i) se décompose sous la forme

VN @ V(1) 2 EPVA+eq + +€ay)
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ou N = Zj Ji; et la somme est sur l’ensemble des X ® S
B(u) € B(A)®N admissibles par rapport a Y (N).

Démonstration. — D’aprés le corollaire 4.1.7, le produit V(\) @ V(i) est
isomorphe & @ V(wt(b)), oit la somme est sur I'ensemble des éléments
b de plus haut poids de B(\) ® B(u). Ces éléments sont de la forme
b=wu,®b avec V/ = ®-Q® € B(u). D’aprés 1'observation
(3) ci-dessus, le vecteur b est de plus haut poids si et seulement si ®
e ® est admissible par rapport a Y'(\). O

Par exemple, considérons le cas g = gl avec A = Ay et p = Ay + As.
Les éléments de B(j) sont

1] 2] [1]s8] [1]1]
IEX N P IPE e T
t]2] [1]3] [2]2][2]3]
ENE KN N T N
Alors
((H+1)+1)+2:( R ) Y I I e
Par contre, -
((H+2)+1)+2:( 1) +2
et |n’est pas un diagramme de Young. En continuant cette procédure,

nous vérifions que seulement

SRR ESERN Ex R0

contribuent au produit tensoriel. D’oul finalement

[
Jeo - =HP e[deg -

Examinons deux graphes cristallins obtenus par ’algorithme ci-dessus.

En observant la figure 5.3 de B(2A;) pour gl,, on vérifie qu’il contient
le graphe de B(2A;) pour gl; (en son niveau inférieur, c’est-a-dire en
partant du plus haut poids et en considérant uniquement ’action des
opérateurs fl et fg) L’opérateur fg, quant a lui, augmente l'altitude
dans le graphe.
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FIGURE 5.3. Graphe cristallin de B(2A;) pour g = gl

La figure 5.4 de B(2A; + 2A5) pour g = gl; permet d’appréhender la
symétrie de la base cristalline, ainsi que le role dual des vecteurs de plus
haut et de plus bas poids.

L’étude du cas g = gl, est ainsi achevée. Pour les algebres de Lie
de type sp,, et so,, des tableaux de Young et des régles de Littlewood-
Richardson similaires existent (voir [19] et [27]).

Ezercice 5.1. — Démontrez la formule (5.1.1).

Un diagramme de Young gauche est le diagramme obtenu en enlevant un
petit diagramme de Young & un plus gros diagramme de Young le contenant.
De fagon équivalente, si le diagramme contient une boite en position (7,j) et
une boite en position (7', '), alors il contient une boite en position (i”, ;") dés
que i <" < i et j < j” < 4. Ici la position (i,7) signifie a la i-iéme ligne en
partant du haut et a la j-ieme colonne en partant de la gauche. Par exemple
| et sont des diagrammes de Young gauches, mais | n’en est

pas un.
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1]1]1]1)
2|2
RN
1 2,
N
1]1]2| 11]1]1]
2|2] 213]
T 2 1 \2
1]2]2] 1]1]1]3] 1]1]2] 1[1]1]1]
2|2 2(2 2(3 3[3
1<]4] 12]4] e BN
2 1 2 1 2. 1
g
1]2[3] 1[1]1]3] 1]1[2[2] 1]1]1]2]
212 213 23] ER
2 2 \1 2/_1 1
1]3]3] 1]1]1]3] 1]1]2[3] 1]2[2[2] 1]1]2]2]
212 33 3 213 ER

2[3]

3[3] 1

=
[

[
N |w;—n
»—-/
[wo
=
= |l\3
[wo]
N
-

1]1]3][3] 1]2 2[2[3] 2[22]2]
1313] 213 313 313]
\1 2 1 2
2/33] 2[2]2[3]
3[3 3[3
NG 1°1°]
1 2
N
2[2[3]3]
1313]

FIGURE 5.4. Graphe cristallin de B(2A; + 2A3) pour g = gl

Soit Y un diagramme de Young gauche. Un tableau de Young gauche de
forme Y est un diagramme de Young gauche de forme Y dont chaque boite
contient un entier compris entre 1 et n. Un tableau de Young gauche est dit
semi-standard si le nombre dans les boites augmente de gauche & droite et
augmente strictement de haut en bas.

Soit Y un diagramme de Young gauche a N boites. Notons B(Y) I’ensemble
des tableaux de Young gauches semi-standards de forme Y. Pour un ordre total
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ord sur ’ensemble des boites de Y, soit Ry.q : B(Y) — B(A1)®N 'application
qui envoie b sur ® -+ ® [an], ol a; est le nombre dans la k-iéme boite
(pour l'ordre ord) du tableau b. On appelle cette application une lecture.

On dit qu’un ordre total ord (ou que la lecture associée) est admissible si
lorsqu’une boite x est faiblement au-dessus et faiblement a droite d’une boite
y, alors la boite x est inférieure ou égale & y pour ord.

Ezercice 5.2. — Soit Y un diagramme de Young gauche. Démontrez
qu’il existe une et une seul structure de cristal normal sur B(Y) telle que
toute lecture admissible B(Y) — B(A;)®" soit un plongement plein.

Remarquons que le cristal B(Y') n’est pas forcément connexe.

La lecture employée dans ce chapitre est admissible. On 'appelle lecture
japonaise. Il existe une autre lecture admissible employée parfois, la lecture
arabe, dans laquelle le parcours est effectué de droite & gauche et de haut en
bas.

Notons que les lectures japonaise et arabe sont mentionnées dans [5] sous
les noms « column word » et « row word » respectivement. La lecture dans cet
ouvrage est dans la direction opposée a la notre.

Soient B; un cristal et b; € B; (j = 1,2). Notons C; la composante connexe
de B; contenant b;. On dit que by et by sont équivalents s’il existe un isomor-
phisme de cristaux Cy =~ C5 envoyant b; sur bs; on écrit alors by = by. La
relation d’équivalence que 1’on obtient sur le produit tensoriel d’éléments de
B(A;) est appelée équivalence de Knuth (voir [5]). L’exercice suivant fournit
un algorithme pour déterminer & quel tableau semi-standard est équivalent le
produit tensoriel d’un triplet d’éléments de B(A;) donné.

Ezercice 5.3 (équivalence de Knuth [1, 5]). — Pour 1 < a,b,¢ <
n tels que a < b et ¢ < b, démontrez que

o o= Z b] sia<c<b,
[a] ® [¢] ®[b] = Z a | sic<a<hb.

Z :E@@@@E

| c

C’est le cas le plus simple de « jeu de taquin » (voir [5]), qui est un algorithme
pour trouver le tableau de Young équivalent & un tableau de Young gauche
semi-standard donné.
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Pour un tableau de Young gauche semi-standard donné, choisissons un coin
intérieur, c’est-a-dire une boite hors du diagramme gauche telle que les boites &
droite et en-dessous d’elle soient contenues dans le diagramme gauche. Considé-
rons le coin intérieur comme une boite vide. On fait glisser une de ses voisines
de droite ou de dessous & la place de la boite vide, de sorte & ce que le ta-
bleau résultant soit semi-standard. Ceci créé une nouvelle boite vide dans le
diagramme, avec laquelle on répéte le processus (en glissant une de ses voi-
sines & sa place). On continue jusqu’a ce qu'il n'y ait plus de voisine & droite
ou en-dessous. Nous arrivons alors & un tableau de Young gauche. On répéte
ce processus en choisissant d’autres coins intérieurs, jusqu’a arriver a un ta-
bleau de Young gauche sans coin intérieur, c’est-a-dire un tableau de Young.
Le processus total est appelé « jeu de taquin ».

a

Par exemple, prenons ;
(&

comme membre de gauche dans ’exercice 5.3

ci-dessus. Lorsque a < ¢ < b, le tableau gauche Z change en [~ 2 puis
C C

a|b c

en le second membre . Notons que n’est pas semi-standard.

c a

change en ;

Lorsque ¢ < a < b, le tableau gauche puis en

a

Ezxercice 5.4 (jeu de taquin). — Démontrez que pour tout tableau
de Young gauche semi-standard et pour n’importe lequel de ses coins
intérieurs, le processus ci-dessus est unique et conduit & un tableau de
Young gauche semi-standard équivalent au tableau de départ.

Ezercice 5.5 (procédure d’insertion par ligne [1, 5])

(1) Démontrez que pour toute suite décroissante a; > --- > a,, et
pour tout ¢ < a; on a

Cle([a]e o @)
= (e ® @] ® [ [@m] @ © [@]) © @]

ou k est le plus grand entier tel que ¢ < a; ([c] s'insére a la place de

[ax])-
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(2) Démontrez que pour toute suite décroissante a; > -+ > a,, et
pour tout ¢ > a,, on a

([@ e o) e
=@l e (@e o @) @@ e [@m] e @)
ol k est le plus petit entier tel que ¢ > ay, ([c] s’insére & la place de )

(3) En utilisant la lecture arabe et (1), donnez un algorithme (pro-
cédure d’insertion par ligne) sur les tableaux de Young fournissant un
isomorphisme

B(Ay) @ B(\) =% | ] B\ + ¢;).
1<j<n
j=1loulj_1>0

(4) A T'aide de (2), donnez un algorithme fournissant un plongement
B(A+¢€j) — B(A1) @ B(A).
Ezercice 5.6 (procédure d’insertion par colonne [1, 5|)

(1) Démontrez que pour toute suite strictement croissante a; < - -+ <
a,, et pour tout ¢ < a,, on a

(@@ o @) ® [
=@ e (e e my]e e @ e © @)
ou k est le plus petit entier tel que ¢ < a;, ([c] s’insére a la place de )

(2) Démontrez que pour toute suite strictement croissante a; < --- <
a,, et pour tout ¢ > a; on a

@ @ ([ © - ® @] )
= (e e EgeEe @] e ® @) ® @

ou k est le plus grand entier tel que ¢ > a; ([c] s’'insére a la place de

[ax])-
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(3) Comme dans 'exercice précédent, donnez en utilisant la lecture
japonaise un algorithme (procédure d’insertion par colonne) sur les ta-
bleaux de Young fournissant un isomorphisme

B(\) ® B(A;) = | ] B\ +¢).
1<j<n

j=1loulX;—1>0

(4) Donnez un algorithme fournissant un plongement B(\ + ¢;) —
B(\) ® B(Ay).

Ezercice 5.7. — Soit Y un diagramme de Young gauche. Démontrez
que B(Y) est connexe (donc non vide) si et seulement s’il satifait aux
conditions suivantes :

(1) Tous les colonnes sont de longeur inférieure ou égale a n.

(2) Le diagramme obtenu a partir de Y en enlevant les colonnes de
longueur n est un diagramme de Young ou bien la rotation par 180°
d’un diagramme de Young.






CHAPITRE 6

BASES GLOBALES DES U,(g)-MODULES

Jusqu’a maintenant, nous avons décrit des bases cristallines, c’est-a-
dire des bases locales en ¢ = 0. En fait, nous pouvons construire de vraies
bases des représentations V() (A € Py).

6.1. Triplet équilibré

Un K-espace vectoriel V' est vu comme un fibré vectoriel au-dessus de
’espace projectif P! de dimension 1 et défini sur un point générique, et
un A-module L est vu comme un fibré vectoriel défini sur un voisinage
de Torigine. Alors L/qL est la fibre au-dessus de 1'origine. Si le fibré est
défini globalement sur P! et s'il est trivial, alors tout élément de la fibre
au-dessus de l'origine peut se prolonger de facon unique en une section
globale du fibré. Dans ce cas, une base locale en ¢ = 0 nous donne une
base de V. Formulons en termes algébriques cette situation géométrique.

Soit K = k(q). Posons A = {f € K; f réguliéreen ¢ = 0} et A =
{f € K; f réguliére en ¢ = oo}. Soit V un K-espace vectoriel. Prenons
un sous-A-module L, un sous-A-module L, et un sous-k[q, ¢~']-module
Vzde Vitelsque VEK®ALZEK Qg Lo E K Qg1 Vz

Proposition 6.1.1. — Notons E = LN L, NVy. Les quatre conditions
suivantes sont équivalentes :

(1) L’application E — L/qL est un isomorphisme.

(2) L’application E — Lo /q Lo est un isomorphisme.

(3) L’application (¢L NVz) & (Lo NVz) — Vg est un isomorphisme.
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(4) Les applications AQy E — L, AQy E — Lo, klg, ¢ Y@ E —
Vz et K@, E — V sont des isomorphismes.

Démonstration. — (4) = (3) : Le résultat est immédiat lorsque 1'on ef-
fectue le produit tensoriel par E des deux membres de (¢ANk[g,¢7']) ®
(ANklg,¢7']) = klg, ¢ 7).

(3) = (1) : L’injectivité découle de Ker(E — L/qL) = ENqL =
qLN Lo NVz = 0. Soit u € L C K ®yq4-1] Vz. 1l existe un polynome
de Laurent ¢ € k[g,¢7!] non nul et tel que pu € Vz. Nous pouvons
supposer ¢ € k[q] et ©(0) = 1. Puisque pu € L NVy C Vz, il existe par
hypothése v; € qLNVy et vy € Lo NV7 tels que pu = v + v9. Mais alors
ve € LNLyNVz = E, et modulo ¢L nous obtenons vy = pu = ¢(0)u = u.
D’ou la surjectivité.

(1) = (4) : Montrons d’abord que pour tout entier > 0 'application
@D E — LN q Ly N Vg est un isomorphisme. Effectuons pour cela
une récurrence sur r. [’assertion est triviale pour r = 0; soit alors r > 0.
Nous avons une suite exacte

0—qgLNqg LeocNVy — LNqg'Ls NVy

— (LNq" Lo NVz) /(gL NG Lo N Vz) — 0.

Or qLNG" LooNVz = q(LNG" ' Lo NVz) ~ @;:1 ¢’ E d’aprés ’hypothése
de récurrence. Par ailleurs £ C LN ¢ Lo NVz et (LNq"Loo NVZ) /(gL N
q"Loo NVz) C L/qL, avec E ~ L/qL par hypothése; donc (L N ¢ "Ly, N
V2)/(qLNq" LeNVz) ~ L/qL et LN¢" LNV = E®(¢LNG LouNVy) =
Ea®,_,¢E.

Pour tous a < b, nous avons

b—a b
LN LNV =qY(LN¢g" Lo NVz) = ¢° @qu = @qu.
7=0 j=a

Puisque V' = {J,_,_ €L = Up_ 1o ¢"L.., nous obtenons pour tout a
¢"LnVe = J(@"LN¢" L NVz) = P IE = ¢°klg) @ E,
b>a j>a

et ainsi VZ ~ Ua qaL N VZ ~ k’[q,q_l] ® E. Donc V = K ®k[q,q*1] VZ ~
K @ B.
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Nous avons A ® F C L. Mais si u € L, il existe ¢ € k[q] tel que
0(0)=1et pu € VzNL~klqg] @ E. Donc u € ¢ 'k[q] ®x B C Ay E.
Il s’ensuit que L = A ® E. On vérifie de méme que L, = A ®; F. O

Remarque 6.1.2. — Soit £ le fibré vectoriel sur P! = Spec(k|q]) U
Spec(k[g™']) correspondant & (L, L., V7). Alors le sous-A-module L cor-
respond au germe & de & en lorigine, le sous-A-module L., au germe
Es de € en oo, et le sous-k[q, ¢~ ']-module V7 a I’ensemble des sections
au-dessus de P!\ {0, oo}. Pour tout ouvert de Zariski U non vide de P!,
on a

P(U, 5) = {S S F(U\{O,OO}7 Opl) Oklg,q~1] Vg CV;
seLsi0eU,ets€ Ly siooeU}.

Donc 'espace vectoriel E/ coincide avec ’ensemble des sections globales.
La condition (3) est équivalente & H'(P'; E@ Op (—{0})) = H'(P'; £®
Op1(—{0})) = 0. Ici Op1(—{0}) est le sous-faisceau de Op: des fonctions
qui s’annulent en ¢ = 0. En effet, sa cohomologie est isomorphe a la
cohomologie de Cech selon le recouvrement (P \ {oo}, P*\ {0}), c’est-a-
dire celle du complexe

T(P1\ {oo}; € @ Opi (—{0})) @ T'(P'\ {0}; £ @ Opi(—{0}))
— TP\ {0,00}; £ ® Op (—{0})),
qui coincide avec (¢L NVz) @ (Lo NVyz) — V.

Définition 6.1.3. — Un triplet (L, Lo, V) vérifiant les quatre condi-
tions équivalentes de la proposition 6.1.1 est dit équilibré (« balanced »).

Dans ce cas, notons G: L/qL — FE l'isomorphisme réciproque de
celui de la proposition 6.1.1 (1). Soit B une base de L/qL. Alors G(B)
est une base du k-espace E, donc {G(b); b € B} est une base du K-
espace V, du A-module L, du A-module L., et du k[q, ¢"]-module V3.
L’ensemble {G(b); b € B} est appelé base globale de V.

Appliquons cette théorie aux U,(g)-modules. Soit — l’automorphisme
de l'anneau U,(g) fixant les e; et f; et envoyant ¢ et g(h) sur respective-
ment ¢~ et ¢(—h).

Pour tout poids dominant A € P, le module V' (\) vérifie
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(6.1.1)
VN = Uy(e)/ Y Ug@)(d" — a™) + > Ugla)ei + Y Ugle) f; T,

heP* iel i€l
de dénominateur invariant par —. Notons alors — l'involution de V()
qui envoie Puy sur Pu, pour tout P € U,(g).

Soit (L(A), B())) la base cristalline de V(A). On a vu a la page 41
que V(N)z:=U,(g)zux C V(X) est un sous-k[q, ¢~ ']-module de V(\) qui
engendre V' (\) comme espace vectoriel. Admettons le

Théoréme 6.1.4 ([13]). — Le triplet (L(\), L(A\)~,V(\)z) est équili-
bré.

Notons Gy, isomorphisme réciproque de
LIAN)NLA) ™ NV(AN)z =5 L(A)/qL(N).
L’ensemble G)\(B(\)) = {Gx(b); b € B(\)} est une base de V() et ainsi
V) = @ KGb),

beB(\)
L) = €D AG\(b),
beB(\)
VINz = €D kla.q 'IGAD)
bEB(N)

Plus généralement, soit M un U,(g)-module intégrable de base cristal-
line (L, B). Soit — une involution de M satisfaisant a (au)~ = @ @ pour
tous a € U,(g) et u € M. Soit My un sous-U,(g)z-module de M stable
par — tel que M ~ k(q) ®plq,q-1] Mz et

(6.1.2) u—1u € (q—1)My pour tout u € My.

Si un triplet (L, L, My) est équilibré, on dit que M admet une base globale.
Dans ce cas, notons G: L/qL — E = L N L N My I'isomorphisme
réciproque de £ > L /qL. Si B est une base de L/qL, alors G(B) devient
une base de M. On I'appelle alors base globale de M.

Donnons une condition suffisante pour que (6.1.2) soit vérifiée.



6.2 Triplet équilibré 83

Lemme 6.1.5. — Supposons qu’il existe un sous-k-module F' de My tel
que Mz =U,(g)zF. Siu—1u € (¢ — 1)Myz pour tout u € F, alors (6.1.2)
est vérifiée.

Démonstration. — Nous avons a —a € (¢ — 1)U,(g)z pour tout a €
U,(g)z, dott au —au = (a — a)u + a(u —u) € (¢ — 1)Myz pour tout
ue F. O

Lemme 6.1.6. — La base globale de M vérifie G(b)~ = G(b) pour tout
beB.

Démonstration. — Soit u € LN LN My. Alorsw € LN L, donc u —7a €
LN LN (q—1)My d’aprés I’hypothése sur My, d’oil

(=D Mu—-u)e(g—1)""'LNn(g—1)""L N My
Puisque ¢ — 1 est inversible dans A et (¢ —1)~'L = ¢~'L, nous obtenons
(q—1D)'LNn(g—1)"'LNMz=LNg'LnMy=0. O
Corollaire 6.1.7. — Le vecteur G(b) est l'unique v € L N My tel que

uw=u etb=wumodqlL.

Hélas, la base globale d’un U,(g)-module n’est en général pas facile a
déterminer.

Ezemple 6.1.8. — Dans le cas g = sly, la base globale de V(\) est
formée des f(™uy (0 < n < wt())).

Ezemple 6.1.9. — Dans le cas g = sl3, la base globale de V() (A €
P.) est

{FOFm ™y om > 04+ net n < (hi, A, m < n+ (ho, A)}
LA £ My m > 0+ net n < (ho, A), m < n—+ (hy, A) 1.
On a dans le premier cas
AOE P un = G flun) = G i fyu).
Notons que f{ £ pMyy = £ pm ¢0y i 0, n > 0 et que Vinter-
section des deux ensembles est formée exactement de ces cas.

Ezemple 6.1.10. — Dans le cas g = sl4, voir [31].
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6.2. Propriétés des bases globales

Soit M un module intégrable admettant une base globale et satisfaisant
a G(b)~ = G(b) pour tout b € B. Supposons de plus que pour tout poids
A le module M), est nul lorsque n est assez grand. Alors

= P KG), efM= P KG®)
ei(b)>n pi(b)>n

Plus précisément, nous avons la

Proposition 6.2.1. — Sous les hypothéses précédentes, la base globale
de M wvérifie

FOMAM, = Yo fMy = @ yen bl a1 IG),
ez(.n)MﬂMZ = Z 6(m)MZ = @%() k[qq 1]G(b)'

m>n 1

(6.2.1)

Démonstration. — Puisqu’un seul 7 intervient, ramenons-nous au cas de
sly avec M = @mez M, 4ma, Pour un p € P. Démontrons la formule par
récurrence descendante sur n. Si n > 0, les deux membres de (6.2.1) sont
nuls. Supposons les équations (6.2.1) vraies pour n > ng et démontrons-
les pour n = ngy. A cette fin, nous avons besoin du

Lemme 6.2.2. — Pour b € B, notons &b = &;=®b. Alors

G) € fEGE™™ )+ Y. klg.qGWY)
€4(b')>e4(b)
St El(b) 2 ng.
Démonstration. — Soient ¢ = &;(b) et by = &b (équivalent a b =
fi'bo). Alors L 5 G(bo) = Y= fi(k)uk avec e;uy, = 0, ug = by mod ¢L et

u, € gL si k> 0. Mais f{”G(by) = )00 [k * q FEOu et G(fi'by) =
f(z)uo mod qL.

Donc v:=G/( f;’by) — f G(bo) appartient a (f7™'M +qL)NMy. D’aprés
I’hypothése de récurrence

(fi*'M +qL) N My
- (@Ei(b’)>f KG(V) + ®Ei(b/)gf QAG(b,)) (@b/ l,47'1G (b/))
= @z—:i(b’)>é kg, |G@') + @ei(b')gz qklg]G(b'),
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et ainsi v € @, o klg, ¢ GV) + DB, )<, 7k[g)G (V). Mais T = v et

par conséquent
( @ kla.qa1GW)+ P dkldGD))

e (b')>¢ ei(b)<¢
(D Haa W)+ D o ke 1GH))
z(b’ )>L e;(b)<e
c P klaq + P (gkla Ng kg GW).
e (b)>¢ g (b)<¢

Or gk[glNg~'k[g~'] = 0, d’ot finalement v € P, -, klg, ¢ |G(V). O

Fin de la démonstration de la proposition 6.2.1. — Si ¢ = £;(b) > ny, alors
G) e f9G(@Em>b) + @Ei(b,)%k[q,q_l]G(b’) d’aprés le lemme 6.2.2.
D’ou G(b) € Zme ™ M, d’aprés Phypothése de récurrence. 1l nous
reste & vérifier que f"M N My C > eivyzn kg, 7 ']G(b). Pour ce faire,
considérons 'espace vectoriel V' = fi( M et son sous-k[g, ¢~ ']-module
Vz = MzNV. Il nous suffit de démontrer que Vz = P_ -, kg, g HG(b).
Posons Ly = LNV et Ly = LNV. Alors le quotient Ly /gLy est un
sous-espace @Ei(b)Zn kbde L/qL d’aprés le lemme 2.2.12. L’isomorphisme
LN LN My =5 L/qL induit une injection Ly N Ly NVy — Ly /qLy. Or
G(b) € Ly N Ly N'Vz lorsque €;(b) > n, donc le morphisme est également
surjectif. Il s’ensuit que le triplet (Ly, Ly, V) est équilibré et Ly N Ly N
V= @.,4y5n KG(D), ce qui entraine Vz = @_ -, klg, ¢ "G (D). 0O

Proposition 6.2.3. — Pour tousb, b/ € B,m € Z et i e 1, il existe des
éléments Fb(fb'?)l € g ")~ qk[ I, B, b,) €q; —mle¥)= qk[ | tels que

(2

82((? +m

e = PO a3 EyGw),

m
ai(b’)>ai(b)+
™G (b) l . iG(e, b+ Y G,

pi(b)>i (b)+m
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Démonstration. — Commencons par remarquer que

fi(m)L C Zkgo q'—km(L N f,'(m+k)M>

—km /
= q; "™ AG(b
(62.2) o AGE)
_ @ q;(ai(b)_m)mAG(b/).

ei(b’)zm

En effet, tout v € L peut s’écrire u =), fi(k)uk avec e;u, = 0 et u, € L.
Alors f"u =Ty lm;r k} F" Py € Eysga (L0 £ ).
Soit n = ¢;(b). Posons by ~ &"b (équivalent & b = f;"by) et G(by) =
Zkzo fi(k)uka avec e;up = 0, ug € L et u, € gL si k > 0.
Puisque G(b) — f{"ug € qL, on a f"G(b) — {nj—lm} Frmyy e

(2

q fi(m)L. Par ailleurs, nous avons G( fimb) — fi("+m)u0 € qL. D’ou
m n—+m Fm
w6 - " e

n+m]

7

B (fi(m)G(b) - { n .fi(n+m)u0) N {n j—lm} (G(ﬁmb) - fi(ner)uo)

m n-+m m —nm
€ qf! )L+[ " ]qL:qj}( 'L+ qq""L

C P qq (ei(bl)_m)mAG(b’) + ?qq{ "MAG(Y).

ei(b)>m

D’autre part, le lemme 6.2.2 implique

w =" (G0 - [ Gb)) - [” Zm} (GUFmb) = £ Gbo)

)

eMyn M Y kg, ¢ G®).
(W) >n+m
Finalement, nous obtenons s>

we @ (KagN(gg “" "+ gg ) ) GO)
ei(b)>n+m .
C sy qq;(ei(b)_m)mk[Q]G(b/),

ei(b/)>n+m

d’o le résultat. L’assertion pour egm)G(b) se démontre de méme. O
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Remarque 6.2.4. — G. Lusztig ([24, 25]) a introduit les bases glo-
bales (qu’il a appelées bases canoniques) en réalisant U, (g) comme le
K-groupe des faisceaux constructibles sur la variété des carquois équi-
variants pour des actions de groupes (voir également [26]). Dans ce
contexte, la base canonique correspond aux faisceaux pervers irréduc-
tibles.

Ezercice 6.1. — Soit M un U,(g)-module intégrable de O;,,; muni d’une
base cristalline (L, B). Soient n;, m; € N (i € I) et A € P. Démontrez
que
dim(ﬂ(e?iMﬂ fimiM))/\
icl
=1t{b € By; vi(b) > n; et ;(b) > m; pour tout ¢ € [},

dim ( () (e}" M + fim"M))A

icl
=t{b € By ; pour tout i € I, on a y;(b) > n; ou bien £;(b) > m,},

N (e M+ f7 M) = (N ef"M) + (N £ M),

ijel il il
> (e?iMﬂf}”jM) = (Zel-“M) (> M),
ijel icl icl

’ :(ﬂKer(e?i:MeM) (N Ker(f": M — M)),

el el

3 (Ker(e}': M — M) 1 Kex(f”: M — 1)
:(ZKer(e?i:MﬁM))ﬂ(ZKer( M_)M))

el el

(Indication : on peut supposer que M admet une base globale.)






CHAPITRE 7

BASE CRISTALLINE B(cc) DE
L’ALGEBRE U, (g)

Tout comme les modules V()\) (A € P,), l'algébre U (g) admet une
base cristalline. Cette base est en fait obtenue comme limite de celle de
V(XA) quand A tend vers I'infini.

7.1. Construction de la base B(o0)

Soit £ € () un élément du treillis des racines. Pour tout poids domi-
nant A € P, le lemme 3.2.7 affirme que

hi,A
V( PN §/ZU 5+(1+h A) a1f1+< >

Or £+ (1 + (hs, A))oy & Q- pour (h;, A) > 0. Donc a ¢ fixé U, (g)e et
V(A)a+e sont isomorphes lorsque (h;, A) > 0 pour tout .

Remarquons que pour deux poids dominants A et p le cristal B(\ +
1) s'injecte dans le cristal B(\) ® B(u) comme sous-cristal plein par le
morphisme B(X + 1) 3 uyy, — uy ® u, € B(\) ® B(p). D’autre part,
considérons le sous-ensemble B(\) ® {u,} C B(\) ® B(u).

Lemme 7.1.1. — (1) Pour tout b € B(\), les vecteurs é;(b® u,) et
(éib) ® u,, sont égauz.

(2) Sibe B()\) vérifie fib € B()\), alors fi(b@wu,) = (fib) @ u,.

(3) Nous avons B(A\) ® {u,} C B(A+ p).
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Démonstration. — (1) découle de p;(b) > 0 = &;(uy), et (2) de p;(b) >
0 = &;(u,). (3) est une conséquence de (2) et de B(\) = {fi, - -~ fi,ur} \
{0}. O

Lemme 7.1.2. — Pour tous \, n € Py, Uapplication B(\) ® T, —
B(A+ ) défini par b®t, — b®wu, est un plongement e-strict (mais pas
f-strict en général).

Démonstration. — Nous avons ¢;(b®1t,) = max (p;(b) + (hs, 1), —00) =
0i(D)+ (hi, 1) et i (b@u,) = max (i (D)+ (hi, 1), (hi, 1)) = @i(b)+ (R, )
pour tout b € B(\), donc I'application est compatible avec ¢;.

Par ailleurs ¢;(b) > ¢;(t,) = —oo, donc &;(b®1t,) = (€;b) ®t,. D’autre
part, le lemme précédent implique que les vecteurs €;(b®w,,) et (€;b) ®u,
sont égaux. Ainsi, 'application commute avec ’action des é;.

Les autre axiomes des morphismes de cristaux se vérifient aisément.

O

La limite inductive de cristaux est définie comme suit. Soit J un en-
semble ordonné filtrant. En d’autres termes J est un ensemble ordonné
non vide tel que pour toute paire d’éléments j, k de J il existe un élément
¢ de J tel que j < {et k < /. Soit {B,},;e; un systéme inductif de cris-
taux, c’est-a-dire une collection B; de cristaux munis de morphismes de
cristaux y;: B; — By (j < k € J) tels que ¢;; = idp, et ¢p;v; = Vg
Notons B la limite inductive ensembliste des B;. Soit v; I'application de
Bj dans B. Les applications wt, ¢;, ; sur B; se prolongent en des appli-
cations sur B. Pour b € B, on définit ;b comme étant égal & 1;(€;(b;))
s'il existe b; € B; tel que v;(b;) = b et €;(b;) # 0. En fait cette définition
ne dépend pas du choix de b;. S’il n’existe pas de tel b;, on pose é;b = 0.
On définit f;: B — BLI{0} de facon similaire. Alors B est un cristal et
chaque ?; un morphisme de cristaux. En plus B est la limite inductive
de {B,};jes dans la catégorie des cristaux.

Le plongement du lemme 7.1.2, tensorisé a droite par T_(\;,), nous
fournit un plongement e-strict

(711) I)\—l—u,)\: B()\)@T_)\ ‘—>B()\+LL)®T_A_“



7.1 Construction de la base B(c0) 91

qui a uy ® t_, associe uxy, @ t_o4p). Pour A, p, ¢ € Py, le diagramme
suivant est commutatif :

IkJru,)\

B(\) ® T_,

B+ 1) @ T_(xip

\ lIA+M+C'A+M
Ditpten

BA+ 14 ¢) @ T-(rpur)

L’ensemble P, des poids dominants est ordonné par A < <= u—\ €
Py. Cet ordre est filtré. Par 'observation ci-dessus { B(A\) @ T_»}xcp, est
un systéme inductif pour les plongements (7.1.1).

Définition 7.1.3. — Soit B(oo) = lim B(A) @ T-,.
AEPL
Notons u., I'image de u) ® t_, dans cette limite inductive.
Proposition 7.1.4. — (1) L’application B(\)@T_, — B(oc0) est un
plongement de cristaux e-strict.

(2) Les morphismes f; vérifient f;(B(co)) C B(co) (c’est-a-dire f;b #
0 pour tout b € B(c0)).

(3) Soit & un poids; alors Uapplication (B(\) ® T_))e — B(00)¢ est
un isomorphisme lorsque (h;, \) > 0 pour tout i.

(4) B(oco) est égal a {fi, -+~ fi,tioo; £>0 et iy, ... ip € I}.

(5) Pour tout b € B(c0), nous avons £;(b) = max{n € N; é'b # 0}.

(6) Il n'existe qu’un seul élément de B(oo) annulé par tous les é;, a

SAVOIT Upg.

Démonstration. — Pour tout poids dominant A, I'image par la compo-
sition du morphisme (7.1.1) et du plongement B(A + p) ® T__, —
B(\) @ B(p) ® T_y—,, d'un vecteur b = 0/ @ t_, € B(\) ® T_, est
V ®u, ®t_4p- L'action de f; s’écrit

fild @, @t rip) = Fil @u,) @t 3
En outre, élément f;(b' ® u,,) vérifie

o < { ) @u, sigl) >0,
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Puisque f;b' # 0 lorsque @;(0') > 0, le vecteur f;(b’ ® u,) est non nul si
filu,) # 0, c’est-a-dire si (h;, p) > 0.

On en conclut que pour tout b € B(oo) il existe A € P, tel que
be B(\)®T_, et f;b+# 0. Ainsi, nous avons f;b € B(A\)®@T_y — B(c0).
Donc l'assertion (2) est établie. Les autre assertions sont évidentes. [

Exemple 7.1.5. — Soit g = sl,. Alors B(co) est égal & { f"u ; n € N},
en bijection avec N. La figure 7.1 représente le plongement des B(np) ®
T_,, dans B(co) et de B(oco) dans B;.

B(0) ® Ty o
B(p) @ T, ﬁ—’o
o
B(2p) @ T_,, o— >0 >0

B, - -—o0
poids Q 0 —a —2a -3«
e(b) -1 0 1 2 3
o(b) 1P 0 -1 -2 =3

FIGURE 7.1. Plongement des B(np) ® T—,, dans B(co)

Notons

(7.1.2) Uy U (g) — V()

q
Iapplication qui & P € U, (g) associe le vecteur Pu,.

Théoréme 7.1.6. — Il existe une unique base locale (L(o0), B(c0)) en
q =0 de U; (g) telle que :

(1) L’ensemble B(oo) est le cristal défini dans la proposition 7.1.4.
(2) L’application (7.1.2) envoie L(oco) sur L(\) et induit
Uyt L(oo)/qL(00) — L(A)/qL ().
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(3) L’ensemble des b € B(co) tels que Wy(b) # 0 est en bijection avec
la base cristalline B(X\). De plus, la composée

B(A\) =~ {b € B(c0); Ur(b) # 0} — B(c0)
coincide avec [’application construite dans la proposition 7.1.4.

Démonstration. — Etudions la relation entre ¥y et W, , avec u € P,.
Notons Sy, : V(A + p) — V(A) ® V(i) l'unique application Uy,(g)-
linéaire telle que Sy ,(urty) = ur ® uy,. Soit p,: V(u) — K D'unique
application K-linéaire qui envoie u, sur 1 et V (), sur {0} lorsque v # p.
Notons que p, est U (g)-linéaire. On définit py 4,z V(A +p) — V(A)
comme étant le morphisme composé de Sy, et de idy(y) ®@p,.

Puisque les fleches du diagramme suivant sont U (g)-linéaires, celui-ci
est commutatif.
Uy (@) 2 VO + ) VN @ V()

q

v id ®p
| A s

V(N - VD)@ K

L’application S , envoie L(A+ ) dans L(\) ® L(p) et idy(n) ®p, envoie
L(X) ® L(p) sur L(X). Donc le morphisme py 4, envoie L(A + p) dans
L()\).

Lemme 7.1.7. — Le morphisme ¢ = py i VAN +p) — V(A) est
surjectif. Il induit un morphisme surjectif

¢ LA+ 1)/ qL(X + p) — L(A)/qL(X).
Enfin, la restriction de ¢ a B(\) ® {u,} C B(\ + p) est donnée par
b®u, — b et vérifie g(B(A + p) \ B(\) @ {u,}) = {0}.

Démonstration. — Le morphisme ¢ est égal & la composition
LA+ 1) /qLA + p) — (L(N)/qL(N)) @ (L(1) /L (1)) — L(A)/qL(N).
L’assertion en découle aisément. O

Pour £ € ()_, prenons un poids dominant A\ assez grand. Alors I’isomor-
phisme U (g)¢ == V(A\)a4¢ fournit une base locale (L(co)¢, B(00)¢) de

U; (g9)e qui correspond a la base locale (L(A)aie, B(A)ate) de V(A)rte-

q
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Par le lemme ci-dessus, la base locale (L(oc0)¢, B(c0)¢) ne dépend pas du
choix de A. Il est alors facile de vérifier que la base locale

(L(o0), B(00)):= @D (L(00)¢, B(o0)e)
£eQ-
de U, (g) satisfait aux propriétés du théoréme 7.1.6. O

Puisque les V(\) ont des bases globales, U, (g) admet par passage a
la limite une base globale.

Théoréme 7.1.8 ([13]). — (1) Le triplet (L(c0), L(oo) , U, (9)z)
est équilibreé.
(2) Notons G lisomorphisme réciproque de

L(o0) N L{oo)™ N U, (8)z = L(o0)/qL(c0).

Alors on a Uy (9) = Diep(oo) KGoo(D).

(3) On a U \(Goo(b®@t_y)) = GA(b) pour b € B(X), et U\(Guoo(b)) =0
pour b € B(oo) \ (B(A) ® T_,). Ici on identifie B(\) @ T_ & un sous-
cristal de B(c0).

7.2. Description de B(x0)

Pour tous poids dominants A et pu, le cristal B(\ + i) se plonge dans
B(\) ® B(1). En tensorisant & droite par le cristal 7_,_,,, nous obtenons
un plongement plein B(A4p)®@T__,, — B(A\)Q(B(p)T_,)®T_,. Celui-
ci nous fournit lorsque \ est fixé et i tend vers I'infini un plongement
plein B(c0) < B(A) ® B(oco) ® T_. Par ailleurs B(\) — B(oo) ® T).
D’ou finalement la

Proposition 7.2.1. — Pour tout poids dominant \, ['application
(7.2.1) O): B(oo) — B(oo) @ T\ ® B(oco) @ T_y
Uso o U @I\ ® U @ Ty
est un plongement plein.
Fixons un iy € I. Soit A € Py tel que (h,, A) = 0 et (h;, A\) > 0 pour

tout i # ip. Démontrons par récurrence que ©,(b) s’écrit sous la forme
Ox(b) = b1 @ty ® flius ®@t_y, avec by € B(c0) et a € N ne dépendant
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pas de \. Ensuite, nous pourrons définir ¥;,: B(cc) — B(c0) ® B;, par
‘;[]io (b) = b1 X %bio = bl & bio(—(Z).

Démontrons que si O, (b) s’écrit sous la forme ©,(b) = b, ®tA®ﬁ-‘5uoo®
t_», alors ©,(f;b) s’écrit également sous une forme similaire b} ® t) ®
fi‘(”)/uoo®t_ A et que b et ¢’ sont indépendants du choix de A. Le morphisme
O, étant strict, nous avons O,(fib) = fi(by ® ty ® Ziuoo ® t_y). Or
gi(ta ® ﬁ%uoo ®t_)) est égal a 5,(fl‘f)uoo) — (h;, \). Donc :

(1) Sii #ig et (hy, A\) > 0, de sorte & avoir ¢;(by) > &;(t\ ® fl‘(‘)uoo ®
t_x) = i filttoo) — (R4, A), alors

(7.2.2) OA(fib) = (fib1) @ 1 ® [t @ Lo

(2) Si par contre i = ig, alors g;(t) ® Nl‘f)uoo ® t_)) = a. Ainsi, nous
avons

(7.2.3) @A(ﬁb) _ { (fibl) Rty ® }éuoo ®t_x sigi(b) > a,

b @ty @ fir i @t sipi(b) < a.

Dans les deux cas, I’élément @,\(ﬁ-b) a bien la forme souhaitée. De plus,
les formules (7.2.2) et (7.2.3) démontrent que 0} et a’ ne dépendent pas
du choix de .

D’autre part, on a

(bl) X bio(—a) si ¢ 7é io,

(bl) &® bio(—a) sii =1 et sz(bl) > a,
bl &® bio(—a — 1) Sit= io et Soz(bl) S a,

fi
(7.2.4) fi(bi @byy(—a)) =< f;
puisque ;(b;,(—a)) est égal & —oo pour i # iy et & a pour i = .
Théoréeme 7.2.2. — Il existe un unique plongement plein de cristauz
U,,: B(oo) — B(o0) ® By,

vérifiant U, (too) = Uso @ by, & savoir le morphisme que nous venons de
décrire.

Démonstration. — 11 suffit de vérifier que notre application, qui existe
et commute avec f; d’aprés (7.2.2), (7.2.3) et (7.2.4), conserve également
wt, €;, ©; et €;, ce qui se fait sans difficulté. O
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Prenons maintenant une suite i, is,... dans I telle que pour tout ¢,
I'ensemble {n > 0; i, = i} soit infini. Nous avons alors des morphismes
de cristaux

Uy U, ®B;,
U™: B(oo) — B(oo) ® B;;, ——— B(00) ® B;, ® By, — -+

- — B(oo) ® B;, ® -+ ® By,

Lemme 7.2.3. — (1) Pour tout b € B(c0), il existe m assez grand
tel que W™ (b) soit de la forme

(7.2.5) UT(D) = U Ry @ -+ R €1

avec ¢, € B;,.

(2) Dans ce cas, pour tout m’ > m nous avons

T (D) =t ®@b; ,(0) @ @biy,, (0) @@ ey

Démonstration. — (2) est évident puisque V;(uo) = U & b;(0). Dé-
montrons (1) par récurrence, en prouvant que si U™(b) est de la forme
(7.2.5) alors U™ (f;b) est également de la forme (7.2.5) pour m’ > m.
Grace a (2), nous pouvons supposer i = i,, et ¢,, = b; (0). Alors U ( f;b)
s’exprime sous la forme

[i(too ® C) @ Co1 @+ @ ¢
ou um®cm®ﬁ(0m—1®"'®cl)-

Or i(us) = 0 et g;(cp) = 0, donc ﬁ(uoo ® Cm) = Uoo @ (ﬁcm) Dans
les deux cas, le vecteur W ( f;b) a la forme souhaitée. O

Ainsi, 'application b — (c1, ..., ¢m, b;,,,,(0),...) est indépendante du
choix de m. D’ott un plongement plein de cristaux

n € B; tout n > 1 et
(7.2.6) V: B(c0) <—>P::{(Cn)n21; Cn € Dj, pour tout n e }

¢n = b;,(0) pour n >0
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Le cristal P est la limite inductive des C' ® B;,, ® --- ® B;,. Voyons sa
structure cristalline de fagon explicite. Pour b = (b, (an))n>1 € P,on a

wt(b) = Zanain,

n>1

El(b) = maX{—CLn - Z(hualk)aku n Z 17 Z = Zn} 2 0;

k>n

i(b) = max{a, + Z<hivaik>ak§ n>1i=1i,}.

k<n

L’entier a, est nul pour n assez grand, donc la somme infinie dans la
définition de ¢;(b) a un sens. Remarquons également que les mazima
existent et sont entiers. Les actions de é; et f; sont données par

0 si El(b) = O,
éib = la suite obtenue en changeant a,,_ a la n.-iéme .
e si g;(b) > 0,
place en a,, +1

b { la suite obtenue en changeant a,, a la ns-iéme place en
7: =

an, — 1,
ou
ne = max{n>1; i, =1etg(b) =—a, — kZ (hi, i )ag}
= max{n >1; i, =i et p;(b) = a, + kz>(hi,aik)ak},
<n
ny = min{n >1; i, =1 et g;(b) = —a, — kz (hi, o, Yag}
= min{n >1; i, =iet p;(b) = a, + kz><hi, Q;, )ak}.
<n

Remarquons que n. existe en tant qu’entier dés que £;(b) > 0.

Notons que B()\) est isomorphe & un sous-cristal de P ® T pour tout
poids dominant \.

La description de B(oo) que nous venons d’obtenir dépend du choix
de la suite {i1,io,...}.

A Theure actuelle, I'image de 1’application (7.2.6) est encore inconnue
dans le cas général (voir [29]| pour une réponse conjecturale).
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Remarque 7.2.4. — On a en fait (|15]) un isomorphisme

B(o0) ® B; ~ |_| B(o0) ® Tha,,
neN
Ol Uso @ bi(N) — Uso @ tpqa,- D’autre part T\ ® B; ~ B; ® Ty, . Ainsi P
est la réunion disjointe de certains B(oco) @ T¢ (£ € (). Plus précisément,
en posant P" = {b € P; £;(b) = 0 pour tout i} on a

P = |_| ®th (b)-

bePh

7.3. Exemple dans le cas de sl3

Déterminons I'image de ¥ dans le cas g = sls.
Considérons le morphisme

(7.3.1) U? : B(oo) < B(c0) ® By ® By ® By.
Proposition 7.3.1. — Soit g = sls. Alors 'image de V3 est
{too ® f2b1 ® f52by @ fi'b1; a2 > az >0, ar > 0}.
Démonstration. —~Soit B’ T'ensemble ci-dessus. Il suffit de prouver que
e;B" ¢ B'UA{0}, fiB' C B' et {b € B'; ¢b=0 pour tout i} = {u ®
by ® by ® by} . . .
Pour b = uy ® 1201 ® f3%by @ fi" b1, nous avons d’une part
0 si 0 > as, a; + 2a3 — as,
élb =< Uy X .]Flag_lbl X .]?‘52192 X .]Elalbl si as > 0 et as > a + 2&3 — a9,
Uso X f{lsbl &® f;QbQ &® fal_ 1 si ay + 2(1,3 — a9 > O, as.
Donc é; B’ C B’ 11{0}. D’autre part

5 — 0 si0 > as — as,
277 Voo ® FO3by @ f32 71y @ fThy si 0 < ap — as.

Il est ainsi évident que éb C B’ LI {0}. La démonstration pour f; est
analogue.

Vérifions la derniére assertion. Supposons ¢;b = 0 pour ¢ = 1, 2. Pour
1 = 1 nous obtenons a3 = 0 et a; < aq, et pour ¢ = 2 nous obtenons
CLQSCLg. D’oﬁa3:a2:a1:O. ]
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Ezercice 7.1. — Soit g = sl3. Démontrez que le plongement (7.3.1)
induit un plongement de cristaux B(co) — B; ® By ® By.

Ezercice 7.2. — Soit g = sl3. Démontrez qu’il existe un et un seul
isomorphisme de cristaux By ® By ® B = By ® B; ® Bs.

Ezercice 7.3. — Dans le cas g = Cy (c'est-a-dire I = {1,2} avec
(1, 01) = 2, (g, 0) = 4, (g, 0) = —2), démontrez qu'il existe deux
plongements de cristaux

B(oo) — B ® By ® By ® B,
B(oo) — By ® By ® By ® By,

et que leurs images sont {f{’bl ® foby @ feby @ fdby; d >0, ¢ >b>a >0}
et {f3by @ fiby @ fSby @ flby; d >0, 2¢ > b > 2a > 0} respectivement.

Ezercice 7.4. — Solent A\ € P, b € B(\) et i#j € 1. Supposons
fib € B(X). Démontrez que

gi(D) + (hi, o) < &i(f;b) < eilb),

ei(b) < @il f;b) < @i(b) — (i, o).
(Indication : utilizez le théoréme 6.1.4 et les propositions 6.2.1, 6.2.3, ou
bien le plongement plein B(\) <— P ® T construit dans la section 7.2.)






CHAPITRE 8

REALISATION DES BASES
CRISTALLINES PAR DES CHEMINS

Les cristaux B(A) (A € P.) peuvent se décrire de facon géométrique
grace a la réalisation de P. Littelmann. Nous avons besoin pour ce faire
de préliminaires sur les gonflages de cristaux.

8.1. Gonflage de cristaux

Définition 8.1.1. — Soient deux cristaux B et B’, une application
Y: B — B’ et un entier m. On dit que v est un morphisme d’ampli-
tude m s’il satisfait a

wt((b)) = mwt(b),

ei(¥(b)) = mei(b),

(8.1.1) pi(¥(b) = mepi(b),
Y(fib) = fimp(b),

Y(eb) = &my(b),

pour tout b € B. Ici on suppose 1)(0) = 0.
Le lemme suivant se démontre facilement.

Lemme 8.1.2. — (1) Si¢: B — B’ est un morphisme d’amplitude
m et B — B" est un morphisme d’amplitude m', alors ' o). B —
B" est un morphisme d’amplitude mm/'.

(2) Soient ¢,: B, — B!, (v =1, 2) deuz morphismes d’amplitude m.
Alors 1 @ Yy By ® By — B ® B, est un morphisme d’amplitude m.
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Rappelons que pour toute suite (i,),>1 telle que pour tout i ’ensemble
{n > 0; 14, = i} soit infini, nous avons un plongement de B(co) dans
P ={(cn)n>1; cn € By, pour tout n et ¢,, = b;, (0) € B;, pour n > 0}.

in in

Proposition 8.1.3. — Pour tout entier m > 0, il existe un et un seul
morphisme S,,: B(oco) — B(oo) d’amplitude m. De plus S, est injectif.

Démonstration. — On a wt(S,,(u)) = 0, donc I’élément S,,(us) doit
étre uy ; d’ott 'unicité.

Définissons une application S,,: P — P par (¢,)n — (Sm(cn))n avec
Si(bi, (k) = b;, (mk). Grace au lemme précédent, on vérifie facilement
que S, est un morphisme d’amplitude m et que S,,(B(o0)) C B(oo). O

Définition 8.1.4. — Le morphisme S,,: B(co) < B(co) d’amplitude
m est appelé gonflage d’ordre m de B(c0).

Corollaire 8.1.5. — Pour tout poids dominant \, il existe un unique
morphisme S, : B(A\) < B(mX\) d’amplitude m. Nous l’appellerons éga-
lement gonflage d’ordre m de B(\).

Démonstration. — Le morphisme S, : B(co) @ T\ — B(oo) & Tina
induit Sy, : B(A) — B(mA). O
On a

S (Ux) = U

Le corollaire ci-dessus implique le

Corollaire 8.1.6. — Soient deuz poids dominants \ et p. Si V(\) ®
V(p) contient V(v), alors V(mA) & V(mpu) contient V(mv) pour tout
entier positif m.

Démonstration. — D’aprés le corollaire 4.1.7, le module V' (v) est contenu
dans V(A\) @V (p) si et seulement s’il existe un vecteur b € B(u) de poids
v — X tel que g;(b) < (h;, A). Or S,,,(b) € B(mpu) est de poids mv — mA
et satisfait a ;(S,,0) < (h;, mA). O
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On a le diagramme commutatif

S m

B(A\) —= B(mA\)
\LSn
Snm
B(nm)
Définition 8.1.7. — Pour tout poids dominant A\, on définit un en-
semble B(\)q par
(8.1.2) B(A)g = li_rr>13(m)\).

Il est clair que B(\) — B(\)qg.
Pour tout a € Q non nul, définissons sur B(\)g des applications

&, fi: B(\)g — B(\)g U {0}
telles que le diagramme

5.ma f.ma
€ 7f’L

B(m\) B(m)) U {0}
B(\)g — " B(A)g U {0}

commute pour m contenant assez de facteurs. De méme, définissons ¢;,
w;: B(A)g — Q comme étant les limites inductives des applications

B(m) 25 7, Y™, 17, @,

Ezemple 8.1.8. — Dans le cas g = sly nous avons B(p)g = [0, 1],
comme l'illustre la figure 8.1 (ot les chiffres sont des valeurs de ¢).

0 1 m—1 m
B(mp) I} O o e (@) I)
Blp)g 00 , o1
1/2

Ficurke 8.1. Gonflage de cristaux sur sl
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Ezemple 8.1.9. — Soient g = sl,, et A = Ay. Dans la réalisation de
B(mA) par les tableaux de Young, tout vecteur de B(m\) est représenté
par un tableau semi-standard de forme mA (une ligne de longueur m).
Soit a, le nombre de fois que v apparait dans ce tableau. Alors

B(mA) =~ {v,(a); a = (ay,as,...,a,) tel que a, € Net > a, =m},

v=1
donc la structure de cristal est donnée par
wt(vm(a)) = >oo_, ave,,
gi(vm(a)) = a1,
vi(vm(a)) = ai,
~ . Um(CL + 52 — 5i+1) si Qiqy1 > 0,
62(’Um(a)> - { O Si Aip1 = 0’
~ B U (@ — 0; + 0;11) si a; > 0,
fl(’Um(CL)> - { O Si a; = 0,
/—/V‘\
oni=1,...,n—1letd, =(0,...,1,...,0). Donc v, (md;) est un vecteur

de plus haut poids. Le gonflage S,.: B(mA) — B(rm\) d’ordre r a pour
expression v,,(a) — vy, (ra). 11 s’ensuit que

B(N)g ={v(a); a=(a1,as,...,a,) tel que a, € Qr et > a, =1}.

L’injection B(mA) — B(\)q associe alors v(m™'a) a v,,(a).

Ezemple 8.1.10. — Soient g = gl et A = myA; + moAy. Alors B()\)
est paramétré par I’ensemble des tableaux de Young semi-standards de
forme A (c’est-a-dire & deux rangées, la premiére de longueur my + ms et
la seconde de longueur ms). Soit a}, le nombre de k dans la v-iéme rangée
1<v<21<k<3). Alorsona ) ,a =m;+mgety,ai =ma.
Ainsi a} =m; +my —a} —a}, a? =0, a3 = my — a3. D’ou

B(A) = {v(a); a = (a3, a3,a3) € N,

8.1.3
( ) ay +al <my + a3, a3 <my, al <my}.
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On vérifie facilement a I’aide de I’écriture arabe que la structure cristalline
est donnée par

wt(v(a)) = (my +my —a} —al)e
. +(ad + mo — a3)ezx + (a3 + a3)es,
(8.1.4) e1(v(m)) = a,
- e2(v(a)) = az+ (a3 — az)+,
pi(v(a)) =mi+ai—a;—a,
pa(v(a))  =ma—ai+ (ay — a3)+.
Ici 2, = max(z,0). Les actions des opérateurs ¢; et f; (i = 1, 2) sont

alors

- v(a —63) sial>0,
érv(a) :{0( g i al— 0

fula) - v(a+0)) sial+al <m;+adl,

! 0 si ay + a3 = my + a,
v(a — 62) si a3 > al,

éav(a) =1 v(a+0)—03) siai<aletal>0,
0 si a2 <aletal=0,
0 si a2 > al et ai = my,

fav(a) =< vla+62) si a2 > al et a2 < my,
v(a— 05 +03) siai<as.
Ici 6, est le vecteur défini par (0,°)} = d(u,k)=(vo,ko)- L’application gonflage

Sm: B(A) — B(m\) a pour expression v(a) — v(ma). Ainsi, de fagon
similaire & I’exemple précédent, on a

B(Ng = {v(a); a = (a3, a3,4d3) € (Q+)°,
ay+aiy <my + a3, ai < ma, al <ms}.
Les applications wt, ¢; et ¢; sur B(\)g s’expriment comme en (8.1.4).
La limite inductive B(\)g est divisé en deux régions, a savoir {v(a) €

B(M)g; a2 < al} et {v(a) € B(A)g; a2 > al}. Sur chacune d’elles, les
applications wt, €;, ¢; sont linéaires.

Remarque 8.1.11. — Pour tout i, nous pouvons voir { ﬁ-“}ae@ comme
un flot dynamique sur B(\)g.



106 Chapitre 8. Reéalisation des bases cristallines par des chemins

Par ailleurs B(\)g est une sorte de variété linéaire par morceaux (divi-
sée en régions qui sont des polytopes convexes). Dans 1’exemple ci-dessus,
ces régions sont au nombre de deux. Sur chaque région, ces flots dyna-
miques sont linéaires et donc commutent entre eux (sauf sur le bord des
régions). Les applications wt, ; et ¢; sont également linéaires sur chaque
région. Cette structure n’est pas encore bien comprise a ’heure actuelle.

8.2. Structure cristalline sur ’ensemble des chemins

Posons Pr = R ®z P. Un chemin est une application 7 rationnelle,
continue et linéaire par morceaux de [0, 1] dans Pg modulo les reparamé-
trisations. Plus précisément, un chemin est une application [0,1] — Pg
telle qu’il existe une suite 0 = ¢y < ¢; < --- < ¢, = 1 de nombre ration-
nels et Ay, up € Q®z P (0 < k < s) tels que 'on ait 7(t) = tA\, + ug
pour t € [cx, cxr1] (0 < k < s). Deux chemins 7 et 7, sont identifiés s’il
existe des applications continues, surjectives, croissantes et linéaires par
morceaux 1y, ¥9: [0,1] — [0, 1] telles que 7 0 1)y = Ty 0 s.

La concaténation de deux chemins m; et 7y, notée m; * mo, est définie
par

(g 5 m2) () = { m1(2t) + m2(0) s% t<1/2,
mo(2t — 1) +m (1) sit>1/2.

On a donc (m *m2)(t) = m1(t) + m2(t) pour t = 0, 1. La concaténation est
associative, c’est-a-dire (m * my) * m3 = 7 * (Mo * w3) pour tous chemins
T, T2, T3.

Pour tout chemin 7, définissons un chemin S,,(7) par S, (7)(t) =
mm(t). Il est clair que S, commute & la concaténation.

Notons P, ’ensemble des chemins 7 tels que 7(0) = 0 et w(1) € P. Lit-
telmann a donné dans [21] et [22] deux structures de cristal sur Py, 'une
stable par concaténation, I’autre par similarité S,,. Nous présenterons ici
la seconde.

Soit m € Pr. Le chemin inverse w¥ de m est défini par ¢ — m(1 —
t) — w(1). Le poids de m est défini par wt(w) = 7(1). Pour ¢« € I et
m € Pr, posons H;(m) = inf{(h;,w(t)); 0 < t < 1} < 0. Définissons
ei(m) = [—Hi(m)] et pi(m) = &i(m") = ei(m) + (hi, wt(7)) (rappelons que
|| est 'unique entier tel que || <z < |x] + 1).
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Munissons P;, d’une action é; comme suit.

Soient i € I et m € P. Posons é;m = 0 si g;(7) = 0. Sinon, c’est-a-dire
lorsque H;(m) < —1, construisons s > let 0 < a; < ¢ <ag <cp < -+ <
as < ¢y < 1 de la facon suivante :

hi,m(t)) > H;(m) + 1 pour 0 <t < ay.
hi,m(ay)) = Hy(m) + 1.

(
(
(h;, m(t)) décroit strictement sur [a,,c,| pour tout
<

(8.2.1) >

(hi,m(cy)) = (hiym(av41)) et (hi, (1)) = (hi,m(cy))
sur [¢,, a,4+1) pour tout 1 <v <s— 1.

(5) (hi,m(cs)) = Hi(m).
(6) (h;,m(t)) > H;(m) pour ¢, <t < 1.

En d’autres termes, le nombre a; est le plus grand a tel que (h;, 7(t)) >
H;(m) + 1 sur t € [0,a], le nombre ¢; est le plus grand ¢ > a; tel que
(h;, m(t)) décroit strictement sur ¢ € [ay, ¢|, le nombre ay est le plus grand
a > ¢ tel que (h;,w(t)) > (h;,7(c1)) sur t € [cy,a], etc. Nous arrivons
finalement au nombre ¢, tel que (h;, (cs)) = H;(w). Par construction
((hiym(ar)), -, (hiym(as)), (hi,7(cs))) est une suite strictement décrois-
sante de H;(m) + 1 jusqu’'a H;(m). Remarquons que ¢, est le plus petit ¢
tel que (h;, 7(t)) = H;(m).

Alors é;m est le chemin obtenu en effectuant la symétrie de la partie
[a,,c,] (1 < v < s) par la réflexion simple s; et en n’effectuant qu’une
translation sur les autres parties afin de conserver un chemin continu.
Concrétement, nous avons

(8.2.2)
pour 0 <t < aq,
— (hi,w(t) — m(aq))a;  pour a, <t <y,

(
@me =4
7(t) + oy pour ¢, <t < 1.

Notons la similarité de cette construction avec celle de ’exercice 8.1.
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Remarque 8.2.1. — Si une suite 0 < a1 < ¢ < ay < ¢ < -+ <

¢s < 1 satisfait aux conditions (8.2.1), alors é;7 est donné par la méme
formule (8.2.2). En fait si ay = ¢, alors 0 < a7 < ¢; < -+ < apq <
ko1 < apyr- - < ¢ < 1vérifie (8.2.1), et sicy = agyq alors0 < ay < ¢ <
c<a < g < - < ¢y < 1 vérifie (8.2.1). De plus, nous obtenons le
méme chemin en employant la nouvelle suite dans la formule (8.2.2).

Enfin, posons fim = (¢;(m))Y. La construction explicite de f;r dans le
cas p;(m) > 0 est la suivante. Définissons 0 < a; < c¢; < ags < g < -++ <
¢s <1 (s>1) comme suit :

( a
(2) (hi,m(a1)) = Hi(m).

) (hi,m(t)) > Hi(m) pour 0 <t < ay.
)

(3) (hs,w(t)) croit strictement sur [a,, ¢,] pour tout 1 <
s.
)

v <
(4 <hm§cu)> = (hi, m(av41)) et (hi,m(t)) > (hi, ()

sur [¢,, a,4+1) pour tout 1 <v <s— 1.

(5) (hi,(cs)) = Hy(m) 4 1.
(6) (hi,m(t)) > Hy(m) + 1 pour ¢, <t < 1.

Alors f;m est le chemin obtenu en effectuant la symétrie de la partie

(8.2.3)

\

[a,,c,] (1 < v < s) par la réflexion simple s; et en n’effectuant qu’une
translation sur les autres parties afin de conserver un chemin continu.
Concrétement, nous avons

(8.2.4)
m(t) pour 0 <t < ay,
; m(t) — (hi, w(t) — w(ar))o;  pour ay <t <y,
i) (t) =
(fim)(®) 7(t) — (hi,m(c,) — w(ay))oy pour ¢, <t < a,yq,
m(t) — pour ¢, <t < 1.

Proposition 8.2.2. — Le cristal Py, est semi-normal.
Démonstration. — En supposant £;(m) > 0, démontrons que f;é&;(n) =

m S0it 0 < a1 < ¢ < a3 < ¢g < -+ < ¢g < 1 la suite satisfaisant
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a (8.2.1) pour 7. Alors H;(é;m) = H;(m) + 1 et ce nombre est atteint par
(h;, (&;m)(ar)), et (h;, (;m)(cs)) = H;(é;m) + 1. 11 s’ensuit que 0 < ay <
0 < ag < ¢y <o <cg <1 veérifie (8.2.3) pour é;m. Ainsi fieim est le
chemin obtenu en appliquant s? sur les segments [a,,c,]. Il découle de
s? =1id que fi&(n) = 7.

En appliquant v, nous obtenons é; f;(r) = 7 pour ¢;(7) > 0. Les autres
axiomes se vérifient aisément. O

Voici enfin la réalisation par des chemins de la base cristalline B(\).
Pour tout poids A, notons 7 le chemin droit de 0 & A (c’est-a-dire 7y (t) =
tA).

Théoréme 8.2.3 (Littelmann). — Pour tout poids dominant \, il ex-
iste un unique plongement de cristauxr de B(\) dans Pr, envoyant uy sur
7. Par ce morphisme, le cristal B(\) est isomorphe & la composante
conneze du cristal Py, contenant 7.

La démonstration du théoréme sera effectuée dans la section 8.3. Celle-
1a repose sur la stabilité de la structure cristalline sur P, par similarité
ainsi que sur sa stabilité partielle par concaténation.

Proposition 8.2.4. — Soient m un chemin et n un entier strictement
positif. Soit i € I.
(a) Supposons e;(mr) > n. Soit 0 < a1 < ¢ < ag < g < +++ <
cs < 1 une suite satisfaisant aux conditions (8.2.1),, c’est-a-dire
auz conditions (8.2.1) avec (1) et (2) remplacées par les conditions
(1), et (2), suivantes :
(1), (hi,m(t)) > Hi(m) +n pour 0 <t < ay.
(2),, (hiym(ay)) = Hiy(m) + n.
Alors €'t est donné par une formule similaire ¢ (8.2.2) dans laquelle
le dernier cas est remplacé par

(&;m)(t) =7(t) +na; pourcs <t <1.

(b) Supposons pi(m) > n. Soit 0 < a3 < ¢ < ag < ¢3 < -+- <
cs < 1 une suite satisfaisant auzx conditions (8.2.3) avec (5) et (6)
remplacées par les conditions (5), et (6), suivantes :

(5)n (hi,m(cs)) = Hy(m) + n.
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(6)n (hy,m(t)) > Hi(m) +n pour ¢y <t < 1.

Alors f'm est donné par une formule similaire & (8.2.4) dans laquelle
le dernier cas est remplacé par

(fﬂr)(t) =m(t) —na; pourcs <t <1.

Démonstration. — Prouvons (1) par récurrence sur n. Prenons une suite
0<a; <c <ay<cy<---<cs <1satisfaisant aux conditions (8.2.1),,.
Choisissons k et a tels que ap < a < ¢ et (h;, w(a)) = H;(w) + 1. Alors
0<a<c<ag <--<as<cs <1 vérifie la condition (8.2.1). Donc
7':=é,m est obtenu & partir de m en effectuant la réflexion des parties
la, ck], [ay,c,] (E+1 < v <s) par la réflexion simple s;. On a H;(7') =
Hi(m)+1et 7n'(t) = w(t) pour t < a. Ainsi 7’(a) = H;(n') et 7' (t) > H;(7')
pour t > a. Il sensuit que 0 < a1 < ¢ < Ay < €3 < -+ < ¢y <
ar < a < 1 satisfait a la condition (8.2.1),,_; pour 7’. Par conséquent
&"m = " '1’ est obtenu a partir de 7’ en effectuant la réflexion des
parties [a,,¢,] (1 < v < k) et [ag,a] par s; (voir la remarque 8.2.1). D’oul
le résultat recherché.

La démonstration pour ﬁ" est analogue. O

Le corollaire suivant est une conséquence immédiate de la proposition.

Corollaire 8.2.5. — Pour tout entier m > 0 et tout chemin © € Py,
nous avons

S (&) = &S (), Sl fim) = ;™S ().
Proposition 8.2.6. — Soit i € I. Notons Péi) le sous-ensemble de Py,
formé des chemins  tels que H;(m) € Z.

(1) L’ensemble Péi) vérifie éﬂ?g) € Péi) L{0} et ]EZ-'PS) € Péi) L {0}.
(2) L’application Péi) ® Péi) — Péi) définie par ™ ® Ty — T * Ty est

un morphisme de cristauz sur U,(g);.

Démonstration. — (1) La premiére propriété est une conséquence de
légalité H;(é;m) = H;(m) + 1, prouvée au cours de la démonstration de
la proposition 8.2.2. La vérification de la seconde assertion est similaire.

(2) Posons m = 7y * my. Démontrons tout d’abord que

(825) 82'(7'(') = max(&?i(m),&ti(m) — <h2,Wt(7T1>>)
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On a 7(t) = m(2t) pour 0 <t < 1/2 et 7(t) = ma(2t — 1) + m (1) pour
1/2 <t < 1. Donc
H;(m) = min{(h;, 7(t));0 <t < 1}

= min(min{(hi,m(t»;O <t <1}, min{(h;, ma(t) + m(1));0 <t < 1})

= min(Hi(Wl), H;(m) + <h,~,wt(7r1))).
Dot (8.2.5).

Démontrons que é;m = my*(é;my) en supposant o;(m;) < €;(ms). D’aprés
I'hypothése on a H;(m) > H;(me) + (h;,wt(m)) = H;(m). L’hypothése
d’intégralité implique l'inégalité H;(m) > H;(w) + 1. Par conséquent
(hi,m(t)) > H;(m) + 1 est vérifiée pour 0 < t < 1/2. Donc si I'on choisit
0<a1 <c¢p <ag<cy<---<cg <1 vérifiant la condition (8.2.1) pour
my,alors 0 < (1+a1)/2< (1+c1)/2<(1+4a)/2<(14c)/2<---<
(1 4 ¢5)/2 < 1 satisfait a la condition (8.2.1) pour 7. D’ou le résultat
escompté, a savoir &;m = 7y * (€;7a).

La vérification des autres axiomes des morphismes de cristaux est si-
milaire.

O
Le lemme suivant est une conséquence de la proposition 8.2.4.
Lemme 8.2.7. — Pour A € P et i € I, nous avons :
(1) gi(my) = (= (hi, A\)) 1 et pi(my) = ((hiy A)) - Iei oy :=max(z,0).
(2) i
= filtiNay o si (b, ) >0,
AT & MmN si (B, A) < 0.
Remarque 8.2.8. — La structure cristalline sur Py, est I'unique struc-

ture de cristal semi-normal satisfaisant au corollaire 8.2.5, & la proposi-
tion 8.2.6 et au lemme 8.2.7. En effet, pour tout = € Py, il existe un entier
m > 0 et des poids Ay, ..., Ay tels que S,,(m) = my, * -+ - % Ty,

8.3. Plongement de B()\) dans le cristal des chemins

Soit A un poids intégral dominant. L’ensemble wt(V()\)) = wt(B(\))
des poids de V() est alors contenu dans A+ ()_ et invariant sous 'action
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du groupe de Weyl. De plus nous avons
8B(\), = 8B(\)y, pour tous p € P et we W.

Il existe donc pour tout w € W un unique élément wu,,, € B(\) de poids
wA. Ce vecteur wu,,) vérifie en outre les propriétés suivantes.

Lemme 8.3.1. — Soienti € [, N € P, etwe W.
(1) Si s;w > w alors (hy,w\) > 0; si s;w < w alors (h;,w\) < 0.
(2) Les applications p; et €; agissent sur w,, par
giluwr) =0,  wi(uwr) = (hi,wX)  si (h;, wA) >0,
Vi(uwa) =0, i(uwr) = —(hy, wA)  si (hj,wA) <0.
(3) Les vecteurs uy,y et us,,x sont reliés par

{ ﬁ<hi’W)‘>uw,\ st (hi, wA) >0,
Ug;wr =

&~ PNy si (hy, w) < 0.

Démonstration. — Si s;w > w alors w™ta; € Ay d’aprés le lemme 3.4.2,
donc w\ + a; = w(A + w ;) n’est pas un poids de B(\). De méme, si
s;w < w alors wA — a; n’est pas un poids de B(\). Ainsi

Eiupy =0 sis;w > w,
fitwxr =0 81 s;w < w.

Donc on obtient (1) et (2).
(3) est une conséquence du fait que le terme de droite est un vecteur
non nul de poids s;wA. O

Désignons par K,,: B(A) — B(\)®™ la composition du morphisme
Sy B(A) — B(mA\) d’amplitude m défini par uy — u,,, et du mor-
phisme de cristaux B(m\) < B(A\)®™ défini par u,,, — u{™. Alors K,,
est 'unique morphisme d’amplitude m de B()\) dans B(\)®™. Notons
également [, le morphisme

(Kn)®™": B(A\)®" — B(\)®™™
d’amplitude m.
Proposition 8.3.2. — (1) Les vecteurs K,,(u,y) et u>y sont égaus
pour tout w € W.
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(2) Le diagramme

-
Knm
B(x)=mm

est commutatif.
(3) Soit b € B(\). Si m contient assez de facteurs, alors il existe des
éléments wy, ..., w, € W tels que K,,(b) soit égal G Uy, \ @ -+ - @ Uy, A-

Démonstration. — (1) Le vecteur K,,(u,)) est de poids mwA. Or il

n’existe qu'un unique vecteur dans V' (A\)®™ de poids mw), a savoir u>y".

(2) Evident.

(3) Soit b = f;, - - - fi,ur. Effectuons une récurrence sur £. Le résultat
est vrai pour b = uy, € ‘est-a-dire lorsque ¢ = 0. Supposons-le démontré
pour tout b = f;, -- f”uk, et vérifions-le pour f;b. Nous avons K,,(fib) =
Ko (b) = fi™(Upyx @ - -+ @ Uy, ). Donc il est suffisant de démontrer
que pour 7 et wy,...,w, € W tels que le vecteur fi’"(uwlx ® - @ Uy,y,)
soit non nul, il existe n tel que I'image de ce vecteur par K, soit un
produit tensoriel de 1w, (w € W). Or fir (Ui @+ @ Uy, n) Sécrit
fcluwl,\ ® - meuwm)\ pour certains ¢, € N, et K, (fZ (Uppyp @ -+ ®
Ur)) = f/wl( o) ® ® firem (uf wey)- Nous sommes ainsi ramenés &
démontrer que

pour w € Wetc>0,si f,cum # 0, alors il existe n tel que

8.3.1
( ) fim ¢(u®?) soit un produit tensoriel de certains u,y (z € W).

En effet, si f;"* (u ®”k) est un produit de u,, (x € W), alors en posant
n = Hknk on a K, (fz (Uiyn @ =+ @ Uy,,n)) = K;n(fz Mypyp) @ -0+ @
(fz uwmA) Kn/m(fznlcl(ug?i)) K- Kn/nm(finmcm (USZS\L))

Démontrons (8 3.1). Si ¢ = 0, il suffit de prendre n = 1. Supposons donc
¢ > 0. Puisque fZ Upx 7 0, les entiers n: gpl(um) > cet <hl,w)\> sont
strictement positifs ; ainsi fZ Upr = Usor- ON A fZ"C( V) = fZ"C(
wEN). Par ailleurs ¢, (1) = nc et &;(us""?) = 0, ce qui entralne

0i(u25) = g;(u,, ®(n c)) + ne. La formule (2.3.11) implique

fire(u®s @ ul' ™) = fireu®) @ ud ) = uf, @ ul\"Y.
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D'out (8.3.1).
O

Fin de la démonstration du théoréme 8.2.3. — Définissons une applica-
tion U: B(A\) — P, associant a b € B(\) tel que K,,(b) = tUyn @
e @ Uy, le chemin 7, -1, % -+ - % Tp-14, 1 € Pr. Elle est définie sans
ambiguité d’apres la proposition précédente. Démontrons que ¥ est un
morphisme de cristaux.

Soient b comme ci-dessus et m = W(h) = T-14,) % -+ % Tpy-144, 1. Ce
chemin 7 est linéaire sur chaque intervalle [%, %} (0<k<m-—1)et
vérifie w(k/m) =m0, o, WA

Démontrons que £;(7) = &,(b). Posons ny = ;(tur) — > 1<pep (Fir W)
et & = i < lhi, w,\) = mih;, w(k/m)). Alors H;(r) a pour valeur
min{m¢,; 0 < k < m} et g;(m) est égal & [—H;(7)]. Or &;(tw,)) =
max (O, —(hy, wkk)), d’ott g, = max(—¢&_1, —&). Il s’ensuit que me;(b) =
gi(Km(b) = max{ne; 1 < k < m} = max{—§;0 < k < m} =
—mH; (). Ainsi €;(b) = —H;(m) est un entier, et finalement ¢;(b) = ().

Démontrons que V(é;b) = é;m lorsque £;(b) > 1. On peut supposer
que K, (&) est également de la forme wu,/\ ® -+ ® uyy, . Donc on a
W(€:b) = Mp—turx * =+ % T-147 1. D’autre part, on a

Km(élb) = élme(b) = éicluwl,\ R R éiCmuwmA
pour certains ¢, > 0. Par conséquent U x = €T Uy Si ¢, = 0 alors
wiA = wiA. Si ¢ > 0, alors w A = s;wiA et ¢ = —(h;, wiA). Dans les
deux cas, le lemme 8.2.7 implique €, 7, x = 7, x. Remarquons que I'on
a un isomorphisme de cristaux sur U,(g); entre la i-chaine de ®,;(B(\))

contenant u,, » et la i-chaine de Pél) contenant 7, , envoyant ,,  sur
Twer- DOl

éim(ﬂ-wl)\ R ® Ww;n)\) = éiclﬂ'uu)\ R ® éicmﬂ-wm)\-
D’apreés le corollaire 8.2.5 et la proposition 8.2.6, nous avons

Sm(ézﬂ-) = é’lmSm(ﬂ-) = é41’7”(71-’!1)1)\ ook Ww;n)‘)

— 5.C 5.C
= € gy \ K K 6T Ty \

= Tl * o K Ty A= Sm(‘l’(éib»-

Finalement é;m = W(é;b).
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On démontre de fagon similaire que W(f;b) = f;¥(b) lorsque @;(b) > 0.
Les autres axiomes des morphismes de cristaux se vérifient facilement.

L’injectivité de ¥ découle du lemme suivant, achevant ainsi la démons-
tration du théoréme 8.2.3. O

Lemme 8.3.3. — Soit A\ un poids dominant.

(1) Si w, w' € W satisfont & wh = cw'\ pour un ¢ > 0, alors wA =
w' .

(2) Si deuz suites wy, ..., wy, etw, ..., w, déléments de W satisfont
4 Mg\ % 0 * Ty = Tl x % % Ty, alors wA = w A (1 <v <m).

Démonstration. — Pour démontrer (1), on peut supposer v’ = 1. Rai-
sonnons par récurrence sur {(w). Si {(w) = 0, l'assertion est triviale. Si
{(w) > 0, prenons i € I tel que s;w < w. Alors w™ta; € A_ et donc
(o, wA) = (wag, ) < 0. Or (a;, A) > 0, dout (o, wA) = 0 et ainsi
wA = s;wA. D’aprés ’hypothése de récurrence, on obtient s;wA = A.

(2) découle de (1). O

L’image de B(\) < P se décrit de fagon explicite a 'aide des chemins
de Lakshmibai-Seshadri. Voir |21, 22| pour plus de détails.

Ezxzemple 8.3.4. — Supposons g = sl et A = Ay + Ay = a3 + a». La
base cristalline B(\) est de dimension 8. Les chemins correspondant aux
éléments de B(\), obtenus en appliquant de fagon répétée les opérateurs
fl et fg a my, sont :

— les six chemins 7, avec ;i racine (associés aux vecteurs extrémaux) ;
— les deux chemins de poids nul
fa(t)Z{ —ta pour 0 <t <1/2,
(t—1)a pour 1/2 <t <1,
oll & = (1, (p est une racine simple.

Son graphe cristallin est représenté par la figure 8.2. Voir les figures 5.1
page 65 et 5.2 page 69 pour la description de B(\) par une base de
vecteurs explicite et par les tableaux de Young respectivement.
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FIGURE 8.2. Graphe cristallin de B(A; + A3) pour g = gl; par
les chemins

Ezxercice 8.1. — Soient un indice i € I, des cristaux By (1 < k < /) et
des vecteurs b = b; ® - - - ® by avec b, € By. Calculons ;b pour n > 1.
Posons n, = €;(br) — D 1<, < (hi, wt(D,)). Alors €;(b) = max{ny; 1 <k <
¢}. Définissons une suite d’entiers 1 < a; < ay < --- < a, < £ (1 < s < {)
par

1) gi(b) = mn < Moy < -+ < Mo, =&i(b).
k < ei(b) —npour 1 <k < ay.

n
me < e;(b) pour a, < k < £.
n

e <N, pour 1 <v<seta, <k<ai.
\

Il s’ensuit que a; est le plus petit entier & tel que €;(b) — n < 7k, que as
est le plus petit entier k£ > a; tel que 7, > n,,, etc.
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Démontrez que
ézn(b) = éi61b1 ® éi62b2 ® . ® éngbg’
ou ¢y = 0 pour k ¢ {ay,...,as}, ainsi que ¢4, = 14, — (4(b) —n) >0 et

Cap, = Na, — Nay_1 >0 pour 1 <v < s.

v






CHAPITRE 9

CRISTAUX ET GROUPE DE WEYL

9.1. Décomposition des bases cristallines selon W

Soit A un poids dominant. Pour tout élément w du groupe de Weyl, dé-
signons par B, (\) ’ensemble formé des b € B()) tels que K,,(b) = u,\®
V' pour un entier m strictement positif et un vecteur v’ € B(\)®(m1),

D’aprés la proposition 8.3.2, pour tout b € B,()\) tel que K,,(b) =

Uy @ B pour &' € B(A)®™Y on a wA = w’'A. D’oit la décomposition

B(\) = || B.W\.

HEW A

Les B,(A\) (1 € W) se comportent de la fagon suivante vis-a-vis de
I’action des opérateurs ¢; et f;.

Proposition 9.1.1. — Les ensembles B\ ()\) vérifient

= Bua(\) U {0} si (hi,w\) >0,
(O-L1)  &Bwm(d) < { B ) UBun(N) si (o w) < 0

(9.1.2) &™B,(A\) C

{
(9.1.3)  fiBua(A) C {
(9.1.4) f™™Bua(A) C {
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Ici on note ™ = &0} et fmaxp = fei®)p,

Démonstration. — Commencons par (9.1.1). Supposons que K,,(b) =
Upr @Y. Si (hi, wA) < 0, alors me;(b) = &;(K,,(b)) > €;(upy) > 0 et donc
;b # 0. Ainsi quel que soit le signe de (h;, wA) nous pouvons prendre é;b
non nul. On peut de plus supposer que le vecteur K,,(é;b) s’écrit sous
la forme w,/\ ® b". Il S’ensuit que wu,\ = € u,, pour un entier p; d’ou
WA =wAsi (hj,w\) >0, et w'A=wou s;wA si (hyw, \) < 0.

Démontrons maintenant (9.1.3). Si K,,(b) = upy @ V' et K, (f;b) =
Uy @V, alors U,y = f;puw,\ pour un p. D’ou le résultat escompté.

Les autres assertions en découlent. O
Lemme 9.1.2. — L’ensemble By()\) est réduit au vecteur uy.
Démonstration. — On a trivialement uy € By ().

Démontrons 'inclusion réciproque. Si (h;, \) > 0, alors fiuy € Bia(N).
En effet, en posant n = (h;,\) on a K,(fiuy) = fP(u") = ugy @
u;e;("_l).~Donc sib# uy alors b & By(\) d’aprés (9.1.3) et I'égalité B(\) =
{fir -~ fiour} \ {0} O

Posons

Alors on a la

Proposition 9.1.3. — (1) Les ensembles B,,(\) vérifient
&:B,(\) C Bu(\) U {0},
fiBu(\) C B,(\)U{0} sisw < w,
P By(A) C  Bguw(N) st sw < w.
(2) Siw=s; s,
Bu(A) = {fI" - fiux; ma,...,mg € N}\ {0}
={be€ B(A\); & ... eP™b = u,}.

e

est une décomposition réduite de w € W, alors

Démonstration. — (1) La premiére assertion sur é; est une conséquen-
ce immédiate de la proposition ci-dessus. La seconde assertion découle
de la méme proposition et du fait que si w’ < w et s;w < w alors
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s;w’ < w. Le dernier point résulte de la méme proposition et du fait que
si s;w’ < w' < w et s;w < w alors s;w’ < s;w
(2) Soient Bj et By les second et dernier ensembles. Alors par (1) nous
avons B, (\) C By C By C By(A).
U

Corollaire 9.1.4. — Supposons g de dimension finie. Soit wq [’élément
le plus long du groupe de Weyl.

(1) Les ensembles By, (\) et B(\) sont égauz.

(2) Soit wy = 84, -+ - 8;, une décomposition réduite de wyq; alors pour
tout b € B(\) l'élément €5 - - - €% est le vecteur uy de plus haut poids
de B(\); de plus element ma"- fmaxb est le vecteur u,,, de plus bas
poids de B(\).

Démonstration. — (1) Immeédiat.

(2) 1l suffit d’appliquer la proposition ci-dessus & B()) et B(—wo)) =
B(M)Y.

U

En fait B, ()\) s’interpréte en termes de représentations de la fagon
suivante. Dans la proposition ci-apreés, nous désignons par ., un élément

Gr(twy) de V(X)) de poids w.

Proposition 9.1.5 (|15]). — Pour w € W dont une décomposition ré-
duite est w = s;, - - * Si,, MOUS AVONS

P Kab) =Uf(@uumn= DY, K[ [

bEBw (X) mi,...,mgEN

Le U (g)-module U (g)uwx est appelé module de Demazure. Son ca-
ractére est donné dans la section suivante.

En faisant tendre A\ vers I'infini, nous obtenons le résultat suivant pour
B(o0).

Proposition 9.1.6. — (1) Pour tout w € W, il existe un sous-en-
semble B,,(o00) de B(o0) tel que

By(0) ={f" " fuw; ai,...ar € N}
— {bG B( ) ~max‘_ ~maxb_0}

ZZ
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pour toute décomposition réduite w = s;, - - - s;,.

(2) La base cristalline est partitionnée en B(oo) = || By(00), ot
By (00) = Bu(0) \ (U Bu(0)). e
w’ <w
(3) Nous avons
o Ew(oo) stos;w < w,
fiBu(o0) € { Bo(00) || Bow(o0) si siw > w.

(4) Soit A un poids dominant. En considérant B(\) comme sous-cristal
de B(oo) @ Ty, on a By,(A) = B(A) N (By(c0) @ Th).

Remarque 9.1.7. — Choisissons une décomposition réduite s;, - --s;,
d’un élément w € W. Soit ¥: B(co) — B(oo) ® B, ® --- @ By, le
plongement introduit dans la section 7.2. Alors on a (|15])

By, (00) ={b e B(co); V(b)) € uoo ® B;, ® -+~ ® By, }.

9.2. Formule du caractére de Demazure-Littelmann

Demazure ([3]) a démontré le théoréme suivant (dans le cas ¢ = 1).

Théoréme 9.2.1. — Sotent A € P, et w € W. Choisissons une décom-
position réduite w = s;, - --s;, de w. Alors

ch(Uy (9)uwr) = Diy -+ Dy,e™.

Ici D; est Popérateur sur @, p Ze* défini par

S e s (b, \) > 0,
Dy(e") = e — eV Har ) oS
’ 1—e — > M si (b, M) < 0.
0<n<—(h;,\)

Voyons l'interprétation par Littelmann de cet énoncé en termes de
bases cristallines. Définissons de facon similaire un opérateur Z; sur
78BN par

S fm i (b, wt(b)) >0,
0<n<(hi,wt(b))

— @b si (b, wi(D) < 0.

0<n<—(h;,wt(b))

Zi(b) =
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Soit c¢h : Z¥BWN — @, _,Ze* lapplication Z-linéaire définie par
ch(b) = "), Les opérateurs Z; et D; sont reliés & I'aide de I’application
ch d’aprés la formule
(9.2.1) ch(Zy)) = D;ch(y) pour tout ¢ € ZEBW,

Soit S; 'involution de ’ensemble B(\) définie ci-aprés en (9.4.1). Nous
avons Z;(b + S;b) = b+ S;b. Ainsi Zip = 1 lorsque ¢ € ZFBN est
invariant par S;. Par conséquent, pour toute i-chaine S de B(\) on a
(9.2.2) 7,(> b)) => b

bes bes
De plus, si by est le vecteur de plus haut poids de S alors
(9.2.3) Dibo =) _b.
bes
Proposition 9.2.2. — Soient S une i-chaine de B(\) et by le vecteur
de plus haut poids de S. Alors pour tout w € W ['une des propriétés
suivantes est satisfaite :
(1) SN By(\) = 0.
(3) S C By(N).

Démonstration. — 11 suffit de vérifier que :

(a) Sib e S satisfait a é;0 € S et b € B, (\), alors é;b € By,(\).

(b) Si b, fibo € By(N), alors S C B, (\).
(a) est évidente d’apreés la proposition 9.1.3 (1).
Démontrons (b). Supposons by € B,()\) pour w' < w. Si (h;,w'\) <0,
alors (b) découle de (9.1.3). On peut donc supposer (h;,w'A) > 0. Par
conséquent fiby € By (A) UBy u(N). Si fiby € By,u (M), la méme formule
implique (b). Nous pouvons ainsi supposer f;by € By (). Prenons m > 0
tel que K, (bo) = twn @ U et K (fiby) = i @ . Alors f (i @
V) = uyx @ 0", Aot g,(b") > ¢i(uyy) d’aprés (2.3.11). 11 s’ensuit que
fi"(uw/,\ RV) = Uy ® fi”b’ pour tout n > 0. Finalement S C B,/()\). O

Proposition 9.2.3. — Supposons s;w > w. Alors

Yo ob=2,( > b

bEBs;w(N) bEBw(A)
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Démonstration. — 11 suffit de prouver que
(9.2.4) oobv=2( > b
bESNBs;w () bESNBuw ()

pour toute i-chaine S. Nous avons

S0 Byw(\) = {f'b; be SN B, (N} \ {0}
Donc si SN B,(A) = 0, alors S N Bg,,(A) = 0 et (9.2.4) est vérifiée. Si
S C By(A), alors S C Bg,(A) et (9.2.4) est également vérifiée. Enfin si

S N By(A) consiste seulement en le vecteur by de plus haut poids de S,

alors S C By,,(\) et Z;by = > b implique (9.2.4). O
besS

Cette proposition a pour conséquence immédiate le théoréme suivant.

Théoréme 9.2.4 (|23]|). — Soit w = s;, ---s;, une de décomposition
réduite d’un élément w € W. Alors pour tout poids dominant A\ nous

avons
> b=, Dun.
bEBy (M)
La formule du caractére de Demazure originale (théoréme 9.2.1) est
une conséquence de ce théoréme, de la proposition 9.1.5 et de la for-
mule (9.2.1).

9.3. Cristaux normaux

Dans cette section, nous allons démontrer la proposition 4.2.2. Com-
mencons par le

Théoréme 9.3.1 (|20]). — Soit B un cristal semi-normal satisfaisant
auz conditions suivantes :

(1) Pour tout J C I comptant au plus deuz éléments, toute composante
conneze de ®;(B) contenant un vecteur de plus haut poids (c’est-a-dire
un vecteur annulé par é; pour tout i € J) est un cristal isomorphe au
cristal associé a un Uy(g,)-module intégrable de O;p;.

(2) Toute composante conneze de B contient un vecteur de plus haut
poids, c’est-a-dire un vecteur annulé par tous les é; (i € I).

Alors B est une union disjointe de cristauz B(\).
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Démonstration. — Posons
={b € B; é¢;b = 0 pour tout i}.

Pour b, € B", notons B(by) I’ensemble des vecteurs non nuls de la forme
fi, -+ fi,bo. Prouvons d’abord que B(b,) est isomorphe a B(\), ot A =

Pour toute suite 0 = (0y,...,0,) de I, posons |o| = £, f7 = f,. - fs,
et o’ = (09,...,0). Démontrons l’assertion suivante par récurrence sur

l.

uy = 0 < f7by = 0 pour tout o tel que |o| < L.
o] < Cet fouy # 0, alors ;(f7uy) = :(f7bo) et pi( fouy) =
) pour tout 1.

= fTuy <= foby = fThy pour tous o et T tels que lo|,

(a)e f7
(b), Si
SOZ( ?
(C‘) fou

Le cas ¢ = 0 est trivial, donc supposons I’assertion vérifiée jusqu’a ¢ —1

f7
¢
</

et démontrons-la pour /.

Commencons par (a),. Supposons f7uy = 0. Si f7uy = 0, alors f7'by =
0 d’aprés (a)y_y, et ainsi f7by = 0. Si f7uy # 0, alors f7by # 0 et
0o, (f7bo) = 0o, (f7 1) = 0 d’aprés (a),_; et (b),_1. Donc f,, f7 by = 0.
L’autre implication se démontre de fagon similaire.

Poursuivons par la démonstration de (b),. Soit ] le vecteur de plus
haut poids dans la composante connexe de ®y; ,,3(B(\)) contenant by :=
fouy. Alors il existe une suite 7 dans I et une suite p dans {i, o} telles
que b, = fTuy et by = f, fPV,. On a 1+|p|+|7| = |o|, donc |7| < |o| < L.
Posons by, = f7by. D’aprés (b),_; nous avons &;(b;) = ¢;(b}) pour tout
j € 1. Ainsi b, est le vecteur de plus haut poids de ®y; ,,1(B). Puisque b}
et b, ont méme poids, la composante connexe de ®; ,1(B())) contenant
by est isomorphe & la composante connexe de ®y; Ul}(B) contenant b,. 11
s’ensuit que ez(falfpb’) =& (fglfpb’) Or f'uy = f”fTu)\ d’on f" by =
fprbo fru, par (c)¢—1. Par conséquent fobo = f,, [PV, puis &;(f7u,) =

eil for fOU) = €ilfor [7V5) = & F7ho).

Terminons par la démonstration de (c),. D’aprés (a),, nous pouvons
supposer que fouy, fTuy € B(\) et f7by, fTby € B. Si |o| ou |7| est nul,
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'assertion est trivialement vérifiée. Par exemple si |o| = 0 et |7| > 0 alors
Iégalité by = fTbo implique €,,by # 0, ce qui est absurde.

Nous pouvons donc supposer que |o| et |7| sont strictement posi-
tifs. Supposons vérifice une des conditions de (c),. Alors e (f7uy) =
e (f7bo) > 0 par (b),. Soit ¥, le vecteur de plus haut poids de la com-
posante connexe de ®,, -1(5(A)) contenant by:=fu,.

N _

g

o

On peut alors écrire b = feuy et by = falf”b’l = fnfﬁb’l, ou p et p
sont des suites dans {0y, 7}. Ainsi les vecteurs f7u, et fP féuy sont
égaux. Grace & (c),_1, nous avons f7by = f*fSby. Posons b, = féb,.
Alors b, est le vecteur de plus haut poids de la composante connexe
de ®y,, -}(B) contenant b, :=f%by. Par le méme argument que dans la
démonstration de (b),, il découle de f,, fpb’l = fn fﬁb’l que f,, f”b’z =
fr 7} Par conséquent f7by = fo, f7bo = fo, fFSbo = fr, f? <o

Donc nous avons fouy = fTuy <= fPféuy = fTuy < fPfCby =
by <= fr, [P fbo = fThy <= f7by = fTby. Ici, la seconde équivalence
est une conséquence de (c),_1.

L’application définie par f“u,\ — f"bo nous fournit alors un plonge-
ment plein B(\) — B, d’'image B(by). Ainsi B(by) est une composante
connexe de B et est isomorphe & B(wt(by)) en tant que cristal. L’hypo-

theése (2) implique B = || B(bo). O
boEBh

Proposition 9.3.2. — Soit B un cristal normal. Alors pour tout w €

W, il existe une unique application €, : B — B telle que €, =

~max ~max 5 1 5 - s ~smax}], __
i €1 pour toute décomposition réduite s;, - - - s;, de w. Iei &b
~i(b

é 1( )b

i
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Démonstration. — D’aprés la proposition 3.4.4, il suffit de prouver que
les opérateurs e"** (i € I) satisfont aux relations de tresse. Donc nous
pouvons supposer que le rang de g est égal a 2 et que g est de dimension
finie. Soit wy I’élément le plus long du groupe de Weyl. Il suffit de démon-
trer que €;}** - - - €)™ ne dépend pas du choix de la décomposition réduite
Siy + -+ Si, de wg. D’aprés le corollaire 9.1.4 (2), pour tout b € B I’élément
g
contenant b. Ainsi il ne dépend pas du choix de la décomposition réduite
de Wo. O

- €,,%%b est le vecteur de plus haut poids de la composante connexe

Nous sommes maintenant préts & démontrer la proposition 4.2.2.

Démonstration de la proposition 4.2.2. — Soit B un cristal normal. Sup-
posons vérifiée la condition (2) de la proposition 4.2.2 et démontrons (1).
On peut supposer J = . Soit wy ’élément le plus long de W. Alors pour
tout i € I les opérateurs €, et & el sont égaux. Donc &;(€5*b)

est nul pour tout b € B. Ainsi la condition (2) du théoréme 9.3.1 est
satisfaite, d’ou le résultat escompté d’aprés le théoréme 9.3.1. O

9.4. Action du groupe de Weyl sur les cristaux normaux

Soit B un cristal semi-normal. Pour ¢ € I, définissons un automor-
phisme S; de I’ensemble B par

(9.4.1) &;~hiwt®p s (hy, wt(b)) < 0.

Ainsi ’élément S;b est le symétrique de b par rapport au milieu de la
i-chaine contenant b. Les automorphismes S; sont tels que S? = id et

Sib = { Filewt®p i (hy, wt(b)) > 0,

S,
//5—\\
O O O =)

FIGURE 9.1. Action du groupe de Weyl

wt(S;b) = s;(wt(b)). De plus, ils satisfont a S;é;5;* = f;.
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Rappelons que &b = &;5("p et fimaxb _ ﬁwi(b)b.

Théoréeme 9.4.1. — Si B est un cristal normal, alors il existe une seule
action S: W — Aut(B) de W sur l’ensemble B telle que Ss, = S; pour
tout i € I (c’est-a-dire prolongeant 'action des S;). En outre, les S,
vérifient wt(S,0) = w(wt(b)) pour tous w € W et b € B.

Démonstration. — Pour prouver que les S; engendrent une action du
groupe de Weyl, il faut vérifier qu’ils satisfont aux relations de tresse
pour g de dimension finie de rang 2, c’est-a-dire

(9.4.2) S;, ---S;,(b) est indépendant du choix de (i1, ...,i) € R(wy),

ol wy est I’élément le plus long de W et R(wy) est 'ensemble des décom-
positions réduites de wy.
Si b vérifie (9.4.2), alors S;b vérifie (9.4.2). On se raméne ainsi a wt(b)
dominant.
D’apres un résultat similaire & celui de la proposition 9.3.2, on a
(9.4.3)
fmax_ . fmax(p) est indépendant du choix de (iy, ..., i) € R(wp).

i iy
Remarquons que (voir 'exercice 9.1)

fiert==bpy @ fmaxhy siogi(by) > e4(bo),
by ® fi"*by si (1) < €i(be).

Le lemme suivant nous permettra de conclure.

(9.4.4) £ (by@by) = {

Lemme 9.4.2. — Soit b un vecteur tel que (h;, wt(b)) > 0. Alors pour
tout cristal semi-normal B’ et pour tout b’ € B’, il existe un entier m et
un vecteur b € B¥™ ®@ B’ tels que pour tout n > m nous ayons

Fm " @) = (S:0)* ™ @ b,
Démonstration. — Pour tout n > 1, Pentier £;(b*" @) est par définition
égal a
max({g,.(b) — kR, wt(0)); 0 < k < n} U {e(¥) — n(hi,wt(b))})
= max(g;(b), g; (V') — n{h;, wt(b))).

Supposons d’abord que (h;, wt(b)) > 0. Prenons m tel que ¢;(0') —
m(h;, wt(b)) < g;(b). Alors g;(b"~V @ b') = &;(b) pour tout n > m et
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0i(b) — &; (b2 @¥) = (h;, wt(b)) > 0. A l'aide de la formule (9.4.4),
on en déduit

Fr e @ ) = (b (70 ©1) = 50) 8 000 s )

En répétant le processus, nous obtenons f;™* (%" @ V) = (S;0)®"~™ @
J?imax(b@)m ® b/).

Supposons ensuite que (h;, wt(b)) = 0. Dans ce cas, on a S;b = b.
On a o; (02" V) = £,(b%"=D) = ¢;(b) < &;(b® b') pour tout n > 2. La
formule (9.4.4) implique alors f™(b2" @) = b2D @ frax(b@b). O

Nous allons démontrer qu’il existe m;, € N et b, € B®™ tels que

(9.4.5) fmax... fmax(peny — (G, ... G )P @ by pour n > my.

ik ip

par récurrence descendante sur k. Supposons (9.4.5) vérifiée pour k + 1.
Puisque le poids wt(b) est dominant, on a (h; ,wt(S;,,, ---S5;,b)) > 0.
Alors d’aprés le lemme précédent il existe un entier m et un vecteur
by, € BEm+me1) tels que
e (S e Si,b) " @ by ) = (Siy -+ Si, 1) @ by,
Il s’ensuit que
froe. . fmax(pEn) = frEac((Sy,,, - Si, b)) @ byyy )

ix i ix
=(S;, - Silb)®(”_m_mk+1) ® by,
pour n > m + my.1, ce qui démontre (9.4.5).
Par conséquent ;Tax- . ;r;‘ax(bm) = (S, ---S;,b) ® b pour un V' €
B®M=1 lorsque n est assez grand. L’assertion (9.4.3) achéve la démons-
tration du théoréme 9.4.1. U

Remarque 9.4.3. — Meéme si wo; = o pour w € Wet i, j € I, les
opérateurs S, o €; 0 S, ' et €; ne sont pas égaux en général. Considérez
par exemple pour le cristal B(A; + As) dans le cas g = gl; les opérateurs
Swo€108,-1 et éy avec w = (1,2,3) = 51 - So.
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Ezxercice 9.1. — Soient B; et By deux cristaux semi-normaux. Démon-
trez que
~ gmaxp, g;5i(02) =i, i (b)) < g(b
By @) =4 2 sigilh) < eilba),
€; bl & bg S1 sz(bl) 2 Ei(bg),
. Fib)—eib2)p, @ fmaxp, si (b)) > &(b
fimax(bl®b2) :{ f - 1®fz 2 SlgO( 1) —8( 2)’
by ® f%by si@i(b1) < ei(b2),

pour tous by € By, (k =1, 2).

Ezercice 9.2. — Démontrez la remarque 9.1.7. (Indication : utilisez la
proposition 9.1.3 (2).)

Ezercice 9.3. — Soient A\ € P, et s;, ---s;, une décomposition réduite
d’un élément w du groupe de Weyl W. Pour b € B,,()), notons

ai(b) = ¢;, (€™ ---&"*b) pour 1 <k </,

zk i1

de sorte que 1'on ait b = fﬁl(b) .. f“l(b)
Démontrez que {f;" flan® f(a‘(b x; b € By()\)} est une base de Des-
pace vectoriel U (g )uw,\

(Indication : utilisez les propositions 6.2.3 et 9.1.5.)

uy.



[1]

2]

3]

4]

[5]

[6]

7]

8]

BIBLIOGRAPHIE

G. BENKART, S.-J. KANG & M. KASHIWARA , « Crystal bases for

the quantum superalgebra U,(gl(m,n)) », J. Amer. Math. Soc. 13

(2000), no. 2, p. 295-331.

N. BOURBAKI — Eléments de mathématique. Fasc. XXXIV. Groupes
et algébres de Lie. Chapitre IV : Groupes de Cozeter et systémes de
Tits. Chapitre V : Groupes engendrés par des réflexions. Chapitre
VI : systémes de racines, Hermann, Paris, 1968.

M. DEMAZURE , « Désingularisation des variétés de Schubert gé-
néralisées », Ann. Sci. Ecole Norm. Sup. (4) 7 (1974), p. 53-88,
Collection of articles dedicated to Henri Cartan on the occasion of
his 70th birthday, 1.

V. G. DRINFEL'D , « Hopf algebras and the quantum Yang-Baxter
equation », Dokl. Akad. Nauk SSSR 283 (1985), no. 5, p. 1060-1064.

W. FuLTON — Young tableaux, With applications to representation
theory and geometry, London Mathematical Society Student Texts
35, Cambridge University Press, Cambridge, 1997.

J. E. HUMPHREYS - Reflection groups and Cozeter groups, Cam-
bridge studies in advanced mathematics 29, Cambridge University
Press, Cambridge, 1990.

J. C. JANTZEN — Lectures on quantum groups, Graduate Studies
in Mathematics 6, American Mathematical Society, Providence, RI,
1996.

M. JIMBO , « A ¢-difference analogue of U(g) and the Yang-Baxter
equation », Lett. Math. Phys. 10 (1985), no. 1, p. 63—69.



132 Bibliographie

[9] A. JOSEPH — Quantum groups and their primitive ideals, Ergebnisse
der Mathematik und ihrer Grenzgebiete (3) 29, Springer-Verlag,
Berlin, 1995.

[10] V. G. KAC - Infinite-dimensional Lie algebras, third éd., Cambridge
University Press, Cambridge, 1990.

[11] M. KASHIWARA , « Crystalizing the g-analogue of universal envelo-
ping algebras », Comm. Math. Phys. 133 (1990), no. 2, p. 249-260.

[12] | « Bases cristallines », C. R. Acad. Sci. Paris Sér. I Math.
311 (1990), no. 6, p. 277-280.

, « On crystal bases of the ()-analogue of universal enveloping
algebras », Duke Math. J. 63 (1991), no. 2, p. 465-516.

, « Crystallizing the g-analogue of universal enveloping alge-
bras », Proceedings of the International Congress of Mathematicians,
Vol. I, II (Kyoto, 1990) (Tokyo), Math. Soc. Japan, 1991, p. 791-
797.

[13]

[14]

[15] , « The crystal base and Littelmann’s refined Demazure cha-

racter formula », Duke Math. J. 71 (1993), no. 3, p. 839-858.

, « Global crystal bases of quantum groups », Duke Math. J.
69 (1993), no. 2, p. 455—485.

, « Crystal bases of modified quantized enveloping algebra »,
Duke Math. J. 73 (1994), no. 2, p. 383-413.

[18] _, « On crystal bases », Representations of groups (Banff, AB,
1994), Amer. Math. Soc., Providence, RI, 1995, p. 155-197.

[19] M. KASHIWARA & T. NAKASHIMA — « Crystal graphs for represen-
tations of the g-analogue of classical Lie algebras », J. Algebra 165
(1994), no. 2, p. 295-345.

[20] S.-J. KANG, M. KASHIWARA, K. C. MisrA, T. MiwA, T. NAKA-
SHIMA & A. NAKAYASHIKI — « Affine crystals and vertex models »,
Infinite analysis, Part A, B (Kyoto, 1991), World Sci. Publishing,
River Edge, NJ, 1992, p. 449-484.

[21] P. LITTELMANN , « A Littlewood-Richardson rule for symmetri-
zable Kac-Moody algebras », Invent. Math. 116 (1994), no. 1-3,
p. 329-346.

, « Paths and root operators in representation theory », Ann.
of Math. (2) 142 (1995), no. 3, p. 499-525.

[16]

[17]

[22]



133

[23] , « Crystal graphs and Young tableaux », J. Algebra 175

(1995), no. 1, p. 65-87.

[24] G. LuszTiG , « Canonical bases arising from quantized enveloping
algebras », J. Amer. Math. Soc. 3 (1990), no. 2, p. 447-498.

, « Canonical bases arising from quantized enveloping alge-
bras. I », Progr. Theoret. Phys. Suppl. (1990), no. 102, p. 175-201
(1991), Common trends in mathematics and quantum field theories
(Kyoto, 1990).

— Introduction to quantum groups, Progress in Mathematics
110, Birkh&user Boston Inc., Boston, MA, 1993.

[27] T. NAKASHIMA , « Crystal base and a generalization of the

Littlewood-Richardson rule for the classical Lie algebras », Comm.
Math. Phys. 154 (1993), no. 2, p. 215-243.

, « Polyhedral realizations of crystal bases for integrable hi-
ghest weight modules », J. Algebra 219 (1999), no. 2, p. 571-597.

[29] T. NAKASHIMA & A. ZELEVINSKY , « Polyhedral realizations of
crystal bases for quantized Kac-Moody algebras », Adv. Math. 131
(1997), no. 1, p. 253-278.

[30] C. M. RINGEL — « Hall algebras », Topics in algebra, Part 1 (War-
saw, 1988), PWN, Warsaw, 1990, p. 433—447.

[31] N. X1, « Canonical basis for type Az », Comm. Algebra 27 (1999),
no. 11, p. 5703-5710.

[25]

[26]

28]







INDEX DES NOTATIONS

(L(o0), B(c0)), 92 L, 17,79
(L(N), B(\)), 55 L(oc0), 92
(L, B), 17, 53 L(\), 55
(-,-),3]_ L00779
—, 47 M, 8

A, 17 M()), 39, 40
B, 17,24 M(a), 8
B(—=)), 59 M", 20
B(), 91 M, 11
B(A), 55 M_, 11
B(X\)g, 103 My, 82
B(n), 23 M,, 43
BY, 58 M,, 12
Bh, 20, 55, 125 P, 31

Bi, 59 P, 38
By, (0), 121 Pg, 106
By ()), 120 Q, 31

C, 59 Q+, 31
D(M), 47 R(Bi, By), 60
D2(M), 48 R(w), 45
D;, 122 S, 47,128
E, 79 S;, 127
EP 14 Sy, 102
G, 81 S,, 128
G, 82 Sy 93
H;(m), 106 T+, 47
H,,, 47 Ty, 59
1,31 Ulg), 38
K, 1 U(5[2), 1

Ko, 112 U+(g), 38



Q

=5
s
P
oo

S

Vi, 79
Vi, 12
V=, 10
Va(A), 38
W, 45
Y(X), 66

ERERE)
s

IENERERE)
w
[\

»
vg
[y
N 8

A, 2, 34, 38
AJr;
A
A

Index des notations

e, 4,22, 37
£i, 54, 56
€4y 63

[i], 65

g, 37

97, 58

<'7 '>a 31

C, 60

P, 96

P, 106
P 110
5[2(K), 1

t, 37

Ha,> 47
Bua(N), 119
Bu(o0), 122
uy, 42

&, 47

Ty, 109

Y, 47

X
i)
p; 38
¢, 19, 24
emar 126
&, 53, 56
é;max 84,120
f, 19,24
fir 53, 56
fimax 84,120
P,, 63
p, 22
Pis 547 56
wt, 21, 54, 56
wt(M), 47
{z}, 6
b, 58
bi, 59
e 5
€y 32
el™ 32

i



&,45

tx, 59
UA,38
uy, 39
u,(f)i, 10
ul? 12
U_A,50

137






INDEX TERMINOLOGIQUE

admissible, 70 (concaténation), 106
(lecture), 74 de Lakshmibai-Seshadri, 115
algebre inverse, 106
de Hopf, 4, 37 Clebsch-Gordan (théoréme de), 13
de Kac-Moody, 37 co-geébre, 4, 37
symétrisable, 37 co-produit, 2, 34
enveloppante, 1 co-racine, 31
quantique, 2, 31 co-unité, 4, 37
antipode, 47 colonne (procédure d’insertion par), 77
arabe (lecture), 74 concaténation de chemins, 106
autodual (module), 48 Coxeter (groupe de), 46
base cristal, 24, 56
canonique, 87 (morphisme de), 24, 57
cristalline, 18, 53 (produit tensoriel), 24
globale normal, 58
d’un espace vectoriel, 81 semi-normal, 58
d’un module, 82 cristallin (graphe), 54
locale, 17 cristalline (base), 18, 53
bidual, 48 décomposition réduite, 45
binoéme ¢-analogue, 5 Demazure
Bruhat (ordre de), 46 (formule de), 122
ceefficients de Racah, 14 (module de), 121
canonique (base), 87 diagramme de Young, 66
caractére, 12, 38 gauche, 72
(formule de Demazure du), 122 dominant (poids), 38
(formule du), 38 Drinfeld, vii
Cartan (matrice de), 32 dual (d’un module), 48
chaine, 22 Dynkin (diagramme de), 63
(longueur d’une), 22 équilibré (triplet), 81

chemin, 106 équivalence de Knuth, 74



140 Index terminologique

espace
de poids, 12, 43
propre généralisé, 8
e-strict (morphisme), 57
fondamental (poids), 63
formule du caractére
de Demazure, 122
de Weyl-Kac, 38
f-strict (morphisme), 57
Gabber-Kac (théoréme de), 38
gauche
(diagramme de Young), 72
(tableau de Young), 73
gonflage d’un cristal, 102
graphe cristallin, 54
groupe
de Coxeter, 46
de Weyl, 45
Hopf (algebre de), 4
i-chaine, 54
i-fléche, 54
insertion
par colonne (procédure de), 77
par ligne (procédure d’), 76
intégrable (module), 12, 43
inverse (d’un chemin), 106
japonaise (lecture), 74
Jimbo, vii
Kac (théoréme de), 38
Kac-Moody (algebre de), 37
Knuth (équivalence de), 74
Lakshmibai-Seshadri
(chemins de), 115
lecture, 74
admissible, 74
arabe, 74
japonaise, 74
ligne (procédure d’insertion par), 76
Littelmann (réalisation de), 109
Littlewood-Richardson
(régle de), 70-72
longueur d’une chaine, 22
matrice de Cartan, 32
symeétrisable, 32
module

autodual, 48
de Demazure, 121
de plus bas poids, 50
de plus haut poids, 39
de Verma, 39
dual, 48
intégrable, 12, 43
semi-simple, 2
simple, 9
morphisme
e-strict, 57
f-strict, 57
de cristaux, 24, 57
plein, 57
plongement, 57
strict, 57
normal (cristal), 58
partie positive, négative
(d’une algébre enveloppante), 33
plein (morphisme), 57
plongement (morphisme), 57
plus bas poids
(module de), 50
(vecteur de), 50
plus haut poids
(module de), 39
(vecteur de), 8, 39, 55
poids
(application), 24
(espace de), 12, 43
(module de plus bas), 50
(module de plus haut), 39
(treillis des), 31
(vecteur de plus bas), 50
(vecteur de plus haut), 8, 39, 55
d’un chemin, 106
d’un module, 47
d’un vecteur, 21, 54
dominant, 38
fondamental, 63
Poincaré-Birkhoff-Witt
(théoréme de), 7
procédure d’insertion
par colonne, 77
par ligne, 76



produit tensoriel (de cristaux), 24
puissance divisée, 5
g-ceefficient binomial, 4
g-entier, 4
g-factorielle, 4
réalisation de Littelmann, 109
réduite (décomposition), 45
régle de Littlewood-Richardson, 70-72
racines, 31
(systéme des), 38
(treillis des), 31
relations
de Serre, 32
de tresse, 46
représentation vectorielle, 64
semi-normal (cristal), 58
semi-simple
(catégorie), 44
(module), 2
semi-standard
(tableau de Young gauche), 73
(tableau de Young), 68
Serre (relations de), 32
simple (module), 9
slo-triplet, 32
sous-cristal, 57
spectre, 8
strict (morphisme), 57
symétrisable
(algebre de Kac-Moody), 37
(matrice de Cartan), 32

141

symboles 6-j, 14
systéme des racines, 38
tableau de Young, 66
gauche, 73
semi-standard, 73
semi-standard, 68
théoréme
de Clebsch-Gordan, 13
de Gabber-Kac, 38
de Kac, 38
de Poincaré-Birkhoff-Witt, 7
treillis
des poids, 31
des racines, 31
tresse (relations de), 46
triplet
(sur sly), 32
équilibre, 81
vecteur
de plus bas poids, 50
de plus haut poids, 8, 39, 55
vectorielle (représentation), 64
Verma (module de), 39
Weyl (groupe de), 45
Weyl-Kac (formule du caractére), 38
Yang-Baxter (équation de), 61
Young
(diagramme de), 66
gauche, 72
(tableau de), 66
gauche, 73



