
円周率の公式と計算法

大浦拓哉

1 はじめに

この講座では、円周率をいかにして高速かつ高精度で計算するかということに主

眼をおきます。まず、１・２日目は、円周率計算の基本となる公式について数学的な

説明や歴史的話題などについて触れる予定です。次に、３・４日目では、コンピュー

タを用いた高速かつ高精度な計算技法について紹介したいと思います。とくにコン

ピュータを用いた計算で使われている数学的手法に関しては、一般的にあまり知られ

ていないと思われるので、その点に重点をおいてお話したいと思います。また、予稿

にあげる以外の公式や算法も多々ありますので、時間の許す限り講義の中で説明した

いと思っています。

2 円周率計算の基本となる公式

2.1 正多角形による方法

円周率の古くからの計算法は正多角形で円を近似する方法です。a0 = 2
√

3, b0 = 3

として

an+1 =
2anbn

an + bn

,

bn+1 =
√

an+1bn

とすれば、an、bnはそれぞれ直径 1の円に外接、内接する正 6 · 2n角形の長さになり

ます。したがって、bn < π < anです。これらの式は、初等的な幾何学で容易に証明

でき、紀元前 3世紀頃アルキメデスは n = 4を評価して 3 + 10/71 < π < 3 + 1/7と

いう関係を導いたとされています。また、1600年頃オランダのルドルフが一生かけ

て 35桁計算したのも正多角形による方法です。

ヴィエトによる πを表す最初の公式

π = 2 · 2√
2
· 2√

2 +
√

2
· 2√

2 +
√

2 +
√

2

· · ·

も、導出は正多角形によるもので、最初の k項までの積が半径 1の円に内接する正

2k+1角形の面積になっています。

これらの正多角形による方法は計算効率が悪く、十進N桁を得るためには約 1.66N

回の乗除算と平方根の計算が必要になり、計算する桁数が増えるにつれて莫大な計算

時間がかかります。たとえば、この方法で 10億桁計算する場合、10億桁の精度での

約 17億回の平方根と乗除算の計算が必要になります。この場合の計算は、のちに話

す算術幾何平均の方法と比較して数千万倍の時間がかかり、現代の高速なコンピュー

タを用いても天文学的な時間のかかるものです。
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2.2 級数による方法

もっともよく知られた級数による方法のひとつは、アークタンジェントのテイラー

展開によるものです。グレゴリー級数として知られる

π

4
= 1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+

1

9
− · · · (1)

は、テイラー展開

tan−1 x = x− x3

3
+

x5

5
− x7

7
+

x9

9
− · · · (2)

に、x = 1を代入して得られます。この公式は 1670年代にライプニッツも発見しま

したが、インドのマーダヴァ学派のほうが先で 1400年ごろに発見していたとされて

います。グレゴリー級数は、そのままでは収束が極めて遅く、数値計算にはまったく

向いてはおりません。たとえば、10桁の値を得るためには約 100億項もの計算が必

要になるのです。しかし、次に解説するオイラー変換という収束の加速法を用いるこ

とで、これは大幅に改善されます。

2.2.1 オイラー変換

一般にオイラー変換とは、級数

S =
∞∑

n=0

(−1)nan (3)

の収束を改善するための方法です。導出方法は、まず、Ean = an+1で定義されるシ

フト演算Eを用いて、(3)を

S =
∞∑

n=0

(−E)na0 =
1

1 + E
a0

と形式的に書き換えます。次に、∆an = an+1−anで定義される差分演算子∆ = E−1

を用いて、

S =
1

1 + E
a0 =

1

2 + ∆
a0 =

1

2

∞∑

n=0

(
−1

2
∆

)n

a0 (4)

と変形します。級数 (3)から級数 (4)への変換ををオイラー変換といいます。この導

出は形式的なものであるので、次にもう少し厳密な話をしましょう。まず、複素関数

f(z) =
∞∑

n=0

anz
n+1 (5)

を考えます。ここで、S = −f(−1)であることに注意します。次に、変数変換

z =
t

2 + t
(6)
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を (5)に施して、tのテイラー級数として展開しなおすと、

f
(

t

2 + t

)
=

∞∑

n=0

an

(
t

2 + t

)n+1

=
∞∑

n=0

an

∞∑

j=0

(
n + j

n

)
(−1)j

(
t

2

)n+j+1

=
∞∑

k=0

k∑

n=0

an

(
k

n

)
(−1)k−n

(
t

2

)k+1

= −1

2

∞∑

k=0

[(
−1

2
∆

)k

a0

]
(−t)k+1 (7)

となります。ここで、t = −1とおくと (7)式はオイラー変換と同じになることがわか

ります。また、(6)式は z平面の単位円板を t平面の Re t ≥ −1の領域に写像する変

換であり、収束を遅くする単位円上の特異点を原点からより遠くへ写すためのもので

す。したがって、この写像によって収束半径が広がれば、オイラー変換後の級数の収

束は加速されることがわかります。

この (5)式から (7)式の導出を、(2)式に適用すると

tan−1 x =
x

1 + x2


1 +

2

3

x2

1 + x2
+

2 · 4
3 · 5

(
x2

1 + x2

)2

+
2 · 4 · 6
3 · 5 · 7

(
x2

1 + x2

)3

+ · · ·

 (8)

が得られます。オイラーはこの級数を 1755年に発見しています。この級数は (2)式

とは異なり、すべての実数 xで収束します。また、(8)式に x = 1を代入することで、

グレゴリー級数のオイラー変換が得られ、10桁の値を得るための項数はわずか 30項

で済みます。このことからも、オイラー変換の威力がわかると思います。

2.2.2 アークタンジェント公式

マチンは、1706年に公式

π

4
= 4 tan−1 1

5
− tan−1 1

239

を発見しました。証明はタンジェントの加法定理を繰り返し用いることで、容易にで

きます。アークタンジェントのテイラー展開 (2)を用いて計算すれば、わずか 10項程

度の計算で 10桁以上の値が得られます。計算する項数と得られる桁数はほぼ比例し

て、円周率一桁当たりに必要な項数はおよそ 1/ log10 52 + 1/ log10 2392 ' 0.926です。

マチンはこの公式を用いて 100桁の計算をしました。

マチンの公式のような

π = p1 tan−1 1

q1

+ p2 tan−1 1

q2

+ · · ·+ pm tan−1 1

qm

という形の公式はたくさん知られていています。以下にいくつかのアークタンジェン

ト公式をあげておきます。

• クリンゲンシュティルナ (1730年)

π

4
= 8 tan−1 1

10
− tan−1 1

239
− 4 tan−1 1

515
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• ガウス (1863年)

π

4
= 12 tan−1 1

18
+ 8 tan−1 1

57
− 5 tan−1 1

239

• シュテルメル (1896年)

π

4
= 6 tan−1 1

8
+ 2 tan−1 1

57
+ tan−1 1

239

• 高野喜久雄 (1982年)

π

4
= 12 tan−1 1

49
+ 32 tan−1 1

57
− 5 tan−1 1

239
+ 12 tan−1 1

110443

2.3 算術幾何平均による方法

1976年、サラミンとブレントは独立かつ同時に、非常に速く収束する円周率の公

式を発見しました。この方法は、以下に示す楕円積分を計算する算術幾何平均による

方法と、ルジャンドルの関係式を組み合わせるものです。ここでは、算術幾何平均が

何かということをまず説明し、次に楕円積分との関係を明らかにします。その上で、

楕円積分に関するルジャンドルの関係式を導出し、それらを組み合わせることによっ

て、この公式を得ることにします。

2.3.1 算術幾何平均

算術幾何平均反復とは漸化式

an+1 =
1

2
(an + bn) , (9)

bn+1 =
√

anbn (10)

で定義されます。便宜上 0 < b0 ≤ a0として、補助的な数列を

cn+1 =
1

2
(an − bn) (11)

とします。このとき、関係式 bn ≤ bn+1 ≤ an+1 ≤ an と、

0 ≤ an+1 − bn+1 =
1

2

(an − bn)2

(
√

an +
√

bn)2
(12)

が成り立ち、an, bnは必ず同じ極限に収束することが容易にわかります。以後この極

限を

M(a0, b0) = lim
n→∞ an = lim

n→∞ bn

と表記することにします。次に、an, bnの収束の速さを考えます。まず、a0 > 0と仮

定すれば、(12)式から

cn+2 =
c2
n+1

4an+2

≤ 1

4M(a0, b0)
c2
n+1 (13)
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が成り立ち、cnは 0に非常に速く収束することがわかります。一般に、

xn+1 − α

(xn − α)p
= O(1)

が成り立つとき、xnは αに p次収束するといい、算術幾何平均の収束の速さは二次

収束になります。この収束の速さは、たとえば cnが 0に 100桁一致したならば、cn+1

は 200桁、cn+2は 400桁と、その桁数が倍々に増えていくという急激なものです。さ

らに、

an −M(a0, b0) = cn+1 + cn+2 + cn+3 + · · · ,

bn −M(a0, b0) = −cn+1 + cn+2 + cn+3 + · · ·
が成り立つので、an, bnもM(a0, b0)に二次収束することになります。この収束は、わ

ずか n = 20程度で 100万桁一致し、n = 40程度で 1兆桁一致するというスピード

です。

2.3.2 算術幾何平均と楕円積分

算術幾何平均と楕円積分との関係に最初に気づいたのはガウスであるといわれてい

ます。1799年 5月 30日、彼の日記によると算術幾何平均のある極限 1/M(1,
√

2)と

積分
2

π

∫ 1

0

dt√
1− t4

とが 11桁以上の精度で数値的に一致することを確認したことが発端になっています

[2]。

まず、算術幾何平均は以下の楕円積分

I(a, b) =
∫ π/2

0

dθ√
a2 cos2 θ + b2 sin2 θ

, (14)

J(a, b) =
∫ π/2

0

√
a2 cos2 θ + b2 sin2 θ dθ (15)

と密接な関係があることを示しましょう。

定理 1　 an+1 = 1
2
(an + bn), bn+1 =

√
anbn, 0 < bn < anとすると

I(an+1, bn+1) = I(an, bn) , (16)

J(an+1, bn+1) =
1

2
(J(an, bn) + anbnI(an, bn)) (17)

が成り立つ。

証明　第一式 (16)の証明は、まず、(14)式を変数変換 x = b tan θで書き換えて

I(a, b) =
∫ ∞

0

dx√
(a2 + x2)(b2 + x2)

とすることから始めます。次に、

I(
a + b

2
,
√

ab) =
1

2

∫ ∞

−∞
dx√

((a+b
2

)2 + x2)(ab + x2)
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に対して変数変換 x = 1
2
(t− ab/t)を施して

I(
a + b

2
,
√

ab) =
∫ ∞

0

dt√
(a2 + t2)(b2 + t2)

= I(a, b)

を得ます。

第二式 (17)の証明の前に、準備をしておきましょう。次の関係式が成り立つこと

に注目します。

∂J(a, b)

∂a
=

a

a2 − b2
(J(a, b)− b2I(a, b)) , (18)

∂I(a, b)

∂a
=

1

a(a2 − b2)
(J(a, b)− a2I(a, b)) (19)

(18)式の導出は、(15)式を微分することで得られます。また、(19)式の導出は (14)式

を微分した後、部分積分を行うことで得られます。

そして、これらの微分の関係式を用いることで、第二式 (17)の証明は次のように

して得られます。まず、第一の関係式 (16)を an に関して微分します。

∂I(an, bn)

∂an

=
∂I(an+1, bn+1)

∂an

=
∂an+1

∂an

∂I(an+1, bn+1)

∂an+1

+
∂bn+1

∂an

∂I(an+1, bn+1)

∂bn+1

これに、(19)式を代入して右辺と左辺を比較すると

J(an, bn)− a2
nI(an, bn) = 2(J(an+1, bn+1)− anan+1I(an+1, bn+1))

が得られ、(17)式が得られます。

証明終り

この定理から楕円積分 I(a, b), J(a, b)を計算する次の公式が作成されます。

定理 2 (計算公式)　 0 < b0 ≤ a0, c2
0 = a2

0 − b2
0とし、

an+1 =
1

2
(an + bn) , bn+1 =

√
anbn , cn+1 =

1

2
(an − bn)

とするとき、

I(a0, b0) =
π

2

1

M(a0, b0)
, (20)

J(a0, b0) =

(
a2

0 −
∞∑

n=0

2n−1c2
n

)
I(a0, b0) (21)

である。

証明　第一式 (20)は、定理 1 の (16)式

I(a0, b0) = I(a1, b1) = I(a2, b2) = · · · = I(an, bn)
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から直ちに導かれます。ここで、limn→∞ an = limn→∞ bn = M(a0, b0) なので、

I(a0, b0) =
∫ π/2

0

dθ√
M(a0, b0)2 cos2 θ + M(a0, b0)2 sin2 θ

=
π

2

1

M(a0, b0)

となります。

第二式 (21)の証明は、定理 1の (17)式から次のようにして導かれます。まず、(17)

式を

D(an, bn) = 2n(a2
nI(a0, b0)− J(an, bn))

を用いて書き換えると、

D(an+1, bn+1)−D(an, bn) = −2n−1(a2
n − b2

n)I(a0, b0)

となります。ここで、c2
n = a2

n − b2
nであることに注意して和をとると

D(an+1, bn+1)−D(a0, b0) = −
n−1∑

j=0

2j−1c2
jI(a0, b0)

となります。もし、n →∞ で D(an, bn) → 0と仮定すると、

D(a0, b0) =
∞∑

n=0

2n−1c2
nI(a0, b0)

となり、(21)式が得られます。

証明を完了させるために、最後に limn→∞D(an, bn) = 0 を示しましょう。

D(an, bn) = 2n(a2
nI(an, bn)− J(an, bn))

= 2n
∫ π/2

0

(a2
n − b2

n) sin2 θ√
a2

n cos2 θ + b2
n sin2 θ

dθ

であるので、

0 ≤ D(an, bn) ≤ 2nc2
nI(an, bn)

が成立します。したがって、cnが 0に二次収束することを考慮すると

D(an, bn) → 0 , n →∞

となります。

証明終り

この計算公式の計算量は、an, bnが二次収束するため非常に少なく、N桁の精度を

得るための反復は log N に比例する回数になります。したがって、必要な乗算回数も

log N に比例する回数になります。
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2.3.3 楕円積分とルジャンドルの関係式

まず、楕円積分の性質について触れておきます。第一種完全楕円積分K(k)、第二

種完全楕円積分E(k)は

K(k) =
∫ π/2

0

dθ√
1− k2 sin2 θ

= I(
√

1− k2, 1) ,

E(k) =
∫ π/2

0

√
1− k2 sin2 θ dθ = J(

√
1− k2, 1)

で定義されます。kは母数と呼ばれます。さらに補母数を k′ =
√

1− k2として補積

分を

K ′(k) = K(
√

1− k2) = K(k′) , E ′(k) = E(
√

1− k2) = E(k′)

で定義します。このとき、J , I の微分の関係式 (18)、(19)をK, E に書き換えるこ

とで、
E(k)

dk
=

E(k)−K(k)

k
,

K(k)

dk
=

E(k)− k′2K(k)

kk′2

が得られます。さらに、K(k), K ′(k)は微分方程式

(k3 − k)
d2y

dk2
+ (3k2 − 1)

dy

dk
+ ky = 0 (22)

を満たします。これは、上の微分の関係式から容易に確認できます。

これらの性質からルジャンドルの関係式

E(k)K ′(k) + E ′(k)K(k)−K(k)K ′(k) =
π

2
(23)

が導かれます。この式の導出は、微分方程式 (22)を

G(k) =
√

kk′K(k) , G∗(k) =
√

kk′K ′(k)

に関する方程式に置き換えることで得られます。このG, G∗の満たす方程式は

d2y

dk2
= − 1

4k2

(
1 + k2

1− k2

)2

y

であり、

G
d2G∗

dk2
= G∗d

2G

dk2

が成り立ちます。これを積分して、

G
dG∗

dk
−G∗dG

dk
=定数

を得ます。これをK, K ′で表し、微分を除去すると

EK ′ + E ′K −KK ′ =定数

となります。積分定数は、テイラー展開を用いて k → 0の極限を計算して π/2とな

ります。このルジャンドルの関係式から、算術幾何平均を用いた円周率の計算が可能

となります。
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2.3.4 算術幾何平均による公式の導出

定理 2と楕円積分におけるルジャンドルの関係式を用いて円周率を計算する方法を

示します。楕円積分の母数を k = k′ = 1/
√

2と選ぶとき、この算法は以下のように得

られます。

計算公式 1 (サラミン・ブレント)　 a0 = 1, b0 = 1/
√

2, c2
0 = a2

0 − b2
0とし、

an+1 =
1

2
(an + bn) , bn+1 =

√
anbn , cn+1 =

1

2
(an − bn)

とするとき、

π = lim
n→∞

2a2
n+1

1−∑n
j=0 2jc2

j

(24)

である。

この算法では、an, cnはともに二次収束するため、(24)式も二次収束します。した

がって、N 桁の精度を得るための反復回数はM ' log2 N 回程度で済みます。また、

この算法をM 回反復したときの主要な演算量は、平方根M + 1回と乗算 2M − 1回

と除算 1回になることがわかります。

次に、この演算量を減らすことを考えます。最初に、平方根の回数は同じで乗算回

数を半分にする算法を示します。これは、前の算術幾何平均反復を

An = a2
n , Bn = b2

n , Cn = c2
n

で置き換えることで得られます [10]。

計算公式 1′ (改良サラミン・ブレント)　A0 = 1, B0 = 1/2, C0 = A0 −B0とし、

An+1 =
1

2

(
1

2
(An + Bn) +

√
AnBn

)
,

Bn+1 =
√

AnBn ,

Cn+1 = An+1 −Bn+1

とするとき、

π = lim
n→∞

An + Bn

1−∑n
j=0 2jCj

(25)

である。

この改良算法の最後の式 (25)は、

2a2
n+1 = 2An+1 = An + Bn + O(c2

n+1)

を用いて導出してあります。したがって、(24)式と (25)式の収束のオーダーは同じ

になります。この改良算法は、最初の反復での 1による自明な乗算を考慮すると、M

回の反復計算で平方根M回と乗算M − 1回と除算 1回を必要とします。したがって、

この変形で乗算M 回と平方根 1回を節約できたことになります。
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次に、四次収束する算法を示します。これは、本来の算術幾何平均反復を

αn =

√
1

2
(a2n+1 + b2n+1) =

1

2

(√
a2n +

√
b2n

)
,

βn =

√
1

2
(a2n+1 − b2n+1) =

1

2

(√
a2n −

√
b2n

)
,

γn = c2
2n +

1

2
c2
2n−1

で置き換えることで得られます。

計算公式 2 (四次収束)　 α0 = 1
2
(1 + 1/ 4

√
2), β0 = 1

2
(1− 1/ 4

√
2), γ0 = 1/2とし、

αn+1 =
1

2

(
αn + 4

√
(α2

n + β2
n)(α2

n − β2
n)

)
,

βn+1 =
1

2

(
αn − 4

√
(α2

n + β2
n)(α2

n − β2
n)

)
,

γn+1 = (2α2
n + β2

n)β2
n

とするとき、

π = lim
n→∞

2α4
n − β4

n

1−∑n+1
j=0 4jγj

(26)

である。

この四次収束算法の最後の式 (26)は、

2a2
2n+3 = 2α4

n − β4
n + O(c2

2n+3)

を用いて導出してあります。したがって、この四次収束算法のM 回の反復は、本来

の計算公式 1の 2M + 2回の反復に相当します。この算法は、M/2− 1回の反復計算

で四乗根M/2回と乗算 2M + 1回と除算 1回を必要とします。ここで、四乗根の計

算は直接のニュートン法の計算法を用いると、二回の平方根よりも少ない手間で計

算できることに注意します。こうすることで、計算公式 1よりも演算量は少なくなり

ます。

このような高次収束する算法は、モジュラー関数の理論から組織的に導出すること

ができます [2]。

3 多倍長計算の技法

ここでは、巨大な桁数をコンピュータを用いて計算する方法を解説します。まず、

現代のコンピュータのハードウェアに備わった基本演算の精度は、32ビット計算機

ならば十進 9桁の整数まで、64ビット計算機ならば十進 19桁の整数まで、浮動小数

点 (実数)はどんなマシンでもたいてい十進 16桁までしか扱えないということを念頭

においてください。数十桁を超えるような計算は、四則演算などの基本演算ですらソ

フトウェアが必要で、計算手順 (算法)を指定しなければなりません。しかし、誰も

が知っている小中学校で習う筆算の計算手順は、教育上は良いけれど実は非常に効率
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の悪い計算手順であり、効率のよい計算手順と比較して、1万桁で百倍程度、1億桁

で数十万倍の計算時間のロスが発生してしまうものなのです。高速で効率のよい計算

を行うためには、良い計算手順が必要になります。この良い計算手順の導出には、さ

まざまな数学が使われており、その一部をここで紹介したいと思います。

3.1 乗算の高速化 1 (カラツバの方法)

R進法のN 桁の乗算 fgを考えましょう。カラツバの方法は、まずN を偶数と仮

定して

f = u0 + RN/2u1 , g = v0 + RN/2v1

のように桁を上下二つに分割し、

fg = (1 + RN/2)u0v0 + RN/2(u1 − u0)(v0 − v1) + (RN/2 + RN)u1v1

として計算します。N/2桁の乗算は 3回しかないので、筆算の方法と比べてN/2桁の

乗算 1回分得をしたことになります。さらにこの計算をu0v0、(u1−u0)(v0−v1)、u1v1

の乗算に繰り返し適用することで、計算量はどんどん減って最終的にN log2 3 ' N1.585

に比例する手間で計算できます。

この方法はディジタル法とも呼ばれ、1962年にカラツバが公表したのが最初とさ

れています。このカラツバの方法は、後に述べる高速フーリエ変換による方法と比較

して非常に単純なので、よく使われる方法です。またカラツバの方法は、拡張するこ

とができて、最初の分割数を 2分割から 3分割、4分割と増やせば、計算量はもっと

少なくなりますが、いくら分割しても高速フーリエ変換による方法より演算量を少な

くすることはできません。

3.2 乗算の高速化 2 (高速フーリエ変換による方法)

高速フーリエ変換を用いて乗算を高速化する方法を説明します。まず、乗算を畳み

込み演算に変換し、次に畳み込み演算を高速フーリエ変換の問題に帰着させて、算法

を導出します。最後は計算量の考察です。なお、高速フーリエ変換の詳細は 3.4章で

行います。

3.2.1 乗算と畳み込み演算の関係

まず、R進法のN 桁整数表現を

f(R) = a0 + a1R
1 + a2R

2 + · · ·+ aN−1R
N−1

で表すことにします。ajは各桁の値で整数であり、通常は 0 ≤ aj < R と正規化され

ているものとします。同様に、

g(R) = b0 + b1R
1 + b2R

2 + · · ·+ bN−1R
N−1
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として fと gの乗算を考えます。この乗算は、多項式の乗算と正規化のための桁処理

演算に置き換えられることが容易にわかると思います。すなわち、この計算手順は次

のようになります。まず、多項式 f(x)と g(x)の乗算

h(x) = f(x)g(x) (27)

を行い、h(x) の係数を求めます。ここで、h(x)とその係数は

h(x) = c0 + c1x
1 + c2x

2 + · · ·+ c2N−2x
2N−2 ,

cj =
N−1∑

j′=0

aj′bj−j′ (28)

となります。(28)式では 0 = b−1 = b−2 = · · ·, 0 = bN = bN+1 = · · ·であると仮定して
います。この多項式の乗算係数 cj は 0 ≤ cj < Rを満たさないため、次に桁処理 (桁

上げの計算)を行う必要があり、その上で乗算結果 h(R)が得られます。桁処理の演

算はN のに比例する計算量で計算できるため、ここで問題となるのは多項式の乗算

(27)または畳み込み演算 (28)になります。

3.2.2 畳み込みと高速フーリエ変換の関係

ここでは、N 個の複素数点列 a0, a1, . . . , aN−1に対する離散フーリエ変換を

Ak =
N−1∑

j=0

ajW
jk
N , WN = e−2πi/N (29)

で定義します。一般に離散フーリエ変換は有限体の上でも定義できて、高速フーリエ

変換まで破綻なく議論できますが、ここでは簡単のため、複素数の上でのフーリエ変

換に限って考えます。この逆変換は、

ak =
1

N

N−1∑

j=0

AjW
−jk
N (30)

となります、このことは、(30)式に (29)式を代入することで容易に確認できます。便

宜上、点列 aj, Akは、整数mに対して aNm+j = aj, ANm+k = Akを満たすように周

期的に拡張しておきます。

この離散フーリエ変換は通常のフーリエ変換と同様に畳み込みを単純な積に変換す

る性質を持ちます。すなわち、畳み込み

cj =
N−1∑

j′=0

aj′bj−j′ (31)

は、aj, bj, cjの離散フーリエ変換Ak, Bk, Ckを用いて

Ck = AkBk (32)

に変換されます。(31)式と (32)とが等価であることは、(32)式に

Ak =
N−1∑

j=0

ajW
jk
N , Bk =

N−1∑

j=0

bjW
jk
N
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を代入することで容易に確認できます。また、aj, bj, cjを多項式の係数としたとき、

Ak, Bk, Ck は x = W k
N での多項式の値そのものであることからも容易に確認でき

ます。

この性質を用いることで、畳み込み (31)を離散フーリエ変換を用いて計算するこ

とができます。計算手順は

1. aj, bjの離散フーリエ変換Ak, Bk を計算する。

2. Ck = AkBk を計算する。

3. Ckに対して逆離散フーリエ変換を行い cjを得る。

となります。離散フーリエ変換は後に示す高速フーリエ変換の算法でN log Nに比例

する計算量で計算できるため、畳み込みの計算量もこのオーダーとなります。

ここで少し注意しなければならないのは、(31)式は巡回畳み込みになるというこ

とです。すなわち、周期的拡張 bNm+j = bj が暗黙のうちになされてしまいます。こ

の巡回畳み込みを用いて、乗算の自然な畳み込み (28)式を計算するためには少し工

夫がいります。最も単純な方法はN を二倍にして上位の桁の部分に 0をつめて巡回

しないようにすることです。また 0詰めを行わない方法として、1/2ずれた拡張離散

フーリエ変換

A′
k =

N−1∑

j=0

ajW
j(k+1/2)
N , WN = e−2πi/N

を用いる方法が考えられます。この拡張離散フーリエ変換により、巡回して回り込ん

だ部分が負になる巡回畳み込みが計算できます。この負の巡回畳み込みと通常の巡回

畳み込みの両方を計算することで、回り込んだ部分を分離することができます。

3.2.3 乗算の演算量

前の節より、実数 (または複素数)のN 点の畳み込みを実行する演算量は高速フー

リエ変換を用いることで、N log N の演算量になることを示しました。しかし、N 桁

の乗算の計算量はこのN log Nのオーダーよりも大きくなります。これは、高速フー

リエ変換を行うときの実数 (または複素数)が有限の精度であるという当然の事実に

起因します。例えば、計算機での実数の精度が 53ビットで、この精度で高速フーリエ

変換を行うと仮定すると、NとRは任意には選べず、(28)式の畳み込みはNR2 > 253

のときオーバーフロー (浮動小数点の場合は下位の整数部が削除)する可能性が出て

きてしまいます。したがって、この方法では計算できる桁数に限界があり、たとえば

R = 2としたときのN の上限は 250程度 (10進で約千兆桁)になります。実際には高

速フーリエ変換の誤差も入るので、これよりも条件はきつくなってしまいます。この

限界を回避するための方法の一つは、乗算アルゴリズムを再帰的に用いることです。

しかしそうすることで、計算量はN log Nのオーダーよりも大きくなるのです。N桁

の乗算に必要な基本的な演算数を µ(N)で表すとすると、この方法の演算量は

µ(N log R) = O(N log Nµ(log(NR2)))
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を満たします。したがって、Rを固定した場合の計算量は

µ(N) = O(N(log N)2(log log N)2(log log log N)2 · · ·)

となります。これはまだ最適なオーダーではなく、最良と思われる評価は

µ(N) = O(N log N log log N)

であり、シュトラッセンの算法 [1]で実現されます。

次に、もう少し現実的な桁数の演算量について説明しましょう。ここでは、浮動小

数点演算を用いて整数の畳み込みを実現する方法を考えます。ここで問題となるの

が、Rの選び方です。Nを固定した場合、Rを大きくすると多倍長乗算の計算桁数は

上昇します。しかし、浮動小数点表現の計算機エプシロンを εとするときの畳み込み

(28)で整数が正しく表現される条件は、

NR2 <
1

ε

であるため、Rには限界があります。実際には高速フーリエ変換の誤差も考慮しない

といけないので、何らかの誤差評価を行い最大誤差を見積り、Rを動的に定めること

が必要になります。ここで、この誤差を少し小さくする技法について示します。これ

は、R進法のN 桁整数表現

f(R) = a0 + a1R
1 + a2R

2 + · · ·+ aN−1R
N−1 , 0 ≤ aj < R

を、

f ′(R) = a′0 + a′1R
1 + a′2R

2 + · · ·+ a′N−1R
N−1 , |a′j| ≤ bR

2
c

に直すことでなされます。これで、約 4ビットの精度の節約 (実際には a′jはランダム
に正と負が現れる場合が多いので効果は大きい)になります。この桁表現の変換法は、

aj, j = N − 1, N − 2, . . . , 1, 0に対して ajがR/2を越えたときに強制的に桁上げをす

ることでなされます。

3.3 除算、平方根の高速化

除算、平方根の計算は乗算と加減算の演算からなるニュートン法を用いて行うのが

一般的です。この方法をうまく用いることで、除算、平方根の計算は乗算と同じオー

ダーの手間で計算できるようになります。

除算 b/aは、まず逆数 1/aを計算して bを乗じる方法を用います。逆数 1/aの計算

は、方程式 a− 1/x = 0に対するニュートン法

xn+1 = xn + xn(1− axn) (33)

を用います。このとき、この漸化式は、

xn+1 − a−1 = −a(xn − a−1)2
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と書き換えることができるので、適切な初期値に対して二次収束することがわかりま

す。要するに、一回の反復で桁数は約倍に増えることになります。

次に、逆数計算の演算量を調べます。その前に、N 桁の乗算に必要な演算量 µ(N)

に条件

µ(N/2) ≤ 1

2
µ(N)

があると仮定します。さらに、M回ニュートン反復でN桁の精度が得られると仮定し

ます。このとき、M − j回目の反復で (33)式はN/2j桁の乗算と (N/2)/2j桁の乗算が

それぞれ1回ずつ必要になります。N/2j桁の乗算はaとxnとの乗算です。(1−axn)の

引き算で半分以上の桁落ちが発生するため、xnと (1−axn)の乗算は半分の (N/2)/2j

桁でよいことになります。したがってすべての反復で、乗算に費やす演算量は

M−1∑

j=0

(µ(N/2j) + µ((N/2)/2j)) ≤ µ(N)
∞∑

j=0

(3/2)2−j = 3µ(N)

となります。

平方根に関しては、まず方程式 1/x2 − a = 0に対するニュートン反復

xn+1 = xn +
xn

2
(1− ax2

n)

を計算して、逆数平方根 1/
√

aを求め、最後に aを乗算して平方根とします。このと

き、逆数平方根と平方根の演算量はそれぞれ 4µ(N)以下と 5µ(N)以下という評価に

なります。

この演算量は、ニュートン反復を連立にすることで減ります [10]。このニュートン

反復は、

xn = xn−1 + xn−1(1− ynxn−1) , (34)

yn+1 = yn +
1

2
xn(a− y2

n) (35)

であり、x0, y1を 1/
√

a,
√

aの粗い初期値として反復させます。この反復も二次収束

します。このニュートン反復の演算量は、逆数のときと同様に次のように評価できま

す。M回の反復でxM , yM+1がそれぞれN/2, N桁の精度が得られるとすると、M−j

回目の反復で (34)式において (N/4)/2j桁の乗算が 3回必要になり、(35)式において

(N/2)/2j 桁の乗算が 2回必要になります。したがって、すべての反復で乗算に費や

す演算量は
M−1∑

j=0

3µ((N/4)/2j) + 2µ((N/2)/2j) ≤ 3.5µ(N)

となります。

同様に、p乗根に対する連立ニュートン反復は、x0, y1を a−(p−1)/p, a1/pの近似値と

して

xn = xn−1 + xn−1(1− yp−1
n xn−1) ,

yn+1 = yn +
1

p
xn(a− yp

n)

の反復で求めることができ、逆数根をとる方法より高速に計算できます。
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3.4 高速フーリエ変換の算法

高速フーリエ変換が一般に知られるようになったのは、1965年のクーリーとチュー

キーによる短い論文 [7]からとされています。それ以前にも、何人かの数学者は知っ

ていたようですが、一般に知られることはありませんでした。高速フーリエ変換が

あまり知られていなかったころは、N 点の離散フーリエ変換を計算するためにはN2

回の計算が必要であると信じられてきました。しかし、高速フーリエ変換を用いると

N log N に比例する計算で済みます。この高速フーリエ変換の基本原理は、簡単な添

字の変換で大きなサイズの離散フーリエ変換を計算が楽な小さな離散フーリエ変換に

分解するという考えに基づきます。

まず、N 点の離散フーリエ変換

Ak =
N−1∑

j=0

ajW
jk
N , WN = e−2πi/N (36)

を素直に計算する場合を考えます。この場合、A0からAN−1 までの各項の計算にN

回の乗算が入るため、全体でN2回の乗算が必要となります。しかし、もしNが 2で

割り切れるならば、添字 kを偶数と奇数に分けることでN 点の離散フーリエ変換は

二つのN/2点の離散フーリエ変換

A2k =
N/2−1∑

j=0

(aj + aN/2+j)W
jk
N/2 , (37)

A2k+1 =
N/2−1∑

j=0

(aj − aN/2+j)W
j
NW jk

N/2 (38)

に容易に分解できます。N/2点の離散フーリエ変換は素直に計算してN2/4回の乗算

で実行できるので、この分解で計算量は約半分に減ることになります。さらに、こ

の分解を 2回 3回と繰り返せば計算量は約 1/4, 1/8と激減します。これがクーリー・

チューキー算法 (正確には、基数 2、周波数間引き算法)の基本的な考え方になります。

この分解を log2 N回行い、1点の自明な離散フーリエ変換になるまで行ったときの

計算量を考えます。この分解自体には各々の段でW j
N を乗ずるN/2回の複素数乗算

とN 回の複素数加算が必要で、複素数乗算回数は (N/2) log2 N に減少します。した

がって、浮動小数点演算の量はN log2 Nのオーダーとなります。これは、クーリー・

チューキー算法の典型的な演算量で、次にあげる様々な高速フーリエ変換の演算量の

削減法は、基本的にこのオーダーの比例定数と、N log2 N より低い次数の項を小さ

くするものです。

3.4.1 様々な高速フーリエ変換の算法

ここでは単純な二分割ではなく、より複雑な分解による高速フーリエ変換の算法に

ついて調べてみます。まず、NがN = N1N2と因数分解できると仮定します。このと

き、(36)式の添字 jを次の二つの添字 j1 = 0, 1, 2, . . . , N1 − 1, j2 = 0, 1, 2, . . . , N2 − 1

に置き換えることを考えます。そこで、J1, J2をある自然数として、j1, j2から jに変

換する写像

j ≡ (J1j1 + J2j2) mod N (39)
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を定義します。まず第一に、この写像は 1対 1とならなければならないが、このため

の必要十分条件は、p, qをある自然数とするとき、

1. N1とN2が互いに素の場合：

J1 = pN2, J2 = qN1 の少なくとも一方が満たされgcd(J1, N1) = gcd(J2, N2) = 1

2. N1とN2が互いに素ではない場合：

J1 = pN2かつ J2 mod N1 6≡ 0かつ gcd(p,N1) = gcd(J2, N2) = 1 または

J1 mod N2 6≡ 0かつ J2 = qN1かつ gcd(J1, N1) = gcd(q, N2) = 1

であることが簡単に証明できます [6]。さらに、添字 kに関しても同様の写像

k ≡ (K1k1 + K2k2) mod N (40)

を定義して、(36)式に対してこれらの変換を適用すると、次のようになります。

AK1k1+K2k2 =
N2−1∑

j2=0

N1−1∑

j1=0

aJ1j1+J2j2W
J1K1j1k1

N W J1K2j1k2

N W J2K1j2k1

N W J2K2j2k2

N (41)

しかし、まだこのままでは演算ブロックの順序が入れ換えることができず、小さな離

散フーリエ変換に分解することはできません。式の中の二番目と三番目のW の項が

邪魔なのです。もし、条件

J1K2 ≡ 0 mod N または J2K1 ≡ 0 mod N の少なくとも一方 (42)

が成り立つのならば、(41)式はN1とN2の二つの小さな離散フーリエ変換に分解さ

れることがわかります。これらの条件を満たす例として、次の二種類の分解が考えら

れます。

1. N1とN2が互いに素の場合：

J1 = N2かつ J2 = N1かつ K1 = N2かつ K2 = N1

2. N1とN2が任意の場合：

J1 = N2かつ J2 = 1かつ K1 = 1かつ K2 = N1

または

J1 = 1かつ J2 = N1かつ K1 = N2かつ K2 = 1

第一の場合は N1と N2が互いに素の場合のみに用いられる分解で、(41)式のW の

項を二つ消去して N1と N2の二次元離散フーリエ変換に分解します。この分解は、

N1, N2を互いに素になるように選ぶ必要があるけれども、分解に必要な演算量はゼ

ロになるという利点があります。しかし、分解しきれずに残った離散フーリエ変換は

たいてい素数の長さであり、ある程度の計算量は必要になります。この分解による算

法は素因数高速フーリエ変換 [9]やウイノグラード算法 [9, 13]に用いられます。一方、

第二の分解はN1とN2は任意でよい代わりに (41)式のW の項は一つしか消去され

ず、N1とN2の離散フーリエ変換への分解にW を乗算する演算 (回転因子の乗算)が
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必要になります。しかし、N1またはN2を離散フーリエ変換が容易に計算できる数に

固定できるため、分解以外に必要な計算量は少なくなるという利点があります。この

分解による算法はクーリー・チューキー算法 [7]であり、N1を固定して分解を再帰的

に繰り返すのが基本算法になります。このときN1を基数といい、(41)式の二項目の

W を消し去る場合を周波数間引き、三項目のW を消し去る場合を時間間引き算法と

呼びます。このクーリー・チューキー算法には多くの種類があり、通常の基数 2の算

法、任意基数算法、混合基数算法、演算量が少ないとされる Split-Radix算法 [8, 12]

などがあげられます。

4 終わりに

以上のように、円周率計算について主にコンピュータを用いた計算技法を紹介して

きました。高精度な円周率を求めるという行為は、人間がどうしても手の届かないも

のに少しでも近づこうとするかのようです。これは一見、実用的でない無駄な作業の

ように見えるかもしれません。しかし、古くから円周率の計算で用いられる技法の多

くは、数値計算の分野で広く活用されており、その計算の効率化により、科学技術の

発展に寄与しているものと私は確信しています。
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