
クンツ環の話
阿部光雄

1 はじめに
クンツ環はC∗環 (作用素環のひとつ)の例として J. Cuntzによって 1977年
に考案されました．しかし，C∗環としての作用素の位相 (すなわち，極限や連
続性などに関連する性質)の問題を離れて，その稠密な部分環に関する代数的
な側面を見るだけでも興味深い性質を持っています．これらの性質はクンツ環
の生成元が満たす簡単な関係式から導かれるもので，線形代数の基本的な知識
だけでほとんど計算出来ます．無限次元の非可換な環であるにもかかわらず扱
いやすいクンツ環の世界に親しんで下さい．

2 クンツ環とは
2.1 ＊環とC∗環
まず，クンツ環が属する＊環とC∗環についてまとめておきます．定義ばか
りですので，2.2節から読み始めて必要に応じて参照してもよいでしょう．

定義 2.1 次の性質をもつ集合Aを＊環といいます.

(i) AはC (複素数全体)上の環である．すなわち，

A1, A2 ∈ A, c1, c2 ∈C ⇒ c1A1 + c2A2 ∈ A,

A1, A2 ∈ A ⇒ A1A2 ∈ A.

(ii) A上に次を満たす＊演算という全単写A 7→ A∗が定義されている．

(c1A1 + c2A2)
∗ = c̄1A

∗
1 + c̄2A

∗
2,

(A1A2)
∗ = A∗

2A
∗
1,

(A∗)∗ = A.

ただし，Ai, A ∈ A, ci ∈C , c̄iは ciの複素共役．
また，＊環Aの部分集合Bがまた＊環になるとき，BをAの＊部分環と
いいます．
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定義 2.2 ＊環Aが単位元 Iを持つとき，単位的＊環といいます．ここで単位
元 Iとは，任意のA ∈ Aに対してAI = IA = Aを満たす元のことです.

注意 2.3 ＊環Aが単位元 Iを持てば，I∗ = Iが成り立ちます．

例 2.4 A =C I ≡ {c I | c ∈C }は自明な単位的＊環です．

例 2.5 A = Mn(C ) ≡ {C 上の (n × n)行列全体 }は単位的*環です. ただし
A ∈ Aに対し，A∗はAの随伴行列 (Aの転置と複素共役をとって得られる行
列)で定義されます．Mn(C )やそのテンソル積 (後述)のように行列で記述出
来る＊環を総じて行列環と呼ぶことにします．

以下では単位的＊環のみを扱うので，省略して単に＊環と呼ぶことにします．

定義 2.6 Aを＊環，S, U ∈ Aとします．このとき，

(i) Sが S∗S = Iを満たすとき，等長作用素 (isometry)といいます．

(ii) U が U∗U = UU∗ = Iを満たすとき，ユニタリといいます．

注意 2.7 Mn(C )では等長作用素はすべてユニタリになりますが，一般の (無
限次元の)＊環では異なります．

次に，参考のために，C∗環についての定義を簡単に与えておきますが，後
でこれを具体的に使うことはありません．

定義 2.8 集合Aが次を満たすときC∗環といいます．

(i) Aは＊環である．

(ii) A上に定義されたノルム ||A|| (A ∈ A)に関して完備である．

(iii) ノルムは次の性質 (C∗ノルムの性質)を持つ:

||A∗A|| = ||A||2.

注意 2.9 ノルムとはAの各元に対して与えられた負でない実数で，次の基本
性質をもちます (Ai, A ∈ A, c ∈C )：

||A|| = 0, ||A|| = 0 ⇔ A = 0,

||cA|| = |c| · ||A||,

||A1 + A2|| 5 ||A1|| + ||A2||.
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注意 2.10 Aがノルムに関して完備であるとは，列 {An}n∈N (Nは自然数全体)

がコーシー列 (すなわち lim
m,n→∞

||Am−An||=0)ならば収束する ( lim
n→∞

||An−A||=0

を満たすA∈Aが存在する)ことです．

注意 2.11 C∗ノルムは次を満たします：

||I|| = 1, ||A∗|| = ||A||, ||A1A2|| 5 ||A1|| ||A2||.

最後に，＊環の間の関係を見るために必要な用語をまとめておきます．

定義 2.12 A, Bを＊環とします．写像 ϕ : A → Bが＊準同型であるとは，次
を満たすことです (Ai, A ∈ A, ci ∈C とする)：

ϕ(c1A1 + c2A2) = c1ϕ(A1) + c2ϕ(A2), (E-1)

ϕ(A1A2) = ϕ(A1)ϕ(A2), (E-2)

ϕ(A∗) = ϕ(A)∗. (E-3)

定義 2.13 ＊準同型 ϕ : A → Bが全単写であるとき，＊同型といいます．ま
た，AからBへの＊同型が存在するとき，AとBは同型であるといい，A ' B
のように表します．

定義 2.14 ＊準同型 ϕ : A → Bが単写で ϕ(IA) = IB (IA, IBはそれぞれA,B
の単位元) を満たすとき，ϕを埋め込みといいます．AからBへの埋め込み ϕ

が存在するとき，Aは Bに埋め込み可能であるといい，ϕ : A ↪→ Bのように
表します．

定義 2.15 ＊環Aからそれ自身への埋め込みを自己準同型といいます．また，
全単写の自己準同型を自己同型といいます．

注意 2.16 ＊準同型 ϕ : A → BにおけるAの像 ϕ(A)は Bの＊部分環になり
ます．また，＊準同型の合成は＊準同型です．＊同型の逆写像も＊同型です．

注意 2.17 A ' Bならば，Aと Bは互いに埋め込み可能です．

注意 2.18 Aが Bに埋め込み可能であっても，その埋め込みは一般に一意的
ではありません．
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2.2 クンツ環
さて，いよいよクンツ環を定義します．

定義 2.19 クンツ環On (n = 2, 3, . . .)とは，次の関係式を満たす{s1, s2, . . . , sn}
で生成されるC∗環です：

s∗jsk = δjkI,　 j, k ∈ {1, 2, . . . , n}, (On-1)
n∑

j=1

sjs
∗
j = I. (On-2)

ただし，δjk(クロネッカーのデルタ)は j = kのとき 1，j 6= kのとき 0を表し
ます．

注意 2.20 ここでは生成元 {s1, . . . , sn}の数が有限個のクンツ環を考えますが，
生成元が無限個あるO∞というクンツ環もあります．

注意 2.21 関係式 (On-1)は sj(j = 1, . . . , n)が等長作用素であること示し，関
係式 (On-2)はそれがユニタリでは無いことを示しています．Mn(C )等，有限
次元の＊環では等長作用素はすべてユニタリになるので，クンツ環は本質的に
無限次元であることが分かります．

注意 2.22 sj, sk (j 6= k)は非可換です．なぜなら，もし可換であるとすると，
関係式 (On-1)から，I = s∗ks

∗
jsjsk = s∗ks

∗
jsksj = 0となり矛盾を生じるからです．

注意 2.23 「{s1, s2, . . . , sn}で生成される」とは，これらの元に線形結合，積，
＊演算を自由に施して得られるもの全体からなる集合O(0)

n を考え，更にそれ
を C∗ノルムについて完備化したものがOnであるということです．本講義で
は完備性に関する議論はしないので，実際に扱うのはOnではなく，その稠密
な＊部分環であるO(0)

n です．

それでは，O(0)
n についてもう少し詳しく見てみましょう．

集合 {s1, . . . , sn, s
∗
1, . . . , s

∗
n}の元の任意の積を考えると，関係式 (On-1)より，

積の表式の中で s∗j が skの左隣に来るものは簡単化することが出来て，積は最
終的には 0か I か sj1sj2 · · · sj`

s∗k1
s∗k2

· · · s∗km
のような形 (∗無しのものがすべて

左に，∗付きのものがすべて右に来る形)に書き直すことが出来ます．ただし，
j1, . . . , j`, k1, . . . , km ∈ {1, 2, . . . , n}で， 特に積が sj1 · · · sj`

や s∗k1
· · · s∗km

にな
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る場合も考慮すると，` + m = 1です．これらの積に線形結合を施して得られ
るもの全体 (複素線形空間)がO(0)

n です．
本講義では稠密な＊部分環のみに着目しているとの了解の下で，表記の簡単
化のため，O(0)

n という記号の代わりにOnと略記ことにします.

以下の節では，クンツ環と他の＊環との関係やクンツ環同士の関係を見て行
きます．

2.3 クンツ環と行列環
まず，Onの部分集合で，{sjs

∗
k | j, k ∈ {1, . . . , n}}で生成される複素線形空

間Mn,1に着目します．Mn,1の生成元 sjs
∗
kは

(sjs
∗
k)(sps

∗
q) = δk p (sjs

∗
q), (sjs

∗
k)

∗ = sks
∗
j

を満たし，Mn,1は積と＊演算で閉じていることが分かります．従って，Mn,1

はOnの＊部分環です．一方，Mn(C )の生成元 ej k [(j, k)成分が 1で，他はす
べて 0の (n × n)行列] については

k 列̂

ej k =


0 · · · 0 · · · · · · 0
...

...
...

0 · · · 1 · · · · · · 0
...

...
...

0 · · · 0 · · · · · · 0

 (j行,

ej1 k1 ej2 k2 = δk1j2ej1 k2 , (ej k)
∗ = ek j

となるので，sjs
∗
kと ej kが全単写で対応していることが分かります．以上から，

Mn(C ) ' Mn,1であり，Mn(C )からOnへの埋め込み ϕは生成元の対応

ϕ(ej k) = sjs
∗
k

によって与えることが出来ます．Mn(C )の一般の元の ϕによる像は，ϕが満
たすべき埋め込みの性質 (今必要なのは線形性のみ)から自動的に決まります．
では，Onの部分集合で，{sj1sj2s

∗
k2

s∗k1
| ji, ki ∈ {1, . . . , n}}によって生成さ

れる複素線形空間Mn,2についてはどうなるでしょうか？　生成元の積と＊演
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算は

(sj1sj2s
∗
k2

s∗k1
)(sp1sp2s

∗
q2

s∗q1
) = δk1p1δk2p2(sj1sj2s

∗
q2

s∗q1
),

(sj1sj2s
∗
k2

s∗k1
)∗ = sk1sk2s

∗
j2

s∗j1

で与えられ，Mn,2もOnの＊部分環になります．行列でこれに対応するもの
は 2個のMn(C )のテンソル積Mn(C ) ⊗ Mn(C )です．それでは，＊環のテン
ソル積について簡単に紹介しておきましょう．
＊環A, Bのテンソル積A⊗Bとは，以下の性質で特徴づけられます (Ai, A ∈

A, Bi, B ∈ B, ci ∈C )：

(c1A1 + c2A2) ⊗ B = c1(A1 ⊗ B) + c2(A2 ⊗ B),

A ⊗ (c1B1 + c2B2) = c1(A ⊗ B1) + c2(A ⊗ B2),

(A1 ⊗ B1)(A2 ⊗ B2) = (A1A2) ⊗ (B1B2),

(A ⊗ B)∗ = A∗ ⊗ B∗.

従って，A⊗Bも＊環になります．A⊗Bの単位元は，IA⊗ IBで与えられます．
行列環の場合のテンソル積は，行列の成分に行列に代入することで直感的に
理解出来ます．Mn(C )⊗Mm(C )の元は，A ∈ Mn(C ), B = (bjk) ∈ Mm(C )と
して，

Mn(C ) ⊗ Mm(C ) 3 A ⊗ B ←→

Ab11 · · · Ab1m

...
. . .

...

Abm1 · · · Abmm

 ∈ Mnm(C )

のように対応させます [代入の仕方を逆にしてもテンソル積の性質は満たしま
す]．これにより，Mn(C ), Mm(C ), Mnm(C )の生成元をそれぞれ ej k (j, k ∈
{1, . . . , n}), e′p q (p, q ∈ {1, . . . ,m}), e′′r t (r, t ∈ {1, . . . , nm}) として，

ej k ⊗ e′p q ←→ e′′j+(p−1)n, k+(q−1)n (MT-1)

のように全単写で対応させることが出来るので，

Mn(C ) ⊗ Mm(C ) ' Mnm(C ) (MT-2)

が成り立ちます．Mn(C ) ⊗ Mn(C )の生成元の積と＊演算は

(ej1 k1 ⊗ ej2 k2)(ep1 q1 ⊗ ep2 q2) = (ej1 k1ep1 q1) ⊗ (ej2 k2ep2 q2)

= δk1p1δk2p2(ej1 q1 ⊗ ej2 q2),

(ej1 k1 ⊗ ej2 k2)
∗ = (ej1 k1)

∗ ⊗ (ej2 k2)
∗

= ek1 j1 ⊗ ek2 j2
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となり，前の sj1sj2s
∗
k2

s∗k1
の式と比較すれば，Mn(C )⊗Mn(C ) ' Mn,2である

ことがわかります．同様にして，{sj1 · · · sjps
∗
kp
· · · s∗k1

| ji, ki ∈ {1, . . . , n}} で生
成されるOnの＊部分環Mn,pは，p個のMn(C )のテンソル積Mn(C )⊗pと同
型になります．
ところで，(On-2)から

n∑
j2=1

sj1sj2s
∗
j2

s∗k1
= sj1Is∗k1

= sj1s
∗
k1

が得られるので，Onの＊部分環の列 {Mn,p}∞p=1について

Mn,1 ⊂ Mn,2 ⊂ Mn,3 ⊂ · · · ⊂ Mn,p ⊂ · · ·

が成り立ちます．すなわち，{Mn,p}∞p=1は単調増大列になっています．一方，
Mn(C ), Mn(C )⊗2, Mn(C )⊗3, . . .については，それぞれ異なるサイズの行列に
対応する集合ですから単純な包含関係は成り立ちません. しかし，A ∈ Mn(C )

に対して (Inは (n × n)の単位行列)

A ←→ A ⊗ In ←→

(
A 0

0 A

)

のような対応関係でMn(C )⊗2 の元と同一視すれば，Mn(C ) ⊂ Mn(C )⊗2 ⊂
Mn(C )⊗3 ⊂ · · · の包含関係が成り立つと考えることが出来ます．このような
行列環の単調増大列に対して，その帰納極限

∞∪
p=1

Mn(C )⊗pで定義される＊環

をUHF(Uniformly Hyperfinite)環といいます. 今の場合，より正確には n∞型
のUHF環といい，記号UHF nで表します．以上の議論から次の定理が得られ
ます．

定理 2.24 UHF nはOnに埋め込み可能で，その埋め込み ϕは

ϕ : UHF n ↪→ On,

ϕ(ej1,k1 ⊗ · · · ⊗ ejp,kp ⊗ I ⊗ · · · ) = sj1 · · · sjps
∗
kp
· · · s∗k1

で与えられる．ただし，ji, ki ∈ {1, 2, . . . , n}, p ∈ N.

特に，n = 2の場合，UHF 2はCAR(Canonical Anticommutation Relation)

環と同型であることが知られています．CAR環とは，物理学の量子論に登場
するフェルミ粒子の生成消滅演算子から生成される＊環 (C∗環)で，生成元は
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次の関係式を満たします．

ama∗
n + a∗

nam = δmnI,

aman + anam = 0, a∗
ma∗

n + a∗
na

∗
m = 0.

ただし，m,n ∈ Nで，anを消滅演算子，a∗
nを生成演算子と呼びます．

CAR環とUHF 2が同型であることは，次のように示すことが出来ます．
まず，(2 × 2)行列で

A ≡ e1 2 =

(
0 1

0 0

)
と置くと，

A∗ = e2 1 =

(
0 0

1 0

)
, AA∗ = e1 1 =

(
1 0

0 0

)
, A∗A = e2 2 =

(
0 0

0 1

)

となり，Aから＊環M2(C )が生成されることが分かります．更に，I2を (2×2)

の単位行列として，

AA∗ + A∗A = I2, AA = A∗A∗ = 0.

が成り立つことから，a1 ↔ A, I ↔ I2のように対応させることで，a1から生
成されるCAR環の＊部分環はM2(C )と同型であることが得られます．次に，

J ≡ AA∗ − A∗A =

(
1 0

0 −1

)

と置くと，AJ + JA = 0, J∗ = J, J2 = I2を満たすことから

(A ⊗ I2)(A ⊗ I2)
∗ + (A ⊗ I2)

∗(A ⊗ I2) = (I2 ⊗ I2),

(A ⊗ I2)(A ⊗ I2) = (A ⊗ I2)
∗(A ⊗ I2)

∗ = 0;

(X ⊗ I2)(J ⊗ Y ) + (J ⊗ Y )(X ⊗ I2) = 0, X, Y = A, A∗;

(J ⊗ A)(J ⊗ A)∗ + (J ⊗ A)∗(J ⊗ A) = (I2 ⊗ I2),

(J ⊗ A)(J ⊗ A) = (J ⊗ A)∗(J ⊗ A)∗ = 0

が成り立ち，a1 ↔ A⊗ I2, a2 ↔ J ⊗A, I ↔ I2 ⊗ I2のように対応させるこ
とが出来ます．また，I2 ⊗A = (J ⊗ I2)(J ⊗A)を考慮すれば，{A⊗ I2, J ⊗A}
から＊環M2(C ) ⊗ M2(C )が生成されることも分かります．従って，{a1, a2}
から生成される CAR環の＊部分環はM2(C ) ⊗ M2(C )と同型になります．以
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下同様に考えれば，CAR環からUHF 2への＊同型ψは次で与えることが出来
ます：

ψ(a1) = A⊗I2 ⊗ I2⊗I2 ⊗ · · · ,

ψ(a2) = J ⊗A ⊗ I2⊗I2 ⊗ · · · ,

ψ(a3) = J ⊗J ⊗ A⊗I2 ⊗ · · · ,

...

2.4 クンツ環の間の関係
まず，クンツ環の間の関係として次の定理があります．

定理 2.25 OmがOnに埋め込み可能であるための必要十分条件は，m − 1 =

k(n − 1)を満たす k ∈ Nが存在すること．

この定理と注意 2.17から次の系が得られます．

系 2.26 m 6= nならば，OmとOnは同型ではない．

定理の十分条件については，埋め込みを具体的に作ることで容易に確かめら
れます．まず，埋め込み ϕ : Om ↪→ Onが存在するとしましょう．Omの生成
元を {S1, . . . , Sm}とすると，関係式 (Om-1)と (Om-2)，ϕが＊準同型であるこ
と，ϕ(IOm) = IOn を用いると

ϕ(Sj)
∗ϕ(Sk) = δjkIOn ,

m∑
j=1

ϕ(Sj)ϕ(Sj)
∗ = IOn

が得られます．つまり，Onのm個の元 {ϕ(S1), . . . , ϕ(Sm)}はOmの生成元と
同じ関係式 (単位元 Iについては読み替えが必要)を満たしています．逆に，On

のm個の元 {t1, t2, . . . , tm}でOmの生成元と同じ関係式を満たすものを見つ
けることが出来れば，ϕ(Sj) = tj (j = 1, 2, . . . ,m)と置くことにより，埋め込
み ϕ : Om ↪→ Onが作れます．実際，生成元の像が与えられれば，一般の元の
像については ϕがもつ埋め込みの性質から自動的に決まります．
具体的に n = 2の場合について見てみましょう．生成元は {s1, s2}で，その
関係式は次のようになります：

s∗1s1 = s∗2s2 = I, s∗1s2 = s∗2s1 = 0, (O2-1)

s1s
∗
1 + s2s

∗
2 = I. (O2-2)
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さて，t1, t2, t3 ∈ O2を次のようにとってみましょう．

t1 ≡ s1, t2 ≡ s2s1, t3 ≡ s2s2.

このとき，{t1, t2, t3}はO3の生成元 {S1, S2, S3}と同じ関係式を満たすこと
が分かります．(O3-1)の確認は容易ですから，(O3-2)を確認しましょう：

t1t
∗
1 + t2t

∗
2 + t3t

∗
3 = s1s

∗
1 + s2s1s

∗
1s

∗
2 + s2s2s

∗
2s

∗
2

= s1s
∗
1 + s2(s1s

∗
1 + s2s

∗
2)s

∗
2

= s1s
∗
1 + s2s

∗
2

= I.

ただし，3番目と 4番目の等号で，(O2-2)を使いました．従って，O3はO2へ
埋め込み可能で，埋め込み ϕとして ϕ(Si) = ti (i = 1, 2, 3)となるものがとれ
ることがわかりました．
同様にして，

t1 ≡ s1, t2 ≡ s2s1, t3 ≡ (s2)
2s1, t4 ≡ (s2)

3

と置くと，{t1, t2, t3, t4}はO4の生成元と同じ関係式を満たすので，O4から
O2への埋め込みが作れます．
一般に，t1, t2, . . . , tm ∈ O2 (m = 2)を

t1 ≡ s1, t2 ≡ s2s1, t3 ≡ (s2)
2s1, . . . , tm−1 ≡ (s2)

m−2s1, tm ≡ (s2)
m−1

のようにとることで，OmはO2へ埋め込み可能であることが分かります．
埋め込みは一意的ではないことに注意しましょう．例えば，O4からO2への

埋め込みとして上記のものの他に

t1 ≡ s1s1, t2 ≡ s1s2, t3 ≡ s2s1, t4 ≡ s2s2

のようにとることも出来ます．
n = 3の場合も同様です．Onの生成元を {s1, . . . , sn}とし，例えば，

t1 = s1, t2 = s2, . . . , tn−1 = sn−1,

tn = sns1, tn+1 = sns2, . . . , t2(n−1) = snsn−1, t2(n−1)+1 = snsn

と置くと，{t1, . . . , t2(n−1)+1} はO2(n−1)+1の生成元 {S1, . . . , S2(n−1)+1}と同じ
関係式を満たし，O2(n−1)+1はOnへ埋め込み可能であることが分かります．
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3 クンツ環の自己準同型と自己同型
Onの自己準同型について，一般的に成り立つことがあります．

定理 3.1 Onの自己準同型 ϕとOnのユニタリ u (u ∈ On, u∗u = uu∗ = I)は
次の式で１対１に対応する：

ϕ(sj) = u sj, j ∈ {1, 2, . . . , n}, (EU-1)

u =
n∑

j=1

ϕ(sj)s
∗
j . (EU-2)

証明) まず，uをユニタリとして，(EU-1)で定義される ϕが自己準同型にな
ることを示します．これは ϕが生成元の関係式を保つことをいえば十分です．

ϕ(sj)
∗ϕ(sk) = (usj)

∗(usk) = s∗ju
∗usk = s∗jIsk = s∗jsk = δjkI,

n∑
j=1

ϕ(sj)ϕ(sj)
∗ =

n∑
j=1

usjs
∗
ju

∗ = u

(
n∑

j=1

sjs
∗
j

)
u∗ = uIu∗ = uu∗ = I.

次に，ϕを自己準同型として，(EU-2)で定義される uがユニタリになること
を示します．

u∗u =

(
n∑

j=1

ϕ(sj)s
∗
j

)∗( n∑
k=1

ϕ(sk)s
∗
k

)
=

(
n∑

j=1

sjϕ(sj)
∗

)(
n∑

k=1

ϕ(sk)s
∗
k

)

=
n∑

j=1

n∑
k=1

sj(δjkI)s∗k =
n∑

j=1

sjs
∗
j = I,

uu∗ =

(
n∑

j=1

ϕ(sj)s
∗
j

)(
n∑

k=1

ϕ(sk)s
∗
k

)∗

=

(
n∑

j=1

ϕ(sj)s
∗
j

)(
n∑

k=1

skϕ(sk)
∗

)

=
n∑

j=1

n∑
k=1

ϕ(sj)(δjkI)ϕ(sk)
∗ =

n∑
j=1

ϕ(sj)ϕ(sj)
∗ = I.

最後に，(EU-1)と (EU-2)が両立することを示します．

usj =

(
n∑

k=1

ϕ(sk)s
∗
k

)
sj =

n∑
k=1

ϕ(sk)δkjI = ϕ(sj),

n∑
j=1

ϕ(sj)s
∗
j =

n∑
j=1

(usj)s
∗
j = u

(
n∑

j=1

sjs
∗
j

)
= uI = u.　 ¤

定理 (3.1)により，Onのユニタリ uが具体的に作れれば，それに対応した自
己準同型も作れます．簡単な例を作ってみましょう．
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例 3.2 絶対値 1の複素数 zとOnの単位元 Iを用いて

u = z I

と置くと，uはOnのユニタリです．実際，u∗ = z̄ I (z̄は zの複素共役)です
から，u∗u = uu∗ = |z|2 I = Iが成り立ちます．対応する自己準同型 ϕzは

ϕz(sj) = u sj

= z sj, z ∈C , |z| = 1

です．絶対値 1の複素数全体の集合は積について閉じていて，積に関する単位
元 1を含み，更に任意の元 zに対してその逆 z−1 = z̄も含みます．すなわち，群
になっています．この群をU(1)と書きます．z, w ∈ U(1) = {z ∈C | |z| = 1}
に対して，ϕzと ϕwの合成 ϕz ◦ ϕwは

(ϕz ◦ ϕw)(sj) = ϕz(ϕw(sj))

= ϕz(w sj) = w ϕz(sj) = zw sj

= ϕzw(sj),

∴ ϕz ◦ ϕw = ϕzw

で与えられます．また，ϕ1はOnの恒等写像 ι (ι(sj) = sj)に等しく，ϕz̄ ◦ϕz =

ϕ1 = ιから，ϕ−1
z = ϕz̄が得られます．従って，ϕzは自己同型です．U(1)が群で

あったことを引き継ぐように，自己同型の集合Aut(On, U(1)) ≡ {ϕz | z ∈ U(1)}
も積 (合成)に関して群になり，これを U(1)のOnへの作用といいます．

例 3.3 n次のユニタリ行列 U = (ujk) [U∗U = UU∗ = In, Inは n次の単位行
列, U∗の (j, k)成分は u∗

jk = ūkj]を用いて

u =
n∑

j,k=1

ujksjs
∗
k

と置くと，uはOnのユニタリになります．これは，2.3節で見たように，sjs
∗
k

はMn(C )の生成元 ej k [(j, k)成分が 1で，他はすべて 0の (n × n)行列] と同
じ形の関係式を満たすためです．ユニタリ uに対応する自己準同型 ϕU は

ϕU(sj) = u sj

=
n∑

k=1

skukj
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となります．n次のユニタリ行列全体を U(n)として，U, V ∈ U(n)に対応す
る自己準同型の合成は

ϕU ◦ ϕV = ϕUV ,

となり，ϕIn = ιであることから，ϕ−1
U = ϕU−1 = ϕU∗ が得られ，ϕU も実は自

己同型であることが分かります．U(n)が群であることに対応して，自己同型
の集合Aut(On, U(n)) ≡ {ϕU |U ∈ U(n)}も積 (合成) に関して群になり，これ
をU(n)のOnへの作用といいます．U(n)の元としてU = zIn (z ∈ U(1))をと
ると，ϕU = ϕzとなり，Aut(On, U(1)) ⊂ Aut(On, U(n))が成り立ちます．

Aut(On, U(n))はOnのn個の生成元を線形変換としてU(n)で回しているだ
けですから，比較的簡単な自己同型といえるかもしれません．それでは，m > n

としてU(m)のOnへの作用のようなものはあるのでしょうか？　この問題に
ついては，後で触れることにします．

例 3.4 クンツ環に限らず一般の＊環Aでの自己同型の例として，次の形のも
のがあります：

ϕ(A) = uAu∗, A, u ∈ A, u∗u = uu∗ = I.

ただし，ユニタリ uは１個固定して考えています．このϕが自己準同型である
ことを確認するのは容易ですので，演習問題とします [示すことは，ϕが (E-1)

～(E-3)を満たすこと，単写であること (すなわち，ϕ(A) = 0 ⇒ A = 0)，
ϕ(I) = Iが成り立つことです]．
自己同型 (全写)であることは，ϕ(u) = uuu∗ = uにより，

A = ϕ(u∗)ϕ(A)ϕ(u)

と書けることから分かります．この形の自己同型は内部自己同型と呼ばれてい
ます．それに対して，内部自己同型でない自己同型を外部自己同型といいます．
上であげた ϕz, ϕU は z 6= 1, U 6= In ならば，外部自己同型です．

以上の例はいずれも自己同型でしたが，自己同型でない自己準同型の例をあ
げましょう．

例 3.5 正準自己準同型として知られているものは次式で与えられます．

ϕ(A) =
n∑

k=1

skAs∗k, A ∈ On.
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これが自己準同型になることを確認しておきます [(E-1), (E-3)は省略]：

ϕ(A1)ϕ(A2) =

(
n∑

k=1

skA1s
∗
k

)(
n∑

`=1

s`A2s
∗
`

)

=
n∑

k,`=1

skA1(δk`I)A2s
∗
` =

n∑
k=1

skA1A2s
∗
k

= ϕ(A1A2),

ϕ(A) = 0 ⇒ 0 = s∗`ϕ(A)s` = s∗`

(
n∑

k=1

skAs∗k

)
s`

=
n∑

k=1

δ`kIAδk`I = A,

ϕ(I) =
n∑

k=1

skIs∗k =
n∑

k=1

sks
∗
k = I.

自己同型 (全写)でないことは，sjがϕ(On)に含まれないことから分かります．
実際，もし，ϕ(A) = sj を満たす A ∈ Onが存在したとすると，I = s∗jsj =

s∗jϕ(A) = As∗j となります．従って，` 6= jとして，s` = Is` = As∗js` = 0とな
り矛盾します.

正準自己準同型に対応するユニタリ uは

u =
n∑

j=1

ϕ(sj)s
∗
j =

n∑
j,k=1

sksjs
∗
ks

∗
j

で与えられます．

例 3.6 U = (ur t) ∈ U(n2) ⊂ Mn2(C )に対して，同型 (MT-2)によりMn(C )⊗
Mn(C )の元が (MT-1)から決まります．具体的には

n∑
j,k,p,q=1

uj+(p−1)n, k+(q−1)n(ej k ⊗ ep q)

と表されます．ここで，(ej k ⊗ ep q)と sjsps
∗
qs

∗
kは同じ形の関係式をみたすので，

u =
n∑

j,k,p,q=1

uj+(p−1)n, k+(q−1)n sjsps
∗
qs

∗
k

と置くと，uはOnのユニタリになります．従って，(EU-1)より uに対応する
自己準同型 ϕuが決まります：

ϕu(sj) = u sj =
n∑

k,p,q=1

uk+(p−1)n, j+(q−1)n sksps
∗
q.
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これを (2次の)斉次多項式型自己準同型と呼びます (ただし，これはU(n2)の
Onへの作用にはなっていません)．
特に，U (∈ U(n2))として，In2の n2個の行を置換したものを考えましょう．

{1, 2, . . . ,m}の置換全体の集合をSmと書くことにします [Smは群になり，m

次の対称群 (または置換群)と呼ばれています]．σ ∈ Sn2 として，この σ で
In2 = (δr s)の行を置換した行列はUσ = (δσ(r) s)のように表されます．容易に確
認出来るように Uσ ∈ U(n2)です. この Uσに対応するOnの自己準同型 ϕσは

ϕσ(sj) =
n∑

k,p,q=1

δσ(k+(p−1)n), j+(q−1)n sksps
∗
q

となり，これを (2次の)置換自己準同型と呼びます (これもSn2 のOnへの作
用にはなっていません)．
特に，ρ ∈ Sn2 , ρ(k + (p − 1)n) = p + (k − 1)nに対する置換自己準同型は

ϕρ(sj) =
n∑

k,p,q=1

δp+(k−1)n, j+(q−1)n sksps
∗
q =

n∑
k,p,q=1

δp jδk q sksps
∗
q

=
n∑

k=1

sksjs
∗
k

となり，正準自己準同型を再現します．

ここまでは，定理 3.1に基づいてユニタリとの対応で自己準同型を見てきま
したが，クンツ環の間の埋め込みとの関連から自己準同型を見ることも出来ま
す．一般のOnでは式が複雑になりますので，簡単のためO2について考えま
す．まず，任意の n (= 2)でOnはO2に埋め込み可能で，埋め込みは生成元の
像を与えることで定まることを思い出しましょう．そこで，以下では埋め込み
を表すのに写像の代わりに，生成元の像を書くことにします．

定理 3.7 On (n = 2)からO2への埋め込みを {T1, . . . , Tn}とするとき，O2の
自己準同型 ϕとOn+1からO2への埋め込み {S1, . . . , Sn+1}は次の式で１対１
に対応する: 

ϕ(s1) = S1,

ϕ(s2) =
n∑

j=1

Sj+1T
∗
j ;

Sj =

{
ϕ(s1), j = 1,

ϕ(s2) Tj−1, j ∈ {2, 3, . . . , n + 1}.
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証明は演習問題とします．定理 3.1の証明法に習ってやってみて下さい．

例 3.8 n = 2のとき，{T1 = s1, T2 = s2}，{S1 = s2s1, S2 =(s2)
2, S3 = s1}とす

ると，

ϕ(s1) = s2s1, ϕ(s2) = (s2)
2s∗1 + s1s

∗
2

が得られます．前の自己準同型の例とは一見して形が異なることが分かると思
います．

例 3.9 n = 3のとき，{T1 = s2s1, T2 = s1, T3 = (s2)
2}, {S1 = s2s1, S2 = s1,

S3 =(s2)
2s1, S4 =(s2)

3}とすれば，{
ϕ(s1) = s2s1,

ϕ(s2) = s1s
∗
1s

∗
2 + (s2)

2s1s
∗
1 + (s2)

3(s∗2)
2

が得られますが，このϕは自己同型です．なぜなら，ϕ ◦ ϕ = ι (ιは恒等写像)

となるのでϕ−1 = ϕが成り立つからです．言い換えると，ϕはZ2 (位数 2の巡
回群)のO2への作用になっています．

例 3.10 n = 4の場合，S3のO2への作用となる自己同型が作れます．
まず，{T1, . . . , T4}, {S1, . . . , S5}を

{T1 = s1, T2 = s2s1, T3 = (s2)
2s1, T4 = (s2)

3},

{S1 = T1, S2 = T2, S3 = T3, S4 = s2T3, S5 = s2T4}.

のようにとります．次に，{1, 2, 3}の置換全体をS3とし，σ ∈ S3を用いて
定理 3.7の式における {T1, T2, T3}と {S1, S2, S3}を置換した式で自己準同型ϕσ

を定義します：

ϕσ(s1) = Sσ(1)

= Tσ(1),

ϕσ(s2) =
2∑

k=1

Sσ(k+1)T
∗
σ(k) + S4T

∗
σ(3) + S5T

∗
4

=
2∑

k=1

Tσ(k+1)T
∗
σ(k) + s2(T3T

∗
σ(3) + T4T

∗
4 ).

このとき，ϕσはS3のO2への作用 (自己同型)になります：

ϕσ ◦ ϕτ = ϕσ◦τ , σ, τ ∈ S3,

ϕε = ι, ε : 恒等置換.
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証明は，ϕσ(Tj) = Tσ(j) (j ∈ {1, 2, 3}), ϕσ(T4T
∗
4 ) = T4T

∗
4 を用いれば容易です．

これを一般の n = m + 1の場合に拡張すれば，SmのO2への作用も同様に
作ることが出来ます．

例 3.11 前の例で，S3をU(3)へ拡張することも容易です．U = (ujk) ∈ U(3)

としてTσ(k)をTu(k) ≡
3∑

j=1

Tjujkに置き換えることでϕuを定義すれば，ϕu◦ϕv =

ϕuvが得られます．更に，一般のU(m)のO2への作用も作ることが出来ます．
O2への作用をOnへの作用に拡張するには，定理 2.25に基づいて考えます．
そうすれば，U(k(n − 1)) (k = 3)のOnへの作用も同様に作ることが出来ま
す．m 5 k(n − 1)のとき，

U(m) 3 U ←→

(
U 0

0 Ik(n−1)−m

)
∈ U(k(n − 1))

の対応でU(m)はU(k(n− 1))の部分群と見なせるので，U(m) (m > n)のOn

への作用が作れます (n = 2のときは k = 3，n = 3のときは k = 2で考えま
す)．これが例 3.3の最後に述べた問いへの答えです．

4 クンツ環の表現
これまでクンツ環を抽象的な＊環として見てきましたが，この節では具体的
な作用素のなす＊環として表してみましょう．これは正確に言うと，クンツ環
からヒルベルト空間H上の有界線形作用素全体のなす集合B(H)への＊準同型
πを与えることです．ヒルベルト空間Hと準同型 πの組を表現と呼び，(H, π)

のように表します．Hは表現空間ともいいます．
以下ではHとして，複素数列のつくる `2空間と呼ばれものをとります：

`2 ≡

{
Φ = {Φk}k∈N, Φk ∈C

∣∣∣∣∣ ∑
k∈N

|Φk|2 < ∞

}
.

`2の元に対する線形結合は次のように定義されます．

c Φ + dΨ = {c Φk + dΨk}k∈N, c, d ∈C .

また，内積は

〈Φ, Ψ〉 =
∑
k∈N

Φk Ψk, ΦkはΦkの複素共役
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で定義され，その性質は次の通りです：

〈Φ, c Ψ1 + dΨ2〉 = c 〈Φ, Ψ1〉 + d 〈Φ, Ψ2〉, c, d ∈C ,

〈Φ, Ψ〉 = 〈Ψ, Φ〉,

〈Φ, Φ〉 = 0, 〈Φ, Φ〉 = 0 ⇔ Φ = 0.

内積からノムル ||Φ|| ≡
( ∑

k∈N

|Φk|2
)1/2が定められます．`2はこのノルムについ

て完備ですが，クンツ環同様，完備性については深入りしません．`2の標準的
な正規直交基底 {ek}k∈Nの ekは，k番目が 1で他がすべて 0である数列として
定義されます．
＊準同型 πは，次のように線形結合，積，＊演算を保存します：

π(c1A1 + c2A2) = c1π(A1) + c2π(A2),

π(A1A2) = π(A1)π(A2),

π(A∗) = π(A)∗.

ただし，π(A)∗は π(A)のエルミート共役で，任意の Φ, Ψ ∈ Hに対して

〈π(A)∗ Φ, Ψ〉 = 〈Φ, π(A) Ψ〉

を満たします．
さて，Onの表現 (`2, π)を作ってみましょう．Onの生成元の像 {π(sj)}n

j=1が
`2の正規直交基底 {ek}k∈Nにどのように作用するかを示せば十分です．

例 4.1 π(s1)が固有値 1の固有ベクトル e1をもつ表現の例です．

π(sj) ek = en(k−1)+j, j ∈ {1, . . . , n}, k ∈ N. (R-1)

実際，j = k = 1を代入すると，

π(s1) e1 = e1

が得られます．これがOnの表現になっていること，すなわち，Onの生成元
の間の関係式 (On-1), (On-2) が保たれていることを確認しましょう．そのた
めに，まず，π(s∗j) = π(sj)

∗の作用をエルミート共役の定義に従って求めます．

〈π(sj)
∗ en(k−1)+h, e`〉 ≡ 〈en(k−1)+h, π(sj) e`〉

= 〈en(k−1)+h, en(`−1)+j〉 = δk ` δh j

= δj h 〈ek, e`〉,

∴ π(sj)
∗ en(k−1)+h = δj hek.
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これにより，`2上の恒等写像を Îとして，次が得られます．

π(sj)
∗π(sk) e` = π(sj)

∗ en(`−1)+k = δj k e`,

∴ π(sj)
∗π(sk) = δj kÎ ,

n∑
j=1

π(sj)π(sj)
∗ en(k−1)+` =

n∑
j=1

π(sj)δj ` ek = π(s`) ek = en(k−1)+`,

∴
n∑

j=1

π(sj)π(sj)
∗ = Î .

例 4.2 π(s1s2)が固有値 1の固有ベクトル e1をもつ表現の例です．
π(s1) ek =


en+1, k = 1,

e1, k = 2,

en(k−1)+1, k = 3,

π(sj) ek = en(k−1)+j, j ∈ {2, . . . , n}, k ∈ N.

(R-12)

これは，(R-1)の右辺に現れる e1と en+1の位置を交換しただけで得られたも
のです．
固有ベクトルを確認してみると，

π(s1s2) e1 = π(s1)π(s2) e1 = π(s1) e2 = e1

が成り立ちます．そして更に，

π(s2s1) e2 = π(s2)π(s1) e2 = π(s2) e1 = e2

も成り立つことから，π(s2s1)も固有値 1の固有ベクトル e2をもちます．例 4.1

と同様に，式 (R-12)がOnの表現になっていることを確認するのも容易です．

以上の例を一般化してみましょう．まず，Nを n個に分割するために，次の
ような分岐関数系を導入します．

定義 4.3 NからNへの n個の単写の組 {µj}n
j=1が以下の条件を満たすとき，

(n次の)分岐関数系といいます：

(i) j 6= kならば，µj(N)
∩

µk(N) = ∅.

(ii)
n∪

j=1

µj(N) = N.
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この分岐関数系を用いて，クンツ環Onの表現を定義します：

定義 4.4 分岐関数系 {µj}n
j=1に対して，次式を満たすOnの表現 (`2, π)を置

換表現といいます：

π(sj) ek = eµj(k), j ∈ {1, . . . , n}, k ∈ N.

実際にこれがOnの表現になることを確認しましょう．まず，分岐関数系の
定義から任意の p ∈ Nに対して µk(`) = pを満たす (k, `)がただ一組存在する
ことに注意して，π(sj)

∗の eµk(`)に対する作用を求めます：

〈π(sj)
∗ eµk(`), em〉 ≡ 〈eµk(`), π(sj) em〉

= 〈eµk(`), eµj(m)〉 = δk jδ` m

= δj k 〈e`, em〉,

∴ π(sj)
∗ eµk(`) = δj k e`.

これにより，例 4.1の場合と同様にして，次を得ることが出来ます．

π(sj)
∗π(sk) e` = π(sj)

∗ eµk(`) = δj k e`,

∴ π(sj)
∗π(sk) = δj kÎ ,

n∑
j=1

π(sj)π(sj)
∗ eµk(`) =

n∑
j=1

π(sj)δj k e` = π(sk) e` = eµk(`),

∴
n∑

j=1

π(sj)π(sj)
∗ = Î .

さて，Onの置換表現は，例 4.1,例 4.2で紹介したような固有値 1の固有ベ
クトルをもつものと，そうでないものとに分類することが出来ます．そこで，
前者に次のように名前をつけておきましょう．

定義 4.5 固有値 1の固有ベクトルを持つ単項式 π(sj1sj2 · · · sjm) (m = 1)が存
在する置換表現を，サイクルをもつ置換表現といい，P (j1, j2, . . . , jm)で表し
ます．

ここで，サイクルについて説明しておきます．π(sj1sj2 · · · sjm)の固有値 1の
固有ベクトルを f1 ∈ {ek}k∈Nとすると

π(sj1sj2 · · · sjm) f1 = f1,
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が成り立ちますが，両辺に π(sjm), π(sjm−1), . . ., π(sj3), π(sj2)を次々に掛けて
ゆくことで他の固有ベクトルを得ることが出来ます：

π(sjmsj1sj2 · · · sjm−1) fm = fm, fm ≡ π(sjm) f1,

π(sjm−1sjmsj1 · · · sjm−2) fm−1 = fm−1, fm−1 ≡ π(sjm−1) fm,

...

π(sj2sj3 · · · sjmsj1) f2 = f2, f2 ≡ π(sj2) f3.

もちろん，f1の定義から，
　π(sj1) f2 = f1

も得られます．サイクルとは，固有ベクトルの集合 {fj}n
j=1のことをさし，サ

イクルに属するベクトルは，適当な π(sj)の作用で順に写り合うのです．また，
P (j1, j2, . . . jm)の j1, . . . , jmを巡回置換して得られる表現は実質的にはもとの
表現と同等 (正確には，既約表現 (下記参照)の場合にユニタリ同値)であるこ
とも理解出来ます．
次に，表現P (j1, j2, . . . , jm)の性質を見るために，添字の列についての周期

性を定義します．

定義 4.6 添字の有限列 J ≡ (j1, j2, . . . , jm) (jk ∈ {1, . . . , n}) が周期的である
とは, p (< m)をmの約数として，Jが (j1, 2, . . . , jp)の繰り返しであること．

例 4.7 (1, 1) = ((1), (1)), (1, 2, 1, 1, 2, 1) = ((1, 2, 1), (1, 2, 1))は周期的.

(1), (2), (1, 2), (1, 2, 3, 1)は非周期的．

周期性を用いると，既約性についての次の定理を述べることが出来ます．た
だし，添字の有限列 J が周期的で J が J ′の繰り返しで書けるとき，置換表現
P (J)は P (J ′)とは異なるものを指すとします．

定理 4.8 クンツ環 On のサイクルをもつ置換表現 P (j1, j2, . . . jm) が既約表
現であるための必要十分条件は，J = (j1, j2, . . . , jm)が非周期的であること
です．

注意 4.9 既約表現とは，自明でない不変部分空間をもたない表現です．不変
部分空間とは，表現空間Hの部分空間Kで，Φ ∈ Kならば任意のA ∈ Onに
対して π(A)Φ ∈ Kを満たすものです．また，自明な不変部分空間とは，Hと
{0}のことです．
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