
特異点解消入門
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Abstract. 局所的に幾つかの多項式の零点で定義される図形を代数多様体と言い,その性質
を調べる分野を代数幾何学と言います. 廣中平祐先生によって 1960年代に証明された標数
0の特異点解消は,代数幾何学において今や基本的な道具となっています. 本講義ではこの
特異点解消について説明し,その証明のアイディアを紹介します.

1. 基礎知識

1.1. 代数多様体. 代数多様体の説明をします．まず,体 kを一つ固定します．体とは加減
乗除で閉じている数の集まりのことです．有理数全体Qや実数全体R,複素数全体C等が
体の例です．ここでは kはQ,R,Cの何れかとします. 実は体 kに付随して kの標数という
概念が定まります. 上記の体は何れも標数 0の体です. kの元 n個の組全体のなす空間

An = {x = (x1, . . . , xn) | xi ∈ k}
を n次元アフィン空間と呼びます. 所謂 n次元空間です.
次に k係数の n変数多項式全体を k[x] = k[x1, . . . , xn]と書きます. k[x]の元はAnの上の

関数を定めます. さて,有限個の多項式の集合 I ⊂ k[x]に対し, Iの元の共通零点

V(I) = {x ∈ An | f (x) = 0, ∀ f ∈ I} ⊂ An

をアフィン多様体と呼びます. 一般の代数多様体とは有理関数を貼り合わせ関数として
使ってアフィン多様体を貼り合わせたものです. 以下に少し例を挙げてみます.

例 1 (超曲面). 特に一つの既約多項式 0 , f ∈ k[x]で定義されている多様体

V( f ) = {x = (x1, . . . , xn) ∈ An | f (x) = 0} ⊂ An

をAnの超曲面と呼びます. 例えば x2 + y2 − 1 = 0で定まる平面上の円はA2の超曲面です.

例 2 (射影空間). n + 1個の kの元（但しいずれかは , 0）の比全体の集合

Pn = {[x0 : . . . : xn] | (x0, . . . , xn) ∈ An+1 \ {(0, . . . , 0)}}
を n次元射影空間と呼びます. 各元は比と思っているので, [x0 : . . . : xn] = [x′0 : . . . : x′n]と
はある t ∈ k \ {0}が存在して x′0 = tx0, . . . , x′n = txnとなるという意味です. Pnが代数多様体
であることは次のようにして確かめられます. Pnの xi-chart Ui (0 ≤ i ≤ n)を

Ui = {[x0 : . . . : xn] ∈ Pn | xi , 0}
と定めます. Uiの点は [x0 : . . . , xn] = [ x0

xi
: . . . : xi−1

xi
: 1 : xi+1

xi
: . . . : xn

xi
]と表せるので

An 3 (y1, . . . , yn) 7→ [y1 : . . . : yi : 1 : yi+1 : . . . : yn] ∈ Ui

により各UiはAnと同型です (Ui � Anと表します). 更に貼り合わせ関数 φi j : Ui d U j は

φi j(y1, . . . , yn) = (1/y j) · (y1, . . . , yi, 1, yi+1, . . . , y j−1, y j+1, . . . , yn) (i < jの場合)

などと有理関数達で与えられ, Pn =
∪

0≤i≤n Uiと書けるので Pnは代数多様体です.
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1.2. 特異点. 代数多様体の特異点の説明をします. 代数多様体Vが,ある点の近傍でアフィ
ン空間の様な座標を持つ時, Vはその点で非特異（滑らか）であるといい,そうでない点を
特異点といいます. 特に超曲面 V( f ) ⊂ Anの場合は, V( f )が接超平面を持つ点が非特異点,
持たない点が特異点です. 全ての点が非特異な多様体は非特異多様体と呼ばれます. 例え
ば, V(x2 + x3 − y2) ⊂ A2は原点で交差しており, V(x3 − y2) ⊂ A2は原点で尖っているので,
これらは原点を特異点に持ちます (他の点では非特異になっています).

超曲面の特異点は微分 ∂xi =
∂
∂xi
を使って定義できます. 実際,点 P ∈ V( f ) ⊂ An に対し

Pが V( f )の特異点⇔ ∂xi f (P) = 0 (1 ≤ i ≤ n)

と定義します（非特異点では
∑

1≤i≤n ∂xi f (P)(xi − Pi)が接超平面の定義式を与えます）.

超曲面の特異点の悪さは重複度で測れます. f ∈ k[x]の点 P ∈ Anにおける重複度ordP( f )
とは, f (x + P)を展開した時に現れる単項式の次数の最小値 ( f = 0の時は∞)です. また,
I ⊂ k[x]に対し ordP(I) = min{ordP( f ) | f ∈ I}と定めます. V( f ) ⊂ Anと点 P ∈ Anについて

ordP( f ) ≥ 1⇔ P ∈ V( f ), ordP( f ) ≥ 2⇔ Pが V( f )の特異点

が成り立ちます. ordP( f )が大きいほど V( f )の悪い特異点と考えることにします.

例 3. f = x2
1x2 + x3

3の P = (P1, P2, P3) ∈ V( f ) ⊂ A3 における重複度は

f (x1 + P1, x2 + P2, x3 + P3) = x2
1x2 + x3

3 + 2P1x1x2 + P2x2
1 + 3P3x2

3 + P2
1x2 + 2P1P2x1 + 3P2

3x3

より原点で ordO( f ) = 3, P = (0, t, 0) (t , 0)で ordP( f ) = 2,他の点では ordP( f ) = 1(非特異).

重複度を計算するには微分が有用です. 単項式 xJ = x j1
1 · · · x

jn
n に対する微分作用素 ∂xJ を

∂xJ = ( j1! j2! · · · jn!)−1 ∂ j1
x1
∂ j2

x2
· · · ∂ jn

xn

で定めます. この時 f (x + P)に現れる xJの係数は (∂xJ f )(P)で計算できるので

ordP( f ) ≥ m⇔ |J| =
∑

i

ji < mなる全ての Jについて (∂xJ f )(P) = 0

が成り立ちます. 故に f の重複度がm以上になる点の集合 V( f ,m)は次のように表せます.

V( f ,m) = {P ∈ An | ordP( f ) ≥ m} = V(∂xJ f | |J| < m)

例 4. f = x2
1x2 + x3

3の場合 ∂1 f = f (|J| = 0), ∂x1 f = 2x1x2, ∂x2 f = x2
1, ∂x3 f = 3x2

3 (|J| = 1),
∂x2

1
f = x2, ∂x1 x2 f = 2x1, ∂x2

3
f = 3x3 (|J| = 2)となり,重複度 3の点は原点のみ.

1.3. 爆発. 超曲面 V(x2 + x3 − y2) ⊂ A2では, y = ±xを接線とする二つの曲線が原点で交
わって特異点になります. ここで,同じ原点でも近付く方向によって違う点と考えるとど
うでしょう. y = x方向から近付く曲線と y = −x方向から近付く曲線が交わらなくなり,め
でたく特異点が無くなります. この様な操作を爆発と呼びます. 以下で爆発を定義します.

C = V(x1, x2, . . . , xm) ⊂ An (1 ≤ m ≤ n)を非特異なアフィン多様体とします. C � An−mに
注意しましょう. An × Pm−1 = {(x, y) | x ∈ An, y ∈ Pm−1}の部分集合W ⊂ An × Pm−1を

W = {(x, y) = (x1, . . . , xn, [y1 : . . . : ym]) ∈ An × Pm−1 | xiy j = x jyi (1 ≤ i, j ≤ m)}
と定めます. また, φ : W → Anを第一成分の射影 φ(x, y) = xとおきます. この時, W又は射
φをAnの中心Cに沿った爆発(blowup)と呼びます. x ∈ Anに対し逆像φ−1(x) ⊂ Wを考える
と, x < Cの時は [x1 : . . . : xm] = [y1 : . . . : ym] ∈ Pm−1が定まりφ−1(x)は 1点です. x ∈ Cの時
は条件が消えるのでφ−1(x) = {x}×Pm−1です. よってφはAn \Cの上で同型です (このように
殆どの点で同型な写像を双有理射と呼びます). また, E = φ−1(C) = C × Pm−1 � An−m × Pm−1

となります. この EをW又は φの例外因子と呼びます.
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なお,射影空間 Pnの場合と同様にして爆発Wが多様体になることが分かります. 実際,
xi-chart Ui = {(x, y) ∈ W | yi , 0}により W =

∪
1≤i≤m Ui と書け,写像 ψi : An → Uiを

ψi(x′) = (x′i · (x′1, . . . , x′i−1, 1, x′i+1, . . . , x′m), x′m+1, . . . , x′n, [x′1 : . . . : x′i−1 : 1 : x′i+1 : . . . : x′m])

と定めると, ψiが同型を与えます. 特に爆発 φの xi-chartでの記述 φ ◦ ψi : An � Ui → Anは
x j = x′i x

′
j (1 ≤ j < i, i < j ≤ m), x j = x′j ( j = i, m < j ≤ n)という変数変換で得られます. ま

た (φ ◦ ψi)−1(C) = V(x′i)なので, xi-chart Ui上では例外因子は x′i によって定義されます.
φ : W → Anを非特異な中心C ⊂ Anに沿った爆発, V ⊂ AnをAnの閉集合とします. この

時Vの引き戻し φ−1(V) = {P ∈ W | φ(P) ∈ V}をVの φによる全変換V∗ ⊂ W と呼びます. ま
た, V \Cの引き戻しの閉包 φ−1(V \C)を Vの狭義変換Vst ⊂ Wと呼びます ( V∗,Vstは本講
義中のみの用語です). 特に超曲面V = V( f )の場合, V∗は引き戻し f ∗ = f ◦ φによって定義
され, Vstは f ∗から例外因子の定義式を可能な限り括り出して残る式 f st で定義されます.

例 5. 本節冒頭に述べた V( f = x2 + x3 − y2)の原点に沿った爆発を計算で検証します.
Ux上では x = x′, y = x′y′なので f ∗ = x′2 + x′3 − (x′y′)2 = x′2(1 + x′ − y′2)が V( f )∗を定め

ます. 例外因子は V(x′)ゆえ f st = 1 + x′ − y′2が V( f )stを定め,これは非特異です.
Uy上では x = x′y′, y = y′なので f ∗ = (x′y′)2 + (x′y′)3 − y′2 = y′2(x′2 + x′3y′ − 1)が V( f )∗

を定めます. 例外因子は V(y′)ゆえ f st = x′2 + x′3y′ − 1が V( f )stを定め,これも非特異です.
以上より V( f )st ⊂ WはW = Ux ∪ Uy上で特異点を持たないので,非特異多様体です.

一般の非特異なアフィン多様体C ⊂ Anに対し, Cに沿ったAnの爆発が同様に定義でき
ます. アフィン多様体V ⊂ Anと非特異な閉部分集合C ⊂ Vに対し, CのAnに沿った爆発 φ
のVstへの制限 φ|Vst : Vst → V をVのCに沿った爆発と呼びます. 一般の多様体の非特異な
中心に沿った爆発は,このアフィン多様体の爆発を貼り合わせたものと思えば良いです.

1.4. 特異点解消. 代数多様体Vの特異点解消の一番簡単な定義は「非特異多様体からVへ
の固有双有理射」ですが,本講義ではより強く以下のように定義します. 有限回の爆発の列

Vr
φr→ Vr−1

φr−1→ · · ·V1
φ1→ V0 = V

が以下の条件を満たす時に, Vr又は写像 Vr → Vを Vの特異点解消と呼びます.
(1) Vrは非特異多様体,
(2) 各爆発 φi : Vi → Vi−1の中心は非特異で Vi−1の特異点集合 Sing(Vi−1)に含まれる.

アフィン多様体V ⊂ AnのようにVが非特異な多様体の閉集合として含まれている場合は,
「全空間の爆発を考え狭義変換を取る操作を繰り返し, 狭義変換を非特異にする」という
定式化でも同じです. 例 5は特異点解消の例になっています.

非特異多様体では各点で座標系が取れ様々な概念がうまく定義されます. そこで特異多
様体では特異点解消を通じてそれらを定義します. この意味で特異点解消は大変有用です.

定理 6 (廣中先生). 標数 0の体上定義された代数多様体は常に特異点解消を持つ.

本講義では, Anの超曲面V( f ) ⊂ Anの場合に限って上記の定理の証明 (正確にはBierstone
氏-Milman氏, Villamayor氏らにより簡易化された証明)のアイディアを紹介します.

1.5. 1章のまとめ. （スローガンは「武狼圧風なくして解消なし」です）
• 代数多様体: 多項式の共通零点 (アフィン多様体)を貼り合わせた図形.
• 特異点: 接 (超)平面がちゃんと決まらない点. 重複度や微分で記述できる.
• 爆発: 非特異な中心の点を,外から近付く方向毎に違う点と思って膨らませる操作.
• Vの狭義変換: Vの入っている全空間を忘れて V自体を爆発したもの.
• 特異点解消: 爆発を繰り返して非特異にすること. Q,R,C上の多様体なら常に可能.
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2. 証明の構造

2.1. 証明の方針. V( f ) ⊂ Anを超曲面とします. 目標は,有限回の爆発の列

Wr
πr→ Wr−1

πr−1→ · · ·W1
π1→ W0 = A

n

であって以下の条件を満たすものを構成する方法を与えることです.
(1) V0 = V( f ) ⊂ W0, Vi = Vst

i−1 ⊂ Wi (1 ≤ i ≤ r)とおく. Vrは非特異.
(2) 爆発 πi : Wi → Wi−1の中心Ci−1 ⊂ Wi−1は非特異でCi−1 ⊂ Sing(Vi−1) (1 ≤ i ≤ r).
証明の方針を説明します. V( f )上の重複度の最大値を m = maxP∈V( f ) ordP( f ) とおきま

す. 常にm ≥ 1です. m = 1なら V( f )は非特異なので, m ≥ 2ならmが下がっていくように
爆発を繰り返せば良い筈です. 単純に考えると重複度の最大軌跡 V( f ,m)に沿って爆発す
れば良さそうですが, V( f ,m)は非特異とは限らないのでこれ自体が中心に取れるとは限り
ません. そこで, V( f ,m)の中でも特に悪い点の集合を決め,更にその中にもっと悪い点の集
合を決める,という操作を繰り返して最終的に爆発の中心となる非特異な集合を決めます.
最終的な悪さの指標となる値を不変量と呼びます. 即ち,次のような方針を採用します.

Viの各点 P ∈ Viに対し重複度の拡張である不変量invPを定義し, invPの最大軌跡を中心
Ci として爆発 πi+1 を定義します. 但し不変量 invP には以下の条件を要請します.

(A) 不変量 invPの最大軌跡は非特異閉集合になる.
爆発 πi+1で状況が改善していく様子もこの不変量によって測ります. Vi \Ci上では同型な
のでその上では不変量は変わらないことを思い出しましょう. 不変量が更に

(B) Vi+1 3 Pi+1
πi+17→ Pi ∈ Ci となる時常に invPi > invPi+1

という条件を満たせば, Ciの定義より Vi+1上の不変量の最大値は Viの時より小さくなる
ので爆発する度に不変量が減っていきます. 更に不変量が以下の条件

(C) 不変量 invPの値域に最小値 ωが存在して, P ∈ Viが非特異点⇔ invP = ωが成立.
しかも各 Vi上の最大値の列max

P∈Vi
invP > max

P∈Vi+1
invP > · · ·は有限回でωに辿り着く.

を満たせば,有限回の爆発後に Viの全ての点が非特異になることが分かります.
最後にやや技術的な条件を述べます. π jの例外因子のWi上の狭義変換を E j ( j ≤ i)とお

くと,各 E j が非特異で E j の定義式達が各点で局所座標の一部をなすこと (
∪

j≤i E j の正規
交差性)が後の議論で必要になります. この性質を保証する為,以下の条件を課します.

(D) P ∈ Ci の時 P ∈ Wi の近傍での局所座標 (w1, . . . , . . . ,wn)が存在して, Ciは幾つかの
wiの共通零点, Pを通る E j 達はそれぞれある wtの零点,と表示できる.

以下,上記の条件を全て満たす不変量を定義することを目指します.

2.2. 爆発前の不変量. 不変量の定義を説明する為に,前節で触れた「V( f ,m)の中で特に悪
い点の集合」をどう決めるか説明します. 以下 x = x1, y = (x2, . . . , xn)と略記し,

f = xm + a1(y)xm−1 + · · · + am(y)

で超曲面 V( f ) ⊂ Anを定義します. f の形からどの点 P ∈ Anでも重複度 ≤ mです. さて,
x′ = x + 1

ma1を xと取りかえて a1(y) = 0と仮定しましょう. この時, f は点 P = (Px, Py)で

f (x + Px, y + Py) = (x + Px)m + a2(y + Py)(x + Px)m−2 + · · · + am(y + Py) = xm +mPxxm−1 + · · ·
と展開され, Px , 0ならば ordP( f ) < mなので V( f ,m) ⊂ V(x)と分かります. これより

V( f ,m) = V(x) ∩ V(a2, 2) ∩ · · · ∩ V(am,m)
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と書けます. 更に I = {am!/2
2 , . . . , am!/m

m } ⊂ k[y]とおくと ordP(ai) ≥ i⇔ ordP(am!/i
i ) ≥ m!より

V( f ,m) = V(x) ∩ V(I,m!)

と表せます. このように, 特別な非特異超曲面（上の例では V(x)）を経由することで, 組
( f ,m)の情報が 1次元低い空間 V(x)上の組 (I,m!)の情報として書き換えられます. V(x)上
で組 (I,m!)の「重複度の最大軌跡」をとることで「より悪い集合」を定義できます.

一般に,有限集合 {0} , I ⊂ k[x]とm ∈ Z>0 の組 (I,m)に対し,点 P ∈ V(I,m) ⊂ An の近
傍で同様の手続きが可能です. 以下にその手続きを説明します.

(1) ordP(I) = `, µP = `/mとおきます. I = {0}ならここで終了です.
(2) 実は Pの近傍の点で Iの重複度は常に `以下です (重複度の上半連続性). 特に, Pの
近傍での Iの重複度や µの最大軌跡は V(I, `)となります .

(3) Pの近傍での非特異超曲面V(I, `) ⊂ Hを構成します. ordP(I)の定義から, ordP(g) = `
となる g ∈ I があります. 変数 x = (y, z)を線形変換でとり直して ∂z`g(P) , 0とな
るようにできます. この時 h = ∂z`−1g, H = V(h)とおくと Hは Pの近傍で非特異で
V(I, `) ⊂ V(g, `) ⊂ V(∂z`−1g, 1) = H が成り立ちます.

(4) u = ∂zhとおくと u(P) , 0なので, (y, h)は Pの近傍で局所座標を与えます. ∂z = u∂h

より ∂zi = ui∂hi +
∑

j<i ∗∂h j なので f =
∑

i ai(y)hi に対し (∂zi f )|H = uiai +
∑

j<i ∗a jで

H ∩ V( f , `) = H ∩
∩

0≤i<`

V(ai, ` − i) = H ∩
∩

0≤i<`

V((∂zi f )|H, ` − i)

が成立. よって V(I, `)は H上の関数を用いて以下のように書けます.

V(I, `) = H ∩
∩
f∈I

V( f , `) = H ∩
∩

f∈I, 0≤i<`

V((∂zi f )|H, ` − i).

(5) 最後に, m′ = `!, I′ = {(∂zi f )m′/(`−i)|H | f ∈ I, 0 ≤ i < `},とおくとV(I, `) = H∩V(I′,m′)
となり,組 (I,m)の重複度の最大軌跡は H上の組 (I′,m′)で記述できます.

以上の手続きを用いて V0 = V( f )上の点 Pにおける不変量 invPを定義します. W0上の
組 ( f , 1)から始めて, Pの近傍で µPを測り超曲面 Hとその上の組 (I,m)を構成する手続き
を繰り返します. こうして得られた µPの列を µ0, µ1, . . . , µρ−1,∞とおくと, Pでの不変量は

invP = (µ0, 0; µ1, 0; . . . ; µρ−1, 0;∞) (但し ρ ≤ n)

という列で定義されます. 偶数成分は「悪い例外因子の個数」なのですが, V0上には例外
因子がないので全て 0です. 次節で定義する爆発後の不変量も含め, invP間の大小関係は
通常の辞書式順序で入れます. 但し, µ0 = 1から始まる列同士は全て等しいと約束します.

例 7. f = x2 + y3 + z7 で決まる超平面 V( f ) ⊂ Anの原点 Oにおける不変量を計算します.
まず, µ0 = ordO( f , 1) = 2. ∂x2 f (P) = 1より h = ∂x f = 2x ととれ, H1 = V(2x) = V(x).
V( f , 2) = H1 ∩ V( f |H1 , 2) ∩ V(2x|H1 , 1) = H1 ∩ V(y3 + z7, 2). 次に H1上の組 (y3 + z7, 2)につ
いて µ1 = ordO(y3 + z7, 2) = 3/2, H2 = V(y) ⊂ H1ととれ, V(y3 + z7, 3) = H2 ∩ V(z7, 3). 同様
に H2上の組 (z7, 3)について µ2 = ordO(z7, 3) = 7/3, H3 = V(z) ⊂ H2. V(z7, 7) = H3なので
これで終了となります. よって原点での V( f )での不変量は invO = (2, 0; 3/2, 0; 7/3, 0;∞).
H3 = V(x, y, z) = {O}なので原点近傍での不変量の最大軌跡は {O}.
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2.3. 爆発後の不変量. 上記の例 7では f = x2 + y3 + z7 の指数 2, 3, 7から µ0 = 2, µ1 =

3/2, µ2 = 7/3が読み取れます. 原点で爆発して z-chartで見ると x = z′x′, y = z′y′, z = z′よ
り f ∗ = z′2(x′2 + z′y′3 + z′5)なので,先程と同様に定義すると µ′0 = 2, µ′1 = 4/2 > µ1となって
不変量が爆発で増加してしまいます. そこで代りに各Hに制限する度に例外因子 z′を括り
出して f ∗ = z′2 · (x′2 + z′ · (y′3 + z′4 · 1))と見れば,指数が 2, 3, 0となって爆発後に減少する
不変量が定義できそうです. 以下,爆発後の不変量の定義を与えましょう.

V j (0 ≤ j < i)では不変量と爆発が定義されたと仮定して P ∈ Viをとります. 以下 P ∈ Wi

の近傍で考えます. Pの像を P′ = πi(P) ∈ Vi−1, Vi ⊂ Wiの定義式を fi とおきます. 各爆発 π j

の例外因子の狭義変換 E j ⊂ Wiで Pを通るもの達を E(P) = {E j | P ∈ E j}とおき, E j ∈ E(P)
の定義式を e jとおきます. 以上が状況設定です. さて, Pにおける不変量 invPは

invP = (µ0, s0; µ1, s1; . . . ; µρ−1, sρ−1; µρ) (µ0, . . . , µρ−1 ∈ Q≥0, µρ ∈ {0,∞}, s j ∈ Z≥0, ρ ≤ n)

という形です. 前節同様, H0 = Wi上の組 (I0,m0) = ( fi, 1)から始めて, µ j, s j を定める度に
超曲面 H j+1とその上の組 (I j+1,m j+1)を定めます. 今回は更に各手続きで E(P)の部分集合
EP = S 0 ⊃ S 1 ⊃ . . .も順番に定めます. inv≤t−1

P = (µ0, . . . , st−1)までとHt, (It,mt), S t が定義さ
れている時, µt, st, Ht+1, (It+1,mt+1), S t+1 を以下の手続きで定義します.

まず,上の例で見たように例外因子の寄与を無視して重複度 µtを定めます.

(i) It = {0}なら µt = ∞として終了. It , {0}の時は各 E j ∈ S tに対し eu
j が Itの全ての元

を割り切る最大の uを u jと定め, Dt =
∏

E j∈S t
eu j

j , I∨ = { f /Dt | f ∈ It}, ` = ordP(I∨)
とおき, µt = `/mt と定義します. µt = 0の時も終了. 以下 0 < µt < ∞とします.

次に µtの最大軌跡 (I∨, `)を含む Ht+1, それと正規交差をする S t+1 ⊂ S t及び悪い因子の数
stを定めます. Pでの inv≤t−1/2

P = (inv≤t−1
P ; µt)を爆発前 P′での値と比べて場合分けします.

(ii) inv≤t−1/2
P = inv≤t−1/2

P′ の時は Ht+1 = (P′での Ht+1)st, S t \ S t+1 = (P′での S t \ S t+1)st と
おき, inv≤t−1/2

P < inv≤t−1/2
P′ の時は前節の手続きを (I∨, `)に適用して H = Ht+1を定め,

S t+1 = ∅とおきます. どちらの場合も st = #(S t \ S t+1)と定めます. 実は Pでの局所
座標 ({e j | j ∈ S t+1}, y, z)と g ∈ I∨ がとれて ∂z`g(P) , 0, Ht+1 = V(∂z`−1g)と書けます.

最後に (µt, st)の最大軌跡を Zとおくと, inv≤t−1の最大軌跡がV(It,mt)なので inv≤tの最大軌
跡は Z′ = Z ∩ V(It,mt)となります. Z′の Ht+1上の記述として (It+1,mt+1)を定めます.

(iii) Z = V(I∨, `) ∩∩E j∈S t\S t+1
E j と書けます. Z ⊂ V(I∨, `) ⊂ Ht+1より前節同様

Z = Ht+1 ∩
∩

f∈I∨, 0≤i<`

V((∂zi f )|Ht+1 , ` − i) ∩
∩

E j∈S t\S t+1

V(e j|Ht+1 , 1) = V(J(M),M)

(但し J(M) = {(∂zi f )M/(`−i)|Ht+1 | f ∈ I∨, 0 ≤ i < `} ∪ {eM
j |Ht+1 | E j ∈ S t \ S t+1} )

と表せます. µt ≥ 1 (⇔ ` ≥ mt)の時は, Z′ = Zなのでmt+1 = `!とおき, It+1 = J(`!)と
定めます. µt < 1 (⇔ ` < mt)の時は,実はZ′ = Z∩V(Dt,mt−`) = Z∩V(Dt|Ht+1 ,mt−`)
と書けます. そこで, mt+1 = mt!とおき It+1 = J(mt!) ∪ {Dmt!/(mt−`)

t |Ht+1}と定めます.

2.4. 2章のまとめ. （不変量の定義が複雑ですがココロを強く持って頑張りましょう）
• 基本戦略: 重複度の一般化である不変量を定め,その最大軌跡での爆発を繰り返す.
• 不変量: E j達の寄与を除いた重複度 µtの列. 超曲面 Htを使って帰納的に定義する.
• 正規交差性: 不変量の補正項 stで各超曲面Htと例外因子の正規交差性を保証する.
• 歴史の利用: 不変量はその点の過去 (爆発前)の不変量も参照して定義される.

平成23年度(第33回)数学入門公開講座テキスト(京都大学数理解析研究所，平成23年8月1日～8月4日開催)



3. 不変量の性質

3.1. 不変量の微調整. 爆発の中心は不変量の最大軌跡で定めます. µρ = ∞の時は invPの
最大軌跡は Hρなのでちゃんと非特異になります. しかし実は µρ = 0の時は微調整が必要
です. この時 Hρ上で ordP(I∨) = 0なので invPの最大軌跡は V(Iρ,mρ) = V(Dρ,mρ)となり,
S ρ = {E j1 , . . . , E jv}とおくと Dρ =

∏v
`=1 e

u j`
j`
と書けます. ここでちょっと考えると

V(Dρ,mρ) =
∪
L∈Ω

∩
`∈L

E j` , 但し Ω =

L ⊂ {1, . . . , v} | mρ ≤
∑
`∈L

u j` < mρ +min
`∈L

u j`


と書けることが分かります. 例えば V(e3

1e2
2e3e5

4, 4) = V(e1, e2) ∪ V(e1, e3) ∪ V(e4)です. さて,
jL = { j` | ` ∈ L}とおくと jL ⊂ {1, . . . , r+1}なのでこの辞書式順序によってΓ(P) := maxL∈Ω jL

(要するにできるだけ小さい j`が含まれる jL)と定めます. 上の例では Γ = {1, 2}です. さ
て, µρ = 0となる時は,組 (invP; Γ(P))を改めて invP と決め直します. こうしておけば最大
軌跡が Hρ ∩

∩
j∈Γ(P) E j となりめでたく非特異になります.

3.2. 条件 (A). 不変量 invPは P ∈ Viの近傍において局所的な非特異超曲面Htの上で µt, st,
Γ(P)などを定めることで定義されました. これらの関数は全て上半連続 (Pの十分近くで
見ると Pで最大値を取る)という性質を持っているので, invPも上半連続になります. この
ことから invP の Vi上の最大軌跡は閉集合と分かります. 前節で見た通り invPの最大軌跡
は各点でいつでも非特異と分かっているので,条件 (A)が成立することが分かります.

3.3. 最大接触超曲面. 関数 gの重複度 m以上の軌跡が非特異閉集合 Cを含むとしましょ
う. この時, P ∈ CでC = V(xi | i)となる局所座標 (x, y)をとり g =

∑
J aJ(y)xJと展開すると,

|J| < mなる Jに対しC ⊂ V( f ,m) ⊂ V(∂xJ g)なので aJ = (∂xJ g)|C = 0となります. つまり,
• (x, y): 局所座標, C = V(xi | i) ⊂ V(g,m)とすると, g =

∑
|J|≥m aJ(y)xJと表せる.

さて, Cに沿った爆発 φを取り, e-chartで見ます (e ∈ xとします). (xJ)∗ が e|J| で割り切
れるので, g∗ は em で割りきれます. 更に, ordP(g) = mと仮定し, P′ ∈ φ−1(P) ⊂ Eをとり
ます. この時 |J| = mかつ aJ(P) , 0となる Jが存在し, gst = e−mg∗ =

∑
|J|≥m a∗J · e−m(xJ)∗ と

なります. また,上のような Jのうち (xJ)stの次数 (常にm以下)が最大になる J0をとると
∂(xJ0 )stgst(P′) = . . . = aJ0(P) , 0なので, ordP′ gst ≤ mです. 以上の議論をまとめると

• C ⊂ V(g,m), E = V(e)とすると, g∗ は em で割り切れる. 更に, gの重複度がm以下
なら gst = e−mg∗ と書け,爆発後の gstの重複度もm以下となる.

前章の例 f = xm + a2(y)xm−2 + · · · + am(y)を再考します. この時 H = V(x)と取れて,

V( f ,m) = H ∩ V(a2, 2) ∩ . . . ∩ V(am,m) = H ∩ V(J,m!), J =
∑

i

am!/i
i

と表せました. 中心C = V(x, z) ⊂ V( f ,m) (但し z ⊂ y)に沿って爆発すると,上記の考察よ
り f st = (x∗/e)m + a∨2 (x∗/e)m−2 + · · · + a∨m (但し a∨j = e− ja∗j)と書け, x-/z j-chartで表示すると

Ux : f st = 1 + a∨2 (x′, y′) + · · · + a∨m(x′, y′), Uz j : f st = x′m + a∨2 (y′)x′m−2
+ · · · + a∨m(y′)

です. まずUx上で見ます. C ⊂ V(ai, i)より ai =
∑
|J|≥i ∗zJ, a∨i =

∑
|J|≥i ∗z′J と書けます. 故に

V(z′j | j) = Ux \
∪

j Uz j 上 f st|V(z′j | j) = 1なので V( f st) ⊂ ∪ j Uz j となります. 一方Uz j 上では爆
発前と同じ形なので V( f st,m) ⊂ V(x′)となります. よって V( f st,m) ⊂ Hstが成立します.

一般に,ある点 Pの近傍の非特異局所超曲面Hが「重複度の最大軌跡を含む」という性
質を持ち, (重複度が下がらない限り)この性質が狭義変換でずっと保たれる時, Hを最大
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接触超曲面と呼びます. P ∈ V(I)となる I , {0}に対し Pでの最大接触超曲面が常に存在
します (ordP(I)を達成する Iの元を取り,上の例のような形に変形して証明します).

• (標数 0では)最大接触超曲面は常に存在する
実は,不変量の定義の (ii)で出てきた Ht+1は I∨の最大接触超曲面であり,特に Ht+1 を狭義
変換で定義したときに V(I∨, `) ⊂ Ht+1 が成り立つのはこの性質によるものです.

元の例に戻ります. Uz j 上で Hst = V(x′)ととると,爆発前と同様

V( f st,m) = Hst ∩ V(a∨2 , 2) ∩ . . . ∩ V(a∨m,m) = Hst ∩ V(J′,m!), J′ =
∑

i

(a∨i )m!/i

となります. ここで, J′ = {(e−ia∗i )m!/i | i} = e−m!J∗ なので, (J′,m!) = (e−m!J∗,m!)となり,「爆
発の操作」と「1次元低い情報に書き直す操作」がある意味で可換になっています.
実は上記の観察は常に成立します. まず用語を準備します. C ⊂ V(I,m) での爆発 φを

考えると, I∗ = { f ∗ | f ∈ I}の元は全て emで割りきれました. この時, 組 (I,m)の弱変換を
(I,m)∨ = ({e−m f ∗ | f ∈ I},m),と定義します. すると次が成り立ちます.

• Hを Iの点 Pでの最大接触超曲面, ordP(I) = `, P ∈ C ⊂ V(I, `)とする. また, φを中
心Cに沿った爆発, P′ ∈ φ−1(P) ∩ V((I, `)∨)とする. Pで (I, `)に対し前章の (3)∼(5)
により (I′,m′)を構成する. 同様に, P′で (I, `)∨の最大接触超曲面として Hstをとり
(I′′,m′′)を構成する. この時, (I′′,m′′) = (I′,m′)∨ となる (つまり,爆発で重複度が変
わらなければ弱変換と次元を下げる手続きの可換性が成立する).

3.4. 条件 (B). inv≤t−1
Pi
= inv≤t−1

Pi+1
だったと仮定します. 区別の為 Pi+1での情報に ′をつけて

表します. 前節の内容からH′t = Hst
t , (I′t ,mt) = (It,mt)∨としてよいです. µt = `/mtとおくと,

不変量の定義からC ⊂ V(It, `)となります. よって ordPi+1(I
′
t ) ≤ `なので µ′t ≤ µt となります.

もし µ′t = µtなら s′t ≤ stとなることは stの定義から明らかです. よって, inv≤ρ−1/2
Pi+1

≤ inv≤ρ−1/2
Pi

です. これが等しいと仮定しましょう. µρ = ∞の場合, 爆発の中心 Cは H1, . . . ,Hρ の定
義式 h1, . . . , hρによって定まり, 爆発の定義から V(ht)stが全て交わる点はありません. 故
に P′ < V(ht)となる 1 ≤ t ≤ ρが存在します. この時 P′ < Hst

t で Ht が I`t の最大接触超曲
面であることから µ′t < µtとなり矛盾します. µρ = 0の場合, 爆発の中心は h1, . . . , hρ及び
{e j | j ∈ Γ(P)}によって定義されます. 上と同じ議論より P′ ∈ ∩t Hst

t でなければ矛盾なの
で P′はある e j0-chartの点です. この時 (D′ρ,mρ) = (Dρ,mρ)∨ なので,

D′ρ = e−m
j0 D∗ρ = e−m

j0 (
∏

E j∈S ρ

eu j

j )∗ = e
−m+
∑

E j∈Γ(P) u j

j0

∏
E j∈S ρ\{E j0 }

eu j

j

となります. よって, Γ(P)の非増加が続けばord(Dρ)が減少していくことが分かるので, Γ(P)
の後ろに ord(Dρ)が隠れていると思うと条件 (B)が成立していると言えます. 因みにΓ(P)の
減少が続けばいずれ ord(Dρ) < mρとなるので µρ−1が下がるという仕組みになっています.

3.5. 条件 (C). Vi = V( fi)は狭義変換の繰り返しで定義されているので, fiは e j (E j ∈ E(P))
を因数に持ちません. よって µ0 = ordP( fi)です. P ∈ Viより常に µ0 ≥ 1なので, µ0 = 1の列
invP = (1, . . .) (大小関係の入れ方から全て同じ値)が invP の値の最小値 ωを与え,これが
Pでの Viの非特異性に対応します. 故に条件 (C)の前半は成立します. 後半は,まず

• 各 Vi上で {invP | P ∈ Vi}の個数は有限個
であることを示します. 粗筋を書きますと, tについての帰納法で inv≤t−1

P が有限個しかない
とした時, inv≤t−1

P が等しい点 Pの集合を有限個の開集合に分け,各々の上で重複度 µtと悪
い例外因子の数 st ≤ nが有限通りしかないということを使って証明します. 更に,

• 爆発で不変量 invPが無限回減り続ける点の列 P← P′ ← · · · は存在しない
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ことを示します. 実際,無限に続く列があると仮定すると ρ ≤ nより inv≤t−1
P までが等しく

(µt, st)が無限回減り続ける tが存在しますが, mtµt = `が非負整数でmtが inv≤t−1
P で決定さ

れてしまうことと stも n以下の非負整数であることより (µt, st)が無限回減り続けること
は不可能です. 以上の二つの主張からmaxP∈Viが無限に減り続けないことが分かります. 常
にω ≤ maxP∈Vi なので,いずれωに到達します. よって条件 (C)の後半も成立します.

3.6. 条件 (D). µρ = ∞の時は P ∈ Ciの近傍でCi = Hρでした. ここで E j ∈ E(P) \ S ρ とす
ると S 0 = E(P)よりある tに対し E j ∈ S t \ S t+1なので Hρ ⊂ V(It+1,mt+1) ⊂ E j となります.
故に Hρ ⊂

∩
E j∈EP\S ρ

E j なので, Hρ は局所座標の一部 {e j | E j ∈ EP \ S ρ} ∪ yで定義されま
す. また, Hρ ∪

∪
E j∈S ρ

E jが正規交差であったことから, {e j | E j ∈ E(P)} ∪ yを補完して局所
座標が取れます. µρ = 0の時もほぼ同様です. よって条件 (D)が成立します.

3.7. 良定義性. 以上で,具体的に特異点の解消を計算する為の手順と仕組みを大体理解し
て頂けたと思います. 本講義では割愛しましたが,証明を完成する為には更に不変量 invP

が Ht 達の取り方に依存しないこと (良定義性)を示す必要があります. この部分は当初
“Hironaka’s trick”と呼ばれる難解な手法を必要とし特異点解消の証明の最難関でしたが,
Włodarczyk氏が homogenizationというアイディア（Htの取り替えによる局所同型でうま
く振る舞うように (It,mt)を微分で少し太らせる）を導入して大幅な簡易化を与えました.

3.8. 正標数の場合. 一般に,体 kに対し Z ⊃ K = {n ∈ Z | n · 1k = 0k}とおくと, Kが cの倍
数全体と一致するような非負整数 c ∈ Z≥0が存在します. この cを kの標数と呼びます. 標
数は上の定義から 0又は素数になります. 正の標数 p > 0の体上でも代数幾何学は盛んに
研究されていますが,特異点解消は 4次元以上では未解決です. 一番の困難は微分が役に
立たず (例えば (xp)′ = pxp−1 = 0です),最大接触超曲面が必ずしも存在しないことです．

例 8 (R. Narasimhan). kを標数 2の代数閉体とし, f = x2 + yz3 + zw3 + wy7 で定まる超平面
V( f ) ⊂ A4

k を考えると, V( f )は原点Oで最大接触超曲面を持ちません. 実際

V( f , 2) = V( f , ∂x f , ∂y f , ∂z f , ∂w f ) = V( f , z3 + wy6, yz2 + w3, zw2 + y7)

が f のOでの重複度の最大軌跡となり,この中に以下のパラメーター表示を持つ曲線

C = {(x, y, z,w) = (t32, t7, t19, t15) | t ∈ k} ⊂ V( f , 2)

が含まれます (代入してみて下さい). よって f のOでの最大接触超曲面H = V(h(x, y, z,w))
が存在すると仮定すると H ⊃ C 即ち h(t32, t7, t19, t15) ≡ 0 です. 一方, hは非特異なの
で ordO(h) = 1 即ち hの Oでの巾級数展開には 1次の項 (, 0)が現れます. 故に結局
{t32, t7, t19, t15}のうちどれか一つが残りを使った積で表されることになり矛盾が生じます.

3.9. 参考文献. 最後に参考文献を少しだけ紹介します. 今回の講義と一番近い内容の文献は
Bierstone氏とMilman氏の論説 “Resolution of Singularities”です. 例に即して説明してあり,
http://arxiv.org/abs/alg-geom/9709028から入手可能です. 但しここでの良定義性の
証明は古いです. 新しい証明に関してはWłodarczyk氏の論文 “Simple Hironaka resolution
in characteristic zero” (http://arxiv.org/abs/0401401)などを御参照下さい. 特異点解
消についての教科書は洋書だと Kóllar氏の “Lectures on Resolution of Singularities” (ISBN:
0691129231)ほか幾つかありますが,和書では残念ながらまだ無いようです.

3.10. 3章のまとめ. （実は超曲面以外の場合の特異点解消もほぼ同様に証明できます）
• µρ = 0の時は最大軌跡の既約成分を指定するために補助的な不変量 Γを導入.
• 本当は良定義性の証明が必要ですが,まずは気にせず例を計算しましょう.
• 最大接触超曲面が標数 0の不変量構成の鍵. 正標数では一般に存在しません.
• 廣中先生は今年で傘寿. まだ最先端で研究をされています. さすがです．

平成23年度(第33回)数学入門公開講座テキスト(京都大学数理解析研究所，平成23年8月1日～8月4日開催)




