
天体ダイナモ理論の数理
– なぜ星や惑星は固有の磁場を持っているのか–

竹広 真一 (京都大学 数理解析研究所)

概要

地球を始めとする数々の天体, たとえば太陽などの星や木星などの惑星は固有の磁

場を伴っている. このような磁場は天体内部の電気電導性物質が流れることによって

生じる「ダイナモ作用」により生成・維持されていると考えられてきている. この講

義では, ダイナモの数理モデルの基本的な性質を議論し, 最後に近年可能となったコ

ンピュータシミュレーション計算による研究を紹介する.

1 天体磁場現象

磁石の磁針がほぼ北を向くことからよく経験しているように, 地球があたかも内部に磁

石が存在しているかのような固有の磁場を伴っていることはよく知られた事実である. こ

のような磁場は意外にもわれわれ人類 (あるいは生物) の生活と密接にかかわっている.

ハイキングにおいて方角を見いだすのにコンパスが使えるのは地球磁場のお陰である. ま

た, 地球に磁場が存在することで, 宇宙から降り注いでくる生物にとって有害な放射線か

ら守ってくれている*1. 太陽の磁場活動が活発になり, いちどきにそのエネルギーが放出

されると (太陽嵐), その影響が地球にまで及び, 大規模停電を引き起こすことがある. こ

のような天体の磁場がなぜ生成され, 変動しているのかを明らかにすることは科学的興味

からだけでなく, われわれの実生活や生命の存在に関連することでもある.

地球の磁場は地球内部が固体の磁石のようになっているからと想像するかもしれない

が, そのようにはなっていない. 鉄などの磁性体が高温になり, キュリー温度と呼ばれる温

度を越えると, 永久磁石のようには, なれなくなるからである. 地球や惑星の内部ははる

かにキュリー温度を越えているので, 別のしくみが必要である. 現在では, 天体内部の電

気伝導性物質 (惑星だと鉄やニッケル)が流れることで磁場が生じる効果により天体固有

の磁場が生じているのではないかと考えられている. この磁場の生成機構は「ダイナモ作

用」と呼ばれ, 20 世紀前半から研究されてきている.

太陽と地球の固有磁場は時間とともに変動していることも知られている. 特に太陽の磁

場活動は磁場が集中している場所である黒点の数とともに, ほぼ 11 年周期で変動してい

*1 もしも磁場がなくても地球には厚い大気層が存在しているのですぐにも生物にとって致命的なことになる
わけではないと考えられてもいる.
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図 1 バタフライダイアグラム. 上は太陽の黒点数の緯度分布の時間変化, 下は太陽

面で黒点が占める面積の割合の時間変化. http://solarscience.mfsc.nasa.gov/

より.

る. 黒点の分布の時間変化をみてみると, 中緯度に出現した黒点が 11 年かけて赤道へと

移動していき消滅し, 今度は逆の磁場の極性を伴った黒点が中緯度にあらわれ, 低緯度に

移動していく, ことを繰りかえしている. この図はちょうど蝶の羽のようなパターンを示

すので, バタフライダイアグラムと呼ばれている (図 1). 一方で, 地球の磁場は数 10 万年

程度の時間間隔で磁場の極性が逆転していたことが知られている. しかしながら太陽と異

なり地球磁場の極性逆転は周期的ではなく, むしろ不規則的である. ときには数 1000 万

年もの長い期間逆転が起こらなかった期間があったことも知られている (図 2). このよう

な, 周期的あるいは不規則な極性反転もダイナモ作用の理論によって説明されなければな

らない観測事実であるが, 現在でも一致した見解には至っていない.

われわれの太陽系を眺めてみると, 惑星規模の磁場を伴う惑星の方が多い. 惑星規模の

磁場を持たない惑星は金星と火星だけであり, 他の惑星は強弱はあるものの惑星規模の固

有磁場を持っている. 岩石惑星の中で, なぜ金星と火星に固有磁場がなく, 水星と地球に固

有磁場が存在しているかはいまだに謎である. 特に水星は, その小ささのために内部が冷

却固化してしまっており融けた鉄 (電気伝導性物質)が内部に存在していないのではない

かと想像されていたので, マリナー 10 号の人工衛星による水星の固有磁場の観測は大発

見であった.
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図 2 地球磁場の逆転の歴史. 黒いところが現在と同じ極性の磁場, 白いところが逆の

極性の磁場であった時期を示している. 帯の右側の数字の単位は百万年. Merrill et al.

(1995) より.

2 天体ダイナモの基礎方程式

この節では天体ダイナモを考察するための基礎方程式と, 磁場の基本的な振舞いについ

て議論する. 回転する球の中に電気電導性流体が埋めこまれ, その外側は非電気伝導体で

囲まれている状況を考える.

2.1 基礎方程式

ダイナモ問題を扱えるもっとも単純なシステムはブシネスク近似された磁気流体の方程

式系である. 球とともに回転する座標系からみた方程式は次のようになる.

∇·u = 0, (1)

∂u

∂t
+ (u · ∇)u+ 2Ω× u = − 1

ρ0
∇p− αTg +

1

ρ0
J ×B + ν∇2u, (2)
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∂T

∂t
+ (u · ∇)T = κ∇2T + ε, (3)

∂B

∂t
= ∇×(u×B)−∇×(λ∇×B), (4)

∇·B = 0. (5)

ここで, u, T , p, B は流体の速度, 温度, 圧力, および磁場である. J = ∇×B/µ は電流

であり, µ は透磁率である. ρ0 は流体の密度で一定値, Ω は球の自転角速度, α は熱膨張

率, g は重力加速度, ν は粘性率, κ は熱拡散率, ε はジュール散逸による加熱, λ は磁気拡

散率である. それぞれの式は, 上から連続の式, 運動方程式, エネルギーの式, 磁場の誘導

方程式, 磁場のソレノイド条件, である.

よく用いられる境界条件は, 球表面での速度法線成分が 0, 速度の接線成分あるいは応

力が 0, 温度が一定, 磁場は外部のポテンシャル場に接続される, というものである.

u · n = 0, (6)

u× n = 0 (すべりなし条件) or eijnj = 0 (自由すべり条件), (7)

T = const., B = Be. (8)

ただし n は球面の外向き単位法線ベクトル, eij =
1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
は変形速度テンソ

ル, Be は球外部領域のポテンシャル磁場であり, 遠方 r → ∞ にて |Be| → o(r−2) で減

衰する. ここで r は球の中心からの距離である.

2.2 磁場の振舞い

まずは, 誘導方程式を元にして, 磁場の振舞いを調べておこう.

2.2.1 磁束と磁束管

磁力線の定義は
dx

Bx
=
dy

By
=
dz

Bz
, (9)

で与えられる. これらの磁力線を束ねて構成される管 (チューブ) のことを磁束管 (flux

tube)という. ソレノイド条件 ∇·B = 0 より, 磁力線あるいは磁束管が流体中で途切れる

ことはない.

一方で, 磁場の強さを表す量の一つとして磁束 Φが使われる. とある面 S における磁

束とは

Φ =

∫
S

B · dS. (10)

4

平成27年度(第37回)数学入門公開講座テキスト(京都大学数理解析研究所，平成27年8月3日～8月6日開催



で与えられ, 面を貫く磁力線の数を表している. 同じ磁束管の断面に対する磁束は断面に

よって変化しない. したがって磁束管の断面の磁束は磁束管に固有の量であり, 「磁束管

の強さ」を表している.

2.2.2 λ = 0 の場合 : 磁力線の凍結

次に磁気拡散がない完全導体の場合 : λ = 0 の磁場の振舞いをみてみよう. 誘導方程

式は
∂B

∂t
= ∇×(u×B), or

∂B

∂t
+ (u · ∇)B = (B · ∇)u. (11)

右の式の左辺
DB

Dt
≡ ∂B

∂t
+ (u · ∇)B は Lagrange 微分あるいは物質微分と呼ばれ, 流

体とともに動いて見たときの時間変化を表している. 右の式は, 線素 (流体中の短い線分)

が流れとともに変化していく式と同じ形をしている. したがって, 同じ磁力線に乗ってい

る線素は時間がたっても同じ磁力線の上に乗っていることになる. 言いかえれば, 磁力線

は流体にくっついて動く. これを「磁力線の凍結 (frozen flux)」という.

2.2.3 λ = 0 の場合 : 磁束の保存則

磁束は流れに乗ってみると保存することが示される. 流れとともに動く面 S(t) に対す

る磁束の時間変化は,
dΦ

dt
=

∫
S(t)

B · dS = 0.

2.2.4 u = 0 の場合 : 磁場の拡散

逆に流体が静止しているとき u = 0 の場合を考えよう. このとき誘導方程式は

∂B

∂t
= −∇×(λ∇×B).

これは磁場の拡散を表現している. 簡単な場合 λ が一定ならば

∂B

∂t
= λ∇2B,

と拡散型方程式になることから想像できる.

2.2.5 磁場の発達に必要な条件

磁場を強めるには磁束管の断面を小さくすればよい. そのためには磁束管を引き延ばす

ことが必要である. しかしながら天体内部の大きさは有限なので, 磁場を強めるには
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• 磁束管を方位角方向にぐるぐる引き延ばすこと (ω 効果)

• 磁束管を引き延ばしつつねじって折り畳んでいくこと (α 効果)

を可能とする流れ場でないと磁場が発達していかない.

2.3 ダイナモ問題とは

ダイナモ問題とは, 磁場の散逸 (拡散)に打ち勝って流れ場が磁場を強めていけるかどう

かを調べる問題である. その際, 流れ場の扱い方で次の 2 種類の問題設定, 運動学的ダイ

ナモと力学的ダイナモとに分けられる.

• 運動学的ダイナモ問題 : 流れ場は外部パラメターとして与える.

• 力学的ダイナモ問題 : 流れ場も運動方程式等を解いて磁場の時間発展と同時に計

算していく.

3 反ダイナモ定理

ここでは, 磁場が発達しないための速度場や幾何学的状況についての定理をいくつか述

べる.

3.1 準備 : トロイダル・ポロイダル分解

非発散ベクトル場は 2 つのスカラー関数であるトロイダル・ポロイダルポテンシャルを

用いて表すことができる.

u = ∇×(ψr) +∇×∇×(ϕr), (12)

B = ∇×(gr) +∇×∇×(hr). (13)

r は球の中心を原点とする位置ベクトルである. 右辺第 1 項目がトロイダル成分, 2 項目

がポロイダル成分を表している. トロイダル成分のベクトル場は動径成分を持たない, 球

面上に張りついた流れを表す. ポロイダル成分のベクトル場は動径成分を伴うベクトル場

である. 磁場と速度場をこのように分解して表現することにより, 非発散の条件を意識す

ることなく扱えることができ, 便利である. 以下の定理の証明やモデルの定式化にも用い

られる.
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3.2 磁場が発達するための磁気レイノルズ数の最低値

磁場が発達するには, 磁気拡散に打ち勝って誘導効果が卓越する必要がある. 磁気拡散

項と誘導項の大きさの比の目安になる無次元数が磁気レイノルズ数 Rm = UL/λ である.

ここで, U,L はそれぞれ流れ場と現象の特徴的な大きさである. 磁場が発達するためには

Rm が大きい必要がある. ここではそのための Rm の最低値の見積りを与える.

誘導方程式から出発する.(
∂

∂t
+ u · ∇

)
B = B · ∇u−∇×(λ∇×B). (14)

B との内積をとって, 全空間にわたり積分すると

1

2

d

dt

∫
V+V ′

|B|2dV =

∫
V

B · (B · ∇)udV −
∫
V+V ′

λ|∇×B|2dV. (15)

ここで V は球内部領域, V ′ は球の外側領域を表す. 右辺第 3 項は常に負なので, 磁場が

発達するためには, 磁気拡散に打ち勝って誘導項が作用しなければならないことがわかる.

さらに右辺各項を見積もってみると, 第 1 項目は∫
V

B · (B · ∇)udV =

∫
V

BiBj∂jvidV =

∫
V

BiBjeijdV

≤
∫
V

µBiBidV ≤ µm

∫
V

|B|2dV ≤ µm

∫
V+V ′

|B|2dV.

eij = (1/2)(∂ivj + ∂jvi) は変形速度テンソル, µ は各点での eij の最大固有値, µm は全

球の中での最大固有値である. 第 2 項目は

sd = min

[∫
V
λ|∇×B|2dV∫

V+V ′ |B|2dV

]
を導入すると, ∫

V

λ|∇×B|2dV ≥ sd

∫
V+V ′

|B|2dV.

したがって,� �
1

2

d

dt

∫
V+V ′

|B|2dV ≤ (µm − sd)

∫
V+V ′

|B|2dV. (16)� �
という関係式が得られる (Backus 1958).
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たとえば半径 r0 の球の中に一定の磁気拡散率 λ の電導性流体が閉じ込められており,

µm = v0/ro で与えられる速度場 v0 で流れている (v0 は速度の次元を持つ定数)とする.

すると, sd は運動のない球中の磁気拡散解で減衰率が最小のもの sd = π2λ/r20 で評価で

きて,
1

2

d

dt

∫
V+V ′

|B|2dV ≤ (Rm− π2)
λ

r20

∫
V+V ′

|B|2dV. (17)

ここで磁気レイノルズ数は Rm = v0r0/λ と見積もった. 上の不等式より, 磁場が成長す

るための最低の磁気レイノルズ数が与えられる.

Rm ≥ π2. (18)

Childress (1969) では上の不等式評価を, 磁気レイノルズ数の定義に |u| の最大値を用い
て行っており,

Rm ≥ π. (19)

さらに Proctor (1979) では Backus の不等式評価の改善を行っており,∫
v

|∇u|2dV ≤ λπ

16r0
(20)

のときに磁場が成長しないことを見いだしている.

3.3 磁場を発達させるに必要な速度場の条件

3.3.1 速度および磁場の動径成分の関係� �
命題 : 速度場の動径成分がなければ, 磁場の動径成分は発達しない.� �

磁気拡散係数が半径 r にのみ依存する場合を考える. 誘導方程式に r との内積をと

ると,

r ·
(
∂

∂t
+ u · ∇

)
B = r ·B · ∇u− r · ∇×(λ(r)∇×B).

ここで,
r(u · ∇)B = (u · ∇)(r ·B)− u ·B,

を用いると (
∂

∂t
+ u · ∇

)
(r ·B) = B · ∇(r · u)− r · ∇×(λ(r)∇×B).
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拡散項は

r · ∇×(λ(r)∇×B) = r ·
(
dλ

dr
er ×∇×B + λ∇×∇×B

)
= −λ∇2(r ·B)

したがって (
∂

∂t
+ u · ∇

)
(r ·B) = λ(r)∇2(r ·B) +B · ∇(r · u) (21)

右辺第 2 項目が 0 であれば, この式は (r ·B) の移流拡散方程式となり, 値が減衰してい

く一方である. したがって, 速度動径成分がなければ磁場の動径成分は減衰して 0 となる.

3.3.2 磁場の動径成分を維持するに必要な速度場の大きさの条件

磁場の動径成分を維持するに必要な速度場の大きさの条件を導く (Busse 1975). (21)

に (r ·B) をかけて領域積分すると,

1

2

d

dt

∫
V+V ′

(r ·B)2dV =

∫
V+V ′

λ(r)(r ·B)∇2(r ·B)dV +

∫
V+V ′

(r ·B)B ·∇(r ·u)dV.

右辺第 1 項目は∫
V+V ′

λ(r)(r ·B)∇2(r ·B)dV

=

∮
S′
λ(r)(r ·B)∇(r ·B)dS −

∫
V+V ′

∇[λ(r)(r ·B)] · ∇(r ·B)dV

−
∫
V+V ′

∇[λ(r)(r ·B)] · ∇(r ·B)dV ≤ −λmin

∫
V+V ′

|∇(r ·B)|2dV

右辺第 2 項目は∫
V+V ′

(r ·B)B · ∇(r · u)dV =

∮
S′
(r ·B)B(r · u)dS −

∫
V+V ′

(r · u)B · ∇(r ·B)dV

≤ (r · u)max

[∫
V+V ′

|B|2dV
∫
V+V ′

|∇(r ·B)|dV
]1/2

ここでシュワルツの不等式 (A ·B) ≤ |A||B| を用いた. したがって,

1

2

d

dt

∫
V+V ′

(r ·B)2dV ≤ −λmin

∫
V+V ′

|∇(r ·B)|2dV

+(r · u)max

[∫
V+V ′

|B|2dV
∫
V+V ′

|∇(r ·B)|dV
]1/2
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ダイナモが維持されるためには右辺が 0 以上である必要がある.

(r · u)max

λmin
≥

√∫
V+V ′ |∇(r ·B)|dV∫

V+V ′ |B|2dV

ここでさらに r ·B の積分を変形すると,∫
V+V ′

|∇(r ·B)|2 = −
∫
V+V ′

(r ·B)∇2(r ·B)dV = 2

∫
V+V ′

|Bp|2dV,

となり, 結局,� �
(r · u)max

λmin
≥

√
2
∫
V+V ′ |Bp|2dV∫
V+V ′ |B|2dV

=

√
2Ep

Em
. (22)

� �
ここで Em =

∫
V+V ′ |B|2dV および Ep =

∫
V+V ′ |Bp|2dV は磁気エネルギーならびにポ

ロイダル磁場のエネルギーである.

この不等式は, 磁場のポロイダル成分が十分小さいほどダイナモに必要な動径速度が小

さくてもよい可能性を示している. にもかかわらず, 十分発達したダイナモではそこそこ

の動径速度振幅が必要であることを示している.

3.3.3 トロイダル速度およびトロイダル磁場の関係� �
命題 : トロイダル磁場はトロイダル速度場によっては増幅されない.� �

速度場の動径成分がない場合, 磁場動径成分が 0 となる. そこで, 残された動径成分を

伴わない速度場 (トロイダル速度場)により動径成分を伴わない磁場 (トロイダル磁場)が

発達しうるかを調べてみる. 移流型でない誘導方程式から始める.

∂B

∂t
= ∇×(u×B)− λ∇×∇×B (23)

ただし磁気拡散は定数であると仮定する. 今, 速度場と磁場はトロイダル成分のみ持つも

のとする. 即ち,

u = ∇×(ψr) = ∇ϕ× r, B = ∇×(gr) = ∇g × r.

誘導方程式に r · ∇× を作用させると, u×B が動径成分しか持たないことに注意して,

L2
∂g

∂t
=
L2(u×B)r

r
+ λL2∇2g
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ここで L2 は単位球面上のラプラシアンの逆符号である. 球座標 (r, θ, φ) で表すと,

L2 = − 1

r sin θ

∂

∂θ
sin θ

∂

∂θ
− 1

r2 sin2 θ

∂

∂φ
.

整理すると,
∂g

∂t
− λ∇2g = (u×B)r/r

r2g をかけて半径 r での球面上で積分すると,

1

2

∮
S

∂

∂t
r2g2dS − λ

∮
S

r2g∇2gdS =

∮
S

rg(u×B)rdS.

ここで, 右辺はベクトル公式 (A×B)× C = (A · C)B − (B · C)A と Stokes の定理を用

いると 0 になる. さらに r に関して積分すると,

1

2

d

dt

∫
V+V ′

g2dV = −λ
∫
V+V ′

|∇g|2dV < 0 (24)

となり, トロイダル磁場はトロイダル速度場により励起されることなく減衰していく.

3.4 Cowling の定理� �
定理 : 軸対称な定常ダイナモは存在しない.� �

この Cowling の定理は反ダイナモ定理の中でも最も重要なものであり, ダイナモ作用が

働き磁場が増幅するためには流れ場と磁場が 3 次元的でないといけないことを主張する

ものである.

円筒座標系 (s, θ, z) を導入し, 軸対称な磁場 B(s, z) を考える. ソレノイド条件は

1

s

∂

∂s
(sBs) +

∂Bz

∂z
= 0. (25)

これを満たす流れ関数 ψ,

Bs = −1

s

∂ψ

∂z
, Bz =

1

s

∂ψ

∂s
(26)

を導入する. これは自動的にソレノイド条件を満たしている. 一般的な軸対称場は

B(s, z) = ∇ψ × eθ
s

+Bθeθ (27)

と表される.
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さて, 誘導方程式
∂B

∂t
= ∇×(u×B)−∇×[λ∇×b], (28)

に対してベクトルポテンシャル A を B = ∇×A となるように導入する. A もまた軸対

称であり
A(s, z) = ∇a(s, z)× eθ

s
+ b(s, z)

eθ
s

と表される. a, b と ψ,Bθ との関係は

∇×A = −∆1a
eθ
s

+∇b× eθ
s
,

と項を見くらべて b = ψ, sBθ = −∆1a となることがわかる. ここで ∆1 = ∇2 − 2

s

∂

∂s
である. したがって,

A(s, z) = ∇a(s, z)× eθ
s

+ ψ(s, z)
eθ
s

B = ∇×A を誘導方程式に代入し, 積分すると

∂A

∂t
+∇ϕ = u×B − λ∇×B (29)

ここで ϕ は電気ポテンシャル (ゲージ)である. θ 成分だけ取りだすと,

1

s

∂ψ

∂t
+

1

s

∂ϕ

∂θ
= uzBs − usBz +

1

s
λ∆1ψ.

ここで,

∇×B = ∇(sBθ)×
eθ
s

−∆1ψ
eθ
s

なる関係式を用いた. Bs, Bz を ψ で表し, θ 方向に平均をとることにより,

∂ψ

∂t
= −⟨uz⟩

∂ψ

∂z
− ⟨us⟩

∂ψ

∂s
+ ⟨λ⟩∆1ψ = −U · ∇ψ + ⟨λ⟩∆1ψ.

ここで ⟨⟩ は θ 平均を表し, U = ⟨us⟩es + ⟨uz⟩ez である. ψ をかけて領域積分すると,

1

2

d

dt

∫
V+V ′

ψ2dV = −
∫
V

U · ∇(ψ2/2)dV +

∫
V+V ′

⟨λ⟩ψ∆1ψdV.

右辺第 1 項目は表面積分に変形できて 0 となる. 右辺第 2 項を評価すると,∫
V+V ′

ψ∆1ψdV =

∫
V+V ′

[
ψ∇2ψ − ψ

2

s

∂ψ

∂s

]
dV

=

∮
S′
ψ∇ψ · dS −

∫
V+V ′

|∇ψ|2dV −
∫
V+V ′

1

s

∂ψ2

∂s
dV

=

∮
S′
ψ∇ψ · dS −

∫
V+V ′

|∇ψ|2dV −
∮
S′
ψ2dzdθ = −

∫
V+V ′

|∇ψ|2dV.
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となるので,
1

2

d

dt

∫
V+V ′

ψ2dV ≤ −⟨λ⟩min

∫
V+V ′

|∇ψ|2dV.

したがって軸対称ポロイダル磁場は減衰していく.

では軸対称トロイダル磁場 Bθ はどうなるだろう. 誘導方程式の θ 成分をとると

∂Bθ

∂t
=

∂

∂z
(u×B)s −

∂

∂s
(u×B)z + λ

(
∇2 − 1

s2

)
Bθ

= − ∂

∂z
(uzBθ)−

∂

∂s
(usBθ) + λ

(
∇2 − 1

s2

)
Bθ.

ただし, 磁場のポロイダル成分 Bs, Bz は 0 とし, 簡単のため λ は一定とした. Bθ をかけ

て積分することにより, ポロイダル磁場と同じ議論になって減衰することがわかる.

4 運動学的ダイナモモデル

この節では運動学的ダイナモモデルを紹介し, その性質を議論する.

4.1 ω 効果

再び誘導方程式から始めよう.

∂B

∂t
= ∇× (u×B) + λ∇2B. (30)

軸対称な磁場および速度場を考えると, それぞれをトロイダルおよびポロイダル成分に分

解し,
u = sωeϕ + uP , B = Beϕ +BP , BP = ∇×(Aeϕ),

を導入する. ω は方位角方向の角速度, up はポロイダル速度場 (子午面流), B は方位角方

向の磁場, A はポロイダル磁場の流れ関数を表している. すると, 誘導方程式は

s
D

Dt

(
B

s

)
= s(BP · ∇)ω + λ∇2B, (31)

s
D

Dt
(sA) = λ∇2A. (32)

トロイダル成分の式右辺第 1 項目 s(BP · ∇)ω は差分回転 ∇ω によってポロイダル磁
場が引き延ばされトロイダル磁場が生成されることを表す項である. このような効果は

ω 効果とよばれる.
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図 3 ω 効果の模式図. Levy (1976) より.

しかしながら ω 効果だけでは磁場の増幅は起こらない. ポロイダル磁場の式から, ポロ

イダル成分は拡散して減衰してしまうことがわかる. したがって, トロイダル成分も, そ

の生成源である ω 効果のポロイダル磁場がなくなってしまい, 結局減衰していくだけであ

る. すなわち軸対称なダイナモは不可能である, という, 先の Cowling の定理の一例を確

認した.

4.2 α 効果

以上のように完全な軸対称モデルでは磁場が増幅するダイナモは作れない. そこで, 軸

対称モデルになんらかの 3 次元的な効果を導入することを考える (Parker 1955).

今, 速度場 u が, それと平行な渦度場 ω を伴っている場に 1 本の磁力線が存在してい

る状況を考える. 磁力線は速度場によってもちあげられつつ渦度場によってねじ曲げら

れ, もともとの磁力線に垂直なループを形成するであろう. すると, J = ∇×B/µ の関係

から, 磁力線に平行な電流場 J が誘導されることになる. このような効果は α 効果と呼

ばれる. 速度場の性質であるヘリシティー u · ω が 0 でなければ α 効果が働くと考えら

れる.

α 効果を導入すると, オームの法則が

J = σ(E + u×B) ⇒ J = σ(αB +E + u×B)

と書き換えられる. ここで σ,E は電気伝導度および電場である. すると誘導方程式の各
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図 4 α 効果の模式図. Moffatt (1978) と Levy (1976) より.

成分は次のようになる.

s
D

Dt

(
B

s

)
= s(BP · ∇)ω + [∇×{α∇×(Aeϕ)}]ϕ + λ∇2B, (33)

s
D

Dt
(sA) = αB + λ∇2A. (34)

かくして, トロイダル成分からポロイダル成分への変換項が加わったことになり, 磁場の

増幅が期待される.

以下, 簡単な場合について, α 効果の導入された (ほぼ)軸対称な運動学的ダイナモモデ

ルの振舞いを調べよう.

4.3 α2 ダイナモ

まずは α 効果のみの場合にどのように磁場が振舞うかを調べてみよう. 簡単のため, 球

の内部のとある局所的な領域を考え, 直交座標系を張る. 方位角方向に x 軸, 緯度方向に

y 軸, 動径方向に z 軸をとる. 誘導方程式は

∂B

∂t
= −α∇2A+ λ∇2B, (35)

∂A

∂t
= αB + λ∇2A. (36)

A,B が exp[i(ly + imz) + qt)] に比例すると仮定すると, 分散関係は

q = ±α
√
l2 +m2 − λ(l2 +m2).
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したがって, α ≥ λ
√
l2 +m2 ならば磁場は増幅する. 成長率 q が実数なので振動解には

ならない.

4.4 αω ダイナモ

次に, α 効果と ω 効果が合わさった場合を考える. 先と同様にして局所直交座標を張

り, ω が z にのみ依存すると仮定すると,

∂B

∂t
= −∂A

∂y

dω

dz
+ λ∇2B, (37)

∂A

∂t
= αB + λ∇2A. (38)

dω

dz
を定数と仮定し, A,B を exp[i(ly + imz) + qt)] の形で解を求めると,

q = ±1− i√
2

√
lα
dω

dz
− λ(l2 +m2). (39)

したがって, α
dω

dz
が十分大きければ増幅する. 成長率 q は複素数なので, 伝播 (振動)す

る解である.

4.5 磁束輸送ダイナモモデル ∼ 子午面流の効果

αω ダイナモモデルは太陽黒点磁場の周期的振舞いを説明するものとして Parker に

よって考案されたものである. 最近ではこのモデルを発展させて, パラメター α と ω の

空間分布をより現実的にしたものが提案されている. その一つが磁束輸送ダイナモ (flux

transfer moderl) である. このモデルではさらに平均子午面流の効果も考慮されている.

その磁場増幅の仕組みは以下のようなものである.

1. α 効果により低緯度表面でトロイダル磁場からポロイダル磁場が生成される.

2. 子午面流により表面ポロイダル磁場が低緯度から極へと輸送され, さらには対流層

の底部まで押しこまれる.

3. 対流層底部ではタコクラインと呼ばれる帯状流速度の勾配の強い層が存在してい

る. そこでの ω 効果により押しこまれてきたポロイダル磁場からトロイダル磁場

が生成される.

4. トロイダル磁場は対流層底面の子午面流によって低緯度表面へ輸送される.

5. 再び α 効果によってポロイダル磁場が生成される.
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このようなモデルが構築できるようになった一つの要因は 1990 年代に発展した日震学に

よる観測結果が大きい. 太陽内部の角速度分布と表面子午面流の存在が明らかにされたた

め, 上のようなより具体的な α と ω の空間分布を考えることができるようになったので

ある.

5 力学的ダイナモモデル

最後に, 力学的ダイナモモデルの仕組みと近年の数値シミュレーションの状況について

述べる.

5.1 エネルギー的考察

運動方程式および誘導方程式にそれぞれ u, B をかけて積分すると, 運動エネルギー及

び磁気エネルギーの式が得られる.

d

dt

∫
V

ρ0
1

2
|u|2dV = −

∫
V

ρ0αTg · udV +

∫
V

u · (J ×B)dV +

∫
V

u · ∇2udV, (40)

d

dt

∫
V

1

2µ
|B|2dV = −

∫
V

u · (J ×B)dV −
∫
V

|J |2

σ
dV, (41)

運動エネルギーの式の右辺第 1 項目は浮力による仕事, 2 項目がローレンツ力による仕

事, 3 項目が粘性によるエネルギー散逸である. 一方, 磁気エネルギーの式右辺第 1 項目

はローレンツ力による磁気エネルギーへの変換項, 2 項目がジュール熱よるエネルギー散

逸である. したがって, 力学的ダイナモ問題のエネルギー的構造は,

1. 内部エネルギー・重力エネルギーによって運動エネルギーが生成される

2. その一部はローレンツ力によって磁気エネルギーへと変換される

3. その磁気エネルギーの増加がジュール熱による散逸に打ち勝てば磁場が増幅で

きる.

実際には磁場が増幅すると, 運動方程式においてローレンツ力が卓越しはじめ, 流れ場に

影響して, 磁場の成長が抑えられたりする. そのようなフィードバックを全て入れ込んで

計算機で解こうとするのが力学的ダイナモモデルの数値シミュレーションである.
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5.2 ダイナモベンチマーク

数値シミュレーションを行うには, そのプログラムが果して正しいものなのかを確認す

ることが極めて重要である. しかしながら, そのことを完全に確認することは不可能であ

り, せいぜいプログラムが解析解を再現できるかどうかをチェックするしかない. 力学的

ダイナモモデルの場合は, 磁場が発達する解析的なダイナモ解が見いだされていないので

より状況が困難である.

そこで Christensen et al. (2001) では, 数値的に求めた準定常状態のダイナモ解を, さ

まざまなグループで開発していたダイナモモデルで再現計算し, それらの結果を比較する

ことでプログラムの正当性をチェックするプロジェクトを行った. 参加したグループの数

値計算結果は定性的にも定量的にもよく一致していた. 以後, このようなダイナモ計算の

ベンチマークは, 非弾性系の場合あるいは磁場境界条件を変えた場合, 数値計算の効率の

比較など, さまざまなかたちで引き続き行われている.

5.3 地球ダイナモ計算

地球磁場を模したダイナモ計算で先駆的なものは Glatzmaier and Roberts (1995a,b)

の研究である. かれらは流体核だけでなく固体内核の回転と磁気的影響も考慮したシミュ

レーションを行い, 磁場反転が不規則に起こる双極子磁場が卓越している解を提示し, 地

球磁場の特徴と似ていることを主張した. さらにこの解は, 同時期に地震波の解析で見い

だされていた内核がマントルに対して約 3◦/年の角速度で速く回転しているという性質も

表現できていたため, 観測とシミュレーションの一致という点で注目を集めた*2.

しかしながら Glatzmaier たちの計算で用いた粘性率の値は, 実は現実の地球流体核の

ものよりもかなり大きい値を用いている. 現在のスーパーコンピュータをもってしても,

地球流体核中の乱流を解像しつつ全球的な規模の磁場と速度場を計算することは不可能で

ある. この困難に対して, 最近では

• 計算機の能力の発達に応じて, 数値計算可能な限界まで粘性率を小さくした計算に

挑戦する.

• 流体核の一部を切り取った局所的な領域での流体計算を行い, 乱流モデルを構築し

て全球的なダイナモモデルへ組み込む.

*2 その後の詳細な地震波解析により, 地球内核がマントルに対して速く回っているということは確定的でな
く, 未だ議論の途上となっている.
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• 計算可能な範囲で粘性率を変化させた多くの数値解を求め, 解の粘性率依存性を見

いだし小さな粘性率の状況へと外挿する.

といった取組みがなされてきている.

5.4 太陽ダイナモ計算

太陽磁場の力学的ダイナモシミュレーションは Gilman and Miller (1981) に始まり,

Glatzmaier (1987) でひとまず完成されたと当時は思われていた. その内部角速度分布は,

自転の効果が卓越した, 回転軸方向に一様な円柱状分布をしていた (テイラー=プラウド

マンの定理). しかしながら, 1990 年代に発達した日震学の結果から, 太陽対流層の角速

度分布が観測的に明らかになった. その分布は回転軸方向ではなくむしろ動径方向に一様

なものであったために, これまでの数値シミュレーション結果を見直さなければならなく

なった.

2000 年代には圧縮性を考慮した (非弾性系) 力学的ダイナモの大規模計算が可能とな

り, さまざまな数値シミュレーション結果が再び発表されるようになったが, 角速度分布

は依然として円柱状のものばかりであった. その後, Miesch et al. (2006) は, 対流層底面

において極と赤道の間に数 K の温度差が存在すれば, 動径方向に一様な傾向の角速度分

布が生成されうることを示した. 最近では, 京コンピュータを利用した, 完全圧縮性流体の

超高解像度の太陽ダイナモシミュレーションが行われており, これまでに解像できなかっ

た表面付近の対流運動と磁場生成の様子が明らかにされつつある (Hotta et al. 2014).
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