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1.2 Sierpiński gasket上の標準 Dirichlet形式 I：定義と基本性質 . . . . . . . . . 10
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1.5 Sierpiński gasket上の標準 Dirichlet形式 IV：強局所的な正則対称 Dirichlet

形式としての標準 Dirichlet形式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

1.6 Sierpiński gasket上の Laplacianとそのスペクトル分解 . . . . . . . . . . . 29

1.7 補足：標準 Dirichlet形式の定義域は C1 級関数の制限を含まない . . . . . . 34
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0 序：フラクタルとは?

*1「フラクタル」という語は，その歴史は浅いものの自然科学においてはそれなりの市
民権を得ており，聞いたことがあるという読者も多いことと思う．ではこの言葉を聞いて
読者は何を思い浮かべるだろうか．フラクタルの実例は大抵の場合（ある意味）規則的で
「奇麗な」絵や写真として紹介されるから，そのような絵や写真を通してフラクタルに興
味を持ったという読者もいるであろう．しかし「奇麗さ」だけでは芸術の対象にはなって
も自然科学の研究対象にはなりにくい訳で，自然科学の文脈でフラクタルが一定の頻度で
登場するのには別の理由がある．その「別の理由」を見出し広く世に知らしめたのが，フ
ラクタル (fractal)という語の提唱者 Benoit B. Mandelbrot (1924–2010)である．

Mandelbrotによる指摘「自然界はフラクタルに溢れている」
「長さが無限大の曲線」「面積が 0の（平面）図形」などといった，通常の滑らかな曲線
や曲面とは著しく異なる幾何構造を有する図形が存在することは古くから知られていた．
図 0.1はそのような図形の代表例である．滑らかな図形を標準的とみなす古典的な価値観
からこうした図形は長らく「病的な」例外としか考えられてこず，純粋に数学的な興味か
ら考察の対象となることはあっても重要な研究対象となることはなかった．
状況が大きく変わったのは 1970年代であった．Mandelbrotは [51, 52]において，自然

界に存在する多くの物質・物体がむしろそうした「病的な」図形をこそ基本構造に持つこ
とを指摘し，そうした図形一般を「フラクタル」(fractal)と呼んだ．現在ではフラクタル
は物理，化学，生物，工学，医学といった理工系科学の諸分野で普遍的に見出され理論・
応用両面から盛んに研究されている．コンピューターグラフィックス技術の進歩により複
雑なフラクタルを高い精度で実際に「描いてみる」ことが可能になり，描いてみると非常
に色鮮やかな絵が得られることも，フラクタルが高い関心を集めることになった一因と言
えるだろう．

数学におけるフラクタル：フラクタル幾何学の進展
数学においてもフラクタルは様々な場面，特に力学系や確率論の文脈で自然に現れ重
要な研究対象となってきた．例えば現代確率論において最も基本的な対象である Rd 上
の Brown 運動は，確率 1 で（random な Rd -値連続曲線として）至る所微分不可能かつ
任意の有界区間上で非有界変動であることが知られており（例えば [30, Sections 1.5 and

2.9] を参照），その意味で「フラクタル的」であると言える．また複素力学系で重要な

*1 本節は [25,第 0章]および [26,冒頭より 2節第 1段落まで]を再編の上加筆修正したものである．
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図 0.1 代表的な自己相似フラクタル．左から Koch曲線，Sierpiński gasket, Sierpiński carpet.

Mandelbrot集合®
c 2 C

ˇ̌
¹´nº

1
nD0 � Cを ´0 WD 0, ´nC1 WD ´2

n C c で定めると supn�0 j´nj < 1
¯

は複素平面 Cの部分集合として連結であることが知られているが (Douady–Hubbard [9])，
Mandelbrot 集合のコンピュータ画像を見る限りではその境界は極めて複雑な形状をして
おり如何にもフラクタル「らしい」．
このような「極めて複雑な」図形を見て，まずその幾何的性質について調べようと考え
るのは自然であろう．実際 Mandelbrotによりフラクタルの重要性が指摘されて以来，当
時既に基礎が確立していた幾何学的測度論，力学系，エルゴード理論や調和解析などを土
台として，フラクタルの幾何的性質の解明を目標とする「フラクタル幾何学」は急速な発
展を見せた．
フラクタル幾何学において最も基本的な研究対象は個々のフラクタルの「（幾何的な）次
元」である．ここでいう「次元」とは Rd の部分集合（より一般には距離空間やその部分集
合）に対して定義される非負の実数であり，その集合の「大きさ（複雑さ）」を表す指標で
ある．ここまでに挙げた例では，図 0.1の Koch曲線，Sierpiński gasket, Sierpiński carpet

の次元はそれぞれ log3 4 D 1:261859 : : : , log2 3 D 1:584962 : : : , log3 8 D 1:892789 : : :

である（Moranの定理 [53];証明は例えば [37, Section 1.5]に，必要な測度論からの準備
とともに与えられている）．このように，いわゆる「フラクタル」は典型的には非整数の
次元を持ち，そのことが fractal という語の由来にもなっていると思われる（「分数，小
数，非整数」という意味の英単語 fractionからの造語と推測される）が，「フラクタル的
な」集合が整数の次元を持つ場合もある．実際，d � 2 に対し Rd 上の Brown 運動の
Rd -値連続曲線としての像は確率 1で 2次元（「曲線」であるにも拘らず!）かつその面積
（2次元 Hausdorff測度）は 0であることが Taylor [58]の結果により知られている．また
Mandelbrot集合についてはその境界の次元は 2であるという宍倉光広氏による非常に有
名な結果 [56]があるが，境界の 2次元 Lebesgue測度が 0であるかどうかは未だに分かっ
ていないようである．

注意 0.1. 「次元」の概念にはよく使われるものだけでも Hausdorff次元，box-counting次
元など複数の定義があり，上で紹介した例ではどの次元の定義でも同じ値になるが，フラ
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クタルによっては定義の仕方によって異なる値になることもある．この意味でフラクタル
には唯一絶対の「次元」が定まっている訳ではなく，実際の研究ではどの「次元」に注目
するべきかは目的に応じて個別に判断する必要がある．また与えられたフラクタルに対し
て「複数の次元の値が一致するかどうか」ということ自体も研究の主題になり得る．

フラクタル上の解析学へ
フラクタル幾何学はいわばフラクタルの，ひいては自然界の物質の「静的」(static)な性

質を主題としている．では「動的」(dynamic)な性質，すなわちフラクタルの物理的な性
質・フラクタル上の物理現象はどうなっているのだろうか*2．この問いに数学的に厳密な
解答を与えることを目標とするのが「フラクタル上の解析学」である．
代表的な物理現象としては熱や波動の伝播がある．大学の数学や物理学で学ぶように，
等方的で均質な媒質のモデルであるユークリッド空間 Rd においては，熱や波動の伝播は
それぞれ熱方程式

@

@t
u.t; x/ D �u.t; x/ (0.1)

および波動方程式
@2

@t2
u.t; x/ D �u.t; x/ (0.2)

の解として記述される*3．ここで �は

� WD �Rd WD

dX
kD1

@2

@x2
k

(0.3)

で定義される偏微分作用素で，Rd 上の Laplacianと呼ばれる．フラクタル上の熱や波動
を数学的に厳密に記述し解析するとはすなわち (0.1)や (0.2)に相当する微分方程式を厳密
に定式化しその解の性質を調べることであると言え，すると何よりもまず「フラクタル上
の Laplacianとは何か?」という問いに答えなければならないことになる．フラクタルに
おいては通常の偏微分の概念が意味をなさないため，これは極めて非自明な問題である．
実際には Laplacianを直接考えるよりも，双線型形式*4

E.u; v/ WD

Z
Rd

ru � rv dx (0.4)

*2 static, dynamicという言い回しは [37, Introduction]から引用した．
*3 Rd における (0.1) と (0.2) の物理学的導出方法や数学的性質については例えば [20, 第 1 章] を参照のこ
と．なお，簡単のため媒質の性質を表す物理定数はすべて 1に規格化している．

*4 ru WD .@u=@x1; : : : ; @u=@xd /は uの勾配ベクトルを表す．
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を考える方がいろいろと都合がよいことが多い．この E は Gauss–Greenの公式*5

E.u; v/ D h��u; viL2 (0.5)

を通して Laplacian �と対応しているが，関係式 (0.5)は関数解析の枠組みを用いて一般
化でき，L2 空間上の（ある性質を満たす，通常は非有界な）非正自己共役作用素 �と閉
な非負定値対称双線型形式 E で

E.uC
^ 1; uC

^ 1/ � E.u; u/ (0.6)

を満たす*6もの（Dirichlet形式*7）との間の 1対 1の対応関係を与えることが知られてい
る．したがってフラクタルにおいても「自然な Dirichlet形式を構成する」ことができれ
ば，それに対応する自己共役作用素として Laplacianが得られることになる．
本講義では，最も基本的な自己相似フラクタルである Sierpiński gasket（図 0.1中央）

を例に取り，その上の Laplacian・熱方程式の厳密な定式化と基本性質について解説す
る．Sierpiński gasket は Laplacian の厳密な定式化がなされた最初のフラクタルであり，
Goldstein [14], 楠岡 [46], Barlow–Perkins [6] らによる確率過程を経由した定式化，木上
[31]による解析的手法による定式化を経て，最終的に福島–島 [12]により本稿で述べる，
まず Dirichlet形式を構成する形に整理された．
本稿では扱わないが，同様の定式化は広範な自己相似フラクタルに対して可能であるこ
とが知られており，nested fractals（図 0.2）に対して Lindstrøm [49]により，affine nested

fractalsへの拡張が Fitzsimmons–Hambly–熊谷 [10] によりなされた後，木上 [32, 34, 35]

により p.-c.f. (post-critically finite)自己相似集合という (affine) nested fractalsを含む範疇
の自己相似フラクタルに適用可能な一般論として整理された．これによって p.-c.f. 自己
相似集合上の Laplacianは初歩的な関数解析の知識だけを用いて極めて初等的に構成でき
ることが明らかになった上に，Laplacianの具体的な計算方法が与えられたことで更なる
研究の進展も促された．Laplacianの解析的な構成の一般論は最終的に木上氏自身により
monograph [37] にまとめられ，以来フラクタル上の解析学の最も基本的な文献の 1 つと
なっている．ただしこの理論は「有限個の点を除くことで自身の縮小像同士が交わらない
ようにできる」という p.-c.f.自己相似集合の著しい性質（有限分岐性；特に nested fractals

（図 0.2）もこの性質を有する）に極めて強く依存しており，Sierpiński carpetやその自然な

*5 h�; �iL2 はここではL2.Rd ; dx/の内積を表す：hf; giL2 WD
R
Rd fg dx.また u; vの無限遠方での挙動

に関する適切な条件が必要である．
*6 uC WD max¹u; 0º, u ^ v WD min¹u; vº.なお，E が閉であるとは内積 E C h�; �iL2 の下で E の定義域が

Hilbert空間（完備内積空間）を成すということであり，また (0.6)は E の定義域が u 7! uC ^ 1で閉じ
ていることも暗に要求している．(0.6)は平たく言って「E に対応する自己共役作用素�に関する熱方程
式 (0.1)の解について最大値の原理が成り立つ」ための条件である．

*7 講義時間が限られている関係上，Dirichlet形式の概念の正確な定式化は脚注*12で手短に紹介するに留め
る．Dirichlet形式の理論に興味のある方のために入門書として [13]を，専門書として [11, 8, 7, 50]を挙
げておく．
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図 0.2 Nested fractals の例．左上方から順に 2 次元 l 段 Sierpiński gasket (l D

2; 3; 4), 3 次元標準（2 段）Sierpiński gasket, pentagasket (5-polygasket), heptagasket
(7-polygasket), snowflake, Vicsek集合．各フラクタルに対しその境界点全体の集合 V0

を黒点で示してある．

図 0.3 Sierpiński carpet,他の 2次元 generalized Sierpiński carpetsとMenger sponge

一般化である generalized Sierpiński carpets（図 0.3）のようなフラクタルを取り扱うこと
はできない．Generalized Sierpiński carpets における Laplacian の定式化は Barlow–Bass

[1, 3], 楠岡–Zhou [48] によりなされたが，これには p.-c.f. 自己相似集合の場合とは桁違
いに大きな困難を伴う．この辺りの事情については本稿では 3 節で手短に解説するに留
める．
なお近年では上記のような理想的な自己相似性を持つフラクタルだけに留まらず，より
複雑な（主として確率論において自然に現れるランダムな）フラクタルの上で解析学を展
開する研究も盛んに行われているが，これについては熊谷氏による解説記事 [44, 45]およ
び講義録 [43]を読まれることをお勧めする．

幾つかの記号
本論に入る前に，本稿を通して使われる幾つかの記号をここで導入しておく．

6

令和4年度(第43回)数学入門公開講座テキスト(京都大学数理解析研究所，令和4年8月1日～8月4日開催 



記号 0.2. (1) 等式
A WD B

は「Aを B で定義する」の意味に用いる．
(2) N, Z, Q, R, Cは通常通り自然数全体，整数全体，有理数全体，実数全体，複素数全体
の集合をそれぞれ表す．本稿では Nは 0を含まないと約束する：

N D ¹1; 2; 3; : : :º:

(3) 集合 Aに属する元の総数を #Aで表す．#A 2 N [ ¹0; 1ºである．
(4) 集合 X の恒等写像を idX で表す：idX W X ! X , idX .x/ WD x.

(5) 集合 X 上の実数値関数全体の成す線型空間を RX で表す：RX WD ¹u j u W X ! Rº.

(6) 集合X; Y，写像 f W X ! Y とA � X に対し，写像 f jA W A ! Y を f jA.x/ WD f .x/,

x 2 Aにより定める．この f jA を f の Aへの制限という．
(7) 空集合 ;の上限，最大値，下限，最小値は sup ; WD max ; WD 0, inf ; WD min ; WD 1と
約束する．a; b 2 Œ�1; 1�に対し a_b WD max¹a; bº, a^b WD min¹a; bº, aC WD a_0,

a� WD �.a ^ 0/と定め，Œ�1; 1�-値関数に対しても同様の記号を用いるものとする．
本稿では関数と言えば Œ�1; 1�-値関数のみを考えるものとする．

(8) d 2 Nとする．Rd 上の通常の Euclidノルムを j�jで表す：x D .x1; : : : ; xd / 2 Rd に
対し jxj WD

�Pd
kD1 x2

k

�1=2.

(9) X を位相空間とする．A � X に対しその X における内部，閉包，境界をそれぞれ
intX A, A

X
, @X A で表す．さらに C.X/ WD ¹f j f W X ! R, f は連続 º, f 2 C.X/

に対し suppX Œf � WD f �1.R n ¹0º/
X

, kf ksup WD kf ksup;X WD supx2X jf .x/j とおき，
Cc.X/ WD ¹f 2 C.X/ j suppX Œf �はコンパクト ºとする．

1 Sierpiński gasket上の標準 Dirichlet形式・Laplacianの構成
さて，本講義の本題に入る．まず本節では Sierpiński gasket 上の自然な Dirichlet 形式
の構成を完全な証明とともに与える．本節の内容は [28,第 2章，第 3章]を再編したもの
であるが，紙数および時間の節約のため本稿では関連事項についての記述は必要最小限に
留めており，Laplacianや熱方程式の性質を詳しく調べる上で必須の事柄の多くを省略し
ている．網羅的に学ばれたい方のために筆者による講義ノート [28, 25]および木上氏によ
る monograph [37, Chapters 1–3]を挙げておく．

1.1 Sierpiński gasket

まず Sierpiński gasketの定義を述べる．q1; q2; q3 2 R2 を q1 WD
�

1
2
;

p
3

2

�
, q2 WD .0; 0/,

q3 WD .1; 0/で定め，V0 WD ¹q1; q2; q3ºとおく．S WD ¹1; 2; 3ºとおき，各 j 2 S に対し
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fj W R2 ! R2 を
fj .x/ WD

1

2
.x C qj / (1.1)

で定める．R2 の有限部分集合の列 ¹Vmº1
mD1 を，m 2 Nに対し帰納的に

Vm WD
[
j 2S

fj .Vm�1/ (1.2)

で定めると，明らかに V0 � V1 であり，すると (1.2)を用いたmに関する数学的帰納法に
より任意のm 2 Nに対し Vm�1 � Vm であることが容易に分かる．そして V�; K � R2 を

V� WD

1[
mD0

Vm; K WD V�

R2

(1.3)

で定義し，K を（2次元標準）Sierpiński gasketと呼ぶ．K は定義により R2 の有界閉集
合，従ってコンパクトであるが，さらに

[
j 2S

fj .V�/ D
[
j 2S

1[
mD0

fj .Vm/ D

1[
mD0

[
j 2S

fj .Vm/ D

1[
mD0

VmC1 D V�

であるので，この両辺の R2 における閉包を取り（fj W R2 ! R2 は同相写像なので）
fj .V�/

R2

D fj

�
V�

R2�であることに注意すると
K D V�

R2

D
[
j 2S

fj .V�/
R2

D
[
j 2S

fj .V�/
R2

D
[
j 2S

fj

�
V�

R2�
D
[
j 2S

fj .K/

となり，次が成り立つことが分かる：

K D
[
j 2S

fj .K/: (1.4)

（実は (1.4)を満たす R2 の空でないコンパクト集合 K は唯 1つしかないことも証明でき
る；[25, 1.1節]もしくは [37, Section 1.1]を参照のこと．）各 j 2 S に対し (1.4)より特に
fj .K/ � K であるので，Fj WD fj jK とおくと Fj は K から K への連続な単射になる．
以降で頻繁に用いる記号をまとめておく．

定義 1.1. (1) m 2 Nに対しWm WD Sm D ¹w1 : : : wm j 各 k 2 ¹1; : : : ; mºに対し wk 2 Sº

とし，W0 WD ¹;ºとする．ここで ;は空語 (empty word)と呼ばれる特別な元である．
さらにW� WD

S
m2N[¹0º Wm とおく．各 w 2 W� は語 (word)と呼ばれる．語 w 2 W�

に対し，w 2 Wm となる唯 1つのm 2 N[ ¹0ºを jwjで表し w の長さという．w; v 2

W�, w D w1 : : : wm, v D v1 : : : vn に対し wv 2 W� を wv WD w1 : : : wmv1 : : : vn

(w; WD w, ;v WD v) で定め，さらに容易に分かるように w; v; u 2 W� に対し
.wv/u D w.vu/ であることに注意して，k � 3 と ¹w.j /ºk

j D1 � W� に対し帰納的に
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w.1/ : : : w.k/ WD .w.1/ : : : w.k�1//w.k/ と定める．w; v 2 W� に対し，w D v� または
v D w� となる � 2 W� が存在しないことを w 6� v で表す．w 2 W�, n 2 N [ ¹0ºに
対し wn WD w : : : w（n個の w の積）とおく．

(2) w D w1 : : : wm 2 W� に対し Fw WD Fw1
ı � � � ı Fwm

(F; WD idK), Kw WD Fw.K/ と
おく．

j 6D k なる j; k 2 S に対し qjk WD Fj .qk/とおく．q23 D q32, q31 D q13, q12 D q21 で
あることに注意しよう．K 上に Dirichlet形式を構成する上で次の性質は基本的である．

命題 1.2.

F2.K/ \ F3.K/ D ¹q23º; F3.K/ \ F1.K/ D ¹q31º; F1.K/ \ F2.K/ D ¹q12º: (1.5)

より一般に，w 6� v を満たす任意の w; v 2 W� に対し

Kw \ Kv D Fw.V0/ \ Fv.V0/ かつ #.Kw \ Kv/ � 1: (1.6)

証明. 4 WD
®
.x; y/ 2 R2

ˇ̌
x 2 Œ0; 1�, 0 � y � .

p
3x/ ^ .

p
3 �

p
3x/

¯ を q1; q2; q3 を頂
点とする正 3 角形（の内部と境界の和）とすると，明らかにS

k2S fk.4/ � 4 であり，
すると任意の m 2 N [ ¹0ºに対し Vm � 4であることが (1.2)を用いた mに関する数学
的帰納法により容易に従う．よって V� D

S1

mD0 Vm � 4であり，4は R2 の閉集合であ
るので K D V�

R2

� 4.これと V0 D ¹q1; q2; q3º � K であること，および (1.5)で K の
代わりに4としたものが明らかに成り立つことを合わせると (1.5)が得られる．
次に w 6� v を満たす w; v 2 W�, w D w1 : : : wm, v D v1 : : : vn を任意に取る．

Kw \ Kv D ;のときは Fw.V0/ \ Fv.V0/ � Kw \ Kv D ; � Fw.V0/ \ Fv.V0/,従って
Kw \ Kv D Fw.V0/ \ Fv.V0/ D ;となり (1.6)は成り立つので，以下Kw \ Kv 6D ;と仮
定する．w 6� v なので m ^ n � 1かつ k 2 ¹1; : : : ; m ^ nºが存在して wk 6D vk であり，
そこで l WD min

®
k 2 ¹1; : : : ; m ^ nº

ˇ̌
wk 6D vkº, � WD w1 : : : wl�1, j WD wl , k WD vl とお

くと l の定義により � D v1 : : : vl�1, j 6D k となる．さらに F� の単射性により

; 6D Kw \ Kv D F� .KjwlC1:::wm
/ \ F� .KkvlC1:::vn

/ D F� .KjwlC1:::wm
\ KkvlC1:::vn

/;

(1.7)

よって KjwlC1:::wm
\ KkvlC1:::vn

6D ; であり，これと (1.5) により ; 6D KjwlC1:::wm
\

KkvlC1:::vn
� Kj \ Kk D ¹qjkº であるので KjwlC1:::wm

\ KkvlC1:::vn
D ¹qjkº となる．

従って KwlC1:::wm
3 F �1

j .qjk/ D qk かつ KvlC1:::vn
3 F �1

k
.qjk/ D qj であるが，容易に

分かるようにこれらが成り立つのは wlC1 : : : wm D km�l かつ vlC1 : : : vn D j n�l の場合
に限られる．これらの事実を (1.7), qk D Fkm�l .qk/, qk D Fkm�l .qk/と合わせると

Kw \ Kv D F� .KjwlC1:::wm
\ KkvlC1:::vn

/ D ¹F� .qjk/º

D
®
F�jkm�l .qk/

¯
D
®
F�kj n�l .qj /

¯
� F�jkm�l .V0/ \ F�kj n�l .V0/ D Fw.V0/ \ Fv.V0/ � Kw \ Kv;
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ゆえに Kw \ Kv D Fw.V0/ \ Fv.V0/ D ¹F� .qjk/ºとなり (1.6)が成り立つ．

1.2 Sierpiński gasket上の標準 Dirichlet形式 I：定義と基本性質

t t
t

V0

t t
t

t
t

t
V1

t t
t

t
t

tttt
ttt ttt

V2

図 1.1 Sierpiński gasket K の近似グラフ列 .Vm;
m
�/

K 上の Dirichlet形式の構成の基本的な方針は，各 m 2 N [ ¹0ºに対し Vm 上に図 1.1

のように有限グラフ（電気回路）の構造を定めることにより Dirichlet 形式を定めた後，
m ! 1とした極限を取ることで K 上の Dirichlet形式を得る，というものである．具体
的には，まず x; y 2 Vm に対し

x 6D y かつ w 2 Wm が存在して x; y 2 Fw.V0/ となるとき x
m
� y (1.8)

と定め（図 1.1も参照のこと），Vm 上の Dirichlet形式 E .m/ W RVm � RVm ! Rを

E .m/.u; v/ WD
1

2

X
x;y2Vm; x

m
�y

�5

3

�m

.u.x/ � u.y//.v.x/ � v.y// (1.9)

で定義する*8．すると次が成り立つ．

命題 1.3. 任意の m 2 N [ ¹0ºと任意の u 2 RVm に対し，

E .m/.u; u/ D min
v2RVmC1 ; vjVm Du

E .mC1/.v; v/ (1.10)

が成り立ち，さらに (1.10)の右辺の最小値を達成する v は唯 1つであり次で定義される
uの RVmC1 への拡張 v により与えられる：各 w 2 Wm に対し

v.Fw.q23// D
1

5
u.Fw.q1// C

2

5
u.Fw.q2// C

2

5
u.Fw.q3//;

v.Fw.q31// D
2

5
u.Fw.q1// C

1

5
u.Fw.q2// C

2

5
u.Fw.q3//;

v.Fw.q12// D
2

5
u.Fw.q1// C

2

5
u.Fw.q2// C

1

5
u.Fw.q3//:

(1.11)

*8 各辺に抵抗値 .3=5/m の抵抗を置くことにより Vm を電気回路とみなすと，電位分布 u 2 RVm の下で
の回路全体での消費電力（エネルギー）が E.m/.u; u/である，というのが (1.9)の物理学的意味である．

10

令和4年度(第43回)数学入門公開講座テキスト(京都大学数理解析研究所，令和4年8月1日～8月4日開催 



容易に確認できるように，(1.11)は �
v.Fw.q23//; v.Fw.q31//; v.Fw.q12//

�に関する次
の線型方程式と同値であることに注意する：

4v.Fw.q23// D u.Fw.q2// C v.Fw.q12// C v.Fw.q31// C u.Fw.q3//;

4v.Fw.q31// D u.Fw.q3// C v.Fw.q23// C v.Fw.q12// C u.Fw.q1//;

4v.Fw.q12// D u.Fw.q1// C v.Fw.q31// C v.Fw.q23// C u.Fw.q2//:

(1.12)

すなわち，(1.10)の右辺の最小値を達成する唯 1つの v は

「uを VmC1 n Vm の各点において調和になるように VmC1 上に拡張したもの」 (1.13)

で与えられる．
命題 1.3の証明は，E .m/ が自己相似的な形で定義されていることから従う次の補題を用
いて m D 0の場合に帰着させることによりなされる．

補題 1.4. m; n 2 N [ ¹0ºは n � mを満たすとし，u; v 2 RVm とする．このとき

E .m/.u; v/ D
X

w2Wn

�5

3

�n

E .m�n/.u ı Fw jVm�n
; v ı Fw jVm�n

/: (1.14)

証明. x; y 2 Vm が x
m
� y を満たすとすると，関係 m

� の定義 (1.8) により x 6D y

かつ w D w1 : : : wm 2 Wm が存在して x; y 2 Fw.V0/ � Kw1:::wn
となるが，この

とき x 6D y と (1.6) により x; y 2 K� となる � 2 Wn は � D w1 : : : wn に限られ，
さらに F �1

w1:::wn
.x/ 6D F �1

w1:::wn
.y/ かつ F �1

w1:::wn
.x/; F �1

w1:::wn
.y/ 2 FwnC1:::wm

.V0/, 特に
F �1

w1:::wn
.x/

m�n
� F �1

w1:::wn
.y/.従って®

.x; y/ 2 Vm � Vm

ˇ̌
x

m
� y

¯
D

[
w2Wn

®
.Fw.x/; Fw.y//

ˇ̌
.x; y/ 2 Vm�n � Vm�n, x

m�n
� y

¯
（右辺は互いに交わらない集合の和）

(1.15)

であり，これと (1.9)により

E .m/.u; v/ D
1

2

X
x;y2Vm; x

m
�y

�5

3

�m

.u.x/ � u.y//.v.x/ � v.y//

D
1

2

X
w2Wn

X
x;y2Vm�n; x

m�n
� y

�5

3

�m�
u.Fw.x// � u.Fw.y//

��
v.Fw.x// � v.Fw.y//

�
D

X
w2Wn

�5

3

�n

E .m�n/.u ı Fw jVm�n
; v ı Fw jVm�n

/

となり主張が得られる．
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命題 1.3の証明. まず m D 0 の場合を考える．u 2 RV0 を任意に取り，v 2 RV1 は
vjV0

D 0を満たすとする．V1 n V0 D ¹q23; q31; q12ºに注意すると，m D 0に対する主張
は次のように言い換えられる：

.v.q1/; v.q2/; v.q3// D .u.q1/; u.q2/; u.q3// を固定して E .1/.v; v/ を

.v.q23/; v.q31/; v.q12// 2 R3 の関数とみなすとき，これは最小値
E .0/.u; u/を取り，さらに最小値を達成する .v.q23/; v.q31/; v.q12//は
唯 1つ存在し (1.11)（で w D ;としたもの）で与えられる．

(1.16)

.a; b; c/ WD .u.q1/; u.q2/; u.q3//, .x; y; ´/ WD .v.q23/; v.q31/; v.q12// とおくと，m 2

¹0; 1ºに対する (1.9)により E .0/.u; u/ D .b � c/2 C .c � a/2 C .a � b/2,

3

5
E .1/.v; v/

D .y�´/2
C.a�y/2

C.a�´/2
C.b�x/2

C.x�´/2
C.´�b/2

C.x�c/2
C.c�y/2

C.y�x/2

(1.17)

となるので，(1.16)は

x; y; ´ 2 Rについての 3変数関数 (1.17)は x D
1
5
.aC2bC2c/, y D

1
5
.2aCbC2c/,

´ D
1
5
.2a C 2b C c/のときにのみ最小値 3

5

�
.b � c/2 C .c � a/2 C .a � b/2

�を取る
(1.18)

ということに他ならず，これは（例えば）(1.17)をまず xについての 2次関数と見て平方完
成した後，残りの部分についても yについての平方完成，́ についての平方完成を順次行う
ことにより高校数学の範囲で証明できる*9．また，最小値を取る点が x D

1
5
.a C2b C2c/,

y D
1
5
.2a C b C 2c/, ´ D

1
5
.2a C 2b C c/ 以外にないことは，.x; y; ´/ の C1 級関数

(1.17)の x; y; ´それぞれについての偏微分 2.4x � b � c � ´ � y/, 2.4y � c � x � ´ � a/,

2.4´ � a � y � x � b/が全て 0になるような .x; y; ´/はこの点に限ることからも分かる．
次に補題 1.4を用いて一般の mの場合を証明しよう．m 2 N [ ¹0ºと u 2 RVm を任意
に取り，v 2 RVmC1 は vjVm

D uを満たすとする．このとき補題 1.4を .m; n/の代わりに
.m C 1; m/として用いると

E .mC1/.v; v/ D
X

w2Wm

�5

3

�m

E .1/.v ı Fw jV1
; v ı Fw jV1

/ (1.19)

となるが，各 w 2 Wm に対し v ı Fw jV0
D .vjVm

/ ı Fw jV0
D u ı Fw jV0

,かつ (1.6)により

VmC1 n Vm D
[

w2Wm

 
Fw.V1/ n

[
�2Wm

F� .V0/

!

*9 他の自己相似フラクタルにおいて (1.16)と同様の主張を証明する際には，ここでの証明のような直接計算
は複雑過ぎて実行困難である場合も多く，通常は電気回路の理論に基づくより汎用性の高い方法が用いら
れる．これについては [28,演習 2.3]および [57, Sections 1.5 and 4.3]を参照されたい．
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D
[

w2Wm

 
Fw.V1/ n

[
�2Wm

.Fw.V1/ \ F� .V0//

!
D

[
w2Wm

.Fw.V1/ n Fw.V0//

D
[

w2Wm

Fw.V1 n V0/ （互いに交わらない集合の和） (1.20)

であることに注意すると，(1.19) は各 w 2 Wm に対し E .1/.v ı Fw jV1
; v ı Fw jV1

/ が�
v.Fw.q23//; v.Fw.q31//; v.Fw.q12//

� の関数として最小値を取るとき，またそのとき
に限り最小値を取る．上記の m D 0 の場合の証明により，各 w 2 Wm に対しその
ような �

v.Fw.q23//; v.Fw.q31//; v.Fw.q12//
� は唯 1 つで (1.11) により与えられ，また

E .1/.v ı Fw jV1
; v ı Fw jV1

/の最小値は E .0/.u ı Fw jV0
; u ı Fw jV0

/であるので，(1.19)の最
小値を与える v も唯 1つで (1.11)により与えられ，(1.19)の最小値は

min
v2RVmC1 ; vjVm Du

E .mC1/.v; v/ D
X

w2Wm

�5

3

�m

E .0/.u ı Fw jV0
; u ı Fw jV0

/ D E .m/.u; u/

（最後の等号は n D mに対する補題 1.4による）となる．

命題 1.3 の (1.10) より特に各 u W V� ! R に対し次が成り立つことが分かる：任意の
m 2 N [ ¹0ºに対し，v D ujVmC1

2 RVmC1 は vjVm
D ujVm

を満たすので

E .mC1/.ujVmC1
; ujVmC1

/ � min
v2RVmC1 ; vjVm DujVm

E .mC1/.v; v/ D E .m/.ujVm
; ujVm

/;

(1.21)

すなわち非負実数列 ¹E .m/.ujVm
; ujVm

/º1
mD0 � Œ0; 1/は非減少であり，従って Œ0; 1�に

おいて極限を持つ．そこでまず F� � RV� を

F� WD

°
u 2 RV�

ˇ̌̌
lim

m!1
E .m/.ujVm

; ujVm
/ < 1

±
(1.22)

で定義すると，RVm 3 v 7! E .m/.v; v/1=2 に対する 3角不等式（補題 A.1の (A.2)）によ
り F� は RV� の線型部分空間であり，従って任意の u; v 2 F� に対し

E .m/.ujVm
; vjVm

/ D
1

4

�
E .m/..uCv/jVm

; .uCv/jVm
/�E .m/..u�v/jVm

; .u�v/jVm
/
�

(1.23)

は（u C v; u � v 2 F� であるので）m ! 1 のとき R において収束する．よって
E .�/ W F� � F� ! Rを

E .�/.u; v/ WD lim
m!1

E .m/.ujVm
; vjVm

/ (1.24)

で定義することができ，このとき容易に分かるように E .�/ は双線型，対称，非負定値であ
る．さらに次が成り立つことを注意しておく．
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命題 1.5.

F� D
®
u 2 RV�

ˇ̌
任意の j 2 S に対し u ı Fj jV�

2 F�

¯
; (1.25)

E .�/.u; v/ D
X
j 2S

5

3
E .�/.u ı Fj jV�

; v ı Fj jV�
/; u; v 2 F�: (1.26)

証明. 各 u 2 RV� に対し，(1.14)において n D 1とし m ! 1とすることにより

lim
m!1

E .m/.ujVm
; ujVm

/ D lim
m!1

E .mC1/.ujVmC1
; ujVmC1

/

D
X
j 2S

5

3
lim

m!1
E .m/.u ı Fj jVm

; u ı Fj jVm
/

(1.27)

が分かり，従って (1.22)と (1.27)により

u 2 F� () lim
m!1

E .m/.ujVm
; ujVm

/ < 1

()任意の j 2 S に対し lim
m!1

E .m/.u ı Fj jVm
; u ı Fj jVm

/ < 1

()任意の j 2 S に対し u ı Fj jV�
2 F�

となるので (1.25) が成り立つ．さらに任意の u; v 2 F� に対し，再び (1.14) において
n D 1とし (1.24)に注意しつつ m ! 1とすることにより

E .�/.u; v/ D lim
m!1

E .m/.ujVm
; vjVm

/ D lim
m!1

E .mC1/.ujVmC1
; vjVmC1

/

D
X
j 2S

5

3
lim

m!1
E .m/.u ı Fj jVm

; v ı Fj jVm
/ D

X
j 2S

5

3
E .�/.u ı Fj jV�

; v ı Fj jV�
/

となり (1.26)が得られる．

(1.22)と (1.24)で定義される .E .�/;F�/に基づき自然な解析学を展開するためには（具
体的には，.E .�/;F�/を [13, 11, 8]にある Dirichlet形式の一般論の枠組みに乗せるために
は），「F� が十分多くの連続関数を含むこと」「.E .�/;F�/が適切な形の完備性を有するこ
と」を証明する必要がある．そもそも現時点では F� は RV� の部分集合として定義されて
おり，各 u 2 F� は可算集合 V� 上で定義された関数に過ぎず K 上の関数にすらなってい
ないため，このままでは u 2 F� のK 上での積分などのごく基本的な量を定義することさ
えままならず具合が悪い．この困難は，「各 u 2 F� が実は（Euclid距離の K 上への制限
に関して）一様連続になっており，従って（後で述べる演習 1.1により）K 上の連続関数
に唯 1通りに拡張できる」ことを証明することにより克服される．すなわち，次の定理が
成り立つ．

定理 1.6. ˛ WD log2
5
3
とおく．このとき任意の u 2 F� と任意の x; y 2 V� に対し

ju.x/ � u.y/j2 � 400jx � yj
˛E .�/.u; u/: (1.28)
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定理 1.6の証明のため，まず次の補題を示す．

補題 1.7. 任意の u 2 F� と任意の x; y 2 V� に対し

ju.x/ � u.y/j2 � 100E .�/.u; u/: (1.29)

証明. まず次の事実に注意する：任意の v 2 RV1 と任意の y; ´ 2 V1 に対し，q 2 V1 が存
在して「y D q D ´」または「y

1
� q かつ q D ´」または「y

1
� q かつ q

1
� ´かつ y 6D ´」

であり（図 1.1も参照のこと），従って
jv.y/ � v.´/j � jv.y/ � v.q/j C jv.q/ � v.´/j

�
p

2
�
jv.y/ � v.q/j2 C jv.q/ � v.´/j2

�1=2

�
p

2
�3

5
E .1/.v; v/

�1=2

D

r
6

5
E .1/.v; v/1=2:

(1.30)

さて，u 2 F� と x 2 V� を任意に取る．このとき (1.3) により m 2 N が存在して
x 2 Vm であり，するとさらに (1.2)により w D w1 : : : wm 2 Wm が存在して x 2 Fw.V0/

であるので，j 2 S が存在して x D Fw.qj /となる．そこで ¹xkºm
kD0

� Vm を x0 WD q1,

および各 k 2 ¹1; : : : ; mºに対し xk WD Fw1:::wk
.qj /で定める．すると xm D x であり，ま

た各 k 2 ¹1; : : : ; mºに対し xk�1; xk 2 Fw1:::wk�1
.V1/（k D 1のとき w1 : : : wk�1 WD ;）

であるので (1.30)と補題 1.4および ¹E .n/.ujVn
; ujVn

/º1
nD0 の非減少性 (1.21)により

ju.xk�1/ � u.xk/j

D
ˇ̌
u ı Fw1:::wk�1

�
F �1

w1:::wk�1
.xk�1/

�
� u ı Fw1:::wk�1

�
F �1

w1:::wk�1
.xk/

�ˇ̌
�

r
6

5
E .1/.u ı Fw1:::wk�1

jV1
; u ı Fw1:::wk�1

jV1
/1=2

�

r
6

5

�3

5

� k�1
2

 X
�2Wk�1

�5

3

�k�1

E .1/.u ı F� jV1
; u ı F� jV1

/

!1=2

D

r
6

5

�3

5

� k�1
2 E .k/.ujVk

; ujVk
/1=2

�

r
6

5

�3

5

� k�1
2 E .�/.u; u/1=2:

(1.31)

よって x0 D q1 と xm D x および (1.31)により

ju.q1/ � u.x/j D

ˇ̌̌̌
ˇ mX
kD1

.u.xk�1/ � u.xk//

ˇ̌̌̌
ˇ �

mX
kD1

ju.xk�1/ � u.xk/j

�

mX
kD1

r
6

5

�3

5

� k�1
2 E .�/.u; u/1=2

�

p
6=5

1 �
p

3=5
E .�/.u; u/1=2

� 5E .�/.u; u/1=2

(1.32)

であり，(1.32)において x 2 V� は任意だったので任意の x; y 2 V� に対し
ju.x/ � u.y/j � ju.x/ � u.q1/j C ju.q1/ � u.y/j

� 5E .�/.u; u/1=2
C 5E .�/.u; u/1=2

D 10E .�/.u; u/1=2

となり (1.29)を得る．
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定理 1.6の証明. u 2 F� を任意に取る．x D y 2 V� の場合には (1.28) は明らかに成り
立つことに注意し，x 6D y を満たす x; y 2 V� を任意に取る．このとき m 2 N [ ¹0º が
2�m < 1

2
jx � yjを満たすならば，x 2 Kw かつ y 2 Kv となる任意の w; v 2 Wm に対し

Kw \ Kv D ;であることに注意し（実際，そのような w; v に対し q 2 Kw \ Kv が存在
すると仮定すると

jx � yj � jx � qj C jq � yj D 2�m
ˇ̌
F �1

w .x/ � F �1
w .q/

ˇ̌
C 2�m

ˇ̌
F �1

v .q/ � F �1
v .y/

ˇ̌
� 2�m

� 1 C 2�m
� 1 < jx � yj

となり矛盾する），n D nx;y 2 Nを次で定める：

n WD nx;y WD max
²

m 2 N [ ¹0º

ˇ̌̌̌
w; v 2 Wm が存在して x 2 Fw.V�/,
y 2 Fv.V�/, Fw.V�/ \ Fv.V�/ 6D ;

³
(1.33)

（(1.33)の右辺の集合は，上で注意したことにより ®
m 2 N[¹0º

ˇ̌
2�m �

1
2
jx �yj

¯に含ま
れるので有限集合であり，かつ明らかに 0; 1を含むので，その最大値 nは存在し n � 1）．
するとこの nは (1.33)の右辺の集合に属し，従って ®

m 2 N [ ¹0º
ˇ̌

2�m �
1
2
jx � yj

¯に
も属するので，w; v 2 Wn が存在して x 2 Fw.V�/, y 2 Fv.V�/, Fw.V�/ \ Fv.V�/ 6D ;,か
つ 2�n �

1
2
jx � yj,すなわち jx � yj � 21�n である．特に q 2 Fw.V�/ \ Fv.V�/を取る

ことができ，このとき補題 1.7と命題 1.5により

ju.x/ � u.y/j � ju.x/ � u.q/j C ju.q/ � u.y/j

D
ˇ̌
u ı Fw

�
F �1

w .x/
�

� u ı Fw

�
F �1

w .q/
�ˇ̌

C
ˇ̌
u ı Fv

�
F �1

v .q/
�

� u ı Fv

�
F �1

v .y/
�ˇ̌

� 10E .�/.u ı Fw jV�
; u ı Fw jV�

/1=2
C 10E .�/.u ı FvjV�

; u ı FvjV�
/1=2

� 10
p

2
�
E .�/.u ı Fw jV�

; u ı Fw jV�
/ C E .�/.u ı FvjV�

; u ı FvjV�
/
�1=2

� 10
p

2
�3

5

�n=2
 X

�2Wn

�5

3

�n

E .�/.u ı F� jV�
; u ı F� jV�

/

!1=2

D 10
p

2
�3

5

�n=2

E .�/.u; u/1=2 (1.34)

（ただし最後の不等式に w 6D v であることを用いた；この事実は次段落の冒頭で示す）．
他方，(1.1), (1.2), (1.3)により V� D

S
j 2S Fj .V�/であることに注意すると j; k 2 S を

x 2 Fw.Fj .V�// D Fwj .V�/, y 2 Fv.Fk.V�// D Fvk.V�/ となるように取れるが，ここ
で Fwj .V�/ \ Fvk.V�/ 6D ; と仮定すると wj; vk 2 WnC1 なので n C 1 は (1.33) の右辺
の集合に属することになり nが (1.33)の右辺の集合の最大値であることに矛盾するので，
Fwj .V�/ \ Fvk.V�/ D ;. またこのとき w D v と仮定すると Fj .V�/ \ Fk.V�/ 6D ; であ
ることと Fw の単射性により ; 6D Fw

�
Fj .V�/ \ Fk.V�/

�
D Fwj .V�/ \ Fvk.V�/ D ; と

なり矛盾する．よって w 6D v,すると (1.6)により Fw.V0/ \ Fv.V0/ D Kw \ Kv 6D ;か
つ Kwj \ Kvk D Fwj .V0/ \ Fvk.V0/ D ; であるが，このとき容易に確認できるように
（wj; vk 2 WnC1 がどのような語でなければならないかに関しては命題 1.2の (1.6)の証明
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における議論も参照のこと），これらの条件を満たす w; v; j; k に対する Kwj と Kvk の相
対的な配置の可能性はごく少数（どの配置を同じとみなすかにも依るが高々 8通り）に限ら
れ，かつそのいずれの場合も任意の a 2 Kwj と任意の b 2 Kvk に対し ja �bj �

p
3

2
2�n�1

となる．x 2 Fw.V�/, y 2 Fv.V�/であったので特に jx � yj �

p
3

2
2�n�1 が分かり，これ

と (1.34)および ˛ D log2
5
3
により

ju.x/ � u.y/j2 � 200.2�n/˛E .�/.u; u/ � 200

�
4

p
3

�˛

jx � yj
˛E .�/.u; u/

� 400jx � yj
˛E .�/.u; u/

となる（ただし最後の不等式に �
4p
3

�˛
< .25=4/˛ D

�
5
3

�5=4
< 2であることを用いた）．

演習 1.1. .X; �/を距離空間，Y を X の稠密な部分集合とし，u W Y ! Rは（距離関数 �

の Y への制限 �jY �Y について）一様連続であるとする．
(1) ujY D uを満たす連続関数 u W X ! Rが唯 1つ存在することを示せ．
(2) uは（距離関数 �について）一様連続であることを示せ．

(1.3)により V�はK（をR2上の Euclid距離R2�R2 3 .x; y/ 7! jx�yjの制限により距
離空間とみなしたもの）において稠密であるので，定理 1.6と演習 1.1-(1)により各 u 2 F�

は u 2 C.K/ に唯 1 通りに拡張されることが分かる．これを踏まえて，改めて「E .m/ の
m ! 1のときの極限」として (1.22)の F� � RV� と (1.24)の E .�/ W F� � F� ! Rの代
わりに F � C.K/と E W F � F ! Rを次のように定義し直す：

F WD

°
u 2 C.K/

ˇ̌̌
lim

m!1
E .m/.ujVm

; ujVm
/ < 1

±
D
®
u 2 C.K/ j ujV�

2 F�º; (1.35)

E.u; v/ WD lim
m!1

E .m/.ujVm
; vjVm

/ D E .�/.ujV�
; vjV�

/; u; v 2 F : (1.36)

F� が RV� の線型部分空間であることと (1.35) により，F は C.K/ の線型部分空間であ
り，また F から F� への全射線型写像 F 3 u 7! ujV�

2 F� が定まるが，演習 1.1-(1)の
一意性の主張によりこれは単射でもあり，従って線型同型である．さらに E .�/ が双線型，
対称，非負定値であることと (1.36)から E も双線型，対称，非負定値である．

定義 1.8. .E ;F/ を Sierpiński gasket K 上の標準 Dirichlet 形式 (the standrad Dirichlet

form)と呼ぶ（「Dirichlet形式」という用語については定理 1.24と脚注*12を参照のこと）．

命題 1.5および定理 1.6に対応する主張も F と E に対して全く同様に成り立つが，改
めて命題，定理として述べておく．

命題 1.9.

F D
®
u 2 C.K/

ˇ̌
任意の j 2 S に対し u ı Fj 2 F

¯
; (1.37)

E.u; v/ D
X
j 2S

5

3
E.u ı Fj ; v ı Fj /; u; v 2 F : (1.38)

17

令和4年度(第43回)数学入門公開講座テキスト(京都大学数理解析研究所，令和4年8月1日～8月4日開催 



証明. 任意の u 2 C.K/と任意の j 2 S に対し u ı Fj 2 C.K/であること，および (1.35),

(1.36)と命題 1.5より直ちに従う．

定理 1.10. ˛ WD log2
5
3
とおく．このとき任意の u 2 F と任意の x; y 2 K に対し

ju.x/ � u.y/j2 � 400jx � yj
˛E.u; u/: (1.39)

証明. u 2 F と x; y 2 V� を任意に取る．このとき (1.3)により V� は K において稠密で
あるので，¹xnº1

nD1; ¹ynº1
nD1 � V� で limn!1jx � xnj D 0 D limn!1jy � ynjを満たす

ものを取ることができ，するとさらに limn!1jxn � ynj D jx � yj,また u W K ! Rの連
続性により limn!1 u.xn/ D u.x/ かつ limn!1 u.yn/ D u.y/ となる．これらの事実と
¹xnº1

nD1; ¹ynº1
nD1 � V� であること，定理 1.6，および (1.35), (1.36)により

ju.x/ � u.y/j2 D lim
n!1

ˇ̌
ujV�

.xn/ � ujV�
.yn/

ˇ̌2
� lim

n!1
400jxn � ynj

˛E .�/.ujV�
; ujV�

/ D 400jx � yj
˛E.u; u/

となり主張が従う．

次の命題 1.11と命題 1.12および系 1.13は，(1.35)と (1.36)から直ちに従う .E ;F/の
基本性質である．1K W K ! Rを 1K.x/ WD 1で定義し，R1K WD ¹a1K j a 2 Rºとおく．

命題 1.11. R1K � ¹u 2 F j E.u; u/ D 0º.

証明. 任意の a 2 R に対し，a1K 2 C.K/, かつ (1.9) により任意の m 2 N [ ¹0º に
対し E .m/.a1K jVm

; a1K jVm
/ D 0 であるので，(1.35) と (1.36) により a1K 2 F かつ

E.a1K ; a1K/ D limm!1 E .m/.a1K jVm
; a1K jVm

/ D 0となり，主張が得られる．

命題 1.12. n 2 N, ¹ukºn
kD1

� F , u W K ! Rとし，任意の x; y 2 K に対し

ju.x/ � u.y/j2 �

nX
kD1

juk.x/ � uk.y/j2 (1.40)

と仮定する．このとき u 2 F かつ

E.u; u/ �

nX
kD1

E.uk ; uk/: (1.41)

証明. まず任意の x; y 2 K に対し (1.40)と定理 1.10により

ju.x/ � u.y/j2 �

nX
kD1

juk.x/ � uk.y/j2 � 400jx � yj
˛

nX
kD1

E.uk ; uk/
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であるので，u 2 C.K/である．次に任意のm 2 N[ ¹0ºに対し (1.9), (1.40), (1.21), (1.36)

および (1.35)により

E .m/.ujVm
; ujVm

/ D
1

2

X
x;y2Vm; x

m
�y

�5

3

�m

ju.x/ � u.y/j2

�
1

2

X
x;y2Vm; x

m
�y

�5

3

�m
 

nX
kD1

juk.x/ � uk.y/j2

!

D

nX
kD1

 
1

2

X
x;y2Vm; x

m
�y

�5

3

�m

juk.x/ � uk.y/j2

!

D

nX
kD1

E .m/.ukjVm
; ukjVm

/ �

nX
kD1

E.uk ; uk/ < 1:

(1.42)

そこで u 2 C.K/と (1.35)および (1.36)に注意しつつ (1.42)において m ! 1とするこ
とにより u 2 F と (1.41)が得られる．

系 1.13. u; v 2 F とする．
(1) f 2 ¹uC ^ 1; juj; uC; u�ºとする．このとき f 2 F かつ E.f; f / � E.u; u/.

(2) u _ v; u ^ v 2 F かつ E.u _ v; u _ v/ C E.u ^ v; u ^ v/ � E.u; u/ C E.v; v/.

(3) uv 2 F かつ E.uv; uv/ � 2kvk2
supE.u; u/ C 2kuk2

supE.v; v/.

証明. (1) 容易に確認できるように任意の x; y 2 K に対し jf .x/ � f .y/j � ju.x/ � u.y/j

であるので，命題 1.12により f 2 F かつ E.f; f / � E.u; u/.

(2) u _ v D
1
2
.u C v C ju � vj/, u ^ v D

1
2
.u C v � ju � vj/ であるので，(1) により

ju � vj; u _ v; u ^ v 2 F かつ E.ju � vj; ju � vj/ � E.u � v; u � v/であり，従って

E.u _ v; u _ v/ C E.u ^ v; u ^ v/ D
1

2

�
E.u C v; u C v/ C E.ju � vj; ju � vj/

�
�

1

2

�
E.u C v; u C v/ C E.u � v; u � v/

�
D E.u; u/ C E.v; v/:

(3) まず kuksup < 1かつ kvksup < 1であることに注意する；実際，定理 1.10により任
意の x 2 K に対し

ju.x/j � ju.x/ � u.q1/j C ju.q1/j � 20E.u; u/1=2
C ju.q1/j; (1.43)

従って kuksup D supx2K ju.x/j � 20E.u; u/1=2 C ju.q1/j < 1 であり，また同様に
kvksup < 1.さて，そこで u1 WD

p
2kvksupu, u2 WD

p
2kuksupv とおくと，u1; u2 2 F

であり，任意の x; y 2 K に対し

j.uv/.x/ � .uv/.y/j2 �
�
jv.x/jju.x/ � u.y/j C ju.y/jjv.x/ � v.y/j

�2
�
�
kvksupju.x/ � u.y/j C kuksupjv.x/ � v.y/j

�2
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� 2kvk
2
supju.x/ � u.y/j2 C 2kuk

2
supjv.x/ � v.y/j2

D ju1.x/ � u1.y/j2 C ju2.x/ � u2.y/j2

であるので，命題 1.12により uv 2 F かつ

E.uv; uv/ � E.u1; u1/ C E.u2; u2/ D 2kvk
2
supE.u; u/ C 2kuk

2
supE.v; v/

となり主張を得る．

1.3 Sierpiński gasket上の標準 Dirichlet形式 II：正則性（定義域の稠密性）
定理 1.6の直前の段落でも述べた通り，(1.35)と (1.36)で定義される .E ;F/を [13, 11, 8]

にある Dirichlet形式の一般論の枠組みに乗せるためには，「F が十分多くの連続関数を含
むこと」「.E ;F/が適切な形の完備性を有すること」を証明する必要がある．前者につい
ては，F の定義 (1.35)により F � C.K/は既知であるが，F 自身が十分大きい関数空間
になっていることはまだ証明していないことに注意しよう．実は以下で示すように，これ
らの性質は命題 1.3と .E ;F/の定義 (1.35), (1.36)および定理 1.10の簡単な帰結である．
まず F が十分大きい関数空間になっていることを見る（具体的には後の定理 1.18におい
て，F は Banach空間 .C.K/; k � ksup/の稠密な部分集合であることを証明する）．その本
質は，命題 1.3の帰結として得られる次の命題 1.14および定理 1.15にある．

命題 1.14. 各 m 2 N [ ¹0º に対し Hm;mC1 W RVm ! RVmC1 を，各 u 2 RVm に対し
vjVm

D uかつ E .mC1/.v; v/ D E .m/.u; u/を満たす唯 1つの v 2 RVmC1 をHm;mC1.u/と
おくことにより定める（命題 1.3によりそのような v は唯 1つ存在する）．次に m � nを
満たす各 m; n 2 N [ ¹0º に対し Hm;n W RVm ! RVn を Hm;n WD Hn�1;n ı � � � ı Hm;mC1

(Hm;m WD idRVm ) で定める．このとき m � n を満たす任意の m; n 2 N [ ¹0º に対し，
Hm;n は線型写像であり，さらに各 u 2 RVm に対し，Hm;n.u/jVm

D u,

E .m/.u; u/ D min
v2RVn ; vjVm Du

E .n/.v; v/ D E .n/
�
Hm;n.u/; Hm;n.u/

�
; (1.44)

かつHm;n.u/は (1.44)の中辺の最小値を達成する唯 1つの v である．

証明. m; n 2 N [ ¹0º は m � n を満たすとする．このとき命題 1.3（の (1.11)）により
Hm;mC1 は線型写像，従って Hm;n も線型写像である．次に u 2 RVm を任意に取る．す
ると vjVm

D u を満たす任意の v 2 RVn に対し命題 1.3 の (1.10) により E .n/.v; v/ �

E .m/.vjVm
; vjVm

/ D E .m/.u; u/ であり，他方 Hm;n の定義により Hm;n.u/jVm
D u かつ

E .n/
�
Hm;n.u/; Hm;n.u/

�
D E .m/.u; u/ であるので (1.44) が得られる．さらに vjVm

D u

と E .n/.v; v/ D E .m/.u; u/を満たす v 2 RVn を任意に取ると，m D nのときは v D u D

Hm;m.u/ である．m < n のときは任意の k 2 ¹m; : : : ; n � 1º に対し，命題 1.3 の (1.10)
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により

E .m/.u; u/ � E .k/.vjVk
; vjVk

/ � E .kC1/.vjVkC1
; vjVkC1

/ � E .n/.v; v/ D E .m/.u; u/;

従って E .kC1/.vjVkC1
; vjVkC1

/ D E .k/.vjVk
; vjVk

/ であるので Hk;kC1 の定義により
vjVkC1

D Hk;kC1.vjVk
/ となり，k 2 ¹m; : : : ; n � 1º は任意であるので（k について

の数学的帰納法により）任意の k 2 ¹m; : : : ; nºに対し vjVk
D Hm;k.vjVm

/ D Hm;k.u/,特
に v D vjVn

D Hm;n.u/となりHm;n.u/の一意性の主張を得る．

定理 1.15. m 2 N [ ¹0º とし，Hm;� W RVm ! RV� を，各 u 2 RVm と各 x 2 V� に対し
n � mかつ x 2 Vnを満たす n 2 N[¹0ºを任意に取りHm;�.u/.x/ WD Hm;n.u/.x/とおく
ことで定める（k � n � mを満たす任意の n; k 2 N [ ¹0ºに対しHm;n.u/ D Hm;k.u/jVn

なので，Hm;n.u/.x/ の値は n の取り方に依存せずに定まることに注意する）．このとき
Hm;� は線型写像で Hm;�.RVm/ � F� を満たす．そこでさらに Hm W RVm ! F を，各
u 2 RVm に対し vjV�

D Hm;�.u/を満たす唯 1つの v 2 F をHm.u/とおくことにより定
める（そのような v は定理 1.6と演習 1.1-(1)により唯 1つ存在し (1.35)により F に属す
る）．このときHm は線型写像であり，さらに各 u 2 RVm に対し，Hm.u/jVm

D u,

E .m/.u; u/ D min
v2F ; vjVm Du

E.v; v/ D E
�
Hm.u/; Hm.u/

�
; (1.45)

かつHm.u/は (1.45)の中辺の最小値を達成する唯 1つの v である．

証明. 命題 1.14により n � mを満たす任意の n 2 N [ ¹0ºに対し Hm;n は線型写像であ
り，このことと Hm;� の定義により Hm;� も線型写像である．次に u 2 RVm とすると，
Hm;�.u/の定義と命題 1.14の (1.44)により n � mを満たす任意の n 2 N [ ¹0ºに対し

E .n/
�
Hm;�.u/jVn

; Hm;�.u/jVn

�
D E .n/

�
Hm;n.u/; Hm;n.u/

�
D E .m/.u; u/

であり，これと (1.22)および (1.24)によりHm;�.u/ 2 F� かつ

E .�/
�
Hm;�.u/; Hm;�.u/

�
D lim

n!1
E .n/

�
Hm;�.u/jVn

; Hm;�.u/jVn

�
D E .m/.u; u/: (1.46)

以上で Hm;�.RVm/ � F� が示せたので，さらに Hm W RVm ! F を主張のように定
めることができるが，このとき Hm は線型写像 Hm;� に後ろから線型同型 F 3 v 7!

vjV�
2 F� の逆写像を合成したものに他ならないので線型写像である．さて，再び

u 2 RVm とする．このとき Hm; Hm;�; Hm;m の定義により Hm.u/jVm
D Hm;�.u/jVm

D

Hm;m.u/ D u, かつ vjVm
D u を満たす任意の v 2 F に対し (1.21) と (1.36) により

E.v; v/ � E .m/.vjVm
; vjVm

/ D E .m/.u; u/ であり，他方 (1.36), Hm.u/jV�
D Hm;�.u/ と

(1.46)により

E
�
Hm.u/; Hm.u/

�
D E .�/

�
Hm;�.u/; Hm;�.u/

�
D E .m/.u; u/
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であるので (1.45)が得られる．さらに vjVm
D uと E.v; v/ D E .m/.u; u/を満たす v 2 F

を任意に取ると，n � m を満たす任意の n 2 N [ ¹0º に対し命題 1.14 の (1.44) および
(1.21)と (1.36)により

E .m/.u; u/ D min
g2RVn ; gjVm Du

E .n/.g; g/ � E .n/.vjVn
; vjVn

/ � E.v; v/ D E .m/.u; u/;

従って E .n/.vjVn
; vjVn

/ D ming2RVn ; gjVm Du E .n/.g; g/であるので命題 1.14中のHm;n.u/

の一意性の主張により vjVn
D Hm;n.u/ となるが，n 2 N [ ¹0º は n � m を満たす限

り任意であったので Hm;� の定義により vjV�
D Hm;�.u/, ゆえに Hm.u/ の定義により

v D Hm.u/となりHm.u/の一意性の主張を得る．

定理 1.15において u 2 RVm が定数関数，すなわち a 2 Rが存在して u D a1K jVm
で

ある場合には
Hm.a1K jVm

/ D a1K (1.47)

となることに注意しよう．実際，(1.9)により E .m/.a1K jVm
; a1K jVm

/ D 0,また命題 1.11

により a1K 2 F かつ E.a1K ; a1K/ D 0であり，さらに (1.9)と (1.36)により任意の v 2 F
に対し E.v; v/ � 0 であるので，(1.45) の最小値は 0 であり v D a1K により達成され，
よってそのような v がHm.a1K jVm

/唯 1つであることによりHm.a1K jVm
/ D a1K .

.E ;F/が自己相似的な形で構成されていることの帰結として，定理 1.15のHm.u/につ
いてはさらに次が成り立つ．

命題 1.16. m; n 2 N [ ¹0ºは n � mを満たすとし，u 2 RVm , w 2 Wn とする．このとき

Hm.u/ ı Fw D Hm�n.u ı Fw jVm�n
/: (1.48)

証明. 定理 1.15 により Hm.u/jVm
D u なので各 � 2 Wn に対し Hm.u/ ı F� jVm�n

D

u ı F� jVm�n
であることに注意すると，定理 1.15の (1.45),命題 1.9と補題 1.4により

E .m/.u; u/ D E
�
Hm.u/; Hm.u/

�
D

X
�2Wn

�5

3

�n

E
�
Hm.u/ ı F� ; Hm.u/ ı F�

�
�

�5

3

�n

E .m�n/.u ı Fw jVm�n
; u ı Fw jVm�n

/

C
X

�2Wnn¹wº

�5

3

�n

E
�
Hm.u/ ı F� ; Hm.u/ ı F�

�
�
X

�2Wn

�5

3

�n

E .m�n/.u ı F� jVm�n
; u ı F� jVm�n

/ D E .m/.u; u/:

(1.49)

従って (1.49) の各辺はいずれも E .m/.u; u/ に等しく，特に (1.49) の最初の不等号にお
いて等号が成り立つので，P�2Wnn¹wº.

5
3
/nE

�
Hm.u/ ı F� ; Hm.u/ ı F�

� を引き去り . 3
5
/n

を掛けることにより E
�
Hm.u/ ı Fw ; Hm.u/ ı Fw

�
D E .m�n/.u ı Fw jVm�n

; u ı Fw jVm�n
/

22

令和4年度(第43回)数学入門公開講座テキスト(京都大学数理解析研究所，令和4年8月1日～8月4日開催 



が得られる．これと Hm.u/ ı Fw jVm�n
D u ı Fw jVm�n

および定理 1.15 の (1.45) に
より Hm.u/ ı Fw は最小値 minv2F ; vjVm�n DuıFw jVm�n

E.v; v/ を達成する v のうちの 1

つであり，定理 1.15 によりそのような v は Hm�n.u ı Fw jVm�n
/ 唯 1 つであるので

Hm.u/ ı Fw D Hm�n.u ı Fw jVm�n
/となる．

系 1.17. K の任意の空でない有限部分集合 V に対し ¹ujV j u 2 Fº D RV .

証明. ¹ujV j u 2 Fº � RV は明らかであるので，逆の包含関係を示せばよい．#V D 1

のときは，命題 1.11 により R1K � F であることから主張は直ちに従う．そこで以
下 #V � 2 と仮定し，minx;y2V; x 6Dy jx � yj > 0 であることに注意して m 2 N を
21�m < minx;y2V; x 6Dy jx � yj を満たすように取る．(1.4) により K D

S
w2Wm

Kw であ
ることに注意し，各 x 2 V に対し wx 2 Wm を x 2 Kwx

となるように取る．このとき
x 6D y を満たす各 x; y 2 V に対し，´ 2 Kwx

\ Kwy
が存在すると仮定すると 21�m <

jx � yj � jx � ´j C j´ � yj � 2�m C 2�m D 21�m となり矛盾するのでKwx
\ Kwy

D ;で
ある．さて，そこで f 2 RV を任意に取り，v 2 RVm を各 x 2 V と各 y 2 Fwx

.V0/に対
し v.y/ WD f .x/,また各 y 2 Vm n

S
x2V Fwx

.V0/に対し v.y/ WD 0で定め，u WD Hm.v/

とおく．このとき定理 1.15により u 2 F であり，また各 x 2 V に対し命題 1.16と v の
定義および (1.47)により u ı Fwx

D H0.v ı Fwx
jV0

/ D H0.f .x/1K jV0
/ D f .x/1K ,従っ

て x 2 Kwx
により u.x/ D u ı Fwx

�
F �1

wx
.x/
�

D f .x/ であるので，f D ujV . ゆえに
f 2 ¹ujV j u 2 Fºであり，ここで f 2 RV は任意であったのでRV � ¹ujV j u 2 Fº.

以上の準備の下，次の定理 1.18を証明することができる．

定理 1.18. F は Banach 空間 .C.K/; k � ksup/ において稠密である，すなわち任意の
f 2 C.K/と任意の " 2 .0; 1/に対し u 2 F が存在して kf � uksup < ".

定理 1.18は，位相空間論においてよく知られている次の定理から導かれる．

定理 1.19 (Stone–Weierstrassの定理). X をコンパクト位相空間，Aを C.X/の線型部分空
間とするとき，Aが次の 3条件を満たすならばAは .C.X/; k � ksup/において稠密である：
(SW1) 任意の u; v 2 Aに対し uv 2 A.

(SW2) x 6D y を満たす任意の x; y 2 X に対し，u 2 Aが存在して u.x/ 6D u.y/.

(SW3) 任意の x 2 X に対し v 2 Aが存在して v.x/ 6D 0.

証明. 位相空間論の標準的な教科書（例えば [59,定理 29.4]）を参照のこと．

定理 1.19は有名な定理ではあるが，大学 1～2年生レベルの数学においては馴染み深い
とは言い難いと思われる．そこで以下ではまず定理 1.18の定理 1.19を用いた証明を紹介
し，その後で定理 1.19を用いない定理 1.18の直接証明を与えることにする．
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定理 1.18の証明. まず K はコンパクト距離空間である．また (1.35)の直後に注意したよ
うにF は C.K/の線型部分空間であり，系 1.13-(3)により任意の u; v 2 F に対し uv 2 F ,

すなわち F は定理 1.19-(SW1)を満たす．次に x 6D y を満たす任意の x; y 2 K に対し，
系 1.17を V WD ¹x; yºとして用いることにより u 2 F が存在して u.x/ D 1 6D 0 D u.y/

となり，ゆえに F は定理 1.19-(SW2)を満たす．さらに任意の x 2 K に対し v WD 1K と
取れば命題 1.11により v 2 F かつ v.x/ D 1K.x/ D 1 6D 0,従って F は定理 1.19-(SW3)

も満たす．よって K と F は Stone–Weierstrassの定理（定理 1.19）の仮定を全て満たす
ので，同定理により F は .C.K/; k � ksup/において稠密である．

定理 1.18の定理 1.19を用いない直接証明. [59, 定理 29.4 の証明-(4),(5)] に倣う．(1.35)

の直後に注意したように F は C.K/の線型部分空間である．F が .C.K/; k � ksup/におい
て稠密であることを示すため，f 2 C.K/と " 2 .0; 1/を任意に取る．
まず，x 2 Kを任意に取るとき，v 2 F が存在して v.x/ D f .x/かつ v > f �"となるこ

とを示そう．（ただしここで v > f �"は任意の ´ 2 K に対し v.´/ > f .´/�"であること
を意味する．以下の同種の不等式についても同様である．）Fx WD ¹u 2 F j u.x/ D f .x/º

とおく．任意の y 2 K に対し，系 1.17 により u 2 F が存在して u.x/ D f .x/ か
つ u.y/ D f .y/ であり，すると u 2 Fx かつ y 2 .u � f /�1..�"; 1// であるが，
y 2 K は任意なので K D

S
u2Fx

.u � f /�1..�"; 1//となる．ここで各 u 2 Fx に対し
u � f 2 C.K/ なので .u � f /�1..�"; 1// は K の開集合であり，従って K のコンパク
ト性により m 2 Nと ¹uj ºm

j D1 � Fx が存在して K D
Sm

j D1.uj � f /�1..�"; 1//.そこで
v WD maxj 2¹1;:::;mº uj と定めると，系 1.13-(2) により v 2 F , また ¹uj ºm

j D1 � Fx により
v.x/ D f .x/であり，さらに K D

Sm
j D1.uj � f /�1..�"; 1//により v > f � ".

次に G WD ¹v 2 F j v > f � "º とおく．このとき任意の x 2 K に対し，前段落の
結果により v 2 G が存在して v.x/ D f .x/, 従って x 2 .v � f /�1..�1; "// であるが，
x 2 K は任意なので K D

S
v2G.v � f /�1..�1; "// となる．ここで各 v 2 G に対し

v � f 2 C.K/ なので .v � f /�1..�1; "// は K の開集合であり，従って K のコンパク
ト性により n 2 N と ¹vkºn

kD1
� G が存在して K D

Sn
kD1.vk � f /�1..�1; "//. そこで

w WD mink2¹1;:::;nº vk と定めると，系 1.13-(2) により w 2 F , また ¹vkºn
kD1

� G により
w > f � " であり，さらに K D

Sn
kD1.vk � f /�1..�1; "// により w < f C ", 従って

kw � f ksup � ". すなわち「w 2 F が存在して kw � f ksup � "」が得られたが，ここで
f 2 C.K/と " 2 .0; 1/は任意だったのでこれは任意の f 2 C.K/が .C.K/; k � ksup/に
おける F の閉包に属することを意味し，ゆえに F は .C.K/; k � ksup/ において稠密であ
る．

1.4 Sierpiński gasket上の標準 Dirichlet形式 III：閉性（定義域の完備性）
次に .E ;F/の完備性については以下の定理 1.20が成り立つ．
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定理 1.20. ¹u 2 F j E.u; u/ D 0º D R1K であり，.F=R1K ; E/は Hilbert空間である．

証明. R1K � ¹u 2 F j E.u; u/ D 0º であることは命題 1.11 として既に示した．逆に
E.u; u/ D 0を満たす u 2 F を任意に取る．このとき vjV0

D ujV0
を満たす任意の v 2 F

に対し E.u; u/ D 0 � E.v; v/であるので 0 D E.u; u/ D minv2F ; vjV0
DujV0

E.v; v/となる
が，定理 1.15の (1.45)とその後の主張によりこの最小値は v D H0.ujV0

/のときに限り
達成され E .0/.ujV0

; ujV0
/に等しいので，u D H0.ujV0

/かつ E .0/.ujV0
; ujV0

/ D 0.すると
E .0/.ujV0

; ujV0
/ D 0と (1.9)により u.q1/ D u.q2/ D u.q3/,すなわち ujV0

D u.q1/1K jV0

となるので，(1.47)により u D H0.ujV0
/ D H0.u.q1/1K jV0

/ D u.q1/1K 2 R1K .（なお，こ
れは次のようにしても示せる：任意の x 2 K に対し定理 1.10により 0 � ju.x/�u.q1/j �

20jx � q1j˛=2E.u; u/1=2 D 0,従って u.x/ D u.q1/であるので，u D u.q1/1K 2 R1K .）ゆ
えに ¹u 2 F j E.u; u/ D 0º � R1K であり，従って ¹u 2 F j E.u; u/ D 0º D R1K .

さて，任意の u; v 2 F と任意の a; b 2 R に対し命題 1.11 と E に対する Cauchy–

Schwarz の不等式（補題 A.1 の (A.1)）（もしくは (1.9) と (1.36)）により E.u; v/ D

E.u C a1K ; v C b1K/であるので E.u; v/は u; v の定める F=R1K の元だけで決まること
になり，よって E を自然に .F=R1K/ � .F=R1K/上の実数値関数と見なすことができる．
このとき E が F=R1K 上の内積になっていることは ¹u 2 F j E.u; u/ D 0º D R1K から
容易に確認できるので，あとはこの内積により定まる F=R1K 上の距離関数が完備である
ことを示せばよい．
そこで ¹unº1

nD1 � F は limk^l!1 E.uk � ul ; uk � ul / D 0 を満たすとする．un の代
わりに un � un.q1/1K を考えることにより任意の n 2 Nに対し un.q1/ D 0と仮定してよ
い．x 2 K を任意に取ると，任意の k; l 2 Nに対し定理 1.10により

0 � juk.x/ � ul .x/j D
ˇ̌
.uk � ul /.x/ � .uk � ul /.q1/

ˇ̌
� 20jx � q1j

˛=2E.uk � ul ; uk � ul /
1=2 k^l!1

�����! 0

なので limk^l!1juk.x/ � ul .x/j D 0, すなわち ¹un.x/º1
nD1 は R における Cauchy 列で

あり，従って極限値 u.x/ WD limn!1 un.x/ 2 R が存在する．この u W K ! R に対し
u 2 F かつ limn!1 E.u � un; u � un/ D 0であることを示そう．まず u 2 C.K/を示す．
F 3 v 7! E.v; v/1=2 に対する 3 角不等式（補題 A.1 の (A.2)）により任意の k; l 2 N に
対し

0 �
ˇ̌
E.uk ; uk/1=2

� E.ul ; ul /
1=2
ˇ̌

� E.uk � ul ; uk � ul /
1=2 k^l!1

�����! 0

なので limk^l!1

ˇ̌
E.uk ; uk/1=2 � E.ul ; ul /

1=2
ˇ̌

D 0,すなわち ®
E.un; un/1=2

¯1

nD1
は Rに

おける Cauchy列であり，従って極限値 A WD limn!1 E.un; un/1=2 2 Rが存在する．す
ると任意の x; y 2 K に対し定理 1.10により

ju.x/ � u.y/j D lim
n!1

jun.x/ � un.y/j � lim
n!1

20jx � yj
˛=2E.un; un/1=2

D 20Ajx � yj
˛=2
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となるので，u 2 C.K/である．次に u 2 F かつ limn!1 E.u � un; u � un/ D 0である
ことを示すために，" 2 .0; 1/を任意に取り，N 2 Nを k ^ l � N なる任意の k; l 2 N
に対し E.uk � ul ; uk � ul / � "となるように取る．k; l 2 Nは k ^ l � N を満たすとし，
m 2 N [ ¹0ºとする．このとき ¹E .n/.ujVn

; ujVn
/º1

nD0 � Œ0; 1/の非減少性 (1.21)および
(1.36)により

E .m/
�
.ul � uk/jVm

; .ul � uk/jVm

�
� E.ul � uk ; ul � uk/ � " (1.50)

であるが，(1.9)の右辺の和は有限（個の項から成る）和であるので (1.50)により

E .m/
�
.u � uk/jVm

; .u � uk/jVm

�
D lim

l!1
E .m/

�
.ul � uk/jVm

; .ul � uk/jVm

�
� "; (1.51)

従って (1.51)で m ! 1とすることにより limm!1 E .m/
�
.u � uk/jVm

; .u � uk/jVm

�
� "

となり，これと u � uk 2 C.K/, (1.35)および (1.36)により u � uk 2 F かつ

E.u � uk ; u � uk/ D lim
m!1

E .m/
�
.u � uk/jVm

; .u � uk/jVm

�
� ": (1.52)

ゆえに u D .u � uk/ C uk 2 F であり，また (1.52)により k � N を満たす任意の k 2 N
に対し E.u � uk ; u � uk/ � "であるので limn!1 E.u � un; u � un/ D 0が従う．

(0.5) を思い出すと，.E ;F/ を通して Laplacian を定義するためには K 上の関数に対
する L2-内積 h�; �i を導入する必要があり，.E ;F/ の完備性も（付録 A の定理 A.2 にも
あるように）内積 E C h�; �i に関する F の完備性として定式化する必要がある．K 上の
関数に対する L2-内積は本来は測度論の枠組みを通して定義されるべきものではあるが，
Sierpiński gasket K 上の Laplacianに対する解析学を展開する限りにおいては連続でない
関数を考える必要はほとんどないため，本稿では読者に測度論の知識を要求しないで済む
ように L2-内積は「Riemann積分」的な形で次の定義 1.21のように定式化しておく．

定義 1.21. � W W� ! .0; 1/ が次の 2 条件を満たすとき，� は .K; S; ¹Fj ºj 2S / 上の前測
度であるという：
(PM1) 任意の w 2 W� に対し �.w/ D

P
j 2S �.wj /.

(PM2) 任意の w 2 W� n ¹;ºと任意の j 2 S に対し limn!1 �.wj n/ D 0.*10

� を .K; S; ¹Fj ºj 2S /上の前測度とするとき，u 2 C.K/の � に関する積分 R
K

u d� 2 RをZ
K

u d� WD lim
m!1

X
w2Wm

u.Fw.q1//�.w/ (1.53)

で定義し，各 u; v 2 C.K/に対し hu; vi� WD
R

K
uv d�, kuk� WD

�R
K

u2 d�
�1=2 と定める．

*10 (PM2)は，(PM1)を満たす � W W� ! .0; 1/について，K 上の Borel測度 Q� で任意の w 2 W� に対し
Q�.Kw/ D �.w/ を満たすものが存在するための必要十分条件である．またそのような Q� が存在すると
き，Q� は唯 1つに限られ Q�.V� n V0/ D 0を満たし，さらに各 u 2 C.K/に対し (1.53)の右辺の極限値
は uのK 上での測度 Q� に関する積分

R
K u d Q� に一致する．測度論をご存知の読者の方には，これらの

主張の証明を各自試みられることをお勧めする（命題 1.2の (1.6)の証明における議論も参照のこと）．
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演習 1.2. � を .K; S; ¹Fj ºj 2S /上の前測度とする．
(1) u 2 C.K/とする．このとき (1.53)の右辺の極限値が Rにおいて存在することを示せ．
(2) h�; �i� W C.K/ � C.K/ ! Rは C.K/上の内積であること，すなわち双線型，対称，非
負定値で ¹u 2 C.K/ j hu; ui� D 0º D ¹0ºを満たすことを示せ．

命題 1.22. � を .K; S; ¹Fj ºj 2S /上の前測度とする．このとき内積 E� WD E C h�; �i� の下で
F は完備（すなわち .F ; E�/は Hilbert空間）である．

証明. まず任意の u 2 F と任意の x; y 2 K に対し，定理 1.10により

ju.x/j2 �
�
ju.x/ � u.y/j C ju.y/j

�2
� 2ju.x/ � u.y/j2 C 2ju.y/j2

� 800E.u; u/ C 2ju.y/j2
(1.54)

であるので，(1.54)の各辺を x 2 K もしくは y 2 K の連続関数とみなしその � に関する
積分を取ることにより

E�.u; u/ D E.u; u/ C

Z
K

u2 d� � .1 C 800�.;//E.u; u/ C 2�.;/ju.y/j2; (1.55)

ju.x/j2 � 800E.u; u/ C 2�.;/�1

Z
K

u2 d� � .800 C 2�.;/�1/E�.u; u/: (1.56)

さて，内積 E� により定まるF 上の距離関数が完備であることを示すために，¹unº1
nD1 �

F は limk^l!1 E�.uk � ul ; uk � ul / D 0を満たすとする．このとき任意の k; l 2 Nに対
し (1.56)により

0 � juk.q1/ � ul .q1/j � .800 C 2�.;/�1/1=2E�.uk � ul ; uk � ul /
1=2 k^l!1

�����! 0

なので limk^l!1juk.q1/ � ul .q1/j D 0,すなわち ¹un.q1/º1
nD1 は Rにおける Cauchy列

であり，従って極限値 a WD limn!1 un.q1/ 2 Rが存在する．また任意の k; l 2 Nに対し
0 � E.uk�ul ; uk�ul / � E�.uk�ul ; uk�ul /であるので limk^l!1 E.uk�ul ; uk�ul / D 0

でもあり，従って定理 1.20により u 2 F が存在して limn!1 E.u � un; u � un/ D 0かつ
u.q1/ D a.すると y D q1 に対する (1.55)により任意の n 2 Nに対し

0 � E�.u � un; u � un/ � .1 C 800�.;//E.u � un; u � un/ C 2�.;/j.u � un/.q1/j2

D .1 C 800�.;//E.u � un; u � un/ C 2�.;/ja � un.q1/j2
n!1
����! 0

であるので limn!1 E�.u � un; u � un/ D 0となり，ゆえに F は内積 E� により定まる距
離関数に関し完備である．
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1.5 Sierpiński gasket 上の標準 Dirichlet 形式 IV：強局所的な正則対称
Dirichlet形式としての標準 Dirichlet形式

本節の目標は空間変数に関する偏微分作用素 (0.3)の対応物とみなせるような「K 上の
Laplacian �」を .E ;F/を通して構成することであるが，(0.3)の対応物であるからには「K

上の Laplacian �」は局所性「U が K の開集合で ujU D vjU ならば .�u/jU D .�v/jU」
および �1K D 0 を満たしているべきである．次の命題 1.23 はこれに対応する性質を
.E ;F/が満たしていることを主張しており，またこれは物理学的には「.E ;F/を通して定
まる熱方程式の下では，熱は K 内を連続的に伝わりかつ K の外部には流出しない」こと
を意味している．

命題 1.23. .E ;F/ は強局所的 (strongly local) である，すなわち suppK Œu� \ suppK Œv �

a1K � D ;をある a 2 Rに対して満たす任意の u; v 2 F に対し E.u; v/ D 0.

証明. A WD suppK Œu� とおく．記号 0.2-(9) において定義したように A D u�1.R n ¹0º/
K

であり，従って Aは K の閉集合かつ ujKnA D 0である．A D ;のときは u D 0となり
E.u; v/ D E.0; v/ D 0,そこで以下 A 6D ;と仮定する．u; v に対する仮定により a 2 Rが
存在して A \ suppK Œv � a1K � D ;であり，U WD K n suppK Œv � a1K �とおくと U は K

の開集合で A � U かつ vjU D a1K jU となる．U D K のときは v D a1K 2 R1K なので
命題 1.11 と E に対する Cauchy–Schwarz の不等式（補題 A.1 の (A.1)）（もしくは (1.9)

と (1.36)）により E.u; v/ D 0となり，そこで以下さらに U 6D K すなわち K n U 6D ;と
仮定する．
さて，x 2 K に対し dist.x; K n U / WD infy2KnU jx � yjと定めると，Euclidノルム j�j

に対する 3 角不等式と K n U 6D ; により dist.�; K n U / は K 上の Œ0; 1/-値連続関数
になることが容易に確認でき，さらに U が K の開集合であることから任意の x 2 U

に対し dist.x; K n U / > 0 が従う．ここで A はコンパクト位相空間 K の閉集合として
それ自身コンパクトであり，よってコンパクト位相空間上の連続関数に対する最大値・
最小値の存在定理（例えば [59, 定理 22.3-系] を参照）により dist.�; K n U /jA は最小値
ı WD min´2A dist.´; K nU /を持つが，A � U によりこの A上の関数は .0; 1/-値であるの
で ı > 0.そこでm 2 Nを 2�m < ıとなるように取ると，各 w 2 Wm に対し次（のうちの
いずれか 1つ）が成り立つ．まずA\Kw D ;すなわちKw � K nAのときは，ujKnA D 0

により ujKw
D 0なので u ı Fw D 0である．次に A \ Kw 6D ;のときは，´ 2 A \ Kw を

取ることができ，すると任意の x 2 Kw に対し j´ � xj � 2�m < ı � dist.´; K n U /により
x 62 K nU すなわち x 2 U となるので，Kw � U ,ところがこのとき vjU D a1K jU なので
vjKw

D a1K jKw
となり，よって v ı Fw D a1K .ゆえに任意の w 2 Wm に対し，命題 1.9

の (1.37)により uıFw ; v ıFw 2 F であり，かつ uıFw D 0または v ıFw D a1K 2 R1K
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であるので命題 1.11と E に対する Cauchy–Schwarzの不等式（補題 A.1の (A.1)）（もし
くは (1.9) と (1.36)）により E.u ı Fw ; v ı Fw/ D 0 となる．従って命題 1.9 の (1.38) に
より E.u; v/ D

P
w2Wm

. 5
3
/mE.u ı Fw ; v ı Fw/ D 0となるので，.E ;F/は強局所的であ

る．

以上で，(1.35)と (1.36)で定義される .E ;F/を [13, 11, 8]にある Dirichlet形式の一般
論の枠組みに乗せるための準備は完了である．これを次の定理 1.24としてまとめておく．

定理 1.24. � を .K; S; ¹Fj ºj 2S /上の前測度とする．このとき .E ;F/は .K; �/上の強局所
的な正則対称 Dirichlet形式である，すなわち次が成り立つ：*11*12

(DF1)（閉性）.F ; E�/は Hilbert空間である．
(DF2)（Markov性）任意の u 2 F に対し uC ^ 1 2 F かつ E.uC ^ 1; uC ^ 1/ � E.u; u/.

(DF3)（正則性）F \ Cc.K/は .F ; E�/においても .Cc.K/; k � ksup/においても稠密である．
(DF4)（強局所性）suppK Œu� \ suppK Œv � a1K � D ;をある a 2 Rに対して満たす任意の

u; v 2 F \ Cc.K/に対し E.u; v/ D 0.

証明. (DF1) は命題 1.22 で，(DF2) は系 1.13-(1) で，(DF4) は命題 1.23 で既に示した．
(DF3) については，K がコンパクト位相空間であることから Cc.K/ D C.K/（Cc.K/ に
ついては記号 0.2-(9) を参照）であり，また (1.35) により F � C.K/ D Cc.K/ なので
F \ Cc.K/ D F であることに注意すると，F \ Cc.K/ D F は .F ; E�/において明らかに
稠密であり，さらに定理 1.18により .Cc.K/; k � ksup/ D .C.K/; k � ksup/においても稠密で
ある．

1.6 Sierpiński gasket上の Laplacianとそのスペクトル分解
ここまでに証明した .E ;F/の性質を用いて，「K 上の Laplacian」を以下の定義 1.26の

ように (0.5)と同様の関係式により定義することができる．まず次の補題が必要である．

*11 以下の定理 1.24の証明で述べる通り，今の状況では F \ Cc.K/ D F である．定理 1.24-(DF3),(DF4)に
おいて単に F と書くのではなくわざわざ F \ Cc.K/と書いているのは，次の脚注*12で一般の状況にお
ける定義を紹介するのに好都合だからである．

*12 ここに現れた諸概念は，一般には次のように定義される（以下，本脚注においては本節の本文での
記号遣いは忘れるものとする）．.K;B; �/ を測度空間，F を L2.K; �/ の稠密な線型部分空間とし，
E W F � F ! R は双線型，対称，非負定値であるとする．L2.K; �/ の内積を h�; �i� で表すものとし，
E� WD E C h�; �i� とおく．.E;F/ が定理 1.24-(DF1),(DF2) を満たすとき，.E;F/ は L2.K; �/ 上の対
称 Dirichlet 形式 (symmetric Dirichlet form) であるという．また，K が局所コンパクト可分距離化可能
空間，BがK の Borel � -加法族，� がK の任意のコンパクト集合上で有限かつK の任意の空でない開
集合上で正であり，かつ .E;F/ が L2.K; �/ 上の対称 Dirichlet 形式で定理 1.24-(DF3) を満たすとき，
.E;F/ は .K; �/ 上の正則対称 Dirichlet 形式 (regular symmetric Dirichlet form) であるという．さらに
.K; �/上の正則対称 Dirichlet形式 .E;F/が定理 1.24-(DF4)を満たすとき，.E;F/は強局所的 (strongly
local)であるという．これらの定義についての詳細は [11, Sections 1.1, 1.3, 1.4 and 3.1]を参照のこと．
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補題 1.25. � を .K; S; ¹Fj ºj 2S / 上の前測度とし，f; g 2 C.K/ は任意の v 2 F に対し
hf; vi� D hg; vi� を満たすとする．このとき f D g.

証明. u WD f � g とおき，" 2 .0; 1/を任意に取る．f; g 2 C.K/により u 2 C.K/であ
るので，定理 1.18により v 2 F が存在して ku � vksup < �.;/�1=2"となる．するとこの
とき v 2 F と f; g に対する仮定により hu; vi� D hf; vi� � hg; vi� D 0であり，これと演
習 1.2-(2)および h�; �i� に対する Cauchy–Schwarzの不等式（補題 A.1の (A.1)）により

0 � kuk
2
� D hu; ui� D hu; u � vi� � kuk�ku � vk� � kuk�

�Z
K

"2

�.;/
d�

�1=2

D "kuk�

となるので kuk2
� � "kuk� � 0, すなわち 0 � kuk� � " であるが，" 2 .0; 1/ は任意で

あったので kuk� D 0となり，従って演習 1.2-(2)により u D 0,ゆえに f D g.

定義 1.26. � を .K; S; ¹Fj ºj 2S /上の前測度とする．このとき，まず DŒ�� � � F を

DŒ�� � WD
®
u 2 F

ˇ̌
f 2 C.K/が存在して任意の v 2 F に対し E.u; v/ D hf; vi�

¯
(1.57)

で定義し，さらに �� W DŒ�� � ! C.K/を次のように定める：各 u 2 DŒ�� �に対し，補題
1.25により (1.57)のような f 2 C.K/は唯 1つしかないことに注意して

��u WD �f （ただし f は uに対し (1.57)の性質を満たす唯 1つの C.K/の元）．(1.58)

�� を .E ;F/に対応する �-Laplacianと呼ぶ．

� を .K; S; ¹Fj ºj 2S /上の前測度とする．定義 1.26の (1.57)と (1.58)により容易に分か
るように，DŒ�� �は C.K/の線型部分空間，�� は線型写像である．さらに次の定理 1.27

に述べるように，�� はその固有関数から成る内積空間 .C.K/; h�; �i�/の完全正規直交系に
より「対角化」（スペクトル分解）される．

定理 1.27. � を .K; S; ¹Fj ºj 2S / 上の前測度とする．このとき非負実数の非減少列
¹��

nº1
nD1 � Œ0; 1/と DŒ�� �の元の列 ¹'�

nº1
nD1 � DŒ�� �で次の (1), (2), (3)を満たすもの

が存在する：
(1)（'�

n は固有値 ��
n の固有関数）任意の n 2 Nに対し

���'�
n D ��

n'�
n : (1.59)

(2)（¹'�
nº1

nD1 は内積空間 .C.K/; h�; �i�/ の正規直交系）任意の n 2 N に対し k'�
nk� D 1,

かつ n 6D k を満たす任意の n; k 2 Nに対し h'�
n ; '�

k
i� D 0.

(3)（¹'�
nº1

nD1 は内積空間 .C.K/; h�; �i�/において完全）f 2 C.K/が任意の n 2 Nに対し
hf; '�

ni� D 0を満たすならば f D 0.

さらに limn!1 ��
n D 1である．
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定理 1.27は内積空間 .C.K/; h�; �i�/と .E ;F/に定理 A.2を適用することにより得られ
るが，定理 A.2の仮定の成立を保証するために次の命題 1.28が必要である.

命題 1.28. �を .K; S; ¹Fj ºj 2S /上の前測度とする．このとき包含写像F ,! C.K/は E� と
k � ksup に関してコンパクト，すなわち supn�1 E�.un; un/ < 1を満たす任意の ¹unº1

nD1 �

F に対し u 2 C.K/と狭義単調増加列 ¹nkº1
kD1

� Nが存在して limk!1 ku�unk
ksup D 0.

特に k � ksup を k � k� で置き換えた主張も（同一の uと ¹nkº1
kD1
で）成り立つ．

証明. *13¹unº1
nD1 � F は supn�1 E�.un; un/ < 1を満たすとし，C WD supn�1 E�.un; un/

とおく．このとき x 2 K とすると，任意の n 2 N に対し (1.56) と E�.un; un/ � C

により jun.x/j � .800 C 2�.;/�1/1=2C 1=2 であるので ¹un.x/º1
nD1 � R は有界である．

(1.2) と (1.3) により容易に分かるように V� は可算無限集合であることに注意し，全
単射 N 3 j 7! xj 2 V� を（任意に 1 つ）取る．すると任意の j 2 N と任意の狭
義単調増加列 ¹n.j � 1; k/º1

kD1
� N に対し，¹un.j �1;k/.xj /º1

kD1
� R は有界であるの

で Bolzano–Weierstrass の定理（R の有界閉区間の列コンパクト性）により axj
2 R

と狭義単調増加列 ¹k.j; l/º1
lD1

� N が存在して axj
D liml!1 un.j �1;k.j;l//.xj / とな

る．そこで狭義単調増加列 ¹n.0; k/º1
kD1

� N を n.0; k/ WD k で定め，各 j 2 N に
対し帰納的に上記のような axj

2 R と狭義単調増加列 ¹k.j; l/º1
lD1

� N を取り各
l 2 N に対し n.j; l/ WD n.j � 1; k.j; l// とおくことにより，N-値狭義単調増加列
の列 ®

¹n.j; k/º1
kD1

¯1

j D0
を任意の j 2 N に対し ¹n.j; k/º1

kD1
は ¹n.j � 1; k/º1

kD1
の

部分列であって極限値 axj
D limk!1 un.j;k/.xj / 2 R が存在するように取ることが

できる．そして ¹nkº1
kD1

� N を nk WD n.k; k/ で定めると，任意の k 2 N に対し
nk D n.k; k/ � n.k C 1; k/ < n.k C 1; k C 1/ D nkC1 なので ¹nkº1

kD1
は狭義単調増加列

であり，さらに各 j 2 Nに対し ¹nk j k 2 N, k � j º � ¹n.j; k/ j k 2 Nºにより ¹nkº1
kDj

は ¹n.j; k/º1
kD1
の部分列であるので axj

D limk!1 unk
.xj / 2 R,すなわち任意の x 2 V�

に対し ax D limk!1 unk
.x/ 2 R.*14

以降の議論のために，まず次が成り立つことに注意する：定理 1.10と supn�1 E.un; un/ �

supn�1 E�.un; un/ D C により任意の k 2 Nと任意の x; y 2 K に対し

junk
.x/ � unk

.y/j2 � 400jx � yj
˛E.unk

; unk
/ � 400C jx � yj

˛: (1.60)

さて，" 2 .0; 1/とし，m 2 Nを 2�m <
�

1
60

.1 C C 1=2/�1"
�2=˛ となるように取る．この

とき各 w 2 Wm に対し limk!1 unk
.Fw.q1// D aFw.q1/ 2 Rであるので kw 2 Nが存在

して任意の k � kw に対し
ˇ̌
aFw.q1/ � unk

.Fw.q1//
ˇ̌

< 1
6
", 従って任意の k; l � kWm

に

*13 この証明は本質的には，位相空間論においてよく知られている定理である Arzelà–Ascoliの定理の証明を
今の状況に限定して述べたものである．Arzelà–Ascoliの定理については例えば [55, Theorem 11.28]およ
び [59,定理 29.3（と定理 27.2）]を参照のこと．

*14 このようにして（典型的には数列の極限に関係した）都合のよい狭義単調増加列 ¹nkº1
kD1

� Nを得る
論法を対角線論法という．
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対しˇ̌
unl

.Fw.q1//�unk
.Fw.q1//

ˇ̌
�
ˇ̌
unl

.Fw.q1//�aFw.q1/

ˇ̌
CjaFw.q1/ �unk

.Fw.q1//
ˇ̌

< 1
3
"

(1.61)

となり，そこで kWm
WD maxw2Wm

kw とおく．すると任意の k; l � kWm
と任意の x 2 K

に対し，(1.4)により w 2 Wm が存在して x 2 Kw ,特に jx � Fw.q1/j � 2�m であり，こ
れと k ^ l � kWm

� kw , (1.61), (1.60)および mの取り方により

junl
.x/ � unk

.x/j

�
ˇ̌
unl

.x/ � unl
.Fw.q1//

ˇ̌
C
ˇ̌
unl

.Fw.q1// � unk
.Fw.q1//

ˇ̌
C
ˇ̌
unk

.Fw.q1// � unk
.x/
ˇ̌

� 20C 1=2
jx � Fw.q1/j˛=2

C
1
3
" C 20C 1=2

jFw.q1/ � xj
˛=2

� 40C 1=2.2�m/˛=2
C

1
3
" < "; (1.62)

従って特に各 x 2 K に対し ¹unk
.x/º1

kD1
は R における Cauchy 列であるので極限値

u.x/ WD limk!1 unk
.x/ 2 Rが存在する．そしてこの u W K ! Rについて，まず任意の

x; y 2 K に対し (1.60)において k ! 1とすることにより

ju.x/ � u.y/j2 D lim
k!1

junk
.x/ � unk

.y/j2 � 400C jx � yj
˛ (1.63)

となるので，u 2 C.K/である．さらに (1.62)において l ! 1とすることにより任意の
k � kWm

と任意の x 2 K に対し

ju.x/ � unk
.x/j D lim

l!1
junl

.x/ � unk
.x/j � "; (1.64)

従って任意の k � kWm
に対し (1.64)により ku � unk

ksup D supx2K ju.x/ � unk
.x/j � "

となるので，limk!1 ku � unk
ksup D 0が得られる．さらにまた任意の k 2 Nに対し

0 � ku � unk
k� �

�Z
K

ku � unk
k

2
sup d�

�1=2

D ku � unk
ksup�.;/1=2 k!1

����! 0 (1.65)

となるので limk!1 ku � unk
k� D 0も成り立つ．

定理 1.27の証明. (1.35)により F � C.K/であることに注意すると定義 1.26の (1.57)と
(1.58) により，¹��

nº1
nD1 � Œ0; 1/ と ¹'�

nº1
nD1 � F について，¹'�

nº1
nD1 � DŒ�� � と定理

1.27-(1)が成り立つためには定理 A.2-(1)が成り立つことが必要十分である．よって定理
1.27の結論は .C.K/; h�; �i�/と .E ;F/に対する定理 A.2の結論と同値であり，従ってあと
は .C.K/; h�; �i�/と .E ;F/が定理 A.2の仮定を満たすことを示せばよい．
まず演習 1.2-(2)により .C.K/; h�; �i�/は R上の内積空間，また (1.35)の直後に注意し

たように F は C.K/ の線型部分空間であり，K が無限集合であることと系 1.17 により
F は無限次元線型空間，従って C.K/ も無限次元である．さらに任意の f 2 C.K/ と任
意の " 2 .0; 1/に対し，定理 1.18により u 2 F が存在して kf � uksup < �.;/�1=2"で
あり，すると (1.65)と同様にして kf � uk� � kf � uksup�.;/1=2 < "となるので，F は
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.C.K/; h�; �i�/において稠密である．そして (1.36)の直後に注意したように E W F�F ! R
は双線型，対称，非負定値，命題 1.22により内積 E� D E C h�; �i� の下で F は完備であ
り，命題 1.28により包含写像 F ,! C.K/は E� と k � k� に関してコンパクトである．以
上により .C.K/; h�; �i�/と .E ;F/は定理 A.2の仮定を全て満たすので，定理 A.2と前段落
の議論により定理 1.27の結論が従う．

定理 1.27の ¹��
nº1

nD1, ¹'�
nº1

nD1についてはさらに次の定理 1.29と定理 1.30が成り立つ．

定理 1.29. � を .K; S; ¹Fj ºj 2S /上の前測度とし，¹��
nº1

nD1 � Œ0; 1/と ¹'�
nº1

nD1 � DŒ�� �

を定理 1.27の通りとする．このとき任意の u 2 F に対し

lim
N !1

E�

 
u �

NX
nD1

hu; '�
ni�'�

n ; u �

NX
nD1

hu; '�
ni�'�

n

!
D 0; (1.66)

E.u; u/ D

1X
nD1

��
nhu; '�

ni
2
� ; kuk

2
� D

1X
nD1

hu; '�
ni

2
� : (1.67)

証明. 定理 1.27 の証明により，.C.K/; h�; �i�/ と .E ;F/ は定理 A.2 の仮定を満たし，こ
れらに定理 A.2 を適用することにより得られるのが非減少列 ¹��

nº1
nD1 � Œ0; 1/ および

¹'�
nº1

nD1 � DŒ�� � � F であるので，定理 A.4により (1.66)と (1.67)が成り立つ．

定理 1.30. � を .K; S; ¹Fj ºj 2S /上の前測度とし，¹��
nº1

nD1 � Œ0; 1/を定理 1.27の通りと
する．このとき任意の n 2 Nに対し

��
n D inf

²
sup

u2Ln¹0º

E.u; u/

kuk2
�

ˇ̌̌̌
Lは F の n次元線型部分空間

³
: (1.68)

証明. 定理 1.29の証明と同様に，定理 1.27の証明と定理 A.5により (1.68)が従う．

以上で Sierpiński gasket K上の標準Dirichlet形式 .E ;F/の構成，および .K; S; ¹Fj ºj 2S /

上の前測度 � から定まる内積 h�; �i� に関して .E ;F/ に対応する Laplacian �� の定義と
そのスペクトル分解（固有関数からなる h�; �i� に関する完全正規直交系）の存在証明が
完了した．こうして得られた �� のスペクトル分解を用いると，�� に付随する熱方程式
@
@t

u.t; x/ D ��u.t; x/の初期値問題の解の存在と一意性や初期値問題の解の積分表示を与
える積分核（熱核）p�

t .x; y/の存在と連続性など，K 上での熱方程式に関する基本的な問
題に答えることが可能になる．さらに p�

t .x; y/ に対する精密な不等式評価を証明するこ
とにより K 上での熱拡散の様子を（性質の良い � に対しては）定量的に詳しく記述でき
ることも知られている．しかしながらそういった解析を厳密な形で行うためにはより精密
な解析が随所で必要になり本稿の読者に求める予備知識の水準を超えてしまうため，次節
以降では証明は割愛し代表的な研究結果を手短に紹介するだけに留めることにする．
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1.7 補足：標準 Dirichlet形式の定義域は C1 級関数の制限を含まない
*15本節の最後に補足として，(1.35)で定義される Sierpiński gasket K 上の標準 Dirichlet

形式の定義域 F が，通常の意味で連続微分可能な関数を（定数関数以外に）含まないこ
とを主張する次の定理を証明する．

定理 1.31. u W R2 ! Rは C1 級（すなわち 1階偏微分係数 .@u=@x1/.x/; .@u=@x2/.x/ 2 R
が任意の x D .x1; x2/ 2 R2 において存在して x 2 R2 の関数として連続）かつ ujK 2 F
を満たすとする．このとき ujK 2 R1K .

証明. 連続写像 ru W R2 ! R2 を ru.x/ WD
�
.@u=@x1/.x/; .@u=@x2/.x/

� で定める．ま
ず，x 2 V� を任意に取り ru.x/ D 0であることを背理法により証明しよう．ru.x/ 6D 0

と仮定する．このとき ruの x における連続性により r 2 .0; 1/が存在して

jy � xj < r なる任意の y 2 R2 に対し jru.y/ � ru.x/j �
1

4
jru.x/j: (1.69)

(1.2)および (1.3)に注意して，n WD min¹m 2 N[¹0º j x 2 Vm, 2�m < rºとおき，w 2 Wn

と j 2 S を x D Fw.qj / となるように取る．このとき ¹qk � qj ºk2Sn¹j º � R2 は角 �=3

を成す長さ（Euclidノルム）1の 2ベクトルであるので，k 2 S n ¹j ºを

jhru.x/; qk � qj ij �
1

2
jru.x/j (1.70)

となるように取ることができる．このとき任意の v 2 W� に対し，平均値の定理により
� 2 .0; 1/が存在して

u.Fwv.qk// � u.Fwv.qj // D
˝
ru
�
.1 � �/Fwv.qj / C �Fwv.qk/

�
; Fwv.qk/ � Fwv.qj /

˛
D 2�n�jvj

˝
ru
�
.1 � �/Fwv.qj / C �Fwv.qk/

�
; qk � qj

˛
(1.71)

となり，さらに
ˇ̌�

.1 � �/Fwv.qj / C �Fwv.qk/
�

� x
ˇ̌

� 2�n < r であることに注意すると
(1.71), (1.69), (1.70)および jqk � qj j D 1によりˇ̌

u.Fwv.qk// � u.Fwv.qj //
ˇ̌

D 2�n�jvj
ˇ̌
hru.x/; qk � qj i C

˝
ru
�
.1 � �/Fwv.qj / C �Fwv.qk/

�
� ru.x/; qk � qj

˛ˇ̌
� 2�n�jvj

�
jhru.x/; qk � qj ij �

1

4
jru.x/j � jqk � qj j

�
� 2�n�jvj�2

jru.x/j: (1.72)

よって任意の m 2 N [ ¹0ºに対し補題 1.4と (1.9)および (1.72)により

E .nCm/.ujVnCm
; ujVnCm

/ �

�5

3

�n

E .m/.u ı Fw jVm
; u ı Fw jVm

/

*15 本小節は一般公開に際し新たに加筆したものである．
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D

�5

3

�n X
v2Wm

�5

3

�m

E .0/.u ı FwvjV0
; u ı FwvjV0

/

�

�5

3

�nCm X
v2Wm

�
u.Fwv.qk// � u.Fwv.qj //

�2
�

�5

3

�nCm

3m
�
2�n�m�2

jru.x/j
�2

D

�5

3

�n

2�2n�4
jru.x/j2

�5

4

�m m!1
����! 1

となり，これは ujK 2 F との仮定と (1.35)により limm!1 E .nCm/.ujVnCm
; ujVnCm

/ < 1

であることに矛盾する．ゆえに ru.x/ D 0である．
以上により任意の x 2 V� に対し ru.x/ D 0 であり，これと ru の連続性，および

(1.3) により K D V�

R2

であることから任意の x 2 K に対し ru.x/ D 0 となる．（こ
れは次の議論により得られる：x 2 K とする．" 2 .0; 1/ を任意に取ると，ru の x

における連続性により ı 2 .0; 1/ が存在して jy � xj < ı なる任意の y 2 R2 に対し
jru.y/�ru.x/j < "となるが，K D V�

R2

により jy �xj < ıなる y 2 V�を取ることがで
き，すると ru.y/ D 0なので 0 � jru.x/j D jru.x/�ru.y/j < ",特に 0 � jru.x/j � "

であり，" 2 .0; 1/は任意であったので jru.x/j D 0,すなわち ru.x/ D 0.）
最後に ujK 2 R1K を示す．u W R2 ! R は C1 級なので連続であり，従って ujV�

D

u.q1/1K jV�
が示せれば前段落と同様に u の連続性と K D V�

R2

を用いることで ujK D

u.q1/1K 2 R1K が得られる．よって ujV�
D u.q1/1K jV�

を示せばよく，(1.3) により
V� D

S1

mD0 Vm であったことに注意するとこれは次の主張と同値である：

任意の m 2 N [ ¹0ºに対し ujVm
D u.q1/1K jVm

: (1.73)

そこで (1.73)をmについての数学的帰納法により証明しよう．まず x 2 V0 を任意に取る
と，平均値の定理により � 2 .0; 1/が存在して u.x/ D u.q1/Chru..1��/q1C�x/; x�q1i

となるが，.1 � �/q1 C �x 2 K であるので前段落の結果により ru..1 � �/q1 C �x/ D 0,

従って u.x/ D u.q1/ C h0; x � q1i D u.q1/となり ujV0
D u.q1/1K jV0

が得られる．次に
m 2 N [ ¹0ºとし，ujVm

D u.q1/1K jVm
と仮定する．このとき任意の x 2 VmC1 に対し，

(1.2)より容易に分かるように q 2 Vm が存在して ¹.1 � t /q C tx j t 2 Œ0; 1�º � K であり，
さらに平均値の定理により � 2 .0; 1/が存在して u.x/ D u.q/Chru..1��/qC�x/; x�qi

となるが，ujVm
D u.q1/1K jVm

との仮定により u.q/ D u.q1/, また前段落の結果により
ru..1 � �/q C �x/ D 0であるので u.x/ D u.q1/ C h0; x � qi D u.q1/,よって ujVmC1

D

u.q1/1K jVmC1
.ゆえに数学的帰納法により (1.73),すなわち ujV�

D u.q1/1K jV�
が成り立

ち，従って前段落と同様に uの連続性と K D V�

R2

により ujK D u.q1/1K 2 R1K .
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2 Sierpiński gasket上の標準 Laplacianの解析
本節では，まず定義 1.26で定めた �-Laplacian �� に付随する熱方程式

@

@t
u.t; x/ D ��u.t; x/; .t; x/ 2 .0; 1/ � K (2.1)

の初期値問題の解の積分表示を与える積分核（熱核）p�
t .x; y/ が，定理 1.27 により与

えられる �� の固有値・固有関数の列を用いて構成できることを小節 2.1 で手短に紹介
する．続いて小節 2.2, 2.3 では最も標準的な場合である，�.w/ WD 3�jwj で与えられる
.K; S; ¹Fj ºj 2S / 上の前測度 � W W� ! .0; 1/ を通して定まる �-Laplacian ��（これを
Sierpiński gasket K 上の標準 Laplacianと呼ぶ）の場合を取り上げ，熱核 p

�
t .x; y/や��

の固有値・固有関数の性質について知られている性質を紹介する．
本節を通して，1節において導入された記号・定義はそのまま用いることとし，以下で
はそのことをいちいち断らない．

2.1 熱核の構成
� を .K; S; ¹Fj ºj 2S /上の前測度とする．このとき �� に付随する熱方程式 (2.1)の解を
解析する上でまず最初に行うべきは，与えられた初期値 f 2 C.K/を持つ解の存在と一意
性を証明し，さらにその解のなるべく扱い易い表示を得ることであろう．実はこれは定理
1.27 により与えられる �� のスペクトル分解を応用することにより達成することができ
る．実際，¹��

nº1
nD1 � Œ0; 1/と ¹'�

nº1
nD1 � DŒ�� �を定理 1.27の通りとすると，

p�
t .x; y/ WD

1X
nD1

e���
nt '�

n.x/'�
n.y/; .t; x; y/ 2 .0; 1/ � K � K (2.2)

の右辺の関数項級数は任意の T 2 .0; 1/に対し ŒT; 1/ � K � K 上で一様に絶対収束す
る，すなわち

lim
N !1

sup
.t;x;y/2ŒT;1/�K�K

1X
nDN

ˇ̌
e���

nt '�
n.x/'�

n.y/
ˇ̌

D 0 (2.3)

を満たすことが証明でき，従って (2.2)により連続関数 p� D p�
t .x; y/ W .0; 1/�K �K !

Rが定まる．この p�
t .x; y/は，各 f 2 C.K/に対し

uf .t; x/ WD

Z
K

p�
t .x; �/f d�; .t; x/ 2 .0; 1/ � K (2.4)

で定義される uf W .0; 1/ � K ! Rが limt#0 kuf .t; �/ � f ksup D 0を満たす (2.1)の解で
あるような唯 1つの .0; 1/ � K � K 上の連続関数であることがさらに証明でき，従って
p�

t .x; y/は熱方程式 (2.1)の初期値問題の解の積分表示を与える積分核になっている．こ
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の事実に基づき，関数 p� D p�
t .x; y/を �-Laplacian �� に対応する熱核 (heat kernel)と

呼ぶ．またこのとき，.E ;F/のMarkov性（定理 1.24-(DF2)）は熱方程式 (2.1)の初期値
問題の解 uf に対する最大値の原理の一種である次の性質

「f が Œ0; 1�-値ならば uf も Œ0; 1�-値である」 (2.5)

を p�
t .x; y/が満たすことに対応しており，このことから p�

t .x; y/は Œ0; 1/-値かつ任意の
.t; x/ 2 .0; 1/ � K に対し R

K
p�

t .x; �/ d� � 1であることが従う．実際にはより強く，K

の弧状連結性から p�
t .x; y/は .0; 1/-値であることが，1K 2 F かつ E.1K ; 1K/ D 0であ

ることから任意の .t; x/ 2 .0; 1/ � K に対し R
K

p�
t .x; �/ d� D 1であることが導かれる．

以上の結果について，詳細は例えば [40, Chapter 10] および [39, Appendix A] を参照
のこと．また前測度 � が自己相似である，すなわち任意の w; v 2 W� に対し �.wv/ D

�.w/�.v/ を満たす場合に対しては，[37, Sections 5.1 and 5.2] にも同様の結果が（[40,

Chapter 10]とは異なる手法による）証明とともに与えられているので併せて参照のこと．

2.2 標準 Laplacianに対応する熱核の劣 Gauss型評価
*16定義 1.26で定めた �-Laplacian �� および (2.2)で与えられる対応する熱核 p�

t .x; y/

については，特に本節の冒頭で導入した K 上の標準 Laplacian,すなわち �.w/ WD 3�jwj

で定義される .K; S; ¹Fj ºj 2S / 上の前測度 � W W� ! .0; 1/ を通して定まる �-Laplacian

�� の場合に非常に詳しい解析がなされており，多くの結果が知られている．その中で
も特に重要なのが，標準 Laplacian に対応する熱核 p

�
t .x; y/ に対する次の不等式評価で

ある．

定理 2.1 (Barlow–Perkins [6]). df WD log2 3, dw WD log2 5とおくと，c1; c2; c3; c4 2 .0; 1/

が存在して任意の .t; x; y/ 2 .0; 1� � K � K に対し

c1

tdf=dw
exp

�
�

�
jx � yjdw

c2t

� 1
dw�1

�
� p

�
t .x; y/ �

c3

tdf=dw
exp

�
�

�
jx � yjdw

c4t

� 1
dw�1

�
: (2.6)

df は K のいわゆるフラクタル次元であり，K 内の球 B.x; r/ WD ¹y 2 K j jx � yj < rº

の測度 Q�.B.x; r//*17と rdf との比が .x; r/ 2 K � .0; 1�に関して一様に上下から正定数で
抑えられる*18，という形で距離球の体積増大度と関係している．また (2.6)の評価におけ
る指数関数の部分は平たく言って「熱は時間 t の間に距離 t1=dw の程度まで拡散する」と
いうことを言っており，この意味で dw は熱拡散の速さのオーダーを与える指数でありこ
れを Sierpiński gasket（上の標準 Laplacian ��）のウォーク次元 (walk dimension)という．

*16 本小節から 4節までの記述は [26,小節 2.2–2.3, 3–4節]を加筆修正したものである．
*17 Q�は，任意のw 2 W� に対し Q�.Kw/ D �.w/.D 3�jwj/を満たす唯 1つのK 上の Borel測度を表す；
脚注*10も参照のこと．

*18 従って (2.6)は tdf=dw を Q�
�
B.x; t1=dw /

�
で置き換えても同値な評価になる．
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ここで dw > 2 であるという事実が非常に重要である．比較のために Rd 上の Laplacian

(0.3)を考えると，この場合には（連続な）熱核が Gauss核

pRd

t .x; y/ D
1

.4�t/d=2
exp

�
�

jx � yj2

4t

�
(2.7)

で与えられることはよく知られており*19，特に Rd のウォーク次元は 2 である．従って
(2.6)が 2より真に大きい dw の下で成り立つことは「Sierpiński gasketにおける熱の拡散
は Rd における熱の拡散よりも（長時間挙動では）真に遅い」ことを意味し，この性質
を � D �に対する熱方程式 (2.1)の劣拡散性 (sub-diffusivity), (2.6)を熱核 p

�
t .x; y/の劣

Gauss型評価 (sub-Gaussian estimate)という．
Rd 上の（楕円型）偏微分作用素や Riemann多様体上のラプラシアンなどに対する熱核

評価の研究はフラクタル上の解析学よりもはるかに長い歴史を持つが，定理 2.1は当該分
野の研究者にとって極めて示唆的であり，現在まで続くフラクタル的状況を含む枠組みで
の熱核評価の研究を触発した．拙著で恐縮であるが [15, Section 1]および [29, Subsection

4.1]に近年までの劣 Gauss型熱核評価に関する主要論文が挙げられており，また [27]に
も関連研究の要約が与えられているので，興味のある方は参照していただければと思う．

2.3 標準 Laplacianの固有値・固有関数の性質と熱核の漸近挙動
定理 1.27 で述べたように，K 上の Laplacian �� は固有関数からなる完全正規直交系

¹'�
nº1

nD1 � DŒ�� �により「対角化」（スペクトル分解）され，¹'�
nº1

nD1 および対応する��

の固有値の列 ¹��
nº1

nD1 � Œ0; 1/ を用いて (2.2) により連続な熱核 p� D p�
t .x; y/ が構成

できるなど，�� の固有値・固有関数は熱方程式 (2.1)の解を調べる上で極めて基本的な対
象である．�� の固有値・固有関数について詳しく知ることは熱核 p�

t .x; y/の，ひいては
熱方程式 (2.1)の解の詳細な性質の解明にも繋がり得るため，�� の固有値・固有関数はそ
れ自身重要な研究対象であり，特に K 上の標準 Laplacian ��（� D �）の場合に自己相
似フラクタルに特有の興味深い現象が多数知られている．次の定理はその中でも代表的な
ものである．

定理 2.2. (1) (木上–Lapidus [41]) 右連続な log 5-周期関数 G W R ! .0; 1/ が存在して，
0 < infs2R G.s/ � sups2R G.s/ < 1であり，かつ � ! 1のとき*20

#¹n 2 N j ��
n � �º D �df=dwG.log �/ C O.1/: (2.8)

(2) (福島–島 [12], Barlow–木上 [5]) (1)の周期関数 G は不連続（特に非定数）である．

*19 Fourier変換を用いれば比較的容易に証明できる．
*20 正確には，(2.8)の右辺の剰余項の評価O.1/は木上 [36]による．
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定理 2.2は，Rd の体積有限な開集合 U 上の（適切な境界条件下での）Laplacianの固
有値 ¹�U

n º1
nD1 に対するよく知られたWeylの漸近公式*21

lim
�!1

#¹n 2 N j �U
n � �º

�d=2
D

Bd

.2�/d
vold .U / (2.9)

とは次の 2つの点で大きく異なっている：
(i) �以下の固有値の個数 #¹n 2 N j �

�
n � �ºの増大度のオーダー df=dw は df=2より真

に小さい．
(ii) 極限値 lim�!1 #¹n 2 N j �

�
n � �º=�df=dw は存在しない．

(2.8) と (2.9) との比較から，ds WD 2df=dw は「固有値の増大度を通して見た Sierpiński

gasketの次元」と解釈でき，これを Sierpiński gasket（上の標準 Laplacian ��）のスペクト
ル次元 (spectral dimension)という．dw > 2と同値な不等式 ds < df は，Sierpiński gasket

上の熱方程式の劣拡散性の表れの 1つといえる．
定理 2.2-(1)は本質的には Sierpiński gasket K, .E ;F/, �の自己相似性の帰結であり，有
限分岐性を併せて用いることで，一般に有限分岐的自己相似フラクタル上の Laplacianに
対して同様の主張が（かなり非自明なアイデアが必要だが）比較的平易な方法で証明でき
る．定理 2.2-(2)は，一般に有限分岐的自己相似フラクタルが「強い Euclid幾何的対称性」
（例として Sierpiński gasketの場合なら正 3角形の対称性）を有するとき，任意の空でな
い開集合に対しその中に台を持つ Laplacianの固有関数が存在することが示せ，その系と
して Laplacian の固有値 � でその重複度が �df=dw 程度のものが無限個存在することから
従う．詳細は [37, Chapter 4]を参照されたい．
なお，上記 (ii) と同様の振動現象は熱核 p

�
t .x; y/ の漸近挙動にも見られることが知ら

れている．具体的には次の定理が成り立つ．

定理 2.3. (1) (熊谷 [42]*22) x 6D y を満たすどの x; y 2 K に対しても，極限値
limt#0 t

1
dw�1 log p

�
t .x; y/は存在しない．

(2) (梶野 [21])どの x 2 K に対しても，極限値 limt#0 tdf=dwp
�
t .x; x/は存在しない．

定理 2.3-(1)の熊谷 [42]による証明は，熱核 p
�
t .x; y/を推移確率密度関数に持つ確率過

程（Sierpiński gasket上の Brown運動）の構造の詳細な記述を利用した具体的計算に基づ
くものである．この手法は Sierpiński gasketに類似の自己相似構造を有するフラクタルに
は適用できる（実際 [54]でそのような研究がなされている）もののそれ以上の一般化は困
難であり，定理 2.3-(1)と同種の熱核の振動現象を証明した研究は筆者の知る限り [42, 54]

だけである．定理 2.3-(2)の証明は

*21 vold は Rd 上の Lebesgue測度（通常の d 次元体積）を表す．また Bd WD vold
�
¹x 2 Rd j jxj < 1º

�
.

*22 熊谷 [42]はより詳しく，t
1

dw�1 log p
�
t .x; y/が t # 0のとき定理 2.2に類似の非自明な周期的漸近挙動

を示すことまで証明している．
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(I) ほとんど全ての x 2 K に対する極限値 limt#0 tdf=dwp
�
t .x; x/の非存在の証明

(II) Sierpiński gasketの特殊性の利用による極限値の非存在の任意の x 2 K への拡張
という 2段階に分けられ，このうち (II)はごく一部の自己相似フラクタルの具体例に対し
てしか通用しない議論であるため，定理 2.3-(2)もそのような具体例に対してしか証明で
きていない．これに対し「ほとんど全ての x 2 K」だけに対する主張である (I)は，定理
2.2-(2)の証明にも現れた「Laplacianの固有関数 '

�
n で台が小さく対応する固有値 �

�
n の

重複度が .�
�
n /df=dw 程度のもの」がその台上の多くの点において .�

�
n /df=.2dw/ 程度の絶対

値を取ることを (2.2) と組み合わせることで証明され，この議論は定理 2.2-(2) と同じく
「強い Euclid幾何的対称性」を有する有限分岐的自己相似フラクタルに対して通用する．
詳細は筆者による原論文 [21]を参照のこと．

3 Sierpiński carpetの場合
次に Sierpiński carpet（図 0.1右，以下 SCで表す）上の Laplacianと熱方程式について
簡単に紹介する．まず SCが無限分岐的 (infinitely ramified)であることに注意しよう．実
際，SCは縮尺 1

3
倍のコピー 8個に自然に分割されるが，隣接するコピー同士は正方形の

1辺を共有しておりこれは無限集合である*23．SCは最も基本的な無限分岐的自己相似フ
ラクタルとして，フラクタル上の解析学の最初期から現在に至るまで重要な研究対象であ
り続けてきた．以下に述べるように，SC上の Dirichlet形式・Laplacianは構成も解析も
非常に難しい．
素朴に考えると，SCにおいても Sierpiński gasketの場合と同様に，有限グラフ近似列

を取りその上の Dirichlet形式の列の極限を取ることで Dirichlet形式を構成することはで
きそうに思えるかもしれない．しかしここで SC の無限分岐性が邪魔をする．Sierpiński

gasket において Dirichlet 形式を構成するための鍵は命題 1.3 であったが，その証明には
VmC1 が Vm の縮小コピー 3つからなるという意味で ¹Vmº1

mD0 が自己相似的であること，
および「縮小コピー同士が V1 の点しか共有しないため 3つの縮小コピーを 1つずつ個別
に考えればよい」ということが効いている．つまり命題 1.3と同様の議論を行うためには
「縮小コピー同士の共有点を全て網羅するような，自己相似的な有限グラフ近似列を取る」
必要があり，これは SCの無限分岐性の下では不可能である．
従って SC においては，近似グラフ上の Dirichlet 形式の列について命題 1.3 のような

「単調性」は期待できず，(1.9)の右辺の 5=3に相当するスケール因子の存在，そのスケー
ル因子の下で近似列が収束すること，および極限が非退化な Dirichlet形式であることを
不等式評価をひたすら頑張ることで証明しなくてはならない．そしてこれが極めて難し

*23 Sierpiński gasketと SCは “Sierpiński �”という名称の類似性からしばしば混同され，違いがあまりよく
認識されていないように思う．前者は有限分岐的，後者は無限分岐的であり，この差異は解析学を展開す
る上では極めて重大である．
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い．Barlow–Bass [1, 3]および楠岡–Zhou [48]による近似列の部分列極限の存在と非退化
性の証明，Barlow–Bass [2, 3] による部分列極限として得られた Dirichlet 形式に対する
(2.6)と同様の劣 Gauss型熱核評価など，中間的な結果は多数得られていた．しかし近似
列全体の収束性や，極限で得られる Dirichlet形式が近似の方法に依らず一意的に定まる
か，などといった根本的な問題は，最終的に Barlow–Bass–熊谷–Teplyaev [4]により肯定
的に解決されるまで実に 20年もの年月を要した．
上記のように，SC上の Dirichlet形式は近似列からの複雑な極限移行の結果として得ら
れるものに過ぎないため，直接計算することが不可能でありその解析も難しい．例えば対
応する SC 上の Laplacian の固有値 ¹�SC

n º1
nD1 について，定理 2.2 と同様にある周期関数

GSC W R ! .0; 1/が存在して � ! 1のとき

#¹n 2 N j �SC
n � �º D �d SC

f =d SC
w
�
GSC.log �/ C o.1/

�
(3.1)

（ただし d SC
f WD log3 8は SCのフラクタル次元を，d SC

w は SCのウォーク次元を表す）が
成り立ちさらに GSC は非定数である，と予想するのは自然である．しかしながら固有値・
固有関数の性質を関数解析的に調べる手段に乏しいことが大きな障害になっており，(3.1)

を満たす周期関数 GSC の存在すら未だに証明されていない．定理 2.3-(1)についても，SC

への拡張の見通しは現時点では全く立っていない．定理 2.3-(2)については，元の主張を
少し弱めた前節 (I)の形の主張は [21]とは全く別の（劣 Gauss型評価 (2.6)と空間の自己
相似性を最大限利用した）手法により拙著 [24]において証明されているが，これを任意の
x 2 SCに対する極限値 limt#0 td SC

f =d SC
w pSC

t .x; x/の非存在に強められるかどうかはやはり
分かっていない（ここで pSC D pSC

t .x; y/は SC上の Laplacianに対応する熱核を表す）．
SC 上の Dirichlet 形式に関する既知の結果は大半が劣 Gauss 型熱核評価とその応用の域
を出ないと言っても過言ではなく*24，興味深い未解決問題が他にも数多く残されている．
今後の研究の進展に期待する．

4 調和 Sierpiński gasket

ここまでで，Sierpiński gasketや SC（をはじめとする広い範疇の自己相似フラクタル）
においては自然な Laplacianが定義され，熱方程式の劣拡散性（定理 2.1）や固有値漸近挙
動における振動（定理 2.2），熱核の短時間漸近挙動における振動（定理 2.3）など，Euclid

空間（や Riemann多様体）の場合とは異質の現象が見られるということを説明した．し
かし実はフラクタルにおいても，（ある意味ではやはり自然な）別の Laplacianを考えるこ
とで Riemann多様体の場合に類似の解析学が展開できる，ということがここ 15年程の研
究で明らかになりつつある．ここでは最も研究の進んでいる Sierpiński gasket K の場合を

*24 日野正訓氏（京都大学理学研究科教授）による一連の研究 [16, 18, 19]はその数少ない例外である．[18, 19]
の前提となる研究として [17]も参照のこと．
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例に取り，知られている事実を紹介する．
K 上には F � C.K/を定義域とする標準 Dirichlet形式 .E ;F/が (1.35)と (1.36)によ
り定義されていたことを思い出そう．基本的なアイデアは，F に属する関数を座標関数と
して用いることで K を「滑らかな形に」埋め込み直し，そうして得られる幾何構造に基
づいて解析学を展開する，というものである．具体的には，後の解析のし易さを考慮して
座標関数としては定理 1.15において定義された線型写像 H0 W RV0 ! F の像に属する関
数 h1; h2 2 H0.RV0/を取り，ˆ.x/ WD .h1.x/; h2.x//で定義される連続写像 ˆ W K ! R2

による K の像 Kˆ WD ˆ.K/ を考える．定理 1.15 により H0 は任意の u 2 RV0 に対し
H0.u/jV0

D uを満たす線型写像であることと (1.47)により，Kˆ の具体的な形にはちょ
うど affine変換の分だけの自由度があることになるが，ˆ.V0/が正 3角形の 3頂点を成す
ように h1; h2 を選ぶと Kˆ は図 4.1のようになり，これを調和 Sierpiński gasketという．
ˆは単射，従って K と Kˆ の間の同相写像を与えることが命題 1.3の (1.11)を用いた ˆ

の値の直接計算により従うことが木上 [33]の結果により知られており，そこで以下 ˆを
通してK とKˆ を同一視する．Kˆ 上には自然な距離関数として，2点を結ぶ最短曲線の
長さにより定まる測地距離 �ˆ を導入しておく．

図 4.1 調和 Sierpiński gasket

Kˆ 上には既に Dirichlet形式 .E ;F/が（ˆによる同一視を経由して）定まっているの
で，(0.5)および定義 1.26を思い出すと，Kˆ 上に自然な Laplacianを定義するためには
「内積を規定するための測度としてどの測度が自然か」という問いに答えればよい．ここ
で Kˆ の幾何構造が埋め込み ˆ により与えられていることを考慮すると，「埋め込み ˆ

のエネルギー “jrˆj2 dx”」に相当する量を測度として定義することができるのであれば，
それを Kˆ 上の「自然な測度」の候補とするのは，少なくとも不自然ではなさそうであ
る．Dirichlet形式 .E ;F/に関するエネルギー測度 (energy measure)の概念を用いるとそ
のような測度 Q�ˆ を実際に定義することができる*25．具体的には，�ˆ W W� ! Œ0; 1/を

�ˆ.w/ WD

�5

3

�jwj

E.h1 ı Fw ; h1 ı Fw/ C

�5

3

�jwj

E.h2 ı Fw ; h2 ı Fw/ (4.1)

*25 楠岡 [47]が導入したことに因み， Q�ˆ を楠岡測度と呼ぶ．
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で定義すると，命題 1.9（の (1.38)）により �ˆ は定義 1.21-(PM1)を満たし，さらに命題
1.3の (1.11)を用いた多少の計算*26により �ˆ は .0; 1/-値で定義 1.21-(PM2)を満たすこ
とも容易に確認できる．よって �ˆ は .K; S; ¹Fj ºj 2S / 上の前測度であるので，脚注*10

により任意の w 2 W� に対し Q�ˆ.Kw/ D �ˆ.w/を満たす K 上の Borel測度 Q�ˆ が唯 1

つ存在することになり，これが Kˆ 上の「自然な測度」の候補になる．そして定義 1.26

により定まる �ˆ に対応する Laplacian ��ˆ
を考えると，Riemann 多様体の場合に類似

の様々な性質，例えば木上 [38]による熱核 p
�ˆ
t .x; y/の Gauss型評価

c5

Q�ˆ

�
B�ˆ

.x; t1=2/
� exp

�
�

�ˆ.x; y/2

c6t

�
� p

�ˆ
t .x; y/

�
c7

Q�ˆ

�
B�ˆ

.x; t1=2/
� exp

�
�

�ˆ.x; y/2

c8t

� (4.2)

（ただし B�ˆ
.x; r/ WD ¹y 2 K j �ˆ.x; y/ < rº）や，筆者 [22]による熱核 p

�ˆ
t .x; y/の詳

細な短時間漸近挙動などが成り立つことが知られている．Kˆ 上の解析学の詳細や関連す
る話題については拙著 [23]とその参考文献を見られたい．

図 4.2 3次元 Sierpiński gasket

本節で述べたような「フラクタルにおける Riemann多様体的な解析学」が他のフラク
タルにおいてどの程度展開できるかを考えることは自然な問題であり，筆者の現在の主
要な研究テーマの 1つである．最近の進展として，筆者は Murugan氏との共同研究 [29,

Subsubsection 6.3.2]において，d � 3に対する d 次元 Sierpiński gasket（図 4.2参照）の
場合に本節で述べたのと同様の方法により調和 d 次元 Sierpiński gasket とその上の自然
な Laplacianを定めると，対応する熱核は距離関数 �ˆ をどのように取っても Gauss型評

*26 命題 1.14 中の Hm;n の定義と定理 1.15 により任意の m 2 N [ ¹0º に対し H0 D Hm ı H0;m であ
り，これと命題 1.16 により任意の w D w1 : : : wm 2 W� に対し F �

w.h/ WD h ı Fw により線型写像
F �

w W H0.RV0 / ! H0.RV0 / が定まり F �
w D F �

wm
ı � � � ı F �

w1
を満たすことに注意しよう．命題 1.3

の (1.11)を用いた簡単な計算により各 j 2 S に対する F �
j
の表現行列 Aj を具体的に書き下すことがで

きるので，(4.1)の右辺の値も行列 Aw WD Awm � � � Aw1
（ただし w D w1 : : : wm）の言葉で記述する

ことができ，それを基に (4.1)の右辺の挙動を詳しく調べることができる．
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価 (4.2) を満たさないことを証明した．この結果からも見て取れるように，調和 d 次元
Sierpiński gasketに対する「Riemann多様体的な解析学」では 2次元 Sierpiński gasketの
場合に成立していた有用な性質の多くが不成立であり，対応する熱核は既知の一般論の応
用だけでは捕捉困難な極めて複雑な挙動を示すものと推測される．さらに現在進行中の
Murugan氏との共同研究では，Sierpiński carpet（図 0.1右）に対する「Riemann多様体的
な解析学」についても 2次元 Sierpiński gasketの場合のような性質の良さはやはり期待で
きないことが明らかになりつつある．Sierpiński carpetでは調和関数の値を直接計算でき
ないせいで調和関数の挙動の解析が極めて難しく，豊かな「Riemann多様体的な解析学」
を展開できるかどうか，また展開できたとしてその性質をどこまで明らかにできるかは全
く未知数であるが，今後の研究の進展に期待したい．

付録 A 固有ベクトルからなる完全正規直交系の存在定理
付録として，本節では F を定義域とする非負定値対称双線型形式 E（に対応する

Laplacian）の固有ベクトル（固有関数）からなる完全正規直交系の存在に関するよく知ら
れた定理を，必要な予備知識を最小限に抑えた形で定式化したもの（定理 A.2）を紹介す
る．読者の参考に供するため完全な証明を与えるが，以下は非負自己共役作用素の関数解
析における標準的な議論である．
まず，非負定値対称双線型形式 E が満たす次の基本的な不等式を思い出しておく．

補題 A.1. F を R上の線型空間とし，E W F �F ! Rは双線型，対称，非負定値であると
する．このとき任意の u; v 2 F に対し

（Cauchy–Schwarzの不等式） jE.u; v/j � E.u; u/1=2E.v; v/1=2; (A.1)

（3角不等式） E.u C v/1=2
� E.u; u/1=2

C E.v; v/1=2: (A.2)

証明. u; v 2 F , t 2 Rとする．E は双線型，対称，非負定値なので

0 � E.u C tv; u C tv/ D E.u; u/ C 2tE.u; v/ C t2E.v; v/: (A.3)

E.v; v/ D 0 のときは，(A.3) より任意の t 2 .0; 1/ に対し jE.u; v/j � t�1E.u; u/ で
あり，従って E.u; v/ D 0 となり (A.1) が成り立つ．E.v; v/ > 0 のときは，(A.3) で
t WD �E.u; v/=E.v; v/ とおくことで 0 � E.u; u/E.v; v/ � E.u; v/2 となり (A.1) を得る．
さらに (A.3)で t D 1として (A.1)を用いると

E.u C v; u C v/ D E.u; u/ C 2E.u; v/ C E.v; v/ � E.u; u/ C 2jE.u; v/j C E.v; v/

� E.u; u/ C 2E.u; u/1=2E.v; v/1=2
C E.v; v/ D

�
E.u; u/1=2E.v; v/1=2

�2
となり (A.2)が得られる．

次が本節の主定理である．
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定理 A.2. Hを内積 h�; �iとノルム k � kを持つ R上の無限次元内積空間，F をHの稠密な
線型部分空間とし，E W F �F ! Rは双線型，対称，非負定値，かつ内積 E1 WD E Ch�; �iの
下で F は完備（すなわち .F ; E1/は Hilbert空間）であるとする．さらに包含写像 F ,! H
はコンパクト，すなわち supn�1 E1.un; un/ < 1 を満たす任意の ¹unº1

nD1 � F に対し
u 2 Hと狭義単調増加列 ¹nkº1

kD1
� Nが存在して limk!1 ku � unk

k D 0となるとする．
このとき非負実数の非減少列 ¹�nº1

nD1 � Œ0; 1/と F の元の列 ¹'nº1
nD1 � F で次の (1),

(2), (3)を満たすものが存在する：
(1)（'n は固有値 �n の固有ベクトル）任意の n 2 Nと任意の v 2 F に対し

E.'n; v/ D �nh'n; vi: (A.4)

(2)（¹'nº1
nD1 は H の正規直交系）任意の n 2 Nに対し k'nk D 1,かつ n 6D k を満たす

任意の n; k 2 Nに対し h'n; 'ki D 0.

(3)（¹'nº1
nD1 は Hにおいて完全）f 2 Hが任意の n 2 Nに対し hf; 'ni D 0を満たすな

らば f D 0.

さらに limn!1 �n D 1である．

定理 A.2の証明の核心は次の補題の証明である．

補題 A.3. H を内積 h�; �i とノルム k � k を持つ R 上の内積空間で dimH � 1 を満たす
もの，F を H の稠密な線型部分空間とし，E W F � F ! Rは双線型，対称，非負定値，
かつ内積 E1 WD E C h�; �i の下で F は完備（すなわち .F ; E1/ は Hilbert 空間）である
とする．さらに包含写像 F ,! H はコンパクト，すなわち supn�1 E1.un; un/ < 1 を
満たす任意の ¹unº1

nD1 � F に対し u 2 H と狭義単調増加列 ¹nkº1
kD1

� N が存在して
limk!1 ku � unk

k D 0となるとする．このとき次が成り立つ：
(1) F n ¹0º 6D ;であり，�1 2 Œ0; 1/を

�1 WD inf
u2Fn¹0º

E.u; u/

kuk2
(A.5)

で定義すると '1 2 F が存在して k'1k D 1かつ E.'1; '1/ D �1.

(2) E.'; '/ D �1k'k2 を満たす任意の ' 2 F と任意の v 2 F に対し

E.'; v/ D �1h'; vi: (A.6)

証明. (1) まず dimH � 1なのでHは 0とは異なる元 f 2 H n ¹0ºを持ち，F はHにお
いて稠密なので v 2 F が存在して kf � vk < kf k,従って kvk � kf k � kf � vk > 0

となるので，v 2 F n ¹0º,特に F n ¹0º 6D ;となり，よって �1 2 Œ0; 1/が (A.5)によ
り定義できることが分かる．すると各 n 2 Nに対し，(A.5)によりeun 2 F n ¹0ºが存
在して

E
�
keunk

�1eun; keunk
�1eun

�
D

E.eun;eun/

keunk2
< �1 C

1

n
(A.7)

45

令和4年度(第43回)数学入門公開講座テキスト(京都大学数理解析研究所，令和4年8月1日～8月4日開催 



となり，un WD keunk�1eun とおくと un 2 F , kunk D 1,かつ (A.5)と (A.7)により

�1 � E.un; un/ < �1 C
1

n
: (A.8)

(A.8)より特に任意の n 2 Nに対し E1.un; un/ D E.un; un/Ckunk2 < �1 Cn�1 C1 �

�1 C 2,従って supn�1 E1.un; un/ � �1 C 2 < 1であるので，包含写像 F ,! Hがコ
ンパクトであるとの仮定により '1 2 H と狭義単調増加列 ¹nkº1

kD1
� N が存在して

limk!1 k'1�unk
k D 0となる．特に（3角不等式により

ˇ̌
k'1k�kunk

k
ˇ̌

� k'1�unk
k

なので）k'1k D limk!1 kunk
k D 1 であり，また k0 2 N を任意の k � k0 に対し

k'1 � unk
k < 1 を満たすように取れる．そこで任意の k; l � k0 に対し，(A.5) によ

り E.unk
C unl

; unk
C unl

/ � �1kunk
C unl

k2 であること，および 3角不等式により
kunk

C unl
k � k2'1k � k'1 � unk

k � k'1 � unl
k D 2 � k'1 � unk

k � k'1 � unl
k > 0

であることに注意すると，(A.8)と limk!1 k'1 � unk
k D 0により

0 � E.unk
� unl

; unk
� unl

/

D 2E.unk
; unk

/ C 2E.unl
; unl

/ � E.unk
C unl

; unk
C unl

/

� 2
�
�1 C

1

nk

�
C 2

�
�1 C

1

nl

�
� �1kunk

C unl
k

2

� 4�1 C
2

nk

C
2

nl

� �1

�
2 � k'1 � unk

k � k'1 � unl
k
�2

k^l!1
�����! 4�1 C 0 C 0 � �1.2 � 0 � 0/2

D 0:

(A.9)

また 3角不等式と limk!1 k'1 � unk
k D 0により任意の k; l 2 Nに対し

0 � kunk
� unl

k � k'1 � unk
k C k'1 � unl

k
k^l!1
�����! 0: (A.10)

よって (A.9) と (A.10) により limk^l!1 E1.unk
� unl

; unk
� unl

/ D 0, すなわち
¹unk

º1
kD1
は Hilbert空間 .F ; E1/における Cauchy列であるので，u 2 F が存在して

limk!1 E1.u � unk
; u � unk

/ D 0となるが，このとき任意の k 2 Nに対し 3角不等
式により

0 � k'1 �uk � k'1 �unk
kCkunk

�uk � k'1 �unk
kCE1.u�unk

; u�unk
/

k!1
����! 0;

従って k'1 � uk D 0 であるので，'1 D u 2 F かつ limk!1 E1.'1 � unk
; '1 �

unk
/ D 0 となる．（任意の v 2 F に対し 0 � E.v; v/ � E1.v; v/ であるので）特に

limk!1 E.'1 � unk
; '1 � unk

/ D 0であり，ゆえに F 3 v 7! E.v; v/1=2 に対する 3

角不等式（補題 A.1の (A.2)）と (A.8)より E.'1; '1/ D limk!1 E.unk
; unk

/ D �1.

(2) ' 2 F は E.'; '/ D �1k'k2 を満たすとし，v 2 F とする．' D 0または v D 0のと
きは (A.6)は明らかに（両辺とも 0に等しく）成り立つので，' 6D 0 6D v の仮定の下
で (A.6)を示せばよい．jt j < k'k=kvkを満たす t 2 Rを任意に取るとき，3角不等式
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により k' � tvk � k'k � jt jkvk > 0,従って ' � tv 2 F n ¹0ºであることに注意する
と (A.5)により

E.'; '/

k'k2
D �1 �

E.' � tv; ' � tv/

k' � tvk2
D

E.v; v/t2 � 2E.'; v/t C E.'; '/

kvk2t2 � 2h'; vit C k'k2
: (A.11)

(A.11)は，Rの開区間 �
�k'k=kvk; k'k=kvk

�上で定義された微分可能な実数値関数
t 7!

�
E.v; v/t2 � 2E.'; v/t C E.'; '/

�
=
�
kvk2t2 � 2h'; vit C k'k2

�が t D 0において
最小値を取ることを意味しており，従ってその t D 0における微分係数は 0,すなわち

0 D
d

dt

E.v; v/t2 � 2E.'; v/t C E.'; '/

kvk2t2 � 2h'; vit C k'k2

ˇ̌̌̌
tD0

D
�2E.'; v/k'k2 C 2E.'; '/h'; vi

k'k4
;

よって E.'; v/ D .E.'; '/=k'k2/h'; vi D �1h'; vi.

定理 A.2の証明. まず，(1) と (2) を満たす ¹'nº1
nD1 � F が存在するような任

意の ¹�nº1
nD1 � Œ0; 1/ に対し limn!1 �n D 1 となることに注意する．実際，

�1 WD lim infn!1 �n < 1 と仮定すると，狭義単調増加列 ¹n.k/º1
kD1

� N が存
在して supk�1 �n.k/ � �1 C 1 となり，すると (1) と (2) により任意の k 2 N に
対し E1.'n.k/; 'n.k// D �n.k/k'n.k/k

2 C k'n.k/k
2 D �n.k/ C 1 � �1 C 2, 従って

supk�1 E1.'n.k/; 'n.k// � �1 C 2 < 1 であるので，包含写像 F ,! H がコンパ
クトであるとの仮定により '1 2 H と狭義単調増加列 ¹k.l/º1

lD1
� N が存在して

liml!1 k'1 � 'n.k.l//k D 0 となる．ところがこのとき任意の l 2 N に対し (2) と合わ
せて

p
2 D k'n.k.l// � 'n.k.lC1//k � k'n.k.l// � '1k C k'1 � 'n.k.lC1//k

l!1
���! 0

となり矛盾するので，lim infn!1 �n D 1,すなわち limn!1 �n D 1が得られる．
さて，(1), (2), (3)を満たす非減少列 ¹�nº1

nD1 � Œ0; 1/と ¹'nº1
nD1 � F の存在を示すた

めに，N 2 Nとし，非負実数の非減少列 ¹�nºN
nD1 と F の元の列 ¹'nºN

nD1 � F で (1), (2)

（で Nを ¹1; : : : ; N ºに置き換えたもの）および

�N D inf
²
E.u; u/

kuk2

ˇ̌̌̌
u 2 F n ¹0º,任意の n 2 N \ Œ0; N /に対し hu; 'ni D 0

³
(A.12)

を満たすものが得られたとする（補題 A.3 により，これは N D 1 に対しては成り立
つ；なお以下の議論から分かる通り，(A.12)中の条件を満たす uは存在する）．このとき
¹�nº

N C1
nD1 と ¹'nº

N C1
nD1 が (1), (2)（で Nを ¹1; : : : ; N C 1ºに置き換えたもの）および (A.12)

で N を N C 1に置き換えたものを満たすような �N C1 2 Œ�N ; 1/と 'N C1 2 F が存在
することを，

HN WD ¹f 2 H j 任意の n 2 ¹1; : : : ; N ºに対し hf; 'ni D 0º; (A.13)

FN WD ¹u 2 F j 任意の n 2 ¹1; : : : ; N ºに対し hu; 'ni D 0º D F \ HN (A.14)
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で定義されるHN ;FN および E jFN �FN
に対し補題 A.3を適用することにより示そう．

まずHN は（関数 H 3 f 7! hf; 'ni 2 Rが連続線型写像であることから）Hの閉線型
部分空間であり，Hの内積のHN への制限を考えることによりHN は R上の内積空間と
なる．また ¹'nºN

nD1 に対する (2)および ¹'nºN
nD1 � F より容易に確認できるように

HN D

´
f �

NX
nD1

hf; 'ni'n

ˇ̌̌̌
ˇ f 2 H

µ
; (A.15)

FN D

´
u �

NX
nD1

hu; 'ni'n

ˇ̌̌̌
ˇ u 2 F

µ
(A.16)

であり，そこでHN が有限次元と仮定すると dimH � dimHN C N < 1となりHが無
限次元であることに矛盾するので，HN は無限次元である．次に FN は明らかにHN の線
型部分空間であり，また任意の f 2 HN と任意の " 2 .0; 1/に対し，F がHにおいて稠
密であることから u 2 F が存在して kf � uk < "となり，そこで uN WD

PN
nD1hu; 'ni'n

とおくと (A.15)と ¹'nºN
nD1 � F により u � uN 2 F \ HN D FN ,これと f 2 HN によ

り hf � u C uN ; uN i D 0であるので

" > kf � uk D kf � u C uN � uN k D
�
kf � u C uN k

2
C kuN k

2
�1=2

� kf � .u � uN /k;

(A.17)

ゆえに FN はHN において稠密である．そして E jFN �FN
W FN � FN ! Rは双線型，対

称，非負定値であり，（関数 F 3 u 7! hu; 'ni 2 Rは不等式 jhu; 'nij � kuk � E1.u; u/1=2

により連続なので）FN は .F ; E1/ の閉線型部分空間，従って E jFN �FN
が定める FN

上の内積 E jFN �FN
C h�; �i D E1jFN �FN

の下で FN は完備になる．最後に包含写像
FN ,! HN がコンパクトであることは包含写像 F ,! Hがコンパクトであることと HN

がHの閉集合であることから直ちに従う．
以上によりHN ;FN ; E jFN �FN

は補題 A.3の仮定を全て満たすことが分かったので，補
題 A.3により次を得る：FN n ¹0º 6D ;であり，�N C1 2 Œ0; 1/を

�N C1 WD inf
u2FN n¹0º

E.u; u/

kuk2

D inf
²
E.u; u/

kuk2

ˇ̌̌̌
u 2 F n ¹0º,任意の n 2 N \ Œ0; N C 1/に対し hu; 'ni D 0

³
(A.18)

で定めると，'N C1 2 FN が存在して k'N C1k D 1 かつ任意の v 2 FN に対し
E.'N C1; v/ D �N C1h'N C1; vi. すると (A.14) と合わせて ¹'nº

N C1
nD1 � F は (2) を満た

し，また (A.16)と ¹'nºN
nD1 に対する (1)により任意の v 2 F に対し

E.'N C1; v/ D E
 

'N C1; v �

NX
nD1

hv; 'ni'n

!
C

NX
nD1

hv; 'niE.'n; 'N C1/
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D �N C1

*
'N C1; v �

NX
nD1

hv; 'ni'n

+
C

NX
nD1

hv; 'ni�nh'n; 'N C1i

D �N C1h'N C1; vi;

よって ¹�nº
N C1
nD1 ; ¹'nº

N C1
nD1 は (1) を満たす．さらに (A.12) と (A.18) により �N C1 2

Œ�N ; 1/,従って ¹�nº
N C1
nD1 は非減少列である．

ゆえに上記の結果により，非減少列 ¹�nº1
nD1 � Œ0; 1/と ¹'nº1

nD1 � F で (1)と (2)お
よび任意の N 2 Nに対する (A.12)を満たすものを帰納的に構成することができる．する
とこの（定理 A.2の）証明の最初の段落により limn!1 �n D 1であり，特に N0 2 Nを
�N0

> 0を満たすように取ることができる．最後に (3)を示すために*27，f 2 H は任意
の n 2 Nに対し hf; 'ni D 0を満たすとし，" 2 .0; 1/を任意に取る．このとき F が H
において稠密であることから u 2 F が存在して kf � uk < "となり，そこで N � N0 を
任意に取り uN WD

PN
nD1hu; 'ni'n とおくと，f 2 HN なので (A.17)とその直前の議論

により u � uN 2 FN かつ (A.17)が成り立ち，また (1)と (2)により E.u � uN ; uN / D 0

であるので

E.u; u/ D E.u � uN C uN ; u � uN C uN / D E.u � uN ; u � uN / C E.uN ; uN /

� E.u � uN ; u � uN /:
(A.19)

すると (A.17), u � uN 2 FN , (A.12), (A.19)と limn!1 �n D 1により

0 � kf k � kf � u C uN k C ku � uN k � " C

�
E.u � uN ; u � uN /

�N C1

�1=2

� " C

�
E.u; u/

�N C1

�1=2
N !1
����! ";

従って 0 � kf k � "であるが，" 2 .0; 1/は任意であったので kf k D 0,すなわち f D 0

となり (3)を得る．

定理 A.2の帰結として，各 u 2 F は Hilbert空間 .F ; E1/においてノルム収束する固有
ベクトル展開を持つことが従う．すなわち次の定理が成り立つ．

定理 A.4. 定理 A.2の状況を仮定し，¹�nº1
nD1 � Œ0; 1/と ¹'nº1

nD1 � F を定理 A.2の通
りとする．このとき任意の u 2 F に対し

lim
N !1

E1

 
u �

NX
nD1

hu; 'ni'n; u �

NX
nD1

hu; 'ni'n

!
D 0; (A.20)

E.u; u/ D

1X
nD1

�nhu; 'ni
2; kuk

2
D

1X
nD1

hu; 'ni
2: (A.21)

*27 公開講座実施時に配布したテキストでは，(3)の証明は f 2 F に対してしか通用しないものになってし
まっており不完全であった．参加者の方々にお詫びするとともに，以下に (3)の完全な証明を与える．
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証明. u 2 F とし，各 N 2 N に対し uN WD
PN

nD1hu; 'ni'n とおく．このとき任意の
N 2 Nに対し定理 A.2-(1),(2)により，E1.u � uN ; uN / D 0,従って

E1.u; u/ D E1.u � uN C uN ; u � uN C uN / D E1.u � uN ; u � uN / C E1.uN ; uN /

� E1.uN ; uN / D

NX
nD1

.�n C 1/hu; 'ni
2

であるので，
1X

nD1

.�n C 1/hu; 'ni
2

� E1.u; u/ < 1: (A.22)

するとM < N を満たす任意のM; N 2 Nに対し定理 A.2-(1),(2)と (A.22)により

0 � E1.uN �uM ; uN �uM / D

NX
nDMC1

.�nC1/hu; 'ni
2

�

1X
nDMC1

.�nC1/hu; 'ni
2 M!1

����! 0;

ゆえに ¹uN º1
N D1 は Hilbert空間 .F ; E1/における Cauchy列であるので，v 2 F が存在し

て limN !1 E1.v � uN ; v � uN / D 0 となる．ところがこのとき任意の n 2 N と任意の
N � nに対し定理 A.2-(2)により

0 � jhv � u; 'nij D jhv; 'ni � hu; 'nij D jhv; 'ni � huN ; 'nij D jhv � uN ; 'nij

� kv � uN k � E1.v � uN ; v � uN /1=2 N !1
����! 0

となるので hv �u; 'ni D 0であり，従って定理 A.2-(3)により v �u D 0,すなわち u D v,

よって limN !1 E1.v � uN ; v � uN / D 0より limN !1 E1.u � uN ; u � uN / D 0となり
(A.20) が得られる．するとさらに F 3 v 7! E.v; v/1=2 および k � k に対する 3 角不等式
（補題 A.1の (A.2)）によりˇ̌

E.u; u/1=2
� E.uN ; uN /1=2

ˇ̌2
� E.u � uN ; u � uN / � E1.u � uN ; u � uN /

N !1
����! 0;ˇ̌

kuk � kuN k
ˇ̌

� ku � uN k � E1.u � uN ; u � uN /1=2 N !1
����! 0

であるので，これを定理 A.2-(1),(2)と合わせると

E.u; u/ D lim
N !1

E.uN ; uN / D lim
N !1

NX
nD1

�nhu; 'ni
2

D

1X
nD1

�nhu; 'ni
2;

kuk
2

D lim
N !1

kuN k
2

D lim
N !1

NX
nD1

hu; 'ni
2

D

1X
nD1

hu; 'ni
2

となり (A.21)を得る．

定理 A.4の簡単な応用として，固有値の列 ¹�nº1
nD1 に対する次の重要な変分公式が得

られる．
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定理 A.5. 定理 A.2の状況を仮定し，¹�nº1
nD1 � Œ0; 1/を定理 A.2の通りとする．このと

き任意の n 2 Nに対し

�n D inf
²

sup
u2Ln¹0º

E.u; u/

kuk2

ˇ̌̌̌
Lは F の n次元線型部分空間

³
: (A.23)

証明. ¹'nº1
nD1 � F を定理 A.2 の通りとし，N 2 N とする．まず LN を ¹'nºN

nD1 で生
成される F の線型部分空間とすると，定理 A.2-(2)により ¹'nºN

nD1 は線型独立，従って
LN の基底を成し，特に dim LN D N である．さらに任意の u 2 LN n ¹0ºに対し，定理
A.2-(2) により u D

PN
nD1hu; 'ni'n であることに注意すると定理 A.2-(1) と ¹�nºN

nD1 の
非減少性により

E.u; u/

kuk2
D

PN
nD1 �nhu; 'ni2PN

nD1hu; 'ni2
�

PN
nD1 �N hu; 'ni2PN

nD1hu; 'ni2
D �N D

E.'N ; 'N /

k'N k2
;

よって
�N D max

u2LN n¹0º

E.u; u/

kuk2
D sup

u2LN n¹0º

E.u; u/

kuk2
: (A.24)

次に L を F の任意の N 次元線型部分空間とし，線型写像 ˆL
N �1 W L ! RN �1 を

ˆL
N �1.u/ WD .hu; 'ni/N �1

nD1 で定めると，dim.ˆL
N �1/�1.0/ D dim L � dim ˆL

N �1.L/ �

N � .N � 1/ D 1 > 0であることから uL 2 .ˆL
N �1/�1.0/ n ¹0ºを取ることができ，する

と ˆL
N �1.uL/ D 0より任意の n 2 N \ Œ0; N /に対し huL; 'ni D 0であるので定理 A.4の

(A.21)と ¹�nº1
nDN の非減少性により

sup
u2Ln¹0º

E.u; u/

kuk2
�

E.uL; uL/

kuLk2
D

P1

nDN �nhuL; 'ni2P1

nDN huL; 'ni2
�

P1

nDN �N huL; 'ni2P1

nDN huL; 'ni2
D �N :

(A.25)

(A.25)において Lは F の任意の N 次元線型部分空間であったので，これと (A.24)より
(A.23)が得られる．
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