
レポート問題

（2014/4/11，担当：竹井）

1 常微分方程式に対する解の存在と一意性の定理（Cauchy の定理）を利用して，
三角関数の加法定理

sin(x+ y) = sin x cos y + cos x sin y

cos(x+ y) = cos x cos y − sinx sin y

を証明せよ．

2 超幾何微分方程式

z(1− z)
d2u

dz2
+ (γ − (α + β + 1)z)

du

dz
− αβu = 0

の解を z = 0 での Taylor 展開 u =
∞∑
n=0

unz
n（ただし u0 = 1 とする）を使って求め

れば，超幾何関数

F (α, β, γ; z) =
∞∑
n=0

α(α+ 1) · · · (α+ n− 1)β(β + 1) · · · (β + n− 1)

γ(γ + 1) · · · (γ + n− 1)n!
zn

が得られることを示せ．

3 (i) a > 0 とするとき，e−aζ の Laplace 変換は
1

z + a
であることを示せ．

(ii) Laplace 変換を用いて，
d2f

dζ2
+ 5

df

dζ
+ 6f = 0

f(0) = 0,
df

dζ
(0) = 1

の解を求めよ．

4 Euler 変換

(Iα0 [u])(x) =
1

cα

∫ α

0

(x− t)α−1u(t)dt

（ただし cα は定数．特に自然数 α = 1, 2, 3, · · · に対しては cα = (α − 1)!，また
α = 1/2 に対しては c1/2 =

√
π と定義する）について次の問いに答えよ．



(i) u(x) の n 回不定積分 u[n](x) を

u[1](x) =

∫ x

0

u(t)dt, u[n](x) =

∫ x

0

u[n−1](t)dt (n ≥ 2)

と定める．α が自然数のとき (Iα0 [u])(x) = u[α](x) であることを示せ．

(ii) α = 1/2 のときの Euler 変換に対して，(
I
1/2
0

[
I
1/2
0 [u]

])
(x) = (I10 [u])(x) =

∫ x

0

u(t)dt

が成立することを示せ．

5

z3
d2u

dz2
+

(
z2

2
− z

)
du

dz
+ u = 0

の解を Taylor 展開 u =
∞∑
n=0

unz
n （ただし u0 = 0，u1 = 1 とする）を使って求め

よ．その Borel 変換（形式的逆 Laplace 変換）はどうなるか？

（ヒント： (1−X)−1/2 の X = 0 での Taylor 展開を考える．）

6 この講義やレポート問題に関する感想を記せ．
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