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Un thGoteme de type de Matsushima-Murakami concernant
l'intégral des fonctions multiformes
. par K.,AOMOTO

énoncér un théorsme de type de

Dans cette note.on va
Matsushima—Mui‘akami dans l"eépace compl@mentaire d'un espace

projectif complexe Pg moins un diviseur a savoir un ensemble

- «
-

alggbrique dg codimension une. Plus ggrfaralemen't soit M une
VQ.rice/t@ complexe et 'r;ll‘son revé\tement universél. Le gro’ube
fondamental G de M par rapport a un point base 0 de M opere

sur 'I\VI) gcom’me 'Decktransformation' |

(0,1) GxH¥ D (Y,x) - Yx €N,

Soit P une représentation iinﬁaire du groupé G dans le groupe
limémire general GL(A) ou A cﬁsigne un espace linéaire complexe

“de diin‘ensi‘on n. On d¢€signe par VAREEH f,4) ou ;’K.r(?ﬁ’; P,A)
réspectivement les espaces des p-fqrmes différentiables ou
holomorphes g’(x) sur M , a vaieurs dans A, telles que l'on ai'ﬁ
(0,2) Fya = P, §. - |
Les espaces ol (,I;I‘); {) ,AY = Z @ .,0‘,0 (’I;{'; P ,A) et M (E; f,A) &
= Z ® }ff,P ({PTII; f ,A) sont munies de struct;ure de comélexe de -

" de Rhanm par rapport a la dﬁrivatimfx extérieure ordinéaire d. On

' désignera leurs cohomologies derdimension p par HP('M; (’,A)' et;

H&’(lﬁ; (’,A) respectivement, La x;e‘pr‘?sentation liréaire P de G-

définit 3 la manidre canonique sur M le systEme local {AP}

localement isomorphe 3 A. On désignera par HP(M; {A‘)} ) ou-

HgL(M; {IHO}) leurs cohomologies diff.‘e’rentiable::ou holomérphe

respectivement. On salédsnigomorphismes canoniques
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(0,3) G m; 4a} ) et ”(M p o) = HJ{(M;{AF})
Si M est une varifté de Stein on a 1'1somorphisme
(0,4) B {a ) = P fa).

De n/e\zme la rep].‘(esentatlon contra—-gradiente (0 de f’ déflnit
sur M le systeme local {A‘g‘} localement isomorphe au dual A* de
A. On d@signera,par HPW; {A;;} ) sa homologie de dimension Pe
D'aprés Eilemberg et Maclane (voir e £ ) rams )
HP(M {A*} ) est dual & Hr {A?} ). Leur pair n'est autre chose
que 1'int/gra1 des fonctions multiformes ug’ (x) de o@.r(M, £ ,A)

sur un cycle & définissant un 41lément de HP(M; {Ag} ):
(0,5) HP(M P ,A) x B (5 4o } ) - ¢
(¢ , o) = j 5':

c

Supposons maintenant quAil existe une connexion holomorple et

1ocalément euclidienne dans {Af} qui s'induit deﬂ 1'espace baseé ]

M, & savoir une fonction holomorphe ¥usuf (D\ﬁjEa.i[aﬂxeuraad_anSLGM‘A)

de sorte que l'on ait pour [ € G et x éﬁ' quelconques

(0,6) | Y(Y.x) = {)(T)Y(X)

On note par u&r(M- A) ou JJ{;P(M ;A) les espaces des p~formes

différentiables ou holomorphes- sur M xfspectivement E valeuxfs

‘dans A. Alors on a léssisomorphismes ;

(0,7) oLF ;) 2 (K ,4) ou J%P(M p = #d e,

respectivement par l'application 9 C,&-P(M;A)- o= Y. P €
,Bf(’f"f; f,A). On %erit par © 1la forme matricielle ¥ ay qui

est holomorphe dans M. Vu que d(Y.%) = Y.(dp WA 9 ),

les cohomologies H*@f;(’,A ) bu H;Lﬁ;(’,i\ ) sont isomorphes a (M

aux (M Y ow U*(M; ) respoetives qui



37
H*(M;w],A) ou H(;;.(M;[w] ,A) respectives. Ces d&érniers sont

&éfinies comme suit : K *(M;4) = Z ) @P (M:A) ou
1 *(M;4) = Z, ¢ j{f,P(M;A) deviennent des complexes 'de
de Rham munis de 1'opérateur de cobord &'z {P= d.<,0 + WAP,
‘On d(signe par H*(M;Eu] yA) ou H;L(M;[CQJ,A) les cohomologies
correspondantes.
Supposons de plus que M soit une. varie/ alg/nrlque proaective
M moins un diviseur 8 de M .. On note par D@. (M, S; A) la somme
Z @ ,@-F(M S; sA) ou D[S-,T.(M S; A) d€signe 1'espace des p—formes
différentiables sur M et de croissance tempérée en S. On note
aussi par jJL*(M S;A) la somme Z@ }v‘f,,.r(M S; A) ou
' }tﬂ,’P(M S;A)¢ d/31gne la partie commune de’ O&P(M S3 A) et _
MP(M A) qui s'identifie avec 1' espace des ﬁafnrmeh{ holomorphhes
dans M et nr’romorphes dans M . Ges deux espaces ﬁ*(M S A)
et Jtﬂ (M S ,A) deviennent des sous—-complexes de b&*(M A) et
M*(M,A) respectives.par rapport a l'operateur & . On note
par 08;(% Ly3l, A)b ou ch*('!\q'- [x3,4) réspectlvement la somme 'l
e @, o Z,ea ;}4(,‘4 u; (,4) od ‘@'T(M [YJ JAD
i des:.gne le sous—espace de bﬁf p yA) consistant en des
p-forx_nes qui s'écrlvent comme Y.3>_ ou SOGQ@-P(M S;A) et »
};{, (M (Y1,A) désigne la partle commune de Q& (M [YJ A) et
' gffl’(m- f ,A)..Ces dernieres deux espaces QB_*(M [x],n) et
jfe (M; [YlA aussi deviennent des sous-complexes de
S (M P +A) et ﬁ (M f A) respectlves. On a les isomorplusmes

€v1dents :

(0,8) 1P 0, ) = BP0, 8) et mECH (D) = H,';L(M;EDJ.A)
ou HP('IV\IJ;‘[YJ,A)" et Hg'-(ﬁ’;\:YJ,A) désignent les cohomologies dos.



de dimension p des complexes °8_‘1*(1"'\1'; a) et M_;(M;EY],A)

respectifs.

)

Si la fonction Y(x) est de croissance temperée: en S alors
1'espace 08-*(%;('1’] ,A) consiste en des formes diff€rentiables
dans M qui sont de créissancé tempﬁrﬁe en 8 et qui satisfont &
(0,2).

: Ohf-»utiﬂ;iserar:lep.‘khféor%me suivant. du a Grothendiéck et Deligne
(voir (&) et==3). |

Théor'e‘me de comparaison. Si la congex’i on Y est de croissance

temp&r€e en S, en particulier gi W = f1.dY.as.t__dn_np.Ld.‘e

singularités gggllgli\grgﬁ en 5 .alors onca 1'isomorphisme
(0,9) O 0),0) @ af (w5 p ,4).

De plus si M,est une vari%té de Stein on a

(0,300 whp,a = uT (0P,

en particulier on a )

(0,11) ' - il (v, f,A) = (0) pourpZX +1

]

o A= dim M.
On supposera dans ce qui suit que M soit 1'espace projectif

. ¥
‘complexe et S un diviseur. Supposons que

(H=-1) La ;egr@sentaﬁion P du_groupe G soit donnfe comme

ie & laquellc le férentiellliméaire
| A '
(0,12) ' Y .dY =@
donne naissance.éﬁ la f‘orme de conn‘exi"on 0 {h.':g 'gjgg des poles

Jlogarithmiques le long de S. Dans ce cas-la on sait que la forme
‘w est fermée et satisfait a l’?quation algébrique suivante :

(0,13) WA W =0 |

(vo.ir~ (4 ) page ‘ ou (& page" ).
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Soit (, une application holomorphe du disque unité D=

= {th< 1} dens ¥ telle que 1l'image ( (D) ne soit pas contenue
dans S et que ((0) soit un point g de S. On dit 'rééidu de
la forme @ en p'le long d'une courbeaanazytique C=L(D)' 1e
résidu de la forme induite (*(®) en O dans D. L'ensemble des
résidus deé en p le long destoutes les courbes analytiques C
passant par p formeun semi;groupe d'un nombre fini de gékgrateurs.
Soient C1,g',...,Cr lgs courbes ﬂ

v b
analytiques correspondant a ces .

géhéfateurs. On désigne par uc‘,

Up yUn yeos,U %sidus d
(N (A ’ Cr les residus de
W eh~p’leslong des courbes
q‘ua,...,Cb respectivement. Faisons 1'hypothése suivante :

H-2 B matrice d'entre U coe fg i
.( ) ducunm matri UQ U, s ’Ubr n'a un entier
ngn-néégtif 0,1,2,3,... comme valeurs propres.dc n '

Alors on a

Ilé@;;_m_e ’ —HP(M; {AP}) ¥ (0) pour p= -1 ¢_dans le cas

OU S consiste en des hyperplans ou bien dans le cas on L est
egal 3 2 et S est quelconque, - \

L'ensemble des réprésentations linégires;de G dans GL(A) forme
' un sous—ensemble algé%rique‘zl, dans le produit GL(A)xCGL(A)X...
x GL(A) (m produit) ou m dééignekle nombre des gghé}ateursﬂdu
groﬁpe G. L'ehsemble‘deS-reprééentations Iiné;ires dee'G telles
l'on ait _ : T

(0,14) 1P {ph) = (00 pour 0T pSf -,

‘est ouvert dans ﬁl . Le théoggme pré%éaent implique que et
gnsemble n'est pas vide. Quand (0,14) est vérifides, en utilisant
1'"6galité suivante
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(0,15) % (1 {A) = n&k ()

ou SE(M;{ﬂé) ou &€ (M) désignent les caractéristiques d'Euler
Z(-l)P rang HP(M; {AA) ou Z(-‘ﬂ)" rang HF(M; €) respectives,

+

on peut faire le calcul du rang H‘Q(M; {A}).

§

Corollaire 1. Dans le cas ou S consiste en des hyperplans

en nombre m £ ,Q + 2 d'intersection géiférale les unes des autres,
A r | :
le revetement universel-M .n'est pas contractible.

En effet on peut trouver une forme de connexion (- satis-
faisant & l'hypoth\ese du théoreme lLde sorte que l'on ait
(00,16) rang HA(1; {AP}) = %LMS{Ae})‘—‘

| = (m-2)m-3)---- (m-Q- 4%,
qui chersbdamnule pas. D'autre part G “6tant librement abélien
on a
(0,17) ' HP(C;AP = (0) pour pg 0
si P est géne/rique. D'aprEs un théoreme d'Hurewicz on a I
l'assertion.

Pour une autre application considerons dans l'espace affin
CQ 1'union S* des hyperplans x; = 0, x;= 1 et X, = Jg(i X% i)
par rapport aux coordonrfées affines (x1,x_9_,...x,)i_|) de (:'(.
Soit S S* plus 1'hyperplansa 1l'infini dans Pl. IO0n sait que

A ~ L . ~
le revetement universel M de M = P = S est un domaine borne.
2l : .
et honéomorphe ; 1'espace euclidienne R de 2[ dimensions
(voir (33 #age ). D'apres le théoreme |
d'Hurewicz on a pour p quelconque
A = uP(m: }
(0,18) aF () = 6P O {ap).
Or pour cet ensemble 5 on constate qu'il existe une forme de
connexion @) satisfaisant a (H-2). Dans ce cas-la (0,14) est

ver.ifiée d"o'iu_viggt_mr_p X Q y
0, 19) H g Ap) 2 (0)



Aggs_i egt ce groupe de type de Matsushima-Murakami.

3S 1. Esdulsse de la démonstration du théorsme.

Pour démontrer le théoréme on va utiliseér 'Principe de.
Lefschetz' cemme Zariski a cberchg le groupe fondamental de
Pﬁ-S(voirEQJi&ager | Ye

e

Moyennant la suite de residu et la suite spéctrale dues a Leray

&

on peut r’gdﬁire le calcui des cohomologies de P’Q - S E_ eelui des
cohomologies dens les eepaees de dimension une. -Cemui-'e.i revient
au calcul des cohomologies des certaines alggbfe’S’ de rLie attachges
‘& ©S moyennant des “equations diffﬁ'entielles linéaires determia
nant des systemes locals. |
On note par X l'espace projectif complexe de dimension Z I’gJ
et Xpar Xy un diviseur S. On prend un point base 0 de X - X
On pose %.= X - (0). SoitoxYidnrhyperpian de X disjoint & 0.
~On considere le faisceau des droites LP«) Apassant‘ par 0 et |
/\

des points o p ( de X de sorte que X soit un espaceffibr’e'

holomorphe en droite dont la base est et dbnt' la fibre es't

ﬁ (0). On note par {a1 N ,..,am}lx'ensemble des pomts d'
intersection g/r(erale L,\X“ ou m demgne le degr/de X,. Soit
T la projection canonique de X sur Xq . SoittX1 le sous-

ensemble de )é'” des points p(” tels que‘ certains d'entre a4

. (1) \ . . :
et a co'_{ncident. X1 est ’évidemment un divis’eur
)

2‘ "..,a,m“
de XY . On prend ensuite un point base 0 de )?) X1

AW “)
X = Q;) (51)). Soit X un hyperplan de " disjoint @ O . Alors
A :
X?”devient.un espace fibre en droite dont la base est )%3 ett dont

et on pose

. - @y
la fibre est la droite If;,;,reliant CS“)et un point anJ de X . On note

. - ’ Ay ) .. . S
par'l\m la projection canonique. de x* dans X ptﬁ.pgﬁ?i(%‘é@&hbp‘l%%l



FN

&)

ensemble de )(“9') des points de sorte que la droite f,i)ne

4)
rencontre pas Xﬁ en position génerale, ainsi ' dersuite....

En gbnéral on obtient lanprdjection ‘T["") de X(")sur XM dont la
@)
LF"’

(4;!-13
'R“" - On a ainsi 1le dlagramme suivant :

a-H _ J

fibre est la droite - (0(4')). Par réccurrence on pose

X D X vooves C XL_‘ XI
)21»?//\0);‘/ U) )F)T/ /xg,zﬁf
. -1

)éa%\é &@)4)(@.)1(4‘” v

.
a--

-/)\éi)/ ?G” Xf” Xii,)L/
o 'd
S‘tm-z) /)\_((&-z) X/
o i

03 'XM

ANy N
et Xw sont de dimension ( 2 - i) et X:;‘) (3
des divisbihrs d-x%;, L*appllcatlon e

B IR - 0 _ x:‘*')

est non—smguhere. On note par F“‘) sa fibre g/n/rale.qui est

P-4 »1) ) sont

A

(1,1)

1somorphe ‘ ]&” . ;,Bupposun&lque
(H-Q}opoaH%'iFr& “sH e"‘l(.F('g?cgi);te.uneH:;&(F;a A(;:}s')),rale)
s'annulent si un des Eg est nul ou 8(; parcournet O ou 1.
Alors on a aiément la _
B8 ~--- &
Proposition 1. Il existent une suite s ectrale El’*
ou % aar_egai_g.e ou 1 et une filtration de *(X - X
H*(X"‘ X1 _ﬁ"a" - e 1 r'ux x {AP}) ' .
(1,2) HP(X - X.,)_g_)s.‘... ;{A}')D gfl) g ) D
o -

)q( D (0)

A ] 00 ---0 4 --~1
(113). HP(X - xl.a.q,u-ﬁ ;{A'P) = E_Q‘ ()] r

telles que l'on ait

4
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(1,4) A S CORE L TC L S L RC T SR
“ohon a posE Xqgs-.q =X X XV RS I

Soit w la coordonnée affine de la droite Lp)passan% ‘par O et
un point?de X“) telle que l'orlgine et le point & 1'infini
correspondent 0 et IS” respectivement. Alors la forme matrictelle
d'ordre m ( d(a\ - aé )/(a~ - aA\ )) (1€ i,j T m)est définie

dans un reb@tement ramifie 3‘(@ de X9 . Soient N*) (LY =)

le systeme de:tous’les résidus de cette forme dans %Y . on voit

'que Tes €16ments n&v.) sont des entiers et symetrlques nA- = né’? .
A 3

On note par (5 1'algébre de Lie. engendree des 4léments

".’i ,...,i),m avec les relatlons fondaméntales

v (1!5) nts:;\ (u;} s Uy J =0 . et 2 uB = 0
' < dmy J& )
ou lé\i“ret)agysm. ’

Alors la dom(e dume. forme de connexlon W satisfaisant & (H-1)

equlvaut au donner une repr/sentatlon lin/alre ‘0 de (g dans
OJ?»(A) (v01r (1) pege . ). Dans cette

situation on peut démontrer la
<Lroposition 2.
(1,6) 'H(ga A ) = (0).
e X“ﬂ) 1) _,
Le systeme local H (F; {Aé s8ur: 8 crlt en forme

8 (H—l),__ﬂ_(H-Z)-on a

-explicme moyennant une “quation diffgrentielle liffeaire qui

est ‘une gén@ralisation de 1'6quation classique de Pochhammer.
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Supposons en effet que la forme de connexion & s'exprime

par rapport 8 la coordonmée w sur la droite LP(,) de la maniere

suivante :

m
~1
(1.7)‘ Y.aY = w = U d(w - a~)/(w - a)
d 3
~
ou Uy d/s1gne le res1du de W en a; qui se montre 1nd/pendant

d

de 15-") de XN “ (v01r (1J). Si la forme W rempllt (H—l) ainsi

que l'hypothese suivante plus faible que (H—2)

(H=2)" cune matrice d'entre U, ,U, ,eee, n's.un entier
_ 1 2 , Ji2.un entier

positif 1,2,3,... comme valeurs propres,

alors tout élement de ‘H4(F;Ew ]; AP) s'écfit co.mn;e

(1,8) g Y . Eq)dw/(w - aé)

on T = (¥, E@'),...,g(' )) signifie un élément de A™ mod.
(U,’? Iy’] ,...,I}m’? } pour un certain 'V) de A. Remarquons que
la -représentation pz/cedente (’ de 03 est d'/flnie par la

correspondence u; - Ué (1S §= m). Par un calcul %lémentaire

on a la R
s x(d )EJ)
Proposition 3. Le systeme local H (F3 (w3, A{,) sur

vs'écnt moyennant 1'expression (1,8) comme suit :
a ,

(1,9) z)q«r. o> ¥ =,

=<5, ; (90-93) U .§GJ. d(a\ - %\)/(a\-.aj),

ou QL désigne la forme Y .dw/(w - a~) et O un cycle de

H{(F; {AF} ). Cette/equation dlfffrentiehe a'est définie que sur

~
¢ .
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En utilisnat cette @quation on conclut de la proposition 1 que

Proposition 4.  Aux hypotheses (H-1) et (H-2) (1,6) implique

. que ‘ e
i A

(1,0) H(X - Xa3---2 ;{%b =_Uﬂ-
Or on peut généraliser la suite de résidu (TbumThpm+Gysin)

dans le cas des cdé}ficients des syst;hes locals. Eﬁyépplmbant_

-
-

ces diverses suites on voit que la proposition prébedentzgf
L . . ".

" entraine la ’ : ,
on a : | | |
- i = 0.

Pour 1la dgmonstraﬁion‘du thébrgme on constate d'abord que

(H-1) et (H-2) impliquent (H53), Ensuite on déhontre la p

en réECufrgnce 1a proposition 1 . Parkconsequent bn a

(1,19) | ~H'ﬁ'(3?-xu,ay-.--9\ j;{A{,})ﬁ' (0),

pour p = 1 - i. En appiicant les suites de rgéidusfon'arrive

3 la conclusion du thordme. . 7
Oncne’sait-pas Bi lﬁh&h.éom‘meoﬁslta,&énépa_lé;sépazm, un diviseur

Quelconque's daps un espace projectif.compleie Pl.

‘Les dbtails de la déhOnstrationigu-théoféme paraitra ailleurs.
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