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Les résolvantes des noyaux continus réels vérifiant

le principe semi-complet du maximum

Noriaki SUZUKI (LK $HAKEH)

§1. Introduction

Soit X un espace localement compact, non-compact, séparé et dénom-
brable & 1'infini. Nous disquterons les noyaux continqs réels V sur X.
Dans la théorie du potentiel, il est bien connu que le’principe complet du
maximum de V est une condition essentielle pour que V soit un noyau de
Hunt dont le semi-groupe est sous-markovien. D'autre part, le noyau loga-
rithmique sur 1'espace euclidien Rz 4 2 dimensions ne satisfait pas au
principe complet du maximum, mais il satisfait au principe semi-complet
du maximum. Donc, il semble aussi bien que les noyaux continus réels véri-
fiant le principe semi-complet du maximum ont propriétés intéressantes méme
du noyau logarithmique. En effet, dans le cas des neyaux de convolution
sur un groupe localement compact, M. Itd montre que tels noyaux sont de
type logarithmique s'ils vérifient une certaine condition a 1'infini (voir
[3] et [4]). D'autre part, dans le cas ot X est un emsemble dénombrable,
R. Kondo a montré un résultat analogue en utilisant la méthode probablis-
tique (voir [5]).

Le but de cet article est de montrer le théoréme suivant:

Théoréme. Soit V un noyau continu réel sur X et m une mesure de
Radon positive fixée & supp(m) = X. Supposons les quatre conditions sui-
vantes:

(A) V vérifie le principe semi-complet du maximum par rapport & m.



(B) Soit ¢ wune constante positive quelconque. Si, pour tous u €
D (V%) et a € R, (V¥cDu < am (reép. (V¥4+cI)u = 0) sur X, alors a =0
(resp. 4 = 0), oi V* est le noyau transposé de V et I est l'opérateur‘
identique.

(C) Pour toute £ € Co(X), VE € C (X).

(D) Pour toute 0 # f € CE(X), 1lim 5 VE(x) = -2, oi 6 est la point

X
d'Alexandoroff de X.

Alors il existe une résolvante markovienne (V ) des noyaux con-

p>0
tinus sur X telle que:
(1) Pour tous f € CE(X) et p>0, ona
VE =V f + pV £f.
P p
-~ * P
(2) La résolvante (Vp)p>0 des noyaux transposés de (Vp)p>0 est

uniformément récurrente et toute la mesure invariante par rapport a pV¥
est proportionnelle & m.

(3) Pour tout p > 0, V; est un noyaux de Hunt faiblement régulier
et il existe un semi-groupe markovien (Tt)t>0’ et un seul tel que, pour
toute f ¢ CK(X), fo = fexp(—pt)thdt.

(4) si fdm = o, glors, pour toute f € CO(X) lim V £ = Vf

b b p K b p__)_O p
uniformément sur X.
On note que la résolvante (Vp)p>0 est uniquement déterminée (voir

la remarque 10). Dans ce cas, elle s'appelle la résolvante de V.
§2. Définitions et préliminaires

Dans cet article, m est une mesure de Radon positive fixée sur X
telle que supp(m), le support de m, est égale & X.
On désigne par:

C(X) 1'espace de Fréchet usuel des fonctions finies et continues sur
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CK(X) 1'espace vectoriel topologique usuel des fonctions finies et
continues sur X 2a support coﬁpact;

M(X) = CK(X)* 1'espacg vectoriel‘topologique des mesures de Radon
réelles sur X muni de la topologie vague;

MK(X) = C(X)* 1'espace vectoriel topologique des mesures de Radon
réelles sur X Aa support compact;

CO(X) le sous-ensemble des fonctions de C(X) tendant vers O‘ a
1'infini;

C+(X), C;(X), M+(X), M;(X) et C;(X) leur sous—-ensembles des éle-

ments non-négatifs;

o)

{f e ¢c(X); [|fldm < =, [fdm = 0};

MO(X) {u e MX); fd|u] < =, fau = 0};

0 _ 0 0 _ 0
CK(X) = CK(X) nC(X) et MK(X) = MK(X) nM(X).
Un noyau continu réel sur X (resp. un noyau de diffusion réel sur X)

est, par définition, une application linéaire et continue de CK(X) dans

C(X) (resp. de MK(X) dans M(X)). Desormais, pour un noyau cdntinu réel

V (resp. un noyau de diffusion réel V%), nous désignerons par V% le noyau

transposé de V (resp. V 1le noyau continu transposé de V¥*) défini par
[£av#y = [vEdu

Pour f e CK(X) et | € MK(X).
Posons

K

: C (X) = f - [vfdy definit
D(V¥) = {“ €M(X); yne mesure de Radon }

2

pOv%) = D(v%) n MO(X) et D(VA) = D(VX) o M'(X). Pour u ¢ D(V¥), on

note fodu = fde*u pour toute f ¢ CK(X).



Définition 1. On dit que V vérifie le principe semi-complet du

maximum par rapport & m (désigné par‘ V € (PSM)) si, pour f € Cg(X) et
a £ R quelconques, Vi £ a sur X dés que la méme inégalité a lieu sur

+ N P . .
supp(f ), oi R désigne la doroite réelle.

PP ; . . +
Définition 2. Soit V#* wun noyau de diffusion sur X et ¢ € D (V%)

On dit que W est invariante par rapport & V* si V#p = yu.

Définition 3 (voir [6], Définition 1). On dit qu'une résolvante

1
(V*) ) est uniformément récurrente s'il existe une famille (u ) IS
P p>0 / p’p>0

+
C (X)) et P, > 0 vérifiant les quatre conditions suivantes:
(a) up >0 sur X pour tout p > O.
(b) 1im u (x) = 0 pour tout x € X.
p*0 p

(c) Pour toute f € C+(X), (uV £f) forme une famille normale
K PP P >P>0
sur tout compact de ‘X.

(d) Pour tout x € X, il existe f € C;(X) telle que

inf u (x)V £(x) > 0.
p_>p>0 U (OTEC0

Définition 4 (voir [2], p.303-304). On dit que V* est un noyau de

Hunt faiblement régurier si:

(}) Une famille (VP) des noyaux continus (resp. (V;)p>0 des noyaux

p>0
de diffusion) sur X s'appelle une résolvante si, pour p >0 et q >0

quelconques,

V -V = (q-p)V V (resp. V¥ — V¥ = (q-p)V*V%*) (Equation résolvante)
P q 4P P q P P q =P P q d

On dit que (Vp)p>0 est markovienne si, pour p > 0 et x ¢ X

quelconques, pfdvgex = 1, oll on désigne par € la mesure d'unité & x..
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(H.1) 11 existe un semi-groupe (Ti)t>0( ) des noyaux de diffusion
tel que V#* = fTidt, c'est-a-dire, pour yp ¢ MK(X) et f ¢ CK(X) quelcon-~
ques, [fdViy = fdtfde’Eu.

v ) ' +
(H.2) Bm (usw) # ¢ pour tout 1l'ouvert w et y € MK(X).
+

(H.3) Pour f ¢ CK(X) quelconque, la plus grande fonction V-soushar-
monique minorante de Vf sur X s'annule identiquement et V posséde la
propriété de la régularisation inférieure; c'est-a-dire, soit  un ouvert

et u une fonction réelle et borélienne vérifiant lu(x)[ < Vg(x) avec

+
une certaine g e C_(X). Si, pour x ¢ Q, compact Kc Q et ¢g' €
K x,CK

v

V* , . .
B (eX;CK) quelconques, u(x) fude;,CK, alors u(x) = llmlnfy+x u(y)
est V-surharmonique dans §, oll on désigne par € la mesure d'unité 2 x.
Ici, une fonction réelle et borélienne sur X est dite V-surharmonique
dans 2 si u est semi-continue inférieurement et si, pour tout X €
et compact K < @, u(x) = fude' o €' € BV*(E sCK)
’ x,CK’ x,CK m = x’ ‘

Si -u est V-surharmonique dans Q, alors u est dite V-sousharmo-

nique dans Q.

(%) Une famille (Tt) des noyaux

t=20 t>0

. . 1] . . = =
de diffusion) sur X s'appelle un semi-groupe si TO I, Tth Tt+s

pour tous t 20 et s =20 et R 2t =~ th € C(X) est continue pour

des noyaux continus (resp. (Ti)

L T% = ATk = T% > >
toute f ¢ CK(X) (resp TO I, Tth Tt+S pour tous t 20 et s 20
et Rst - Ttu € M(X) est continue pour toute u ¢ MK(X)).

On dit que (Tt)t 0 est markovien si, pour tous t =20 et x € X

>
quelconques, de%aX = 1.

(3) Pour tout overt w dans X et toute U e M;(X), on désigne par

Vv
B' (uj;w) 1'ensemble des mesures '

vérifiant les conditions suivantes;
. + — ‘

(B.1) u' € D (V¥) et supp(u') ¢ w,

(B.2) Vxu'

(B.3) vxu'

V*¥u dans w,

A

V*y dans X.
_yx , LV + o
On pose encore Bm (p3w) = {u' € B" (usw); pour v € D (V¥) vérifiant
supp(v) < w quelconque, on a V#u' < V*v dans X des que V#*yu < V*y dans
w}. '

-5-
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De la méme maniére que dans la remarque 5 et la proposition 11 dans [3],

on aura la proposition suivante:

Proposition 5. Soit V € (PSM) et ¢ wune constante = 0. Alors on a:

(1) V+cl vérifie le principe semi-complet du maximum transitif a3 V;
c'est-a-dire, pour f E\CE(X) et a € R quelconques, VE < a sur X des
que (V4cI)f < a sur supp(f+).

(2) V*+cl vérifie le principe du semi-balayage relatif & V¥*; c'est~
a—dire,’pour U € M;(X) et un ouvert relétivement compact w # ¢ dans X

+ .
quelconques, il existe ué € MK(X) et a& € R tels que:

(SB.1) fau! = [an.

(SB.2) supp(n') < w.

(SB.3) (V*+cI)u; + a&m = V*u dans w.
(SB.4) (V*+cI)u; + a&m < V%u dans ‘X.

Dans ce cas, ué (resp. a&) s'appelle une mesure semi-balayée (resp. une

constante semi-balayée) de u sur w relativement & (V¥+cI,V¥).

§3. La preuve du théoreme

Dans ce paragraph, on supposera toujours que V vérifie toutes les
conditions dans le théoréme.
D'abord on va construire la résolvante de V. Pour cela, la proposi-

tion suivante est essentielle.

+ v
Proposition 6. Soit ¢ 2 0. Pour u ¢ MK(X) et un ouvert w # &
+
dans X quelconques, il existe u; e D (V*) et a; € R vérifiant (SB.1),

(SB.2), (SB.3) et (SB.4).

[ee]

Preuve. Soit (w )

o0
une exhaustion de w, c'est-a-dire, (w )
n’ n=1 - n

n=1

est une famille d'ouverts relativement compacts # ¢ dans X vérifiant
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n=1 Yy = @ On connait déja que pour tout n 2 1, il existe

+ .
1 A\l . 1]
u € MK(X) et an € R tels que fdun

n n+l

fdu, supp(u;) c BA et

* *. ' 4+ 3!
V*u w +cI)un a m dans 0

(3.1)

v

V*u (V*+cI)u; + a&m dans X.

[o] + . ’
(voir la proposition 5 (2)). Comme (u;) . © M (X) est vagument bornée,

n=1

+
on peut supposer que limném u; existe dans M (X). Posons
. A= 1i '.

(3.2) 11mn_>O° Mo
Alors supp(}r) © w.

Montrons que

1 bt A
(3.3) (an)n=l est bornée.

Comme V*(u—u;) 2 a;m sur X et fdu = fdu;, on voit a' £ 0. Soit f €

'
n

C;(X) telle que ffdm =1 et supp(f) < W) - Alors,
al = [VEdu - [(VE+eD)du! = [VEdu - [((VE) "refran!.

est vaguement bornée, liminf _a' > -,
: n>® n:.

+ + ) I
Comme (Vf) ¢ CK(X) et (un)n=l

On a ainsi (3.3).

Montrons que

(3.4) (V*u;):= est relativement compact dans M(X).

1

I1 suffit de montrer que (V*u;):= est vaguement bornée. Soit f ¢ C;(X)

1

a supp(f) ¢ w; alors 1'égalité V*u = limn+w (V*cI)ug + aém sur w et

(3.3) montrent que (ffdv*ug):= est bornée. Pour g € C;(X) quelconque,

1
on choisit f ¢ CE(X) telle que supp(f) ¢ w et g-f € CE(X). D'apreés 1la
condition (C) dans le théoréme, (fV(g—f)du;):=l est bornée. Ainsi-

%)
(fng un)n=l esF bornée.
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Montrons
(3.5) A e D (V¥).

Pour (3.5) il suffit de montrer que, pour un compact K dans X et f ¢
CK(X) a supp(f) € K quelconques, qu'il existe uneiconstante c(K) > 0

vérifiant |fodA| < c(K)“f”w. Pour toute f € C_(X), (3.4) donne IfodA|

+ =+

< ®, On peut supposer que K # 4. Soit fO e C(X) a supp(fo) c K et

K
ffodm = 1 quelconque fixée. Pour toute f ¢ C;(X) 3 supp(f) < K, on posé
ag = ffdm. Alors O < ag < m(K)”f“m. Comme supp((Vf0)+) est compact, il
existe une constante M > 0 telle que Vf0 <M sur X. La continuité de

V  dimplique max g |VE(x) | < Co”f”m pour toute £ ci-dessus avec une

constante c_ > 0. En posant Mo = max{M, max__. ]Vfo(x)l}m(K), on a
(3.6) VE < V(affo) + MO]!f"°° + collf"°° sur K > supp(f).
Comme V ¢ (PSM) , ia méme inégalité a lieu sur X, et donc
Jutdxr < (2M0+c0)“f”wfdk.

D'autre part, (3.4) montre qu'il existe c, < 0 telle que SUp 5, fodu;

1
> clufﬁw, et donc cleMw < [vfdr, d'od (3.5).

Montrons

(3.7) Jax = [du.

. ' . LI
Evidemment fdA < fdu et 1l'on suppose fdA < fdp. Comme llmnam Mo A

et fdu; = fdu, il existe 6§ > 0 telle que pour tout compact K il existe

un entier nK > 1 wvérifiant

)

fCK dpn < § pour tout n 2 an

Soit f ¢ C;(X) a supp(f) c w, et a ffdm = 1. Posons

1



= 4 - +|_‘|__ [}
M = dinf . {[vEdu - [(VE) du! - a' - cffau'},

alors -« < M = infn>l {f(Vf - (Vf)+)dug} < 0. On choisit un compact K

c X tel que
+
K, > supp((VE) ') et Vf < 2M/S§ sur CKO.
Dans ce cas, pour tout n 2 nK s
o

M < [(VE - (Vf)+)du£ < VEdu! < 20,

Jex
o

mais cela en contradiction avec M < 0, d'ol fdA = fdu.
D'apres (3.3) et (3.4), on peut suposer que limn+w V*ué (dans M(X))

et 1lim a' existent. Posons n = lim V*u' et a' = 1lim a'.
n>e n n-> n n>® n

Soit g € CE(X) quelconque. Comme Vg ¢ CO(X), on a
= 1 * ' = 1 1 = = *
fedn = lim Jeav w'o= lim Ingun [vgax = [gav#a.
Donc il existe une constante ao telle que
(3.8) n = V¥ + a m.

Posons p; = )\ et a; =a_ + a'; alors on obtient facilement que (u;,a;)

est un couple demandé et la proposition ¢ est démontrée.

Remarque 7. (1) La condition (B) dans le théor2me donne a' < 0, car

1
W
V& (p=u') = a'm.
Tw w
(2) Si w = X, alors p; et a; sont déterminées uniquement.
(3) De la méme manidre, il existe aussi un couple analogue (p;,a;)
+ ' + +
pour toute u € D(V*) n Mb(X), ol Mb(X) ={peM (X); fdp < o}, Dans ce

cas, u& (resp. a;) s'appelle aussi une mesure semi-balayée (resp. une con-

stante semi-balayée) de u sur o relativement a (V#+cI,V¥*).
Dés maintenant, on construira la résolvante demandée.

-9=



Soit p > 0 quelconque fixé. D'aprés la remarque 7 .(2), on définit

1'opérateur linéaire
1, + -
VE: M (X) 2 p > ={@u)! - (u)! }eM®ZX
p "k P Xsp )X,p ()

N + - ) . + -
ou (u )% . et (u )% P sont les mesures semi-balayées de 1 et de u
b b

sur X relativement a (V*+%I,V*).

Lemme 8. L'opérateur V; est un noyau de diffusion sur X.
. . . ot 5
Preuve. Comme V; est positif (c'est-a-dire, V;u € M (X) dés que
+ [e0]
U € MK(X)), il suffit de montrer que pour (xn)n=l © X et x € X satisfi-

ant 4 lim X = x quelconques,
n>° n

1 * = *
llmn_)cc VPEXD Vpex dans M(X).

D'abord, on a

V*e = (pV*+I)V*e + a'm sur X
X px  n

avec une constante a' = 0. Soit £ € C;(X) a ffdm = 1, alors

\]
n
L - % - %
a' = VE(x ) prfdvpeX fdest .
n n
] . <1 |

Comme (xn)n=l est relativement compact et Iffdvgex | = E“f”m’ on a

PR 1 — . . [} P
llmlnfn+® a’ > aussi bien que dans (3.3), et donc (an)n=1 est bornée.

Soit A un point vaguement adhérent de (V;ex‘):=l lorsque n -+ .

De la méme maniere que dans (3.5), (3.7) et (3.8), on a aussi A ¢ D+(V*),
1

pfdx =1 et V*ex = (pV*+I)x + a'm avec une constante a'. Comme V*sx

= (pV*+I)V7'1;EX + a;m avec une constante a' < 0,

\J
X

(pV*+I)(A—V§EX) = (a;—a')m sur X,

et donc, d'apr2s la condition (B) dans le théorzme, A = V;ex, car fdx =

de*e =-l. Comme A est un point vaguement adhérent de (V*e¢ )m_
P X P x ‘n=1

-10~
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quelconque, limn+m V;EX = V;EX. Ainsi le lemme 8 est démontreé.
‘ n

Lemme 9. La famille '(Vg)p>0 est une résolvante markovienne.

Preuve. Pour p >0, g >0 et U € M;(X) quelconques, on désigne

'

par ap !

et par aq les constantes semi-balayées de U sur X relative-

ment a (V*+%I,V*) et a (V*+%I,V*) respectivement. Alors,

(VRET) (Vau - Vo)
q P q

[

(V*+lI)V*u —.(l - ;)V*u - (V*+lI)V*u
P P p q p q q

Loy - arm) - & - Hywy - Lym - a'w)
P p P q p q q

E:ﬂ(v*u.— V¥*u) + (la' —-la')m.
Pq P q4q

PP
Soit a' une constante semi-balayée de %V;u sur X relativement a
b4 - .
(V*+§I,V*) (voir 1lg remarque 7 (3)). Alors,
1 1 '
(V*4=T) (V*V*p) = =V*V*u + a' m
q qP - q p pPsq

Lysu - vE) - (Fa' - &' m,
Pq P PQa P P4

et donc
1
V*+=1) (V¥u - V¥u - (q-p)ViVipu)
( q)(p 5 a-pIVEVE
1
—a
q

1, 1, '
- =a' + (g-p)(—a' - a )m
PP 1-P (Pq P P’q)

'
q
Comme dv*u - [dV¥*u - (q-p) /dV#V*u = 0, on a
favey - Javiy - (ap favsvs
3.9 T VAR - VEu = (q-p) VAVHy,
(3.9) ; 3 (qpqp

g * é . La markovienne de (V¥
Par conseéquent, (Vp)p>0 est une résolvante ( p)p>0

est évidente et 1'on a le lemme 9,

Remarque 1Q. Pour tous p > 0 et f ¢ Cg(X), 1'égalité

-11-



(3.10) VE(x) - fo(x) = prVf(x) (x € X)

a lieu. En outre, la résolvante (Vp) vérifiant (3.10) est uniquement

p>0
déterminée.

Pour montrer la récurrence uniforme de (Vg) on utilisera le lemme

p>0’

suivant.

Lemme 11. Pour p > 0 et x € X quelconques, supp(V;eX) = X,
Preuve. Posons Xo = supp(V;sX) pour un nombre p > 0. Alors, d'apras
1'équation résolvante (3.9), on connait bien que supp(VZsX) = Xo pour tout

C
=1 R et

S qnvg ex = ) dans M(X).
n
Supposons A =0 et X # XO. Soit f € C;(X) quelconque et fo € C;(X

* Pd . . «©
q > 0. Comme (qVqs:X)q>0 est vaguement bornée, il existe (qn) _

A e M (X) telles que lim =0 et lim

n>® qn

[\73

. P O -
supp(fo)_c X\Xo et a ffodm =1 fixée. Alors, f aff0 € CK(X), ol a

[fdm. Donmc V(f-a_f ) € C_(X) donne
fo 0

1 _ * =
lim qnfv(f affo)dvqnex 0.

En vertu de (3.10), . on a

e - = i - % = { *
> V(f affo)(x) llmnﬁw f(f affo)dvqnex llmnéwffdvqnex’

et donc (V¥ ¢

(o]
3 x)n—l est vaguement bornée. Comme
n

- = % '
Vi (%) anf(x) qandeqneX + anaf

avec une constante a' < 0, il existe M > -» telle que, pour tout n > 1,

1

n
*

qandeqnex > M.

Comme X =0 et ¢ de* g =1, on a
n’ g X

lim__ q [VEdV* g = ~o
n>® n’ - qn X

-12-
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(voir la pfeuve de (3.7)), d'oli une contradiction. On a ainsi Xo = X.
Supposons A # 0. Soit f G—CE(X) quelconque. Comme V£ € CO(X) et

3 2 * =
11mn_>°o (qn) ansx 0, on a

[fdr = 1im___ q [favx e
n>° n q, X

= 1 - 2 2 £3 =
lim . (q VEGD) - (q) foqunex)

et donc il existe ¢ > 0 telle que A = cm. Comme supp(Vg ex) > supp(A)
n
=X, ona X =X.
o

Remarque 12. Si [dm = «, alors, pour toute £ € CE(X)

(3.11) 11mq+0 qu = VEf ‘unlformement sur X.

En effet, soit (Xn)n=l c X et (qn)n=l cR a 11mn+w q = 0 (qn > 0)

quelconques. D'aprés (3.10), il suffit de momntrer que llm Lol VZ €. = 0.
n ' n

Soit A un point vaguement adhérent quelconque de (q Vg € ):=l lorsque
: n
n >, De la méme fagon que dans le preuve du lemme 11, ona A =cm avec

une constante c¢ 2 0. Comme fdk <1, =0, d'od 11m q Vg Ex = 0.
n

Lemme 13. La résolvante (V;)p>0 est uniformément récurrente.
Preuve. Soit f_ e c;(x) a ff dm =1 fixée. D'apres le lemme 11,
on a foo >0 sur X. De plus, foo(x) converge d'une manilre croissante

vers o lorsque p ¥+ 0 (voir encore la preuve du lemme 11). Donc, en

posant
1
(3.12) u (x) = —F—=
P foo(X)
on obtient (u_) = C+(X) t
n o n up p>0 e
(3;13) limp+0 up = 0. uniformément sur tout compact dans X,

d'aprés le théoreme de Dini.

-13~
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On montrera que (up) est une famille des fonctons demandée. Soit

p>0
+
g € CK(X) a fgdm = 1 quelconque. On va montrer que pour un compact K

et € >0 quelconques, il existe r > 0 tel que
(3.14) uVeg-uV < g sur K
lu Vg - uyvel
N 0
dés que p, q < r - En posant ¢ = fO - g€ CK(X), on a va”w < ® et

Iup(X)Vpg(X) - uq(X)ng(X){

Vpg(x) - VPfo(x) _ ng(x) —quo(x)
vV f (%) V £ (%)
p o q o

IA

up(x)]pr(x)I + uq(x)quw(x)I.

- = * ke o=
Comme Vi (x) pr(x) fpvwdvpex et fdepeX 1, on a ”prnco < ?”Vwﬂw.
On peut donc supposer va”m # 0. D'apres (3.13), il existe r > 0 tel

que pour tout p < r

u (x) < S sur K.
P afvy]

Par conséquent, (3.14) a lieu, et donc la condition (c) de la définition 3
est vérifiée.

1 sur X, la condition (d) de la définition 3

Comme u (x)V f (x)
p( ) ofo

est évidemment vérifiée.

Lemme 14. Soit lp > 0 quelconque. Toute la mesure invariante par
rapport a pVS est proportionnelle 2 m.

Preuve. On remarque d'abord que (Vg)q>0 est uniformément récurrente
si et seulement si pvg est uniformément récurrente (pour la définition,
voir [6], Définition 1 (2)). En utilisant le cérollaire 13 dans [6], on
obtient que le cone H(pVg) formé par des mesures invariantes par rapport 2

pV? est 4 1 dimension, et donc il suffit de montrer que m ¢ H(pVg). Pour

: +
g € CK(X) quelconque, on choisit cg >0 telle que g < cg/up sur X,
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car up >0 sur X. Donec, pour tout 0 < q < %3 on a

u (x)V g(x) £ u (x)c |V £ dv*e
P qg q( ) gf po gqZx
Vi (x) 2c
g

< cu (x)—L2 <
g ) P-q P’

* e i A ; -
et donc (uq(x)qu:X)P/2>q>0 est vaguement bornée Soit un point vague
ment adhérent de la famille ci-dessus lorsque q =+ 0. Comme limq_>0 uq(x)

= 6, de la méme maniére que dans la preuve au cas A # 0 dans le lemme 11.

on a A =m, car ffodk = 1. En faisant q + 0 dans 1'égalité
u (x)V*e - u (x)V¥e = (p-q)V¥(u (x)V*e ),
q q X q P x pmd P q q X

+ ' :
ona me?D (Vg) et m > pVSm. D'apreés la proposition 5 dans [6], on a

m e'H(pvg), ce qui montre le lemme 14.

Soit p > 0 fixé. On montréra que V; est un noyau de Hunt faible-
ment régulier. Pour cela, en utilisant le résultat de M. It6 ([2], p.304),
il suffit dé preuver que

(D.1) Vp et V; vérifient le principe de domination(q),

(D.2) V; est non-dégénérate, c'est-a-dire, pour tous x, y € X avec
x # y quelconques, V;ax #0 et V;ay n'est pas proportionnel & Vgex,

(D.3) pour un fermé F c X et f ¢ CE(X) quelconques, la fonction

P V. £ . . o ‘
V-réduite HFP~ de fo sur F est semi-continue supérieurement et

(q) On dit que Vp (resp. Vg) vérifie le principe de domination si pour
' +
f, g e C;(X) quelconques (resp. u, vtzMK(X) quelconques), fo < Vpg sur
X dés que V f <V sur su ) resp. V¥y < V&y dés que V¥y < Viy
q P 8 ~ supp( (resp b S q oM a

dans un voisinage de supp(u)).
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HZPf(x) = inf{HZ£f(x); K: compact} = 0 sur X( ).

On utilisera les lemmes suivants.

Lemme 15, Le noyau Vg posseéde la propriété de convergence dominée;

® +
c'est-a-dire, pour une suite (un)n__l S )] (V;) convergeant vaguement vers

+ +
MW e M (X) quelconque, v € D (V;) et

3 * = x
(3.15) 11mn+w Vpun Vpu

- - . . © + -~ ’ .
dés qu'il existe une suite (On)n_ c M (X) et un compact K c X vérifiant

=1
< %y < V% .
supp(0 ) < K, fdcn 1 et Vhu < V%o = dans X

% ; < < >
Preuve. Comme (Vq)q>0 est markovienne, fdun < fdon <1 (n=1). En

. @ (%)
considerant = (u_| )

[e ] foe] .
au lieu de (u ) ot (w ) est une cer-
n wn n=1 n

n=1’ n’ n=1

+
taine exhaustion de X, on peut supposer que (un):=l c MK(X). Donc on a

. % = Vku = pVi(V* + 3!
(3.16) v W Vpun pv (Vpun) aunm

[ ]

0
avec constante a' < 0. On peut supposer que V* et o
une n b P Pp q ( p“n)n=1 ( n)n=l

+
convergent vers X\ € M+(X) et 0 ¢ MK(X) respectivement. Alors A < Vgo.

On montrera d'abord que

v @ 2
(3.17) (aun)n=l est bornée.

(°) Une fonction semi-continue inférieurement u sur X est dite V -sur-
médiane si pour tous xe¢X et A ¢ M;(X) vérifiant V;A < V;ex, on ap

fudA < u(x). On dégigne par S+(Vp) 1l'ensemble des fonctions non-négatives
et Vp—surmédianes. Pour un sous—-ensemble A dans X et une fonction g

2 0 sur A quelconques, on pose
Hi(x) = inf{u(x); u € S+(Vp), uzg sur A} sur X

dés que {u € S+(Vp); u2g sur A} # 4. On dit que Hﬁ est la fonction

Vp—réduite de g sur A.

(®) Pour u € M(X) et un ensemble p-mesurable 'A quelconques, on pose

u]A =u sur A et u|A =0 sur CA.
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Comme

. * - * = * % + '
(3.18) v Gn Vpon pv (Vpon) acnm

0
avec une constante aé <0 et (a') est bornée aussi bien que (3.3),

o “n=1
n n
on a
* - * - + * > ' - gt
v (cn pron Pn prun) (a0 a' Jm,

n u'ﬂ

. [} < 3 < o % — + * = 0. —
et donc acn aUn 0, car fd(on pron W pVPun) 0. Par consé

quent, (a; )§= est aussi bornée.

1
On montrera ensuite que (V*(V;un)):=l est relativement compact dans
' +
M(X). Soit K < X un compact et fO € CK(X) a supp(fo) cK et a ffodm

= 1. I1 suffit de montrer qu'il existe une constante ¢ > 0 telle que,

pour toute f € CE(X) a supp(f) c K
(3.19) sup ., ifodvgun| < cf £]_.

De la méme fagon que dans (3.6), il existe une constante s > 0 telle que

|[vE - a Vfo"°° < Co"f“w’ od a = [fdm. On a donc

£
IfodV;un| < |affo0dV;un| + conf"mfdv;un

< “f[k(m(K)lIVfodvgunl +'%Co)’

1 1 +
car 0 < ag < m(K)”f”m et fdvgun = Efdun s-;. En posant Ko = supp((Vfo) ),

8

> % | we ), = f(Vfo)+dV;un

[\

JVE dvEy
o pn

I\

1y e 1+
fCKOVdevgun > [CKOVfodV§cn > - E—ﬂ(Vfo) I+ foOdvgon

1 +y 1. .
- —P-”(Vfo)’“00 +‘E 1an€K {Vfo(x) - foo(x) - aX}

v
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1 + 1.,
= 5 ” (Vfo) “oo + 5 lnfxeK {Vfo(x) - fo-O(X)} > —o

< 0, ou a; est la constante semi-balayée de e, Sur X relative-

ment 3 (V*%I,V*), d'od (3.19).

car a'
X

D'aprés (3.16), (3.17) et (3.19), on peut supposer que V*un converge
vaguement, et donc u € D+(V*). De la méme manidre que dans (3.5), (3.7)

et (3.8), ona A € D+(V*), fdvgu = fdA et il existe a € R telle que

il

(V*+%I)A (V*+%I)V§p + am dans X. Donc la condition (B) dans le théoreéme

donne A V;u, d'olr (3.15).

La condition (B) dans le théoréme donnera encore le lemme suivant:

Lemme 16. Le noyau V; - posséde la propriété de unicité, c'est-a-dire;

pour toutes u et v € D(V*) n M;(x), U = v. dés que V;u = ng.

Lemme 17, Soit p > 0 fixé. Posons Ug = V§+q (q > 0). Alors,

pour U € M;(X) quelconque, on a

3.20 ) liﬁ Uky = (vaguement) .
( ) g AUgh = M 8

Preuve. .Soit A un point vaguement adhérent quelconque de (quu)q>0

lorsque q > «. Comme

Vdy - Uy = qVAU*u et Vx(qU¥p) < V¥y,
oM * qpqu pqqu oM

on obtient que V¥*y = lim V%(qU*u) = V*), en faisant q > » et utilisant
P S ad q p o ‘

le lemme 15, et donc le lemme 16 donne p = X, d'od (3.20).
Lemme 18. Le noyau V; est un noyau de Hunt faiblement régulier.

En effet, la proposition 1 et la remarque 11 dans [2] et le lemme 17
‘montrent que Vg vérifie (D.1). On a déja montré (D.2) dans les lemme 10

et lemme 15, D'apregs (D.1) et le lemme 13 dans [2], V; vérifie (D.3).
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Lemme 19. Il existe un markovien semi-groupe (Tt)t>0 des noyaux

continus d'une mani&re unique tel que Vp = fexp(-pt)Ttdt.

(T

t't2

Preuve. En vertu du lemme 18, on voit 1'existence et 1'unicité de

0 (voir la proposition 13 dans [1]).

Les présents lemmes et remarques sont tous les étapes de la preuve du

théoréme, et le théoréme est définitivement établi.

(1]

6]
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