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粘性流体の非定常流れの数値解析アルゴリズム

(GSMAC 法について)

慶大理工 棚橋 隆彦 (Takahiko TANAHASHI) 1)

斉藤 恒洋 (Tsunehiro SAITO) 2)

1. まえがき
近年、電子計算機の発達, 特に大型のスーパーコンピュータからスー

パーミニコンマイコンまでその処理能力の増大と性能の向上は目覚ま
しいものがあり、 これにより流れの数値シミュレーション数値実験も
より身近なものになりつつある。非圧縮性粘性流体の非定常流れの問題
に対しても、 かなりの高レイノルズ数まで、差分法・有限要素法等によ
り解析が可能であり、 妥当な解が多数報告されている。 現在、 この分野
の研究の主眼は計算精度の向上に向けられているが、 シミュレーション
の立場から すなわち現象の再現という観点から見ると今一つもの足り
ないように感じられる。
本来、数値実験の必要な流れは、低 レ.イノルズ数の流れといえども動

的で複雑なものが多く、 この様な流れをコンピュータを用いて再現する
場合、高次補闇の精度の高い計算法よりも、低次の補間の高速計算法を
用いて、領域を可能な限り細かく細分割し、多くの要素節点を含む大
規模な問題を解く必要にせまられている。 また、数値実験の普及を考え
るならば、 この様な大型の問題がミニコン程度のコンピュータで処理で
きることが望ましい。
本論文では、 この様な立場から研究されてきた従来のスキームをまず

紹介する。非圧縮粘性流体の非定常流れの計算においては、 どのスキー

ムも最終的には 1時間ステップ毎に大型の離散化 Poisson方程式を解く
ことに帰着する。有限要素法を用いたスキームでは、 この Poisson方程
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式の係数行列が全時間ステップを通して一定であるため、 一度 L $U$ 分解
しておけば後は後退代入のみですむことを利用して、非定常計算を準陽
的に進めている。 しかし、元々スパースな性質を持つ Poisson方程式の
係数行列も、 L $U$ 分解するとそのスパース性は失われる。 このため、 係
数行列を全部格納するための容量が必要になるが、大型の問題ではこの
容量の確保は困難である場合が多い。
本論文で紹介する各スキームは、 Poisson方程式を解く という点では

変わりはないものの、一つとして L $U$ 分解を必要とするものはない。 そ

れにもかかわらず準陽的に時闇前進できるものばかりである。 なぜ、 こ

の様なことが可能なのかその原理を説明し、次にこの方法を有限要素法
のような任意メ ッシュ系に拡張するために、最近著者らが開発した GSM
A $C$スキームについて概略を説明する。

2. 基礎方程式
基礎方程式は、次の Navier-Stokes方程式および連続の式を用いる。

$\frac{\partial\vec{u}}{\partial t}=-\nabla p+\frac{1}{R_{e}}\nabla^{2_{U}}-(\vec{u}\cdot\nabla)\vec{u}$ (1)

$\nabla\cdot u=0$ (2)

ただし方程式は無次元化されており、 $\tilde{u}$ , $p$ はそれぞれ速度ベク トル,

圧力を表し、 $Re$ はレイノルズ数を表す。流体に外力が作用する場合,

外力の多くはスカラポテンシャルの負勾配で表されるため、外力項は
圧力項に取り込まれ、最終的な形は (1)式と同じになる。 また、 流れ場と

温度場が連成する様な場合は、 (1), (2)式と共にエネルギーの方程式を解

くことになるが、 エネルギーの式については本論文の範囲外であるので

以後は触れないことにする。

さて、 (1) , (2)式を数値解析のしやすい形に定式化することを考える。

定式化の方法には主に次の 3つの方法がある。
(a) 速度と圧力を用いる定式化
(b) 渦度と流れ関数 (ベク トルポテンシャル) を用いる定式化

(c) 速度と渦度を用いる定式化
(a) は、 (1)式 (又はその保存形) と、 (1)式の発散をとり (2)式を代入する

ことにより得られる圧力の Poisson方程式、

$\nabla^{2}p=-\nabla\cdot\{(\vec{u}\cdot\nabla)\vec{u}\}$ (3)

を連立して解く方法で原始変数 (primitive variable) 法と呼ばれて
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いる。 (b) は、 (1)式の回転をとることによって得られる渦度 $(\vec{\omega}=\nabla\cross$

u) の輸送方程式,

$\frac{d\vec{\omega}}{cit}=\frac{1}{R_{e}}\nabla^{2}\vec{\omega}+$
$(\omegaarrow . \nabla)\vec{\iota\iota}$ (4)

とベク トルポテンシャル $\dot{\tilde{\psi}}$ の Poisson方程式,

$\nabla^{2}\vec{\psi}=-\vec{\omega}$ (5)

を連立する。 この定式化は、流れ場がソレノイダルであることを十分に
生かした定式化であるが、渦度の境界条件の問題と 3次元への拡張の難
しさから、最近有限要素法において使用されることが少なくなってきて
いる。

(c) は hybrid 法とも呼ばれ、 (a) と (b) を混合して用いる方法であ

る。 定式化は 2種類ある。 その 1つは、運動方程式 (1)を、

$\frac{\partial\vec{\iota\iota}}{\partial t}=-\nabla(p+\frac{\vec{u}^{2}}{2})$ $- \frac{1}{R_{e}}\nabla\cross\vec{\omega}+arrow u\cross\vec{\omega}$ (6)

と変形して用いる方法であり、他の 1つは、渦度輸送方程式 (4) と速度に

関する Poisson方程式,
$\nabla^{2^{arrow}}u=-\nabla\cross\vec{\omega}$ (7)

を用いて解く方法である。 この定式化は (a) と (b) の中間に位置する。
流れ場がソレノイダルであることは十分に生かしつつ、ベク トルポテ

ンシャルや渦度の境界条件を用いる必要がないために、 3次元への拡張
が容易であり、 この点で (a) , (b) よりも有利である。最近、少しつつ
ではあるがその有効性が認められつつある ( Agarwal(1) , Patera (16)

Tho $\iota n$ asset (19)) 。 5章で説明する GSMACスキームも (6)式を基礎式とし
て定式化する。

3. サイクル誤差自己調整の原理
数値解析法の紹介の前に、各スキームに共通する時闇進行の方法につ

いて説明する。 方程式が非線型であると、時聞を進行させて次のステッ
プの解を求めるのに反復法や緩和法がよく用いられる。 しかし、 このよ

うな解法において必ず各ステップごとに誤差が累積する。誤差の累積を
小さくするためには、各ステップごとの反復計算の収束判定規準をきつ
いものとしなければならない。 しかし、 これは反復回数の増大により過
大な計算時間が要求される。一方収束判定規準をゆるめれば、反復計算
に要する時間は減少するものの累積誤差が増大する。従って反復計算に
対する収束規準がゆるくても時闇進行に対して誤差が累積しない方法,
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すなわちゆるい収束判定条件下で誤差が累積しない反復法が望まれる。

Hirt-Harlow (11) はこの問題を各サイクル計算の中で自動的に累積誤差
を減少させることによって解決した。 この方法をサイ クル誤差自己調整

法 ( $cycle-to$ -cycle $self-adj\mathfrak{u}stment$ method) と呼ぶことにする。

次にこの方法を簡単に説明する。非線型方程式,

$\frac{d\Phi(x)}{dt}=\Psi(x, t)$ (8)

をある初期条件 (例えば $t=0$ で $x=1$ ) のもとに解いて解 $x=x(t)$
を求める場合を考える。 ここで $\Phi$ と $\Psi$ は任意の関数である。

この方程式は $D$ を恒等的に零とおけば、

$\frac{dD}{dt}+\frac{d\Phi\wedge}{(\grave{A}^{\}}t}=\forall^{7}$ $D=0$ (9)

と書いても等価である。 これを Euler法で陽的に離散化すると、

$\frac{D^{n+1}-D^{r\iota}}{\Delta^{1}t}\perp\frac{\Phi^{n^{A}}-\Phi^{n}(}{\Delta t}=$
$7l1$ $D^{n+1}=0$ (10)

と書ける。 これを $x^{n+1}$ について反復法により解く。すなわち時刻 $n+1$

においては、 $D^{n+1}$ $=0$ を満足させながら時闇を進行させてゆくのであ

る。 もし、 時刻 $n$ に対して $D^{n}$ $=0$ の条件を付加すれば、 これは普通の

解法となり $xn+l$ を求めるのにきつい収束判定規準が必要となる。 とこ

ろが、 $D^{n}$ を零とせずそれを残した式

$\frac{-D^{n}}{\Delta t}+\frac{\Phi^{n+1}-\Phi^{n}}{\Delta t}=\vee^{7t1}$ (11)

から $x^{n+1}$ を求める場合は、 収

束判定規準をゆるめても自動的
に各サイ クルごとの累積誤差を

大幅に少なくする効果を持つ。
図 1にその例を示す。 これは、

$\frac{d(\angle\sim+z^{5})}{dt}+2t(1+5z^{4})=0$

を初期条件 $Z(0)=1$で解いた結果

である。 図は $\Delta t=0.01$を固定

して 100ステップ時間進行した
時の様子を示す。
残差 $D^{n}$ を残した場合、収束

判定規準が $\epsilon=1.0$ , $0.1$ とゆる
$t$

くても厳密解 $Z(t)=1-t^{2}$ に非常
図 1 Hirt-Harlow (1967)

に近くなることがわかる。
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4. 離散化とアルゴリズム
粘性のある非圧縮性流体の基礎方程式は前述の運動方程式 (1) と連続の

式 (2)からなる。 この運動方程式 (1)を、

$\frac{\partial\vec{u}}{\partial t}=\vec{f}(p, \vec{u})$ (12)

と書く。 運動方程式の発散をとると、圧力の Poisson方程式 (3)が導かれ

る。 流体にわずかの圧縮性でもあれば速度の発散は完全には零でない。
そこで $D=\nabla$ . 書と置き、 圧力の Poisson方程式を (3)の代わりに

$\frac{\partial D}{\partial t}=-\nabla^{2}p+\frac{1}{R_{e}}\nabla^{\underline{9}}D$ A(13)

と書く ことにする。 ここで A は移流項の発散で $\nabla$ $[(\vec{u} \nabla) \overline{\tilde{u}}]$ に

等しい。圧力変動に対して $D$ の時闇微分は重要であるが $D$ の空間微分は

あまり重要でない。従って (13) 式の $\nabla^{2}$ $D$ の項は省略してもよい。
次に基礎方程式を時闇に関して前進差分で離散化する。空闇に関して
は差分法 ( $F$ DM) または有限要素法 ( $F$ EM) が用いられる。 その際、 圧力と

速度に関しては陽的なものと陰的なものが用いられる。離散化の結果は
(12) を用いて次の様に表される。

$arrow u^{n+1}=\vec{u}^{n}+$ $\Delta t\cdot\vec{f}(p^{n}, \vec{u}^{n})$ (14)

$arrow u^{r\iota+1}=\vec{u}^{n}+$ $\Delta t\cdot\vec{f}(p^{n+1}, \vec{u}^{\mathfrak{n}})$ (15)

$arrow u^{r\iota+1}=\vec{u}^{n}+$ $\Delta t\sim\vec{f}(p^{r\iota+1},u^{n+1})arrow$ (16)

(14) は full-explicit, (15) は semi-implicit, (16) は full-implicit
である。 これらの中で平均勾配の立場からみると時刻 $n$ と時刻 $n+1$の値
を混合した (15) が最も精度が良い。運動方程式と同様に圧力の Poisson
方程式 (13) も、

$\frac{D^{n+1}-D^{tt}}{\Delta t}=-\nabla^{2}p^{n}+\frac{1}{R_{e}}\nabla^{2}D^{n}$ A $r\iota$

(17)

$\frac{D^{n+1}-D^{r\iota}}{\Delta t}=-\nabla^{2}p^{n+1}$ $+ \frac{1}{R_{e}}\nabla^{\underline{o}}D^{\prime 1}$
$A^{n}$ (18)

$D^{r\iota*1}=\nabla\cdot u^{\mathfrak{n}+1}arrow=0$ (19)

と離散化される。 これらを離散化基礎方程式として以下に数値解析のア
ルゴリズムを考える。

4. 1. MA $C$ 法

MAC法は Marker and Cell method の略でロス アラモス研究所の
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Harlow-Welch (10) によって開発された手法である。 この方法は次の様な
特長を持っている。

(a) サイクル誤差自己調整法を採用しているため、圧力の Poisson方
程式の解に対する収束判定規準がゆるくてよい。

(b)Marker粒子を追跡することにより、時闇と共に変化する自由表
面のある流れが計算できる。

MAC法のアルゴリズムは次のようになる。

【 Algorithm MAC 】

(ステップ 1) $\dot{\tilde{u}}^{n}$ と $D^{n}$ を与えて圧力の Poisson方程式 (17) を $D^{n+1}$

$=0$ として解き $P^{n}$ を求める。 このとき (17)式の解に対する収束判定規
準はゆるくてよい。
(ステップ 2) 運動方程式 (14) より $n+1$時刻の速度 $\overline{\tilde{u}}^{n+1}$ を求め時問を

進行し、 ステップ 1にもどる。

一般に計算の 90 % 以上は Poisson方程式の解法に費される。 メッシュ
が細かくなりノード点が増加すると離散化されて得られる連立一次方程
式は巨大化する。従って Poisson方程式の高速解法がこの種の問題の鍵
となる。 $D^{n}$ $=0$ とした Poisson方程式を反復法によって解くとその収
束判定規準は厳しいものとなり、多大の計算時間を必要とする。 ところ

が、 MAC法の様に $D^{n}$ を零とせず残しておくと誤差は自己調整され、反
復計算の収束判定規準をゆるめても誤差の累積しない解が得られる。 こ

れが MA $C$法が常にどの様な流れにおいても安定して時間進行できる最大
の理由である。

4. 2. SMA $C$ 法

SMAC法はロス アラモス研究所の Amsden-Harlow(2) によって開発さ

れた手法で Simplified MAC法の略である。 常に連続の方程式を満足し

つつ時間進行する点では MA $C$法と同等である。 しかし MA $C$法では圧力の

Poisson方程式を解かなければならない。 この Poisson方程式の解法に

は多くの計算時間が必要となる。そこでこれをあるスカラポテンシャ
ルの Poisson方程式に変換し、簡単化してから解を求めようというのが
SMAC法の発想である。 まず 2通りの方法で離散化された運動方程式 (14)

と (15) の差を作る。 その結果は、

$\frac{arrow u^{n+1}-\tilde{u}}{\Lambda t}=-\nabla(p^{n+1}-p^{n})$ (20)
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となる。 ただし (14) で計算された $un+1$ を予測値宣として表してある。
この式の回転をとると圧力項は消えて、

$\nabla\cross(\vec{u}^{n+1}-\tilde{u})=\vec{0}$ (21)

となる。 一般に Helmholtzの定理によれば、任意のベク トルはスカラ

ポテンシャルの勾配とベク トルポテンシャルの回転の和として表され

る。 ところが、 特にベク トルの回転が零の時にはベク トルポテンシャ

ルを零と置いてよい。 従って、
$\vec{u}^{1\iota+1}=\tilde{u}+\nabla\phi$ (22)

を得る。 ここで $\phi$ はスカラポテンシャルである。 この方程式の発散を

とると連続の条件 (19) により左辺は零となる。 よって、 スカラポテン

シャルは Poisson方程式,

$\nabla^{2}\phi=-\nabla\cdot\tilde{u}$ (23)

を満足することになる。 右辺は既知であるから適当な境界条件のもとに

この方程式を解けば解 $\phi$ が求まる。速度は (22) により決定される。 圧力
はその結果を (20) に代入し積分すると、

$p^{n+1}=p^{r\iota}-\phi/\Delta t$ (24)

となる。 ただし、積分定数は零に選んである。
以上をまとめて次の SMAC法のアルゴリズムを得る。

【 Algorithm SMAC 】
(ステップ 1) $\dot{\vec{u}}^{n}$ と $p^{n}$ を与えて (14) より $\tilde{u}^{n+1}$ を求めこれを予測値

$\tilde{u}$ と置く。
(ステップ 2) スカラポテンシャルに対する Poisson方程式 (23) を解
き $\phi$ を求める。
(ステップ 3)(22) と (24) を用いて速度と圧力を修正し、 $\vec{u}^{n+1},$ $p^{n+1}$

を求めステップ 1にもどる。

4. 3. HSMA $C$ 法

HSMAC法はロス アラモス研究所の Hirt-Nicho1s-Romero $(l2)$ によっ

て開発された汎用流れ解析コード SOLAのなかに現れる数値解析手法で、
Highly Simplifled MAC 法の略である。

HSMAC 法の基本的な考え方は次の 2点にある。
(a) 運動方程式を陽的に離散化し速度の予測子を計算する。
(b) 制約条件 (連続の式) を反復的に取り扱って、速度と圧力の修正

量を調整しつつ時間進行する。
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ここで (b) は圧力に対する Poisson方程式をいかに高速に解くかという
ことよりも本質的なことである。 ロス アラモス研究所の研究グループ
はこの重要性に早くから注目しているにもかかわらず、最近の FEM の研

究において無視されつづけているのは残念なことである。 MA $C$ 法では圧

力の Poisson方程式を, SMAC法ではスカラポテンシャルの Poisson方

程式をそれぞれ解かなければならなかった。 しかし、 Poisson方程式は
あくまで圧力の修正量を計算するための手段である。 HSMAC 法ではこの
Poisson方程式を解く代わりに、連続の方程式を満足させながら反復法
によって速度と圧力を修正しつつ時間前進する方法を採用した。 これは

画期的な方法である。以下にその概要を示す。

陽的に離散化された運動の方程式 (14) より得られた速度の予測値 $\tilde{u}$ は

真の値に近いものの連続の式を満足していない。従って、その残差を $\epsilon$

とすれば、
$\nabla\cdot\tilde{u}=\epsilon$ (25)

と置く ことができる。 そこでこの残差 $\epsilon$ が零になるように速度と圧力を
修正する。 残差 $\epsilon$ は圧力 $P$ の関数であるから、圧力を修正した結果、残
差が零になったとすれば $\epsilon$ $(p+\delta P)$ $=0$ となる。 この式を Taylor展開
し高次項を省略すれば、圧力の修正量は、

$\delta p=-\epsilon/(\partial\epsilon/\partial p)$ (26)

により計算される。 これが基本的な考え方である。具体的には次の様に

行う。 (20) の発散をとれば時刻 $n+1$ での速度は連続の式を満足している
から、

$\nabla^{2}\delta p=\nabla\cdot\tilde{u}/\Delta t$ (27)

を得る。 左辺の Laplacian を中心差分で近似し、 さらに優対角近似を施
せば、

$\delta p=-\omega D/\{2\Delta t (\frac{1}{\Delta x^{2}}+ \frac{1}{\Delta y^{2}})\}$ (28)

を得る。 さて、 圧力が増加すると流れが生ずる。 この速度の修正量は
(20) より,

$\delta\vec{u}=-\Delta t\cdot\nabla\hat{o}p$ (29)

と計算される。流れは圧力の高い方向から低い方向に流れる。 セル内の
圧力が $\delta p$ だけ増加したとすれば、発散を零とすべき速度の修正量は、
図 2のような MA $C$ メ ッ シュ上で、

$\delta u_{i\pm 1/2.j}=\pm\Delta t\cdot\frac{\delta p}{\Delta x}$ $\delta v_{i.j\pm 1/2}=\pm\Delta t\circ\frac{\delta p}{\Delta y}$ (30)



13;)

と近似される。速度の修正量が決定されると、 式 (28) に戻り新しい $D$ を
計算する。 (28) と (29) を繰り返し用いることにより連続の式を満足させ
る。

以上をまとめると次の HSMAC法のアルゴリズムを得る。

【 Algorithm HSMAC 】
(ステップ 1) 運動の方程式を単純に陽的に差分化した (14) 式より速度
の予測値 $\tilde{u}$を計算する。
(ステップ 2) 予測値を出発値として、 (28) 式と (29) 式を連続の式 (19)

がある収束判定規準を満足するまで反復計算し、速度の修正量 $\delta\vec{u}$ と圧
力の修正量 $\delta P$ を求めステップ 1に戻る。

4. 4. MA $C$ 法で用いられるメ ッシュ系

MAC 法, SMAC法, HSMAC 法で
は共通して図 2の様なスタガー
ドメッシュ系を用いる。 もし

このようなセル構造を持つメ ッ

シュ系を用いずにノ ード上で速

度を定義するようなメ ッシュ系

を用いると、圧力場が checker-
board 状に分離して振動し、圧

力 $P$ の値は spurious誤差を含む

ようになる。図 3に正方 cavity

内流れ $(Re=10)$ の場合の圧力振

動の様子を示す。圧力の値が 2
図 2 MA $C$ メッシュ

組に分かれて振動し、隣のセル
どう しの圧力が不定になってい

ることがわかる。 このような圧力の市松模様を避けるには、図 2に示す

ように、 隣のセルと辺を通して fluxを交換するような変数配置をとる必

要がある。従って、 MAC 法, SMAC法, HSMAC 法は、 この特殊な変数配置
により規制され、直交格子状のメ ッシュ系しか用いることができない。

このことがこれらの方法の最大の欠点である。

$-g-$
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図 3 (a) 正常な圧力場 $(b)$ 市松模様状の圧力振動

4. 5. Fractional Step 法

Fractional Step 法 (詳細は Yanenko {20) 参照) は、 1つの方程式を

等価ないくつかの方程式群に分離し、それぞれの式に最も適した手法で
段階的に計算する数値解析法の総称である。従って、 MAC 法, SMACCCC法,

HSMAC 法, あるいはこれらのアルゴリズムを ful1-implicit に発展させ

た SIMPLE, SIMPLER法 ( Patankar (15)) などは、 Fractional Step 法の

一種と見ることができる。 しかし、 通常は、 Chorin(5) が提案し Donea
ら (7) が有限要素法に発展させたアルゴリズムを Fractional Step 法と

呼ぶようである。すなわち,

[ Algorithm Fractional Steps ]

(ステップ 1) 次式,

$\overline{u}=\vec{u}^{n}+$ $\Delta t\cdot\vec{f}(0, \vec{u}^{n})$ (31)

を解いて速度の中間値 $\overline{u}$ を求める。

(ステップ 2) 次式より $P^{n+1}$ を求める。

$\nabla^{2}p^{n+1}=\nabla\cdot\overline{u}/\Delta t$ (32)

(スデップ 3) 次式より u‘ $n+1$ を求めステップ 1に戻る。

$\vec{u}^{r\iota+1}=\overline{u}+$ $\Delta t\cdot\vec{f}(p^{n+1}, \vec{0})$ (33)
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最後にこれまでの解法の発展を図 4にまとめて示しておく。図中の $P$

$F$ (Penalt $y$ Funct ion)法および乗数法 M $M$ (Multiplier Method) につい

ては本論文での説明は省略する。

full-implicit

図 4 非圧縮粘性流体の数値解析法の発展

5 . GSMA $C$ 法

前章で述べた各スキームは差分法の一種として発達してきたため、 こ

れらの手法を有限要素法にそのまま移行しようとすると数々の障害が発
生する。 特に前章 4. 4. で述べた圧力振動の問題は、 有限要素法にとっ
ては致命的であり、主に次の 2つの研究が対策として進められている。
$(i)$ 図 2のような変数配置をとる補間関数による離散化。
(ii ) 圧力振動を緩和する効果的な smoothing techniqueの開発。
前章の内容をよく吟味すれば明らかなように、 $(i)$ , (ii ) の考え

方は本質的ではない。変数配置を図 2に示す様にとるのは、 隣のセルと
の fluxを辺を通して計算するためであり、 fluxを正確に計算できるのな
ら、 なにも図 2の配置に固執する必要はない。 また、 人工的な smooth-
$ing$ は、 シミュレーションの立場からみるとあまり好ましいものではな
$A_{0}^{a}$

GSMAC法 (17) は Gener al ized SMAC法の略であり、 $(i )$ , (ii ) の

様な観点からではなく、 SMAC法, HSMAC法の本質に立ち戻って、有限要
素法に用いられるような任意メ ッシュ系にこれらの手法を拡張した手法
である。 SMAC法, HSMAC法の基本的な特長をもう一度まとめると、 次の
ようになる。

(a) サイクル誤差自己調整法を採用しているため、圧力の修正量を
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Poisson 方程式の解として計算する際の収束判定規準はゆるいも
のでよい。

(b) 制約条件 (連続の式) を反復的に取り扱って、速度と圧力を連続
の式を満足するように調整しつつ時間進行する。

GSMACスキームは、 (a), (b) の特長に加えてさらに、 Chorin(5) によっ

て指摘された直交分解の考え方を採用している。以下にこの手法の概要
について説明する。

5.1. 直交分解法
流れの場は Helmholtzの定理により、発散零の場と回転零の場の重ね

合わせとして表すことができる。 Chorin(5) により提案された Frac-
tional step 法は、 この Helmholtz の直交分解の概念を数値的に取り込
んだ手法であるが、直交分解は不完全である。 運動方程式の対流項は非
線形であるから、完全に直交分解することは不可能である。 しかし、 対
流項の中に含まれる動圧部分を圧力 $P$ に加えることはエネルギーの保存
の立場から見ても好ましいものと思われる。 この観点から基礎方程式 (6)

を次の様に表す。

$\frac{\partial\vec{u}}{\partial t}=-\nabla H-\frac{1}{R_{e}}\nabla\cross\vec{\omega}+\vec{u}\cross\omegaarrow$ (34)

$\nabla\cdot uarrow=0$ (35)

ただし、
$\vec{\omega}=\nabla\cross\vec{u}$ , $H=p$ 十 $\frac{\vec{u}^{2}}{2}-$ (36)

ここでげは渦度ベク トルであり、 $H$ は dynamic pressure である。
(34)式に対して、圧力を陰的に流速を陽的に離散化すると、

$\frac{\vec{u}^{n+1}-\vec{\iota\iota}^{lt}}{\Delta t}=-\nabla H^{n+1}$ $- \frac{1}{R_{e}}\nabla\cross\vec{\omega}^{n}+\vec{u}^{n}\cross\vec{\omega}^{n}$ $(3\dot{7})$

となる。 この式を fractional stepに分離すると、 (37) 式の速度ベク ト

ル場をその縦波成分と横波成分に分離した表示となる。すなわち、

$\frac{\overline{u}-\vec{u}^{r\iota}}{\Delta t}=-\frac{1}{R_{e}}\nabla\cross\vec{\omega}^{n}+\vec{u}^{n}\cross\vec{\omega}^{n}$
(横波) (38)

$\frac{\vec{u}^{n+1}-\overline{u}}{\angle!t}=-\nabla H^{n+1}$ (縦波) (39)
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ここで $\overline{u}$ は (37)式を分離する際の中間値である。 $H^{n}arrow Hn+1$ の修正は
修正量 $H^{\dotplus}$ を導入することにより行われる。 すなわち、

$W^{+1}$ $=H^{n}$ $+$ $H^{\star_{t}}$ (40)

さて、 (39)式を予測子 – 修正子法で解くために、予測値ベク トル $\tilde{u}$を用
いて (39) 式をさらに次の 2式に分離する。

$\frac{\tilde{u}-\overline{u}}{\Delta t}=$ $-\nabla H^{n}$ (41)

$\frac{arrow u^{r\iota+1}-\tilde{\iota\iota}}{\angle^{\prime\rfloor t}}=-\nabla H^{*}$ (42)

$H$ の修正を、時刻 $n+1$において速度ベク トル言 $n+1$ が連続の式

$\nabla\cdotarrow u^{r\iota+1}$ $=$ $0$ (43)

を満足するように行うものとすると、 (42) より $H^{\#}\backslash$ は、

$\nabla^{2}H^{*}=\nabla\cdot\tilde{u}/\Delta t$ (44)

を解く ことによって計算される。 従って $\overline{u}$ を消去し解くべき方程式を整
理すると、

$\frac{\tilde{u}-\vec{u}^{n}}{\angle It}=-\nabla 1- F^{\iota}-\frac{1}{R_{e}}\nabla\cross\vec{\omega}^{n}+\vec{u}^{tt}\cross\omega^{n}arrow$ (45)

と (44)式ということになる。

5.2. 反復法による $H$ の調整

次に反復法により (44) 式を解き $H^{9F_{\backslash }}$ を求めることを考える。 (44) 式に

おいて、 $\phi=H^{*}$ $\Delta t$ とおくと、

$\nabla^{2}\phi=\nabla$ . uu (46)

を得る。 上式に要素 $e$ において一定な重み関数を乗じて積分し、 Gauss
の発散定理を利用すると、

$\oint_{\ulcorner})_{e}\frac{\partial\phi}{\partial?)}d\Gamma=\oint_{\Gamma^{e}}/\tilde{u}\cdot nd\Gammaarrow$ (47)

を得る。 ただし、 $\Gamma^{e}$ は要素 $e$ の境界であり、 $-\tilde{n}$は要素境界における外
向き単位法線ベク トルである。 上式を反復的に取り扱うために、次の様
に変形する。

$\phi^{k+1}=\phi^{k}$ $l^{\neg} \backslash ’\frac{\Delta^{1t}}{S^{e}}\oint_{I^{e}}(\tilde{u}\cdot\tau\iota-\frac{\partial\phi^{l\sigma}}{\partial_{lt}})d\Gammaarrow$ (48)

-13-
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ここで添字 $k$ は反復の回数を示し、 $\lambda$ は緩和係数である。 また $S^{e}$ は要

素 $e$ の面積である。 $\phi^{0}$ $=0$ より始めて上式の反復を繰り返し $m$ 回で収

束したとすると、 $H$ 米は $H\dotplus$ $=\phi^{m}/$ $\triangle t$ で求められる。

この方法が HSMAC法と異なるのは、 辺の中央に流速成分 $u$ , $v$ を配置

する代わりに、 � $\phi/$ � $n$ の周回積分で置き換えていることである。 こ

のため、要素の形がどの様になろうとも、辺を通る fluxは正確に計算さ
れる。 後は周回積分の計算方法のみが残るが、 これは次の様に行えばよ

い。

右図の様に要素 $K$ が要素 $L$ に辺 a $b$ で

接しているとき、 四角形 $K$ a $Lb$ 内の

$gr$ a $d\phi$ の値は、

$gr$ ad $\phi=\frac{1}{S_{\zeta 11’\supset}}\oint_{\iota^{1}\backslash ’oLb}\phi\vec{n}d\Gamma$ (49)

で計算される。 ここで $S_{ab}$は四角形 $K$

a $Lb$ の面積である。

辺 a $b$ 上の法線ベク トルは容易に求

められるので、結果的に辺 a $b$ 上の線

積分は次の様な簡単な形にまとめられ
る。 図 5

$\int_{\mathfrak{a}b}\frac{\partial\phi}{\partial n}d\Gamma=A_{1}(\phi\iota-\phi_{l\text{く}})$ $+A_{2}(\phi_{b}-\phi_{\mathfrak{a}})$ (50)

ただし、
$A_{1}$

$= \frac{l_{Ct’\text{\’{o}}}^{2}}{2S_{\alpha b}}$

$A_{2}= \frac{\overline{KL}\cdot\overline{ba}}{2S_{cd\supset}}$ (51)

ここで $l_{ab}$ は辺 a $b$ の長さである。 あらかじめ $A1$ と A2 を求めておけ
ば、 辺 a $b$ 上の線積分は極めて短時間で計算できる。 これを 4辺につい
ておこなえば (48) の周回積分が計算される。
もし要素分割を直交格子状に行ったとすると K $L$ $\vec{ba}=0$ であるか

ら A2 $=0$ となる。 通常、 四角形要素によって領域を分割する場合は、
できるだけ正方形に近い形に分割するのが常であるから、領域の大半の
要素に関しては、 (50)式右辺第 2項はほとんど零とみなしてよい。従っ
て $\phi_{a}$ , $\phi_{b}$ の値は良い精度である必要はない。面積平均によって各図
心の値から求めたもので十分である。

-14-
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5 . 3 . GSMAC 法のアルゴリズム
GSMAC法のアルゴリズムをまとめると、次のようになる。

【 Algorithm GSMAC 】
(ステップ 1) $\tilde{u}$ n, $H^{n}$ を与えて (45) 式より $\tilde{u}$を求め、 これを予測値
とする。
(ステップ 2)(48) を反復的に取り扱うことにより、 (46) を解き、 $\phi$ を

求め、 次に $H^{*}$ を求める。
(ステップ 3) 求めた $H^{*}$ により、 (40) より $H^{n+1}$ を, (42) より「\rightarrow u $n+1$

をそれぞれ求め、 ステップ 1にもどる。

以上が GSMAC法の概要である。 本論文では (6)式を基礎方程式とした定
式化を示したが、 (1)式を基礎方程式として定式化することもできる。 (1)

式を基礎方程式とし、 さらに直交格子状のメ ッシュ系を用いると、 GS $M$

AC法は HSMAC法に完全に一致する。 従って、 GSMAC法は HSMAC法の一般
化と見ることができる-。

6. 応用例
次に、 GSMACスキームを実際の流れの計算に適用した例を示す。 数値

計算は、次の 2通りの場合について行った。
(a) 上平板が時刻 $t=0$ において衝撃的に一定速度で動き始める, 正方

形 Cavity内の非定常流れ (図 6)

(b) 静止流体中に置かれた円柱が, 時刻 $t=0$ において衝撃的に一定速
度で運動を開始したときの starting flow(図 7)

いずれの流れも、数値解析法の妥当性を示すテス トパターンとして, 多
くの解析結果が報告されている代表的な例である。
計算に使用したパラメータは以下の通りである。

-15-
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6. 1. Cavity内の非定常流れ
Cavity内の非定常流れの数値計算結果は、 $Re=100$の場合を図 6(a) に

$Re=400$の場合を図 6(b) にそれぞれ示す。 また図 6(c) に境界条件を示
す。 初期条件は、最初流体は静止しているから、領域内で $u=v=0$ ,

$H=0$ で与えられる。
図 6(a), (b) ともに、 Cavity内に生じた渦は、 しだいに大きく成長す

る。 渦の生成に伴って圧力場が変化して行く様子がよく表されている。
図 6(b) $(Re=400)$ の速度ベク トル図の右隅に若干の wiggleが発生してい

る。 wiggleは、 セルレイノルズ数に対する制約条件を満たしていない
ために生ずるのであるが、 この程度の解の振動は、 メッシュを細かくす
ればすぐに消滅するであろう。 流れ場全体としては妥当な結果である。
図 6(d) は、 表 1の収束規準のもとで、時刻 1 ステップ毎の (48) 式の

反復回数の変化を示したものである。 初期条件が、 $u=v=0$ , $H=0$
であるため、最初の数ステップの圧力変動が大きい。 このため反復回数
もかなり多い。 しかし、 それ以後は 1 $0$ 回以内で収束している。すなわ
ち、 計算は非常に高速に行われる。 CP $U$ タイムは $Re=400$の場合で約 2
分弱である (FACOM M380)。もし、初期段階に局所時闇ステップ法 (local

time-step technique) を導入するならば、初期数ステップの反復回数を
減らすことも可能である。 しかし、 反復回数が多いのは、せいぜい $s\sim$

$4$ ステップ程度であるので計算時間にはあまり大きく影響しないものと
思われる。

6. 2. 円柱まわりの starting flow
$Re=60$ に対する円柱まわりの starting flowの計算結果について考察

する。 速度ベク トル図を図 7(a) に, 等圧力線図を図 7(c) にそれぞれ

示す。 また、 計算に使用した有限要素メ ッシュ図を図 7(b) に示す。

Cavity内の流れの計算は $20x20$ の正方格子上で行ったため、 同じ計算
を HSMAC法で行うことも可能である。 しかし、 図 7(b) のような不規則

メッシュには、 HSMAC法の適用は不可能である。 GSMAC法は、 この様な

不規則メ ッシュ系に対して無理なく HSMAC法の原理が適用できるように
拡張したものである。 従って、 このメ -ッシュ上でも計算は順調に進行す
る。

時刻 $\Delta t$ の条件は、 円柱が急加速した状態を想定して適当な値を領域
全体に与えなければならない。 この計算においては、最初のステップの

み領域全体でポテンシャル流れの解を与えている。 従って、非定常計算
はポテンシャル流れを初期値として時聞進行する。図 7(a), (c) を見る
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と、 時間が進行するにつれて流れが変化し、 しだいに双子渦が成長する
様子がよく表されている。圧力場も双子渦の成長に伴って変化する。 数

値解は全体として妥当なものである。
図 7(d) は、 (48) 式の反復回数の変化を示したものである。 Cavity 内
の非定常流れの場合のように初期数ステップにおいて反復回数が異常に
増大するようなこともなく、全て 1 $0$ 回以内で収束している。 このため

計算時間は極めて短い。 これは、 最初のステップに実際の現象を近似す

るポテンシャル流れの解を与えたためである。 このように、衝撃的に運

動を開始する物体まわりの非定常計算では、初期値の与え方が反復計算

の回数に影響を与えるのである。

7本論あ文とがではき、 非圧縮粘性流体の非定常流れの数値解法として、最近著
者らが開発した GSMAC法のアルゴリズムを紹介した。 この方法は、差分
法で発達してきた SMAC法, HSMAC法の一般化であり、 有限要素法における
不規則なメ ッ シュ系に容易に適用できる汎用かつ高速な数値計算法であ
る。

その基本的なアイデアは、 Fractional-Step 法の原理である流れ場の
直交分解と、サイクル誤差自己調整法を応用した圧力と速度の修正反復

計算にある。 これらの非定常流れの数値解析の基本的な考え方は、差分
法の分野で徐々に発達してきたものであるが、 これらの概念を全て取り

込むことに成功した有限要素法のスキームは GSMAC法の他にはないと思
われる。 従って、 GSMAC法は差分法で成功してきたスキームの一般化で
ある。

今後、領域の細分化に伴う反復回数の増加の問題が生ずるであろうが、
これについては、 GSMAC法と多重格子法 (Multi-Grid Method) を組み合

わせることにより解決されるであろう。 また、 時闇前進の安定化および
移流項の上流化の問題, さらに、乱流, 熱対流問題への拡張, 3次元へ
の拡張など残された問題は多い。 これらの問題については今後の研究課
題とし、成果があがりしだい報告する予定である。

最後に、本論文の作成にあたって大学院生小林聡氏, 灘口明彦氏の協

力を得たことを記し、両氏に感謝の意を表す。
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図 6 (a)Cavity内流れの速度ベク トル図 (左)

と等圧力線図 (右) ( $Re=100$ , $20x20$要素 )
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図 6 (b)Cavity内流れの速度ベク トル図 (左)

と等圧力線図 (右) ( $Re=400$ , $20x20$要素 )
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Cavity内流れの速度ベク トル図 (左)
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( $Re=400$ , $20x20$要素 )
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(d) 反復回数の時間的変化

図 6 Cavity内の流れ
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(a) 速度ベク トル図

図 7 衝撃的に運動を開始する円柱まわりの流れ $(Re=60 )$
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図 7 衝撃的に運動を開始する円柱まわりの流れ $(Re=60 )$
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図 7衝撃的に運動を開始する円柱まわりの流れ $(Re=60 )$
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図 7 衝撃的に運動を開始する円柱まわりの流れ $(Re=60 )$
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