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0. Introduction

Dans cette article, on étudie les solutions classiques de

1'égquation d'Euler:

3 3 . 3v.
P p
(1-00 s yov (] S =0,
j=1 3 3= 9%
3V, 3 v,
(1-1) o= + v, —) + & -0 (i=1,2,3),
ot j£1 3 3xj Xy
S 3 S
(1-4) 2+ 1 vE -0,
. j=1 j
(2) p=p¥e® ,
3 ol =0t 2 0, vil_o=v;%00  (i=1,2,3),
S|t=0 = SO(X)I



oi Yy est une constante positive telle que y > 1. Les inconnues

sont les fonctions p =p(t, x), v ;_t(v1, vy, v3) = vit, x) et

s=s(t, x) de tz0 et x ¢ R,

D'abord il s'agit de l'existence d'une solution locale
pour le cas ou inf po =0 qui a lieu sourtout quand le
support de po est éompact. En cas ou inf pO s 0 l'existence
a été bien établi par Lax -[3],Kato [1], Majda [4] et Klainerman
et Majda [2] en.appiiquant la3 théorie des systémes hyperboliques
symétriques quasi-ljnéaires. Mais leur symétrisation n'est pas
utile si inf po = 0. Dans le paragraph 1 nous allons proposer
une autre symétrisation, qu'on peut appliquer aux solutions 3
support compact.

Ensuit nous considérons le probléme: Existe-t-il des cl-
solufions globales? Récemment Sideris [7] a donné une condition
suffisante sur les données initiales pour 1la non—existehce des
c'_ solutions globales au cas ol inf po 3 0. Nous voulons
‘chercher une ééndition semblable pour po(x) a suppért
compact. _ |

Or, comme dans [6], cet étude a besoin d'estimation de
1'evolution du support. Dans-nqtre cas le support de la solution
(p(t), v(t)) n'étend pas autant qu'elle est réguliére, dont la
justification est donnée dans le paragraph 2.

A 1'aide de cela nous donnons une condition générale pour

la non-existence des solutions globales d support compact dans

le paragraph 3.
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1. Existence et unicité des solutions classiques

Nous allons chercher une solution (p, v, s) classique,
c'est-a-dire, de class C1([O, T) x R3), oi T peut é&tre
assez petit, et 3 support compact, du probléme de Cahchy (1)(2)
(3). Pour cela on veut appliquer le théoréme II de [1] sur
l'équation d'évolution associée au Systéme hyperbolique quasi-
linéaire. Alors il faut transférmer les équations (1)(2) au

systéme symétrique. La transformation de [4] est

AA v
(4) BO(V)at + 3 Bj(Y)ax. = 0,
~ t
ou V = “(p, Vir Vor Vg, s),
f
"
L 0 0
YP :
BO(V) = 0 913 0 ’
L0 0 1
r1 -
1 —v. 0
Yp J J
B.(V) = t ‘ '
Jj e ijI3 0
0 0 v,
" JJ
. c 3
I3 la matrice unitaire de R7, ej = (613, sz, 53j{f

Mais les coefficients sont divergents oi p oum p s'annule.

Pour surmonter cette difficulté il faut chercher une autre



transformation.

Maintenant nous introduisons, comme dans [5],

(5) w= pY = p%e °V .

Alors le probléme (1)(2)(3) se raméne au probléme

U oU_ _
(6) a0 + [ Ay <o,
S 7 0
(7) U|t=0 - U 14
ou U = t(w v v v s)
14 1' 2' 3’ 4
(1 0 0
4y 3
L 0 0 1
( _ 3
vy 17-1—wej ] 0
2
Aj(U) = tlwt -(_‘Y_;JY—?—_e-.S/YV-I 0 (j=1,2,3).
J . -
L 0 0 v,
J

On voit que les matrices. Aj(U), j=0,1,2,3, sont symétriques et

de C® en "U.- © ' De plus A (U) est défini positif
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uniformément antant que s est borné. En effet, étant fixé ¢

assez grand, on a

{r

(A, (V) %ﬁ%e“o/Ylilz (2 er?)

-
{1}
~—
1\

w

pour chaque s -6. Donc on peut appliquer le théoréme II

de [1] au (6)(7) sans restriction sur inf wo. On a le:

Lemme 1. —— Soit m un entier 0. Etant donné Uo =
+ .
= (WO, vo, so) £ H3 m, il existe une constante T > 0 et une

solution U = (w, v, s) unique du probléme (6)(7) telle que

3+m 2+m

U e ccfo, 75 B ~ clclo, 175 BPTT).
Deplus si wo(x) > 0 partout, alors w(t, x) 2 0 pour toutes

t et X .

Ici et dans la suite H'2= H%(R3) désigne l'espace de

Sobolev usuel muni de la norm

/2

Hull 4 = (1 -a ull
. L2

et donc le théoréme de Sobolev nous guarantit que

(8) H2+m C Cm(RB).




Cm([O, T); Hi) est l'ensemble des fonctions u: [0, T] > Hz

m fois continiment différentiables.

Démonstration du lemme 1. L'existence et l'unicité de la
solution sont une conséquence immédiate du théoréme II de [1].

Montrons que w(t)z 0 sous l'hypothése wo > 0.

Soit (t, £) un point dans [0, Tﬂ X R3. Considérons le
probléme

d
,3% = v(t, x), xlt'=T = £.

Comme v ¢ C([0, T]; H3) est borné et continfiment différentiable
par rapport & x, on a une solution x = y(t) ¢ C1([O, T]; R3)
unique d'aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz de la théorie des

équations différentielles ordinaires. De 1l'équation (6) on a

d_ w(t (t)) = - I:l( EZi)w.
dt r v - 71 axj ’

d'od, en l'intégrant de t=0 a t=1 , on a

: T 9V
wit, £) = w(0, $(0)) exp (— 1}—1— I (ZBTJ)(t,w(t))dt] '
0 3

d'ou w(t, £) 2 0 si w(0, y(0)) 2 0. Le lemme est démontré.

Revonons maintenant au probléme (1)(2)(3).
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Théoréme 1. — Supposons que 1 < y s 3, g," e cl(r?),
po 2 0 et
- 1 10
y0 =((00)2 e 2, L0 0 ¢ g3

Alors il existe une nombre positif T et une solution (p, v, s)

€ . 01([D.ﬂ] x R3)‘ unique'du~problémg.(1)(2)(3) telle que la

fonction Y-} Y-

U =(p e ZY y Vy S)

apartient a C([0, T7: H3)rﬁ Cl([b, T/ ; H2) et vérifie (6).
De plus supposons que UO £ H3+m avec un entier m gz 1.

i) Si 1< y's (5+m)/(3+m), alors la solution (p, v, s)

) 2+m

apartient & C([0, T7: #°'") ~clc/o, 17: #**™). ii) si

1< Y'$3 et pO € H2+m » alors (p, v, s) apartient 4
- + A - )

cclo, T7: By A clero, 175 #1PT).

Démonstration. Appliquant le lemme 1, on voit qu'il existe
une solution U = (w, v, s) de (6)(7) telle que

U ¢ c(f[o, TJ): u3) r\C1([O, T]; H) et w > 0. Posons

. _2_1 -lS(t, x)
p(t, X) = W(t, X)Y— e Y -

On note que, comme §%T 21 pour 1 < y g 3, l'application




127

2

w -+ ({sign w)|WI;:T est‘coﬁtinﬁment différentiableksur

|w] < +o. Puisque w;sE;C1([O, T] x r3) d'aprés (8), on voit
gu'il en est de méme de la fonction plt, x), comme la fonction
composée. |

Multipliant 1'équation

V.
- aw W y-1 Iy =
(6-0) 5E * ¥ Vi 5%t T3 (y ax.)w =0
S % j
par
: .5 2 4
Loty ) = ZeVur™h ¢ (o, 1] x B,

on obtient 1'équation (1-0). Les équations de (6)

2 V. v, o
(6-1) 1%-‘—}-)—5»-5/\((5?3 + 7V Iy  x2143Y - o (i=1,2,3)

j Xy 2 3%y

multipliées par

-4—Y—2 Wt oo c1([o, T] x R>)

donnent les équations (1-1),-2),-3). Donc (p, Vv, s) est une

solution classique du probléme (1)(2)(3).

0 € H3+m ~ : 1.

Supposons maintenant que U ou m 2

i) Cas ou 1< y g (5+m)/ (3+m). Alors 2/(y-1) 2 3+m.

Donc lorsque w(t, x) ¢ C([O, TJ; H3+m),~\C1([0, T]; H2+m); la
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la fonction p(t, x) comme cela composé&e apartient &

c(fo, T]; H3+m) ~ C1(E0, ] ; 2+m |
s s ~ 0 . 2+m
ii) Cas ou 1 <ys3 et p e H . On peut regarder

la fonction p(t, x) comme la solution du probléme

3p  9p 3V - o
Vgt Tamle =0 eleg mortxl

oi les coefficients v.(t, x), 3=1,2,3, et j av./ax} sont de

class C([O, Iﬂ 2+m puisque U ¢ C([O, Tﬂ 3+m

Grice au théoréme I de [1] de l'existence, l'unicité et la
régularité des solutions du probléme linéaire, on a
2+m 1 1+m
olt, x) ¢ c(fo, T]; #**™) ~ ' ([o, T];
Le théorédme est démontré.

2. Le support de la solution réguliére

Dans ce paragraphe nous montrons que le support d'une

solution réguliére ne s'étend pas.

D'abord il faut préciser la définition de la solution

» + N
reguliere.

Définition. —— Une fonction (ps v» s) sera appelée une
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solution réguliére de (1)(2) si elle vérifie les.conditions suivantes

i) (p, v.s)e cl¢fo, ) xR%), pzo0 et (p. vy s)

vérifie (1)(2) dans 0 st < T et x € R3:
B |
. . 2 1 3 . .
ii) ) € C ([0, T) x R°) et les équations
Bvi 3vi .
é—é— + Z VJg;; = 0 (i=1,2,3)

sont satisfaites dans 1l'exterieur du support de p.

On dit que la solution réguliére est globale si T = +w.

Il est evident que si (ﬁ, v, s) est une solution réguliére,

-1 y-1
5 st w0

U= (p(t, x) 2 e , v(t, x), s(t, x))

est de class C' ([0, T) x R°) et vérifie (6) dans [0, T) x R>.

D'autre part la solution dont nous avons établi 1'existence

dans le paragraphe précédent est réguliére.

Théoréme 2. — Soit (p(t), v(t), s(t)) une solution
réguliére sur [0, T). Si (p(0), v(0)) est & support compact,
alors le support de (p(t), v(t)) ne s'étend pas, c'est-a-dire,

Supp(p(t)s v(e)) ( Supp(,(0), v(0))

pour tout t ¢ [0, T).

-10-
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Démonstration. Nous avons déja remarqué que U(t) =

1

=(w(t), v(t), s(t)) est de class C et une solution du systéme

(6), qui entraine

Q
=t

I

+ z aj(u, s)%%T =0,

J

[+3]
t

-~

ou u = t(w, Vir Vo v3) et

r 1 h
- -
vj 17—wej
aj(u, s) = N .
2 S/y t
L?tTe W ej va3 J

Soit (¢, &) wun point dans [O,‘T) x R3. On voit qu'il existe

une constante C 2 0 telle que

laj(u, s(t, x))| s cClu]

le long de la ligne L: Og¢tgrt, x = g, car s(t,x) est borné sur

L. D'autre part
Cl

- au_
- sup(trx) e L, j=11213l3xj(t' X)|

est evidemment un nombre fini. Alors on déduit

-11=~
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le long de L, d'ou ul(t, £) =0 si u(0, £) = 0. Le théoréme

est démontreé.

3. Non-existence des solutions globales

Le théordme 2 entaine une condition suffisante pour non-
existence des solutions réguliéres globales.
D'abord on écrit les équations (1-1),-2),-3) sous la forme

d'un systéme des lois de conservation:

' ap 9 -
(1-0) B—E + z 5—}-(—]:-(0\7].) = 0,
e 2 > T "
(1-1) §E(pvi) + ) axj(pvivj) + axi =0 (i=1,2,3).
Théoréme 3. — Soit (p(t), v(t), s(t)) une solution

réguliére sur [U._T); Si (p(0), v(0)) est a8 support compact
et s'il existe une fonction h g Hzloc(Ra) dont le hessien

(Bzh/axiaxj) est non-negatif presque partout telle que

I v.(0, x)—(x)p(0, x)dx > 0,
. R3 Z J axj P

-12-
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alors la solution ne peut pas étre globale, i.e., T < +w.
Démonstration. Posons

H(t) = f h(x)p(t, x)dx.

R3

D'aprés l'équation (1-0)' une integration par parties montre

que

H'(t)

1]
—
jon
qﬂm
(@]
(o}
b
1]
|
—
=
t~
Q
jo]
<
[}
»
1]

[

) ZVJ ——-pdx.
'

De plus, d'aprés (1-1)',-2)',-3)' on a

Hll(t)

fz (pV axjdx =

3 3P _\ah -
- J’Z(Z-é—x-};(pvjvk) + ﬁ—;)g}—(;dx =

: 22n
I {p s h__ P dx.
( kax axk Zax.z

Comme on suppose que le hessien de h(x) est non-negatif, il

vient H"(t) z O, d'ou H'(t) 2 H'(0) et donc

-13-




H(t) =2 H(0) + H'(0)t,
oi H'(0) >0 paf 1'hypothése.
D'autre part on peut vérifier que H(t) est bornée. En
effet d'aprés 1l'équation (1-0)' qui représente la conservation
de la masse, on voit que

M =1 p(t, x)dx = [p(0, x)dx

ne depend pas de t. Grice au théoréme 2,

B(t) = sup Ih(x)| <B(0).
xesupp (e (t),v(t))
Donc -
H(t) = J h(x)p(t,x)dx s B(t) fp(t,x)dx s B(0)M.

Par conséquent on obtient la estimation
t s (B(0)M - H(0))/H'(0)

qui est valable autant gque la solution reste réguliére. Le

théoréme est démontré.

-14-



Corollaire. —— Toute solution réguliére (p(t), v(t), s(t))

de (1)(2) vérifiante
I V(Ov‘ X)D(Oy X)dx # 0
ne peut pas étre globale.

Démonstration. Sans perte de généralité, on peut supposer

que
I = ¢ V1(0, x)pl(0, x)dx # 0.

On n'a qu'a appliquer le théoréme 3 avec h(x) = x, si I>0

et h(x) = -x si I < 0.

1

4. Remargues

1) Tout d'abord, si une solutibn n’admet aucun prolongement
réguliére au-deld de¢ [o, ™), on se demanderait :
Qu'est-ce qui arrive pour .t 2 T?

Comme le théoréme 3 a été démontré par l'absurde, il ne peut
pas répondre 3 cette question. On pourrait espérer qu'une
discontinuité des vitesses, c'esf—é-dire, une onde de choc se

developpe, peut-étre, sur la frontiére du support, un sujet

d'étude, analytique ou numérique, a l'avenir.

-15-



2) Il y a une conjecture: Aucune solution réguliére
nontriviale n'est jamais globales.
Mais nous ne savons pas encore de vérification. Méme si

J v(0)p(0)dx = 0, la solution n'est pas globale si

I v1(0,x)p(0,x)dx = - [ v1(0,x)p(0,x)dx > 0,
asx X, S0
1 1
avec un @ € R, car le théoréme 3 reste toujours valable avec
h(x) = |x1 - a|. D'autre part il n'existe pas de tel' h(x)

au cas ou .

f v1(0, x)p(0, x) = - [ v1(0, x)p(0, x)dx < 0.

asX
1 x1sa

3) Finalement il est désirable de supprimer la condition
ii)dans la définition des solutions réguliéres, car elle est
une condition technique pour symétriser 1'équation (1)(2).

Pour la nécessité de cette amélioration on renvoie 3 §6 de [3].

-16-
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