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Un produit de composition des fonctions sur des espaces symétriques

semi-simples

par Shigeru Sano (ﬁ&fﬁ,fﬁ)

(The Institute of Vocational Training)
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§0. Introduction

Dans le groupe localement compact, un produit de composition
des fonctions est une notion fondamentale. Le produit de
compostion a rapport a la théorie de représentation du groupe.
Dans le cas particulier du groupe abélien, la transformation de
Fourier garde ce produit, c'est-a-dire, i;} =‘¥- § . D'autre
part, dans l'espace symétrique riemannien G/K, le produit de
composition est définit pour des fonctions K-biinvariantes.

On veut donner le produit de composition dans un espace
symétrique semi-simple G/H. On généralise la décomposition de
Cartan associée a (G,H)(Corollaire 1.2). D'aprés cette
dééomposition, on définit le produit de compositions qui coincide avec
celui du groupe et de l'espace symétrique riemannien (Définitioni 1).

4’Harish—Chandra a montré le théoréme de récurrence associe a

le produit de composition dans le groupe de Lie semi-simple
pour étudier les distributions propres invariantes (Théoréme 1 [2(2ﬂ ).
On généraliselce théoréme dans‘l'espace symétrique semi—simpie |

G/H (Théoréme l.l).
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§1. Un produit de composition -

Dans ce paragraphe, on étudie un produit de compositién des

fonctions mesurables sur des espaces symétriques semi-simples.
Le produit de composition est utile & 1'analyse harmonique sur les
espaces symétriques comme dans le cas des groupes de Lie.

Soit G un groupe ae Lie semi—simple vconne)»(e muni d’'une invo-
lution O~ , et (ﬁ , ﬁ ,0-) l'algébre de Lie symétrique associée.
Soit H. le sous-groupe analytique de G d'algébre de Lie ‘5 , Go le
sous-groupe des points fixes de 0~ dans G et H un sous-groupe
fermé de G compris entre H, et Go. On considére une involution de
Cartan @ de % qui commute a O-. Soit 3:5-{-0& (resp. OJ- 'E+‘P )
la décomposition de % correspondant aux valeurs propres +1 et —1’pour T
(resp.®). Soit K le sous-groupe analytique de G associé é'ﬁ.

Soit % un sous-espace abélien maximal de Tn% et B un sous-
groupe analytique de G associé. La décomposition suivante de G est

donnée par ( Corollaire I.4.[3] ).

Proposition 1.1. Le groupe G admit la décomposition suivante :
G - KBH.

De plus k.b-H-kzle si, et seulement si, il existeun élément l de
KnH tel que k=t et b=L"h . '
Soit “%, un sous-espace abélien de ’P . "%, s'appel le un espace
41 -déployé s'il satisfait aux conditions: 1) ’Z-=) X-0-X : Xe}o's est
‘un sous-espace abélien maximal de TOG\Z , 2) l'application lir‘léaire‘

X —> X~a X , de &, sur 7} est bijective, 3) NKAHO'*)" NKAH(‘}-)

-2-
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ol NKAHUS‘) est le normalisateur de ¢ dans KnH . Tout sous-espace

abélien maximal de P"KS est %—dépléyé On généralise la propo-

sition 1.1 4 1'aide de la notion ci-dessus.

Corollaire 1.2. Soit 7, un sous-espace abélien %-déployé

de ‘)) et B, le sous-groupe ana'ly‘t“ique de G associé. On a-alors

la décomposition

G'= KBOH.

De plus H,‘,H=h'b:H C 2 KEeK, bo.L,o ¢ Re ) si, et seulement si,

il exist un élément { de KnaH tel que A=22 et be=A"b{ 0 .

Démonstration. Soit ’E--.-.;X-o.x: )((-},%et B le sous-groupe analytique

de G associé. Alors d'aprés la décomposition G=KRH de la
proposition 1.1 et les conditions de &, bon a l'assertion du
corollaire . \ ‘ Q.E.D.

Soit Aa( geG\') l’ac'tic;n de G sur G/H définit par Aa(;XH)=31H.
L'involution g-induitun difféomorphisme sur G/H par 0~(xH)=0-0%) H
(xH e G/H) . Alors 0~A3 = Ao(a,(rﬁgeﬁ—)_ Soit o{xH une forme

G-invariante positive sur G/H. On pose o(o{;t),.; = 0¥ o{zH

Lemme 1.3.

d san = Q_')qu, cdxn
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Démonstration. D'apreés

A; dotuH = (mAg)* dx
= (Ao(ala”)* CllH

- d oty

C(O(‘X)H est une forme G-invariante sur G/H, alors proportionnelle
e : dim ‘
a dxy . Mais évidemment do(;qu- Q.])' %dxﬂi, par conséquent,
‘ H H
le lemme est vérifié. Q.E.D. .
Soit %, un sous-espace abélien 6& ~-fendu de r et Bo le sous-
groupe analytique de G associé. Soit C(G/H) (resp. C.(&GH))
l'ensemble des fonctions continues (resp. continues a support
compact) sur G/H. D'aprés le corollaire 1.2, on définit un produit

de composition des fonctions:

Définition 1.1. Soit { ¢ C(G/H) et soit oe C. (G/H) telle que

o (§xH)= o(xH) pour tout ldeknH et xGH‘ . On définit un

produit de composition des fonctions ‘F et ol en posant
{@odxH) = ,-ﬁ:(smaH) o (o¢yy H) ohaH (x €« KRB.).
&

Remarque. 1) D'aprés le lemme 1.3 et 1l'orientation de G/H,

le produit de composition est encore égal a

$® (xH) = { @y H) d(ealyH) dyy
/Gh



2483

2) Soit G/K un espace symétrique riemannien du type non-compact

et soit %s’g‘-y 7’ la décomposition de 1'algébre de Lie associée.
Soit Jg ‘une mesure de Haar sur G. Supposons que le centre de G
soit fini. Soit d‘k »la mesure de Haar sur K normalisée par SKJkaél .
Soit dgK la mesure G-invariante sur G/K telle que dg;cng dk

Soit f un sous-espace abé»lien maximal de 'P et soit A le sous-groupe
analytique de G associé. Si { et d sont deux fonctions continues
sur G telles que ‘S:(gk)=-frtg) et okgk’)=d(g) pour k,k’e K et

gee‘r , on a

jed @Ky = \  F(ghk) alotvK) dRk
&/

-\ gy @ dR o (gekA).

Ainsi le produit de composition coincide avec le produit de

composition -de 1'espace symétrique G/K (cf. [1]p316).

3) Soit G’ un groupe de Lie semi-simple connexe.} L'espace
symétrique GH = G'xG d&") s'identifie a G’ par l'isomorphisme
analytique Cy:(gl.gx)d(ﬁ')"" 8-3;' . Soit g'= R+ ‘P’ la décomposition
de Cartan de ‘l'algébre de Lie de G’ .Soit K’ le sous-groupe de G’
associée a 5,’ .’ Soit :,,_;n, un sous-espace abélien maximal de ’;’ et; 7
soit A’ le sous-groupe analytique de G associé. On‘p‘ose = §_()(,t>)‘,

Xe 0 % . est un sous-espace abélien "Z—déployé de - 7’X P’
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Soit B, et K les sous-groupes analytiques de G associé a3 % et h/’tf’:

respectivement. On définit le produit de composition par la décom-
position G =KBeH - On associe une mesure G-invariante dgH sur G/H

4 la mesure de Haar dg sur G’ par le difféomorphisme (y . Soit ‘f eCc((’Y/ﬁ)
et soit o eC.Gf) telle que o§xH)= d&xH)pour tout Qe MaH et xHeGA,
On définit deux fénctions sur G)en posant {;={=‘Pﬂ et d’= d- P! .

Alors o/(kxk"y=d'@) ( ke K/ x¢&'). on a

f®d (xH) = {MH) o ¢y H) dgn
G/H

= S ¥ (hak.g) &g dg
G‘I

od X aKbe € KBs , K=k € K= K'xK', bo=1(0.1) ¢ Bs=AxJa}.
Ainsi le produit de composition du G/H coincide avec celui du
groupe G’.

Supposons que le centre de G soit fini. Une suite de
fonctions {o{ﬂ de C?(G/H) s'appelle une suite de Dirac si elle

satisfait aux cinditions : 1) d,j%b et
S ofjxH) dxn =1
GH

2) Pour tout voisinage U de H dans G/H, supp dd‘ cuU pour toutj
sauf pour un nombre fini d’entre eux, \

I1 est claire qu'il existe toujours une suite de Dirac telle

que . olJ'(.-QiH)z d; (xH) (LeknH, xH eGH).
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Lemme 1.4. Soit §dﬂ une suite de Dirac telle que oj(lxH)=d;GH)
(le kaH -xH €GH). on a alors

,Q)W. ‘F(‘D&d'= £ o ‘dans‘ Ck(G/H)‘v

J—?oo

pour tout + € C”@GH).

Démonstration. Soit ?f\; un systéme de pseudonormes de CY(G/H).

Pour tout ¢£>vo, il existe un voisinage U de H, O -invariant dans

G/H tel que

p (FeyH)- Fat)) < €

pour tout ’SH e U.

On a

@ &H) - faH)

S 2{;@‘3}4) ~f&H)} d‘)'(o\(‘g)H) d’yH,

| &

d'ou )MGQOIJ‘('XH)“?QH))<?. . si supp O(J‘(OWIH)C'D.
Q.E.D.

Soit d,Q une mesure de Haar sur KpH. On définit pour o GCWnH)

et f£eCl@h)

axf @xH) = g odl?) fUxH> dL.
| KnH



252

‘A l'aide de la convolution ci-dessus et la définition 1.1 on a le

lemme suivant :

Lemme 1.5. Soit ol € Cwﬂrﬁ) et soit f3 e C.GH) telle que

BUxH )= gxH) pour tout Le knH et xH ¢eGMH . on a alors,
poui‘ toute fonction —F € Q(C‘\h)

dxf @®p)= Wxfrog.

Soit @& lk'alygébre enveloppahté universelle de 1'algébre de kLie

et 3 le centre B . Soit‘§ la sous-algébre engendrée par 1 et 41

Théorémel.1l. Soit V/ un espace vectoriel de dimension finie

sur € . soit “: une fonction C* sur G/H & valeurs dans T/ -telle que
d;%gz," 2 e 3B¥<‘“’ Soit U un voisinage de H dans G/H. On pose
){ﬁ))=§ o e CA&H: supp o< U . dUxH )= dgHpour tout xHe GH et Q(‘-)w-{l2
Alors, il existe une fonction d de KX{U) telle que {®d= ‘F

. Démonstration. Soit R la représentation réguliére de G
: -}
dans CI&M.V ) définit par [NZ'Y](&H)" f(=H) si on identifie
CEGH V) et C‘E;}A—f)ﬁbv , R opére trivialement sur /. On pose

/Ll=§”ut€'_3'3 tuf = °'~$ . Alors U est un idéal a gauche et dim 3?/1.« (%
Soit W est le plus petit sous-espace fermé m&—invariant de C°°(GA-{)ODT/
contenant ’Y‘ . On pose Weo= @@ﬂ? . On veut montrer que W = We
Supposons que ngw. Alors d'aprés le théo'rémede Hahn-Banach, il

existe une fonction linéaire continue non nulle (5’ de W telle
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que @B=o sur W, , On pose
FQ)'—'P(@;’F) (366‘)
A’lors I eC‘C&) car 4 est dérivablesous(R . On a

F(‘313)=p(@3@g1t) (5@ )

Alors Yy FR=0 meU) . F est une fonction analytique car U

contient des opérations elliptiques. D'autre part, on a

F(,’.\.HA*[}QR“{') =0 pour tout e U

car paov SUI;W; . Par conséquent F =0 sur G et g=-0 sur W . Cette
contradiction montre que W = W,

| Si on pose W‘-ﬁa-f , on a diva,(ae . D'aprés une

‘ discussion analoque, 'RKAH{ cTy W, est un espace &%H invariant -,
I1 exist un ensemble finit T ¢ k‘nHtel que dp*{ ‘, car -(-e\'vv On
pose PF“ I PS et WF PWTV . On réclame dim Y/F<°° . La represen-
tation naturelle de B sur ‘ﬁ/k,‘u est finie car W est réductible
complétement sous%. Ensuite d'apreés o‘:'mg?/ n<e , le théoréme 1 de
Harish-Chandra[Z(lS] on a W°6 G’%‘v\,et d‘mPSW&‘e pour tout %e lo(nrl

D'ailleurs, le sous-espace W, est dense dansW et alors Ps W est

dense dans PSW . Par conséquent PgWe= PSTV et on a alors dim PS'WC*’

Soit §dd‘§ une suite de Dirac telle que Ol}' ¢K{U) pour tout )‘
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D'aprés le lemme 1.4, on a ,Qv,, {@djaf, . On pose W,,s{{@clé‘;(l: d*;-}(‘[,(}).s.
D'aprés le lemme 1.5, on a )d“szQF@d )= {-’bo{ . Alors W< VVF. et

olhu‘w,< o - Par conrsé'quem: W, est fermé dans Wy et donc
fedofncieTn - Q.E.D.

-10~
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