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Walsh級数について

舘岡 淳 (Jun Tateoka)
秋田大学教育学部

1 始めに

Rademacher 函数は $[0,1]$ 上の函数で,

$r_{k}(x)$ $:=sign(\sin 2^{k+1}\pi x)(k=0,1, \cdots, 0<x<1)$

で定義される。 $\{r_{k}\}$ は Borel-Lebergue 測度に関して $[0,1]$ 上の正規直交系であるが, 完備で
ない。そこで

$w_{0}(x)$ $:\equiv 1$ ,

$n=a_{0}+a_{1}2+a_{2}2^{2}+\cdots+a_{l}2^{l}$ ( $a_{l}=1,$ $a_{k}=0$ or 1, $k=0,1,$ $\cdots,$ $l-1$) の時

$w_{n}(x):= \prod_{k=0}^{l}r_{k}(x)^{a_{k}}$

とおくと, $\{w_{k}\}$ は $[0,1]$ で完備正規直交系になる。 これが Walsh系である。 $f\in L^{1}[0,1]$ に対
して

$f(x) \sim\sum_{k=0}^{\infty}\hat{f}(k)w_{k}(x),\hat{f}(k)$ $:= \int_{0}^{1}f(x)w_{k}(x)dx$ ,

$S_{n}f(x):= \sum_{h=0}^{n-1}\hat{f}(k)w_{k}(x)$

とおく。 また $x\in[0,1]$ に対して, $x$ を含む長さ $2^{-k}$ の区間を $x+P^{k}$ とおけば,

$S_{2^{k}}f(x)= \frac{1}{|x+P^{k}|}\int_{x+P^{k}}f(t)dt$

と書ける。 これは次のように考えられる。 $x\in[0,1]$ は $x=\Sigma_{k=0}^{\infty}a_{k}2^{-k}$ , ( $a_{k}=0$ or 1) と書
いてよい。そこで $x$ と数列 $\{a_{0}, a_{1}, \cdots\}$ を同一視する。 このとき $x$ が 2進有理数ならぱ, $x$ の

表し方は一意でないから, この対応は 1:1でない。 この数列空間で, 加法は各座標毎に 2を
法とし $x\dotplus_{y}$ 等と表される。距離で位相を入れると, コンパクト, アーベル群になり, これを 2

進群, Walsh-Paley 群, $2^{\omega}$ という。 $2^{\omega}$ 上の Borel 環や Haar 測度は $[0,1]$ 上の通常の Borel-
Lebesgue 構造と一致するので、測度論的、積分論的問題は同じに扱ってよい。この対応につ
いては [7](Appendix C) に詳しい。以下では $2^{\omega}$ を体 $K_{2}$ のコンパクト部分集合,Walsh函数
をこの指標と見ることにする。 Walsh級数に関する文献は, $[1],[50],[30|,[33]$ に多くある。
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2 2-series numbers field $K_{2}$ とその指標

2を法とした剰余体上のべき級数の集合 $K_{2}$ の元は

餌 $= \sum_{i=k}^{\infty}a_{i}t^{i}(a;\in GF(2))$

と書ける。 $t$ は $K_{2}$ の固定した元である。 2つのべき級数の和, 積は通常のように定義する。 2逢
群 $2^{\omega}$ は $K_{2}$ のコンパクト部分集合である。実際,

餌 $= \sum_{i=k}^{\infty}a_{i}t^{i}(a_{k}\neq 0)$

に対して, $|x|:=2^{-k},$ $|0|$ $:=0$ とおくと, $|x+y| \leq\max(|x|, |y|),$ $|x+y|= \max(|x|, |y|)(if|x|\neq$

$|y|),$ $|xy|=|x||y|$ が成り立つ。 $\{x\in K_{2} : |x|\leq 2^{-i}\}$ は $0$ の近傍系で, $K_{2}$ は局所コンパク
ト, 非離散,totally disconnected 体になる。また, $K_{2}$ の元で

$x= \sum_{i=0}^{\infty}a_{i}t^{i}$

の全体 $O:=\{x\in K_{2} : |x|\leq 1\}$ はコンパクト環で, 加法のもとでは 2進群 $2^{\omega}$ と一致する。
$P;=\{x\in K_{2} : |x|<1\}$ とおくと, $tO=P$ である。 $K_{2}$ の加群 $K_{2}^{+}$ の Haar 測度を選ぶと,
$d(ax)=|a|dx,$ $E\subset K_{2}$ に対して $|E|$ $:= \int_{K_{2}}\xi_{E}(x)dx$ ( $\xi_{E}$ : $E$ の特性函数) とするとき $|O|=1$

と出来る。また $P^{k};=\{x\in K_{2} : |x|\leq 2^{-k}\}$ とおけば, $O=P^{0},$ $P=P^{1},$ $|P|=2^{-1},$ $|t|=2^{-1}$

である。

次に $K_{2}$ 上の指標を定義する。 $x$ 欧珂を

$x=x_{0}+ \sum_{i=k}^{-1}a_{i}t^{i}$ ( $a_{i}=0$ or 1, $x_{0}\in O$ )

と書いて,

$\chi(t^{k})$ $:=\{$ $-11ifk<-1ifk=-1$ $\chi(x_{0})$ $:=1$

とおけば, $\chi(x)=1(|x|\leq 1),$ $\chi(x)=-1(|x|=2)$ である。 ここで, $\chi_{u}(x):=\chi(ux),$ $(u,$ $x\in$

$K_{2})$ さらに\chi u $:=\chi_{u}|_{0}$ とおくと, $\chi_{u}$ は $O$ 上の指標になる。 $\{u(n)\}_{0}^{\infty}$ を $K_{2}^{+}$ 上の $O$ による

剰余類の代表系とすれば, $\{\chi_{u(n)}(x)\}_{0}^{\infty}$ は, 完備正規直交系になる。 この $\{u(n)\}_{0}^{\infty}$ に次のよう
に自然な順序を入れる。 $u(0)$ $:=0,$ $u(1)$ $:=t^{-1},$ $n=b_{0}+b_{1}2+\cdots+b_{s}2^{s}$ ( $b_{k}=0$ or 1)
に対して, $u(n)$ $:=u(b_{0})+t^{-1}u(b_{1})+\cdots+t^{-s}u(b_{s})$ とおぐ。そうすれば, $u(n+m)\neq$

$u(n)+n(m),$ $0\leq r,$ $k,$ $0\leq q<2^{k}$ に対して, $u(r2^{k}+q)=u(r2^{k})+u(q)=t^{-k}u(r)+u(q)$ ,
$|u(n)|=2^{k}\Leftrightarrow 2^{k-1}\leq n<2^{k}$ が成り立つ。 また, $\chi_{n}$ $:=\chi_{u(n)}$ と書けば $\chi_{n}=\prod_{k=0}^{s}(\chi_{2^{k}})^{b_{k}}$ ,

$\chi_{2^{\partial}}(x\rangle$ $=\chi_{1}(t^{-s}x)$ が成り立つ。 これが Rademacher 函数と Walsh 函数の関係である。種々
の順序に対する Walsh函数については [8] に詳しい。
ここで, $O$ は, 位数 2の巡回群 $Z(2)$ の可付番直積である。 この $O$ を更に一般にして位数乃

の巡回群 $Z(p_{i})$ の可付番直積上で考えたのが Genelalised Walsh 系, 第 2可算公理を満たす 0-
次元, コンパクト可換群上のが Vilenhn系である。 これらについては [53],[33],[42],[12] が詳
しい。
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3 $n$ 部分和

扱う函数は複素数値,Borel可測函数とする。はじめに Walsh-Fourier級数の n- 部分和を
調べる。 $f\in L^{1}(O)$ に対して

$f(x) \sim\sum_{n=0}^{\infty}\hat{f}(n)\chi_{n}(x),\hat{f}(n):=\int_{0}f(x)\chi_{n}(x)dx$

$S_{n}f(x)$ $:= \sum_{k=0}^{n-1}\hat{f}(k)\chi_{k}(x)=(D_{n}*f)(x),$ $D_{n}(x)$ $:= \sum_{k=0}^{n-1}\chi_{k}(x),$ $D_{0}$ $:=0$

とおく。 Dirichlet 核 $D_{n}$ は次の性質を持つ。 $D_{2^{n}}(x)=2^{n}\Phi_{n}(x)$ ( $\Phi_{n}$ : $P^{n}$の特性函数),
$\int_{0}D_{n}(x)dx=1,$ $D_{r2^{k}+q}(x)=D_{2^{k}}(x)D_{r}(t^{-k}x)+\chi_{r}(t^{-h}x)D_{q}(x)(r>0,0\leq q<2^{k})$ ,

2
$|D_{n}(x)|<\overline{|x|}(x\neq 0),$

$|D_{n}(x)|\leq n$ .

$\bullet$ (Kaczmartz) $f\in L^{1}(O)$ ならば, $S_{2^{n}}f(x)arrow f(x)a.e$ .

$\bullet$ (Hardy-Littlewood) $Mf(x)$ $:=suPS_{2^{n}}|f|(x)$ とおけば,

(i) $f\in L^{1}(O),$ $\forall y>0$ に対して $| \{x\in O:Mf(x)>y\}|\leq\frac{1}{y}||f\Vert_{1}$ ,

(ii) $f\in L^{P}(O),$ $1<p<\infty$ に対して $||Mf||_{p}\leq C_{p}||f||_{p},$ $C_{p}=O( \frac{p}{p-1}I\cdot$

$\bullet$ (M.Riesz) $1<p<\infty$ に対して $||S_{n}f(x)||_{p}\leq C_{p}\Vert f||_{p},$ $C_{p}=O( \frac{p^{2}}{p-1})$ .

Paley はこの定理をいわゆる Paley の等式 ([22])

$\chi_{n}(D_{n}*f)(x)=\sum_{k=0}^{[log_{2}n]}e_{k}d_{k}(\chi_{n}f)(x),$ ( $e_{k}=0$ or 1), $d_{k}$ $:=S_{2^{k}}f-S_{2^{k-1}}f$

から導いた。

$\bullet$ (Watari [55], Igari [20], Young [74]) $f\in L^{1}(O),$ $\forall y>0$ に対して

$| \{x\in 0 : |S_{n}f(x)|>y\}|\leq\frac{C}{y}||f||_{1}$ .

$L^{1}$ 函数の分解定理 (Igari [18]) を用い孝。

4 函数空間

$O$ 上の test 函数 distribution, p–atom $(0<p\leq 1)$ , Hardy空間,Lipschtz 空間等を定義
する。

$S(O)=S$ は $O$ 上の test 函数の集合とする。即ち $\phi\in S$ は, $\phi$ が $O$ におけるある $P^{k}$ の剰

余類の上で定数である。 このとき, \phi \in S は $\sum_{n=0}^{2^{k}-1}\hat{\phi}(n)\chi_{n}(x)$ と書ける。 $\sum_{n=0}^{k-1}\hat{\phi}(n)\chi_{n}(x)$ の全体
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を $S(k)$ と書く。 $S’(O)=S’$ は $O$ 上の distributions の全体とする。 $f\in S’,$ $\phi\in S$ の pairing
を $<f,$ $\phi>$ で表す。 $S’$ の元 $f$ は形式的には $\sum_{n=0}^{\infty}\hat{f}(n)\chi_{n},\hat{f}(n):=<f,$ $\chi_{n}>$ と書ける。

$a(x)$ が p–atom $(0<p\leq 1)$ とは, $a(x)\equiv 1$ または, (1) $supp$ $a\subset x+P^{k},$ $(\exists x\in O,$ $\exists k\in$

N), (2) $||a||_{\infty}\leq 2^{k/p},$ (3) $\int a=0$ .
$f\in S’$ に対して次のようにおく。

$S_{2^{n}}f(x)$ $:=<f,$ $D_{2^{n}}(x-\cdot)>$ ,
$f^{*}(x)$ $:= \sup_{n}|S_{2^{n}}f(x)|$ ,

$Sf(x)$ $:= \{\sum_{0}^{\infty}(S_{2^{n}}f(x)-S_{2^{n-1}}f(x))^{2}\}^{\frac{1}{2}}=\{\sum_{0}^{\infty}(d_{n}f(x))^{2}\}^{\frac{1}{2}}$ .

Hardy空間 $H^{p}(O)=H^{p}(0<p<\infty)$ を, $H^{p}(O)$ $:=\{f\in S’ :||f||_{H^{p}} :=||Sf\Vert_{p}<\infty\}$

と定義する。
$0<p\leq 1$ のときは, 次が成り立つ。

$||f^{*} \Vert_{p}\sim||Sf||_{p}\sim\inf$ { $( \sum_{0}^{\infty}|c_{j}|^{p})^{\frac{1}{p}}$ : $f= \sum c_{j}a_{j},$ $a_{j}$ : p–atom}

Lipschtz 空間等を次のように定義する。

$\Lambda_{\alpha}$ $:= \{f\in L^{1} : \sup_{I}|I|^{-\alpha}|f-f_{I}|_{I}<\infty\}(\alpha>0)$ ,
$Lip_{\alpha}^{(p)}:= \{f\in L^{1} : \sup|t|^{-\alpha}||f(\cdot+t)-f(\cdot)||_{p}<\infty\}(0<p\leq\infty)$ ,
$BMO:=\Lambda_{0}$ ,
$VMO:= \{f\in BMO:\lim_{|I|arrow 0}|f-f_{I}|_{I}=0\}$

とおく。 ここで $fi$ $:= \frac{1}{|I|}\int_{I}f(u)du,$ $I:=x+P^{k}$ である。そうすれば

$\sup_{I}|I|^{-\alpha}|f-f_{I}|_{I}\sim\sup|t|^{-\alpha}||f(\cdot+t)-f(\cdot)||_{\infty}$ .

$f\in L^{\infty}$ が次を満たすとき有界変動という。

$V^{*}f$ $:= \sup_{k}\sum_{n=1}^{2^{k}}\sup${ $|f(x)-f(y)|$ : $x,$ $y\in S_{n}^{k},$ $S_{n}^{k}$ は $P^{k}$の剰余類} $<\infty$ .

$H^{p}$ や Lipschtz 空間は (Chao [4,5]) に詳しい o

5 $(C, \alpha)\mp$均

$f\in L^{1}$ に対して $\sigma_{n}^{\alpha}f(x):=(f*K_{n}^{\alpha})(x)$ を $(C, \alpha)$ 平均という。
特に $\sigma_{n}f(x):=(f*K_{n})(x)$ を $(C, 1)$ 平均という。 ここで,

$K_{n}^{\alpha}(x)$ $:= \frac{1}{A_{n-1}^{\alpha}}\sum_{k=0}^{n-1}A_{n-k-1}^{\alpha}\chi_{k}(x),$ $A_{n}^{\alpha}= \frac{1}{n!}(\alpha+1)\cdots(\alpha+n),$ $A_{0}^{\alpha}=1$

$K_{n}(x)$ $:= \frac{1}{n}\sum_{k=1}^{n}D_{k}(x)=\sum_{k=0}^{n-1}(1-\frac{k}{n})\chi_{k}(x),$ $K_{0}$ $:=0$
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そうすれば, $|K_{n}(x-)| \leq\frac{n+1}{2},$ $\int K_{n}=1,$ $|K_{n}(x)| \leq\frac{2}{|x|},$ $\int|K_{n}|\leq C$,

$\int_{2^{-k}\leq|x|\leq 1}|K_{n}(x)|dx=o(1)$ as $narrow\infty,$ $(\forall k>0)$ が成り立つ。最後の部分は, $n=r2^{k}+s$ ,

$0\leq r,$ $0\leq s<2^{k}$ に対して次の分解を用いる。

$nK_{n}(x)=2^{k}D_{2^{k}}(x)rK_{r}(t^{-k}x)+sD_{2^{k}}(x)D_{r}(t^{-k}x)+D_{r}(t^{-k}x)2^{k}K_{2^{k}}(x)+\chi_{r}(t^{-k}x)sK_{s}(x)$

$(C, 1)$ 平均,Abel 平均は Walsh 級数に対して良い評価を与えない。例えば,

$|nK_{n}(x)|\leq\overline{|x|^{2}}$ は成立しない。 $(Fine[9],yano[61])$

$\bullet$ $f\in L^{p}$ の時, $\sigma_{n}farrow f$ , in $L^{p}(1\leq p<\infty)$ .

$\bullet$ (Fine $[9,10],Yano[61]$ ) $f\in L^{1}$ の時, $\sigma_{n}^{\alpha}f(x)arrow fa.e$ . $(\alpha>0)$ .

$\bullet$ (Paley[22], Sunouchi[29], Yano[65])

$|| \sup\sigma_{n}^{\alpha}f\Vert_{p}\leq||f||_{p}(1<p<\infty),$ $|| \sup\sigma_{n}^{\alpha}f||_{1}\leq\int|f|\log^{+}|f|+C$.

$\bullet$ (Fujii [11]) $|| \sup\sigma_{n}f||_{1}\leq C||f||_{H^{1}}$ .

6 局所性と一意性

2変数Walsh-Fourier 級数$f(x) \sim\sum\hat{f}(n)\chi_{n}(x),$ $x\in O^{2}$ に対して

$f_{r}(x):= \sum\hat{f}(n)r^{n}\chi_{n}(x)=\int_{0_{\infty}^{2}}f(y)P_{r}(x-y)dy$

$P_{r}:=P_{r_{1}}(x_{1})P_{r_{2}}(x_{2}),$ $P_{r_{j}}$ $:= \sum_{\text{んむ}}r_{j}^{k}\chi_{k}(x_{j})=\prod_{k=0}^{\infty}(1+r_{j}^{2^{k}}\chi_{2^{k}}(x_{j}))$

$S_{n}$ $:= \sum_{m_{j}\leq nj}\hat{f}(m)\chi_{m}(x)=\int_{0^{2}}^{k=0}f(y)D_{n}(x-y)dy,$ $D_{n}(x):=D_{n_{1}}(x_{1})D_{n_{2}}(x_{2})$

とおく。 $f_{r}$ は $r_{1}=r_{2}$ の時球形 Abel 平均, そうでないときは矩形 Abel平均という。部分

和釘についても同じである。 $P_{r}^{m}(x)= \prod_{k=0}^{m}(1+r^{2^{k}}\chi_{2^{k}}(x))$ を評価すると次が成り立つ。

$P_{r}(x)\geq 0(0\leq r<1),$ $P_{\gamma}(x)< \frac{2}{|x|}(0\leq r<1,0<|x|<1),$ $P_{r}(x)< \frac{1}{1-r}(0\leq r<1,0<$

$|x|<1),$ $\int_{0}P_{r}(x)dx=1,$ $||P_{r}( \cdot)||_{p}^{p}\sim(\frac{1}{1-r})^{1-p},$ $(p\geq 1),$ $\int_{2^{-k}}{}_{<|x|}P_{r}(x)^{p}dx\sim(1-r),$ $(p=$

$1,2,3)$ .
函数空間 $X$ において総和法 $T$ に対して局所性 (L.P.) を持つとは, $f\in X$ が開集合 $V$ で$f=0$
のとき, $V$ のコンパクト部分集合で $0$ に $T$ 総和可能となることである。

$\bullet$ ([35])(i) 球形部分和は連続函数 $C(O^{2})$ に対して LP. を持たない。 (ii) 球形 Abel平均
は $L^{p}(O^{2})$ で, $p\geq 2$ に対して L.P. をもち $1\leq P<2$ に対して持たない。 (iii) 矩形
Abel 平均は C(O2) に対して LP. を持ち, $L^{p}(O^{2}),$ $(p>1)$ に対して持たない。
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$E\subset O$ が一意集合 ( $U$ –set) とは, 零級数が $E$ を除いた集合で $0$ に収束するただ一つの
Walsh級数であること。また $E\subset O$ がWalsh 級数のクラス A に対するU–setであるとは,
$W\in A,$ $S_{2^{n}}W(x)arrow 0$ $asarrow\infty$ for $x\not\in E$ ならば $W$ は零級数になることである。
これらの一意性については Wade [43, 44, 46, 47, 48, 49, 51, 52], Yoneda [67, 68, 69, 70,
71, 72, 73] に詳しい。

7 近似

連続度、最良近似と絶対収束の関係を調べる。

$\omega^{(p)}(2^{-k}, f)$ $;= \sup$ { $f\in L^{p}$ : $\sup$ I $f(\cdot+t)-f(\cdot)||_{p}$ : $|t|\leq 2^{-k}$ }
$E_{n}^{(p)}(f)$ $:= \inf\{||f-P||_{p} :P\in S(n)\}$ .

とおくと次が成り立つ。

$\bullet$ (Yano [64]) $f\in\Lambda_{\alpha}$ ならば, $\sigma_{n}f-f=O(n^{-\alpha})(0<\alpha<1)$ .
$\bullet$ (Watari [54,59]) $\alpha>0$ に対して $1<p<\infty$ の時, 次は同値である。

(i) $f\in Lip_{\alpha}^{(p)}$ , (ii) $\omega^{(p)}(2^{-n}, f)=O(2^{-n\alpha})$ ,
(iii) $E_{m}^{(p)}(f)=O(m^{-\alpha})$ , (iv) 1 $f-S_{2^{n}}||_{p}=O(2^{-n\alpha})$ .

これは $L^{p}(0<p\leq 1),$ $H^{p}(0<p\leq 1),$ $VMO$ に対しても成立する。詳しくは Stro
zenko, Krotov and Oswald [28], [37]. またこれは絶対収束に関する次の Bernstein-
Steckin に応用される。 (Watari [60])

$\bullet$ (Bernstein-Steckin) $f \in L^{1},\sum_{n=1}^{\infty}n^{-\frac{1}{2}}E_{n}^{2}(f)<\infty$ &bば $, \sum_{n=1}^{\infty}\backslash |\hat{f}(n)|<\infty$

この定理の条件は Zygmund-Salem の条件や Satz の条件を含んでいる。 Walsh 級数等の
絶対収束については,Uno [38,39,40,41] Kinukawa [21] 等の結果がある。

8 Square 函数

Kaczmartz-Zygmund は $(C, 1)$ 平均を調べるために

$Kf(x)$ $:=( \sum_{n=2}^{\infty}n|\sigma_{n}f-\sigma_{n-1}f|^{2})^{\frac{1}{2}}$

とおいて, $T$上で次を示した。
$||Kf||_{2}\leq C||f\Vert_{2}$

この $Kf(x)$ に類する函数を Square 函数と呼ぶことにする。次のような結果がある。

$\bullet$ (Paley [22]) $f\in L^{p}(1<p<\infty)$ に対して $d_{k}f=S_{2^{k}}f(x)-S_{2^{k-1}}f(x)$ $:=E(f|F_{k})-$

$E(f|F_{k-1})$ とおく と,

$|| \{\sum_{k=0}^{\infty}(d_{k}f(x))^{2}\}^{\frac{I}{2}}||_{p}\sim||f\Vert_{p}$ ,

$|| \{\sum_{n_{1}=0}^{\infty}\sum_{n_{2}=0}^{n_{1}-1}\epsilon_{n_{1},n_{2}}(\sum_{m=2^{n_{1}}+2^{n_{2}}}^{-1}\hat{f}(m)\chi_{m})^{2}\}^{\frac{1}{2}}||_{p}\sim m=2^{n_{1}}+2^{n_{2}+1}!|f||_{p},$ $\epsilon_{n_{1},n_{2}}:=\pm 1$ .
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$\bullet$ (Hirshman [17]) $f\in L^{1}(1<p<\infty),$ $- \frac{1}{p}<\alpha<1-\frac{1}{p}$ に対して $\downarrow$

$|| \{\sum_{k=0}^{\infty}(d_{k}f(x))^{2}\}^{\frac{1}{2}}||_{p,\omega}\sim||f||_{p,\omega}$ ここで, $\omega(x):=|x|^{\alpha},$ $||f||_{p,\omega}^{p}$ $:= \int|f|^{p}\omega$ .

$\bullet$ (Sunouchi [29,31]) $1<p<\infty$ の時 $K^{f}f(x):=( \sum_{n=0}^{-}\infty|S_{2}$。$f-\sigma_{2^{\hslash}}f|^{2})^{\frac{1}{2}}$ とおくと

$||Kf||_{p}\sim||f\Vert_{p},$ $||K’f||_{p}\sim||f||_{p}$ .

$\bullet$ (Yano[66], Watari [57,58]) $f\in L^{1}$ に対して $\delta^{*}f(x):=\sum_{k=0}^{\infty}\epsilon_{k}d_{k}f(x)$ ,

$\epsilon_{k}=\pm 1$ , or $0,$ $y>0$ とおくと

$| \{x\in O : |\delta^{*}f(x)|>y\}|\leq\frac{C}{y}\Vert f||_{1}$ .

$\bullet$ (Wade [45]) $f\in S’,$ $0<p<1$ に対して

$||Kf\Vert_{p}\leq C||K’f||_{1},$ $||K’f||_{p}\leq C||Sf||_{1},$ $||Sf||p\leq C||Kf||_{1}$ .

$\bullet$ ([36]) $f\in S$ に対して $g(f)(x)$ $:= \{\sum_{n=1}^{\infty}(\sigma_{n+1}f-\sigma_{n}f)^{2}a_{n}\}^{\frac{1}{2}}$ とおく。

ここで $\sum_{k=1}^{n}a_{k}\sim n,\sum_{k=2^{n}}^{2^{n+1}-1}\frac{1}{a_{k}}\leq C2^{n}$ である。

(i) $f\in H^{1},$ $y>0$ の時 $| \{x\in O : g(f)(x)>y\}|\leq\frac{C}{y}||f||_{H^{1}}$ ,

(ii) $f\in H^{1}$ の時 $||g(f)||_{p}\leq C||f||_{H^{1}}(0<p<1)$ ,

(iii) $Sf\in L\log^{+}L$ の時 $||g(f)||_{p}\leq C||Sf||_{L\log^{+}L}+C$ ,

(iv) $\hat{f}(0)=0,$ $g(f)\in L^{1}$ の時 $||f||_{H^{p}}\leq C||g(f)||_{1}(0<p<1)$ .

$\bullet$ (Coste [6]) 数列 $s=\{s_{0}, s_{1}, \cdots\},$ $0\leq s_{n}\leq n$ に対して

$\sigma_{(s)}^{\alpha}f$ $:= \{\sum_{n=0}^{\infty}2^{-\alpha s}$
。

$E(|d_{n}f|^{2}|F_{n-s_{\text{。}}})\}^{\frac{1}{2}}$

とおけば,

$||\sigma_{(s)}^{\alpha}f||_{p}\leq C||Sf||_{p},$ $\frac{1}{1+\alpha}<p<\infty,$ $\alpha\geq 0$ .

証明は $g_{\lambda}^{*}f$ と $Sf$ . の関係を示した Calderon-Torchinsky の手法により $a=\{0,1,$ $\cdots,$ $a$ ,
$a,.\cdots\}$ に対して $||\sigma_{(a)}^{0}f||\cdot\leq C2^{\frac{a}{p}-\frac{1}{2}}||Sf||_{p},$ $(\sigma_{(s)}^{\alpha}f(x))^{2}\leq\Sigma_{a=0}^{\infty}a^{-\alpha a}(\sigma_{(a)}^{0}f(x))^{2}$ を導いて
から得ている。
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9 部分和の概収束

概収束についての Carleson-Hunt の結果は Walsh-Fourier 級数でも成立する。すなわち,
$\Lambda tf(x)$ $:= \sup S_{n}f(x)|$ とおくと次の通りである。

$\bullet$ $f\in L^{p},$ $1<p<\infty$ の時 $\Lambda tf(x)\in L^{p},$ $||\Lambda lf||_{p}\leq C||f||_{p}$ .

$\bullet$ $f\in L^{p},$ $1<p<\infty$ の時 $S_{n}f(x)arrow f(x)a.e$ .

この結果は次と補間内挿公式を使って得られる。

$\bullet$ 可測集合 $F$ の特性函数$f=\xi_{F},$ $y>0,1<p<\infty,$ $N\in N,$ $L=O( \frac{p^{2}}{p-1}I$ に対して集

合$E=E(y,p,$ $N$ , のと定数 $C$ が存在して

$(i)|E| \leq(\frac{C}{y})^{p}|F|^{\frac{1}{p}}$ ,

$(ii)x\not\in E,$ $0\leq n<2^{N}$ならぱ $|S_{n+1}f(x)|\leq CLy$ .

Yano([63]) の外挿公式, すなわち線型変換 $T$ と $1<p$ に対して

$||T\xi_{A}||_{p}\leq C(p-1)^{-m}|A|^{\frac{1}{P}}$ の時 $||Tf||_{1} \leq C\int|f|(\log^{+}|f|+1)^{m}dx$

を使えぱ次が得られる。

$\bullet$ $f\in L(\log^{+}L)^{2}$ の $B\doteqdot||\mathcal{M}f||_{1}\leq C\int|f(x)|(\log^{+}|f(x)|)^{2}dx+C$ .

$\bullet$ $f\in L^{\infty}$ の時 $| \{x:\Lambda tf(x)>y\}|\leq C_{1}\exp\{-\frac{C_{2}y}{||f||_{\infty}}\}$ .

$\bullet$ $\int|f(x)|(\log^{+}|f(x)|)(\log^{+}\log^{+}|f(x)|)dx<\infty$ の時
$,$

$S_{n}f(x)arrow f(x)a.e$ .

Soria は Yano の外挿公式が準線型変換 $T$ と $1<p<p_{0}$ に対して,
$||T\xi_{A}||_{1}\leq C(p-1)^{-m}|A|^{\frac{1}{p}}$

の時でも成り立つことを示し, 次に用いた。$t>0$ に対して
$\lambda_{f}(t)$ $:=|\{x : |f(t)|>t\}|$ . $\phi$ は $[0,1]$ 上で正, 単調増加, 凹, $\phi(0)=0$ .
$B_{\phi}$ $:= \{f : ||f||_{\phi} :=\int_{0}^{\infty}\phi(\lambda_{f}(t))dt<\infty\}$ ,
$B_{\phi}^{*}$ $:= \{f\in B_{\phi} : \int_{0}^{\infty}\phi(\lambda_{f}(t))(1+\log(\frac{||f||_{\phi}}{t\phi(\lambda_{f}(t))}))dt<\infty\}$ ,
$\phi_{m}(s)$ $:=s(1+ \log^{+}(\frac{1}{s}))^{m}$ とおくと $L(\log^{+}L)^{m}(\log^{+}\log^{+}L)_{l}$

。
$c\subset(B_{\phi_{m}}^{*})_{l}$

。$c$ である。

$\bullet$ (Soria [26,27]) $f\in B_{\phi_{1}}^{*}$ ならば $S_{n}f(x)arrow f(x)a.e$ .

概収束については Billard([2]), Gosselin([13,14]), S\"olin([32]), Tateoka$([34]),$ $Chao([3])-$

$Watari([56]),$ $Schipp([23,24,25]),$ $Hunt([15])$ , Hunt-Taibleson([16]), Igari$([19])$ などがあ

る。
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10 端数積分

$f\in S’,$ $\alpha\in C$ に対して

$(\overline{J^{\alpha}f})(n)$ $:=\overline{G_{\alpha}}(n)\hat{f}(n),$ $\overline{G_{\alpha}}(n)$ $:=( \max[1, |n|])^{-\alpha}$

とおいて, $J^{\alpha}f$ を $f$ の $\alpha$ 次 Bessel potential という。

$\Re\alpha>0$ の時, $G_{a}(x)=C_{\alpha}(|x|^{\alpha-1}-2^{\alpha-1})\alpha\neq 1,$ $G_{1}= \frac{1}{2}\log_{2}(\frac{2}{|x|})$ である。

$X_{\theta}$
$:=H^{\frac{1}{\theta}}(\theta>0),$ $BMO(\theta=0),$ $\Lambda_{-\theta}(\theta<0)$ とおく。

$\bullet$ (Hardy-Littlewood) $\alpha>0,0<p\leq 1$ の時

(i) $\theta\geq\frac{1}{p}-\alpha$ ならば $f\in H^{p}$ の時 $J^{\alpha}f\in X_{\theta},$ $||J^{\alpha}f||_{X_{\theta}}\leq C||f\Vert_{H^{p}}$ .

(ii) $\theta<\frac{1}{p}-\alpha$ ならば $f\in H^{p}$ が存在して $J^{\alpha}f\not\in X_{\theta}$ .

証明は $J^{\alpha}f=G_{\alpha}*f,$ $||G_{\alpha}(\cdot+h)-G_{\alpha}(\cdot)||_{H^{1}}\leq C|t|^{\alpha}$ を使う。
$p>1$の時は Watari$([57])$ .

$J^{\alpha}(H^{p}):=\{g\in S’ : J^{\alpha}f=g, f\in H^{p}\},$ $||J^{\alpha}f||_{J^{\alpha}(H^{p})}$ $:=||f||_{H^{p}}$

とおいてこの Hardy-Bessel ポテンシャル空間を特徴づける o $\alpha>\frac{1}{p}-1$ の時, Hardy-Little-

wood の定理から $J^{\alpha}(H^{p})$の超函数は可積分函数である。
$1\leq s\leq 2,$ $\alpha>0$ に対して

$D_{\alpha}^{s}F(x)$ $:=( \sum_{k=0}^{\infty}2^{2\alpha k}\{\int_{|y|=1}|F(x+t^{k}y)-F(x)|^{s}dy\}^{\frac{2}{l}})^{\frac{1}{2}},$ $x\in O$

とおくと次が成り立つ。

$D_{\alpha}^{1}F(x) \leq CD_{\alpha}^{s}F(x)\leq CD_{\alpha}^{2}F(x)=C(\int_{|y|\leq 1}\frac{|F(x+y)-F(x)|^{2}}{|y|^{1+2\alpha}}dy)^{\frac{1}{2}}$

$\bullet$ $0<p \leq 1,1\leq s\leq 2,\frac{1}{p}-1<\alpha$ , に対して $f\in J^{\alpha}(H^{p})$ である必要十分条件は

$D_{\alpha}^{s}f\in L^{p},$ $1\leq s\leq 2$ である。

証明は $g\in H^{p}$ を $g=\Sigma\lambda_{i}a_{i},$ $||g||_{H^{p}} \sim(\sum||\lambda;|^{p})^{\frac{1}{p}}$ ( $a$; : $p-$ atom) と書く。 $b_{i}=J^{a}a$ ;

とおけば$f=J^{\alpha}g= \sum\lambda_{i}b;$ . したがって

$||D_{\alpha}^{2}f||_{p}^{p} \leq\int(\sum|\lambda_{i}|D_{\alpha}^{2}b_{i}(x))^{p}dx\leq\sum||\lambda_{i}$門|D\alpha 2bi||p2.

ここで Plancherel により $||D_{\alpha}^{2}b_{i}||_{2}^{2}\leq C||a_{i}||_{2}^{2}\leq C$ だから示された。
逆向きは $Sf(x)\leq CD_{\alpha}^{1}J^{\alpha}f(x)$ を示せば良い。 $\triangle_{k}(x)$ $:=D_{2^{k}}(x)-D_{2^{k-1}}(x)$ とおくと,
$J^{-\alpha}\triangle_{k}=2^{k\alpha}\triangle_{k},$ $\triangle_{k}=2^{k-1}(|x|\leq 2^{-k}),$ $=-2^{k-1}(|x|=2^{-k+1}),$ $=0(2^{-h+1}<|x|\leq$

$1),$ $\int\triangle_{k}=0$ である。 これから
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$d_{k}f(x)$ $=$ $(J^{-\alpha}\triangle_{k}*J^{\alpha}f)(x)$

$=$ $2^{k\alpha} \int_{\infty}\triangle_{k}(t)(J^{\alpha}f(x-t)-J^{\alpha}f(x))du$

$=$ $2^{k\alpha} \sum_{i=0}\int_{|u|=1}\triangle_{k}(t^{i}u)(J^{\alpha}f(x-t^{i}u)-J^{\alpha}f(x))du$.

従って Minkowski の不等式を使って

$Sf(x)$ $\leq$ $\{\sum_{k=1}^{\infty}(2^{k\alpha}\sum_{i=-1}^{\infty}2^{-\+1}\int_{|u|=1}|J^{\alpha}f(x-t^{k+i}u)-J^{\alpha}f(x)|du)^{2}\}^{\frac{1}{2}}$

$\leq$ $. \sum_{=-1}^{\infty}\{\sum_{k=1}^{\infty}2^{k\alpha-i+1}\int_{|u|=1}|J^{\alpha}f(x-t^{k+i}u)-J^{\alpha}f(x)|du)^{2},\}^{\frac{1}{2}}$

$\leq$ $CD_{\alpha}^{1}J^{\alpha}f(x)$ .

$J^{\alpha}(H^{p})$のこの特徴付けには幾つかの応用がある。例えば点毎の Multiplier の代数や Bessel
Capacity の評価に用いられる。
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