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Réciprocité de Frobenius pour des grouves de Lie résolubles exponentiels
Hidénori FUJIWARA
Faculté de Technologie & Kyushu, Université de Kinki

§1. Désintégration d’une représentation induite

Soit G un groupe de Lie réscluble exponentiel d’algéhre de Lie 4. Cela signif-
ie que 1'application exponentielle est‘un difféomorphisme de ¢ sur G: nous le
notons G E exp ¢. Nous commencons cette note par nous intéresser aux'feprésenta—
tions monomiales de G. Soient H un sous-groupe connexe de G et 1 son caractére
unitaire. Notre but est de décrire dans le cadre de la méthbde des orbites la
désintégration centrale canonique de la représentation induite 7 = indj . Soit
"% 1’algébre de Lie de H. Alors il existe f £ 4%, une forme linéaire sur ¢, telle
que f s’annule sur 1’algébre dérivée % ,4! de # et que 1 s'écrive y(exp X) = e'f
M (i = (-1)'2, X 4 ). Dans cette situation, 1 se notera y¢. Aprés que 1'on
avait vigoureusement étudié le cas essentiel ol # était une polarisation en f,
vers ' 72 Grélaud [12] et Quint (22! ont mis fin au cas ou 4 était un idéal de &.

De plus, Quint a laissé des conjectures suivantes. Soit ¢ une mesure positive
finie sur 1’espace affine % = f + %%, ¢* désignant 1’annihilateur de % dans ¢,
équivalente & la mesure de Lebesgue sur Z. On regarde p-comme une mesure sur ¢
et prend son image v par 1’ application de Kirillov-Bernat & - §;: 3* — é, le
dual unitaire de G. G s’ obtient comme 1" espace des orbites coadjointes ¢*/G de G
au moyen de 1’ isomorphisme borélien induite 4 = 8q: ¥/G — G (cf.[4]1,7121). Po-
ur 1 € G on note Q(z) I’orbite associée. Soit 2(5) 1’ ensemble des { = % telles

que ’orbite G- { atteint la dimension maximum parmi les orbites rencontrant Z.

Conjectures de Quint [22]: (i) Pour toute { € Z(8), chaque composante connexe
~de £ N1 G- { est une variété différentielle de dimension supérieure ou égale 2
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(i) 1 = ind§ 1¢ = .fg m(z)xdv(x). Ici la multiplicité m(z) est égale au nombre

des composantes connexes de ¥ N 0(x) si chaque compesante est une variété de di-

mension 1/2dim 9(x), sinon m(x) = oo,

Depuis ont été faits des travaux fondamentaux, par Benoist [2], [3] pour le cas
symétrique et par Corwin-Greenleaf/Grélaud [7], [13] pour le cas nilpotent, étab-
liésani les conjectures de Quint 4 condition d’ une petite modificatibn sans imp—
ortance: dans (i), “toute { € Z(E)” doit étre remplacé par “y-presque toute { €
5”. On voit encore des résultats dus & Lipsman [15],[16], [17] qui contiennent la
désintégration de 1 pour le cas complétement résoluble. En plus ils ont montré
que la multiplicité m(z) était retrouvée comme le nombre des H-orbites incluses
daﬁs gN Q(n). Ici nous nous proposons‘d’établir'les conjectures.

Soient G = exp ¢ et £ € ¢*. On note S(f,4) 1’ensemble des sous-algébres % de &
subordonnées a f, c’est-d-dire que 4 est un sous-espace totalement isotrope pour

la forme bilinéaire alternée B sur g définie par B:(X,Y) = f([X YD).

Théoréme 1 ([10]). Soient ¥ un idéal de §, f €&* et & € S(f,R). On note - F
1’ annihilateur de % dans R*, p mesure positive finie sur k* équivalente a la me-
sure de Lebesgue sur f +3°F et v 1’ image de ¢ par 1'application canonique de
E* sur 1’espace des G-orbites k*/G. Pour v-presque toutes les orbites { € k*/G;

(i) Chaque composante connexe C de (f +%%) N § est une variété.

(i) L’espace tangent de C au point { € C est égal & %-{ N % F.

(i) Si I’on désintégre ¢ par rapport 4 v, ¢ = [ p,dv(Q), la mesure de fibre

1, restreinte a une carte (U; xi, ", X.) de C est équivalente & dx;---dXnm.

Corollaire 1. Soient f €4* §#€ S(f,%) et & = f 4'?L.

(i) Pour v-presque toutes les orbites coadjointes Q € %*/G, le support de la
mesure 1, est égal 2 E N ¢ tout entier. -

(ﬁ) Pour'v—brésque toutes les orbites coadjointes Q € %*/G, chaque composante
connexe C de £ N1 Q est une variété ayant la dimension supérieure ou égale a 1/2
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dim Q. . , o ; S e
(i) On a dim C = 1/2dim @ si et seulement si H- { = C pour toute { € C. §’il

en est ainsi, ¥ + 3({) est un sous-espace lagrangien pour B;.

~ Pour donner la désintégration des représentations monomiales de G, notre méth-
ode sera différente de celle de Lipsman [17]. Dans ce qui suit, on confondra pa-
rfois les classes d’équivalence des représentations unitaires avec leurs représ-
entants et liera deux représentations équivalentes par le symbole ~ ou méme par
le signe d’ égalité. Avant d’énoncer le théoréme, on se prépare un lemme concern—

ant des groupes a petite dimension.

Lemme. (i) Soit G = exp %2, %> = <X,Y>x = RX + RY: [X,Y] = Y. Soient f €4}, %

=Rl et H=exp¥%. Alors ind§ 1r =~ ind§y 1.« *+ indf « avec H' = exp(RY).

Iy Iy

(i) Soit G = exp #s(a), %3(e) = <T,Y:,Y2>r: [T,Y1] = Y1 - a¥s, [T,Y2] = Y2 + 2
Y, (0 # ¢ € R). Soient f € 95(a)*, ¥ = RT et H = exp $. Alors

ind$ 11 ~ %, 2m ind% 13d8
avec H = exp (RY; + RY), § = (cos Y + (sin §)Y; E‘%s(a)*.

(i) Soit G = exp %4, %4 = <T,K Y, D>x: [X, Y] = Z, [T,X] = X, [T,Y] = Y. Soient
f=of* + p2* €945 (B £0), #=<T,%Ir et H=exp$ Alors indd r: ~ ind% 1«
avec H = exp ? 4 = <T,Y, ZOx.

(v) Soit G = exp %, %s = <T, Xl,Xz,Yl,Yz,Z>R [X:,Y;]1 = 0:52 1 <1,j£2), [T
X1 = Xy - eXa, [T,X2] = Xz + oXy, [T,Y1] = Yly- oYz, [T,Y2] = ¥, + oYy (0 #
¢ € R). Soient f = §T* + 12* € g5 (1 # 0), # = <T,Xy,X2,2>x et H = exp #. Alors
indS 1¢ ~ ind% 1r avec H'=exp %', %' = <T,Y;,Y;,Z>§.

Revenant au cas général, nous reprenons les notations précédentes: soient G =
exp ¢ un groupe de Lie résoluble exponentiel, f € 4%, § € S(f,9), H=—exp¥ et 1
= ind$ 1¢. Soient encore g une mesure positive finie sur & = f +~f*C g9* équival-
ente 4 la mesure de Lebesgue et v son image par 1’application § de Kirillov-Ber-

nat.



Théoréme 2 ([10]). La désintégration de ¢ s’écrit
T~ I% n(0)1dv(x)
avec la fonction de multiplicités donnée 4 la facon suivante: m(z) est le nombre
des composantes connexes de £ ﬂ‘Q(z) si chaque compoéante est une variété de di-
mension égale 4 1/2dim Q(x). Lorsque cette condition n’ est pas remplie, m(z) est
égale a +oo, En tout cas m(z) s’obtient comme le nombre des H-orbites contenues

dans £ N Q(1).

Les groupes de Lie résolubles exponentiels étant monomiales, le théoréme 2 no-
us permet de comnnaitre la désintégration centrale canonique des représentations
induites. Soit ¢ une représentation unitaire irréductible d’un sous-groupe conn-
exe H de G..Soient-ﬁ 1’algébre de Lie de H et p =-p0§,?) 1 4* — $* ’applicati-
on restriction. Il existe sur sous-variété p '(Qx(s)) de ¥* une mesure gz bien
déterminée par la mesure canonique sur 2(¢) = Qx(0) et par la mesure de Lebesgue
sur 1’annihilateur " (cf. [15]). On prend une mesure finie j sur 4* équivalente
a ¢ regardée comme une mesure sur %*, et considére son image v = ¥% = (fg)«(¥)

A

sur G.

Théoréme 3 ([11]). La représentation induite ind§ ¢ de G se désintégre comme
suit:
ind% ¢ ~ J% n()1dv(x),
ot la multiplicité m(z) est donnée encore par le nombre des H-orbites contenues
dans Qc(x) N p*(Qu(0)).

§2. Désintégration d’ une représentation restreinte

Soient 7 une représentation unitaire irréductible de G et H un sous-groupe co-
nnexe de G. Nous allons décrire la désintégration centrale canonique de la rest-
riction de 1 a4 H, notée 1 | u, et observer une réciprocité de Frobenius dans cet-
te situation.

Dans le cadre de la méthode des orbites, le probléme a été pris par Kirillov [

4
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14], pleinement étudié par Corwin-Greenleaf [7] pour le cas nilpotentgéi par Li-
psman [15],[18] pour le cas complétement résoluble. Oh introduit 1’ orbite coadj-
ointe 06(x) C 9* de G déterminée par 1 et une mesure finie t, sur % équivalente
a la mesure canonique sur 0c(z) (cf. [4]), regardée comme une mesure sur 4. En-
fin on considére la mesure v = vy® =(8u - p)s(y;), 1’ image de g, par 1’applicati-

on fg-p : g* — H

Théoréme 4 ([111). On a
tln >~ 5% n()edv(o),
o la multiplicité m(¢s) est donnée par le nombre des H-orbites contenues dans Q¢

(x) N p~*Qu(0)).

Soient #; (J = 1,2) deux représentations unitaires irréductibles de G. Le pro-
duit de Kronecker extérieur de z; et de 72, noté z: X 12, correspond & 1’orbite
Qexa(r1 X 12) = (Qa(r1),0(12)) C 3* ® g*. On identifie G au sous-groupe de G X

G constitué par les é&léments diagonaux.

Corollaire 2. Soit p = p(9®9,9) : ¢* & ¢ — %*. Alors
1 ® 1, ~ fea m(x)adv{(n),
o v = (8 " P)«(fn,xn) et oi m(z) s obtient par le nombre des G-orbites inclus-

es dans (Qa(x1),0:(12)) N p™  (Qa(n)).
Corollaire 3. La réciprocité de Frobenius s’établit dans ces situations.

Cette réciprocité avait été obtenue presque partout dans [19]. Ce qui est nou-

veau ici, ¢’ est, comme déja remarqué dans [7], de la constater partout.

§3. Problémes et examples
Concernant notre représentation monomiale t = ind§ 1:, nous laissons deux que-
stions qui remontent & Penney [21]. Pour une représentation unitaire p de G, on
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notera H(p) son espace de Hilbert, EKp)“.l'eébaée des vecteurs C® muni de la to-
pologie habituelle, et H(p)‘? son antidual. Etant dOnné§'un sous-groupe fermé K
~ de G etson caractére C, NOuUS posoOns AT R

(H()™)*° = {a € H())™; s(Ka = c(k)a, k € K).

Réprenons notré représentation/monomiale
r o~ ind§ 1 = % m(dv().
En désignant par e 1’ élément neutre de G, par Ac la fonction module de G, nous
voyons que la mesure de Dirac
B H(® 3 ¢ — ¢(e) € C

définit un élément de (H(z)~®)™ %2&% | 0d Au, o = bu/be. Alors, suivant la desi-
ntégration de 1, §; s’écrit \'
| by = [% (%g) a¥)dv(x)
avec ak € (H(u)‘“)“”fAh?° (cf. [5],[21]). Ce qui veut dire que, pour toute § €
C2(6), ‘

(@) = Ta B <x(Pabapdi(e),
ot $u’(g) = Ju $(gh) 1 (h)u/2(h)dh avec une mesure de Haar dh sur H.

Cela posé, voici nos questions.

S -~ 1/2
0 Réciprocité: Peut-on choisir dim (H(z) ®)® *t 24,5 poyr la multiplicité m(x)?
@ Formule de Plancherel concréte: Explicitez les a% intervenant dans la désin-

tégraticn de 6.

Depuis que les travaux de Benoist [2],[3] nous ont incités a étudier ces ques-
tions, nous en avons envisagé certains cas (cf. [8],[9]). Dans toute la suite on

va y ajouter encore quelques exemples.

Exemple 1. G = Gs(e) = exp %s(e); (T,Y.,Y2): [T,Y:] = Y, — a¥s, [T,Y2] = a¥; +
Y,. Soient f = Y;* € %,(a)* et $ = RY,. Ici ¢ peut étre supposé négatif. Vu que
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rcos et -sin ot *(cos at - Isin at) :
-sin ¢t cos ot ot (sin ot - lcos at)—
on a 1’ expression paramétrée de 1’orbite passant

:[:IERY1+RY2;
1

[: x(t) = e*(cos et - lsin at) --- ()
y(t) = e*(sin et + lcos at). --- @
Si la ligne directe x = 1 est tangente a 1’orbite de {, on voit
(dx/dt).=0 = e*(cos et - lsin gt - esin et - alcos at).-o = 1 - al = 0,
ce qui donne 1 = 1/¢, noté 1,. Soit t* le premier nombre positif t vérifiant
' e*{cos at - (1/e)sin at} = 1,
et la y-coordonnée du point d’ intersection se notant 1;, nous prenant

1
= [: :] , o £ 1 <y,
1

comme représantants des orbites qui rencontrent 1’espace affine f +4°, ou ¥ =
{t eg*; t1g = 0} ’

On utilise la paramétrisation de 1’orbite () et @, et cherche, en posant e'(cos
ot - lsin et) = 1, des points d’ intersection avec f + % . D oi et (1 + 12)!/2cos(
et + 8) =1 avec § tel que sin 0 = (1 + 12)7'2, cos § = (1 + 12)"'/2, ce qui
entraine e‘(sin et + lcos at) = (1 + 12)'72e*sin(et + §) = tan(et + 0). On en

trouve les points

1
(n:[ ]y(O:(.
tan(at, + §)

Choisissons arbitrairement des g. € G tels que g, : { = (., et fabriquons I’
application'
80 1 8 > Fuimne s (gD MBT (dv(h), ¢ € HG),
ce dernier n’ est autre que

$(g.),
ici I’on a noté B = exp & associé 4 la polarisation % = RY; + RY,, 7 = ¢, = ind§
1, dont 1’espace se notant H(x). On voit ainsi que a. est un vecteur généralisé
H-semi-invariant.
Par suite, pour ¢ € CX(G),



{a(Pan, ) = (an, 1(87)8) = 1(97)E(a) = S $(8) (x(g )t (g.)dg
ls ¢(g)§(gg Mg = [a ¢(ggn 1)§(g)As (g)dg

ba' (8a)lasm qglp.¢(gbgn_l)§(gb)db

A&I(gn)IG/Bﬁg(é)déIB ¢(ébgn_l)ll(b)db,

It

Donc , ,
(x(9)an)(g) = 05’ (g.)]» ¢(gbga )1 (b)db.
Ensuite ,
(x(9)an, aa) = 85" (g5 #(gabgn )1 (b)db = [5 ¢$(b)1,(g.""bga)db
=[5 9(b)1s,.5 ()db = [r ¢u"(exp sY2)exp(istan(at, + f))ds.
La, pour g € G, ¢u"(g) = Ju #(gh)1(h) Ly a(h)dh
Les formules @) et @ entrainent, y(t) s’ écrivant simplement y,
(1 - ay)(dt/dl) = e'sin at, --- 0
(dy/dl) - (y + 2)(dt/di) = e‘cos at. =--- @
D’autre part, d’aprés e®* = (1 + y2)/(1 + 1?),
{@ + 15 de/db) + 13A + y») /(A + 1?) = y(dy/dl).--- 6
Les égalites O et @ impliquent
A(dy/dl) + (1 - ey - ly - «l)(dt/dD) =y,
(dy/dl) + (ley - 1 -y - o)(dt/dd) =1,
donc (A - y)(dy/dr) + (1 - ed)( + y2)(dt/dl) = 0.
Par substitution de @,
(1 - y)(dy/dD) + (1 - «eD{yy/d1) - 11 + y2)/(L + 13} = 0,
¢’ est-a-dire 1(1 - ay)(dy/dd) = 211 + al)(1 + y2) /(1 + 1%).
En conséquence, pour 1 non nul, ,
(dy/d1) = (1 = e + y2)/(A - ay) (1 + 12).
La formule 4 montrer revient 4 la suivante, y. = y.(l) désignant tan(at, + §),
¢Hﬁ(e) = fi; £(1)di( 2] n(n)J'R 91" (exp sYz)exp(istan(at, + 6))ds
- @0 (D) £ @) (va)dl
avec certaines fonctions mesurables £(1) et t(n) 2 0, car on multiplie au besoin
a, par un scalaire, et (¢u’)” signifiant la transformée de Fourier inverse de
ou’ .exp. .
En effet, soient (1) = (1 - el)/22(1 + 12) et x(h) =1 +y.5/11- .,
ce qui veut dire qu’ on prend {(1 + y.2)/ |1 - dynl }*2%a,. Alors,
@)L« 23 (4u) " (y) k(@) £()dA
= (20)"1? ZI f:; (¢Hf) )@ = DA + 3.2/ 11 - aya | (1 + 12)dh
= (21) I/ZJ‘R (¢Hf)(s)ds = (4u’, exp)(0) = dut(e).

g
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Exemple 2. Soit G = G3(a) = exp %s(a) comme daris I’ exemple 1. Etant donnée ce-
tte fois $ = RT et f € %5(¢)* arbitraire. Alors f + % = f(T)T* + RY,* + RY,* et
’on y trouve que les orbites générales ont leur représantant 1(8) = (cos )Y,
+ (sinf)Y,* a laquelle s’associe la représentation irréductible z(§) = ind§ 1(f)
de G, ol B est le sous-groupe analytique correspondant & la polarisatio = RY,+
RY,, et ot 1(§) signifie le caractére unitaire fabriqué par 1(§).

Dans ce cas, notre formule habituelle pour obtenir des vecteurs généralisés H-
semi-invariants nous offre

a(f) : ¢ —> [y ¢(h>xf(h>A“/2(h)dh.
Des raisonnements analogues & ceux faits pour le cas ax+b montrent que notre a(f
) posséde les propriétés requises. Il est aisé de voir, pou ¢ € C2(G),
(x(0)(pa(6))(g) = I's #u"(gb)1(6) (b)db.
Puis ‘ ‘ |
(1(Da®),a®)) = [a 1:MEEM)dh S & ¢uf (i) 1(8) (b)db
.fn dth ¢Hf(hbh 1)1(6)(b)db = fn Ag(h)dh.rs ¢’Hf(b)xz (b)db '
I e?tdt [ s ¢Hf(b)l (b)db
avec la notation { = h-1(§) = e coé(at'+ 0)Y:* + e*sin(at+0)Y2*, h = exp tT.

Ceci posé, .

(20725 2" {x(0)(Dalh),a(®))dd = 20) 252" d8 S x e dt S r2 4" (exp(bi¥,
+ byY2))exp(iet (bycos(et + §) + bpsin(at + 6)))dbidbs.
Appliquons le changement de variables

[: x = e*cos(at + §)
y = etsin(at + 0),
dont le Jacobian est '
3(x,y) = | etcos(at + 8) - ee*sin(at + §) -e'sin(et + §) | = €**,
i1(t,0) etsin(et + §) + eetcos(at + §) etcos(at + 0)
dxdy = e2'dtdd. |
On en déduit que ’ ‘
@020 2™ (8 (Dalh),a(®))dd = (20) 2w dxdy S = (4a7)* (br, ba)X
Xexp(i(xb: + ybz))dbidbs = (9u7)*(0,0) = ¢u'(e),
ol (¢Hf)*(b1, bz) = ¢u', ebxp(blyl + szz).

Exemple 3. G =exp %, %= RT + RX + RY + RZ; [T,X] =X, [T, Y] =-Y, [XY] =1
(oscillateur complétement resoluble) f(a,B) = aT* + $Z* et 0(e,p) = G-f(a, B)
f(a09 BO)Q '

RT + RX. Alors
9

pour § # 0. On se donne f

(i) Soit premiérement %
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ind§ 1: = J = 0(0(eo, $))ds.
Au moyen de { = £(2o, ) € 0(ao, B) N (£ +%7) et d’une polarisation 3 = RT + RX +
RZ en {, on construit x(eo,§) = ind§ 1 ~ §(0(co, §)). Dans cette situation, la
facon usuelle propose a(f) par (a(f),¢) = 52;3, qui satisfait clairement aux co-
ndition requises. Comme 3 = 4 + RZ et que Z est un élément central,
(HGx (e, )™ 4 25% < cap).
Maintenant pour ¢ € C2(G), x(ao, B)()a(h) = ¢5° i.e,
(1(ao0. D (®)a(®))(g) = s #(gb)1, (b) 45 2(b)db,
par suite,
(120, D) (Da(B),a(h)) = [s #(b)1, (b)Ls/2(b)db.
De tout ce qui précéde,
20~ [ r (x(ao, P)a(B),a(p))dp = Qo) "' Jr df [ » ¢u"(exp wl)exp(ifw)dw = ¢u’(e).
(i) Deuxiémement soit # = RT + RZ. Posons { = f(a, fo) = eT* + BoZ*, ce qui
nous dit (f(ao. fo) +§°) N 0(e, Bo) = 2oT* + xX* + y¥* + $oI% ; xy = Bola-to). Si
la valeur
(exp(aX)exp(b¥) - D(T) = (exp(b¥) - )(T + aX) = {(T + aX - bY + abZ) = ¢ + abfo
est égale a f(T), il vient ¢ + abfo = 0o i.e, abfo = a0 - . En modifiant les
bases par des scalaires convenables, on peut supposer que fo = 1. L’égalité obt-
enue ci-dessus devient ab = ¢o - ¢. Par conséquent, pour f(a, §o) telle que ¢ #
2o, &+ F(0,80) € £ +4° (j = 1,2) avec g1 = exp(K)exp((ao - 0)Y), g = exp(-X)
exp((¢ - ¢o)Y). Pareillement au cas (i), on réalise la représentation (e, fo) =
ind$ 1(e, o) ~ 0(0(q, Bo)). Pour ¢ € H(x(q, §o))™, nous rappelons la formule fam-
illiére;
C <a(@,8>= Fusmee, ner S0 1WA (h)dh
= Jr $(exp(tT)exp(X))exp(-iteo)dt =[x #(exp(e*X)exp(it(e - 0o))e' *dt
= 5 $(exp(sK))s® @8 ~1/24g,
L’ intégrand de ce dernier est bien intégrable et il est immédiat que
a:(2) € (H(x(a, o)) )" % &,
De méme la formule
Ca2(0), 09 = §usmos ner $(hg2) 1 (W) 45 e (h)dR
- f°8 msi @-do) -1/24g .
définit un élément non nul
a2(a) € (H(x(a, o))~ %245
Soit a un élément quelconque de celui-ci. La semi-invariance de a par rapport
a'h =exp(tT), t € R, nous donne

Cexp(it(ao—e))e * %a, #(exp(xX)) > = <a,$(exp(e*xX))),
10
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car <1(z,80)(h)a, 8> =<a,1(s,5o)(h)" "5> <a ¢ (hexp(xX}) > = (a,exp(-izt)e 7 %4(
exp(xe'X))> . On .en déduit gue
{a,$>=c, [r, é(exp(xX))x® @2 ~172dy (¢c,:constante)
sisupp ¢ ZR: = {s €R; s> 0}, c’est-a-dire que a = c.a:(2) (c.:constante) sur
R.. De méme, a = c.a»(n) (c2:constante) sur R- = - R..
Supposons maintenant supp a C B, et écrivant
a =1 5Dy, o0 <D, 8>= (d967/dx9)(0), 47(x) = s(exp(xK)).

330 .
Alors en considérant la semi- invarfance de a pour h = exp(1tT), on a

exo(lﬂot)il(d“")/(dx )(0) =<a(e, fo)(h)a, 0" > = <§7 1D 2 (et xiet “2exp(-iat) >
= ZI i;(d?¢7)/(dx? )(O)e‘“*‘/"“exp(jzt).
Si I’on y choisit ¢ vérifiant (d7¢7)/(dx?)(0) = §,., il s’ensuit que
imexp(icot) = 1,e ™ 172 toypliat) (t € R).
Ceci posé, on conclut que 1. = 0, ce qui veut dire que a = 0.

En‘somme, :
(H(2(a, 3))") " % 8%% - Ca, + Cas.

Passons a la formule de Plancherel concréte pour la représentation monomiale
ind% 1., f = f(eo. %). Pour alléger les notations, i(e, 8,), examinée de prés po-
ur le moment, sera notée 1. Soient ¢ € CZ(G) et ¢ € H(x) vecteur différentiable
a support compact modulo B. On calcule: a:{(2) (j = 1,2) se notant simplement a;,

Ca()ar. 8> =<an 1(4*) () > = $rnan rept (%) (6) (hg ) v, (h) 2572 (h)dh

= $ i nnn, vy »f(h)ﬁ;u?(h\dhjj( ¢#(g)4(ghg.)dg

= $risitne nxit e (A2 (WAR [ ¢(gg: 'h™1)d(g)dg

= $usmae ey 1o (WARYA(W) AT (W)dh § - o dg S w §(gbg: b ) ¢(gb) L7 A(b)db

= $usting ve;! dh.‘,f(;/ze dg [ » ¢(gbg,™'h~ ])'f’(g)ﬁ,; a(b)y, (D) 1+ ()45 ()25 (h)db

iy
L’ ordre des deux intégrales au dernier membre s’ échange, ce qu’ on va voir dans

la suite. Remarquons tout d’abord Aq(h) = Ay ¢(h) =1 et qua ’expression § g

se met comme g = exp(xX), x parcourant un certain intervalle fini J. On note 3(

h,g,b) 1" intégrand dans @ et écrit h = exp(tT), b = exp(sT)exp(yY)exp(wZ). Alors

Iw 8(h,g,b)db = 7(x) J = ¢ (exp(xK)exp(y¥)exp(wZ)exp((z - ec)Y)exp(-K)exp(-tT))X

Xe = ?exp(i(w + as - 20t))dsdydw.

On y trouve

exp(xX)exp(sT)exp(yY)exp(wl)exp((2 - z.)Y)exp(-X)exp(-tT)

exp(xK)exp(wZ)exp(e *(y + 2 - a0)¥)exp(-e*Kexp((s - t)T)

exp((w + e*x(y + 2 - 15))D)exp(e™*(y + ¢ - 2o)Y)exp((x - e*)X)exp((s - t)T).

Compte tenu de cela,

1
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S5 E(h,g,b)db | | ¢7(x) | Jrs | ¢(exp(wl)exp(e*yY)exp((x - e*)X)X
Xexp((s - t)T) | e”*”2dsdydw
= l ¢ (x) | Jws | ¢(exp(wZ)exp(yY)exp((x - e”)X)exp((s - t)T) | e */2dsdydw
=1 4°@) | Je | $(exp@Lexp(yVexp((x - e***)D)exp(sT) | e *** “2dsdydw. - @
Puisque x parcourt 1’ intervalle fini J, @ est intégrable relativement a t et
1’ on peut bien échanger 1’ordre des deux premiéres intégrales, ce qu’ on vient de
- chercher.

Nous arrivons ainsi a

(1(¢>al.¢> = §G/H dg:fn/u,,g, Bg;? dhfs ¢(gbg1"h 1)¢(8)A—1/2(b)l;(b)lf(h)x

XA (h) A2 (h)db.
" Donc «
(x(p)a)(g) = §H/H(\S,Bz;1 dh [ s ¢(gbg: 'h” I)A_‘/z(b)X;(b)mx
XAg* (h) An'E(h)db

= $ u/hax, Be;' Xf(h)Acl(h)AHVz(h)dhf B/Bae' g, ADJ Boe,? He, 9(gbbog: ~*h™')X
XA%Y& (bbo) 1, (bbo)bgne;t 1e, . 8(bo)db
= §H/Hag, Be;' dh§B/'sng, Hegy lf(h)l (b)AGl(h)Au‘/n(b)de
xJ Bag, ' He, #(gbbo~ ‘g, 1)A‘{2 (bO)Xg(bO)ABngx‘ He, , B(bo)ABng;’ Heg, (bo)dbo.
Des arguments tout 4 fait analogues a ceux employés plus haut constatent que
es deux premiéres intégrales sont échangeables.\Finalement
(1(H)an) @ = Formanine (D)2 E0IADS wimny, vt 1o (W45 () 47VE(h)dhX
anng, Hg, ¢(gbbo~ g1~ 'h~ 1)X< (bo)Alh (bo)ABng;’ Hg, . n(bo)ABng{‘ Hg (bo)dbo,
dont la derniére intégrale est égale a
J Hag, Byt ¢(gbg:™'b’ —lhﬁl)lg;c (v’ )Aél/zng," ,a (b’ )Ag, Bey'n L g Bej ' (b' )X
‘ XAg—IlBg}’n u (b’ )db' .
Pourvu que l’égalité
{0 seta n(b) = 05150 (') (b€ giBgi 'H )

s’établisse, ce qui est aisé 4 constater dans notre cas, on aurait
A;{;g,‘ (D' e, Beytnm o eit (D)5 B an(b')
= At (H \Arﬁ/zc(b )Ag, Bg, o, u(b ),
et enfin
(1(D)a1) (@) = §ornnsr e, 537&(0)1,(B)ADS w0 ¢(gbg: 'h) 1. (h) A5 E(h)dh

= §B/Bng, He, ou’ (gbg:~ 1)1§(b)AB1/2(b)db

It

De méme facon,
(ﬂ(¢’)az) (g) § B/Bnk, Hg, ¢’H (gbgz‘l)x; (b)Aslh(b)db-
De tont ce qui précéde,

<ﬂ(¢)ax.a1> = ¢ H/Hae, Bs; K¢ (h)AH‘/Q(h) $5/Baet He, ¢Hf(hg1nghl)x
12
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| ,, X1, (b)45./5 (b)db
Jr exp(itleo - 0))et72dt [ x2 ¢u” (exp(e*Xexp(xT)exp(yY)exp(-X) )exp(iax)X
Xe™*/2dxdy :
Trexp(iteo - 0))et”2dt [ w ¢u’(exp(e*X)exp(ye *Y)exp(-e*X))X
Xexp(ix(e - ao))e ™ 2dxdy
Jr exp(it(eo - 2))e*2dt J w ¢u’ (exp((e* - e*)K)exp(ye *Y)e i¥X
4 Xexp(ix(e - 0))e ™ 2dxdy
Jrexp(Q(t - x)(ao - 2))e ¥ 724t [ r2 ¢u’(exp({e* - e*)X)exp(y¥))X
Xexp(-iye*)dxdy.
En éffectuant le changement de variables t — t + x, e* = 5, on obtient
<x($as.a:>= Jr exp(it(eo - a))et/zdtJ'Rxn+ puf (exp(s(e* - 1)X)exp(yY))x
Xe~***dyds.

il

D’ une facgon analogue, ,

<l(¢)az,§iz>: §H/Hngs Be' If(h)A}I‘/z(h)dh§B/anz Hg, ¢’ (hgobgs ™)X
X1, (b) 4572 (b)db

J e exp(itao - 2))e*”%dt [ r2 ¢u (exp(-e"X)exp(xT)exp(yY)exp(X))X
Xexp(iex)e >/ 2dxdy

Jrexp(i(t - x)(ao - 0))e ¥ 72dt [ w2 ¢u’ (exp((e* - e*)X)exp(y¥))X
Xexp (iye*)dxdy

Jr exp(it(eo - 0))e*/?dt J rxr. 9u' (exp(S(l - e")Xexp(y¥))e’?*dyds.

Ces calculs se terminent donc a
{a(pa,ar> + (x(9az,a.)
= [r exp(it(eo - 0))e* ?dt [ xe ¢nf(exp(s(l - t)X)exp(yY))e’ ¥ dyds.
Si 1’on y pose
V(t) = &2 duf(exp(s(1 - e*))exp(yY))ei”*dyds,
cette fonction est infiniment différentiable pour t non nulle car, dans ce cas,

1’ intégrale serait effectuée sur un‘compact. D’ailleur, la fonction R? 3 (s,y)
— ¢, (exp(sK)exp(yY)) appartenant a CX(R?), dont on fait des L'-approximations
par des fonctions de la forme L ;¢;(s)n,;(y) (¢5,7; € C2(R)), pour un nombre pos-

1tif ¢ quelconque, on peut choisir des ¢, »; de telle maniére que
FV(t) - @)Y 2E Jr 6(s( - e))(n;) " (s)ds | < ¢

quel que soit t € R, ot (7;)" désigne la transformée de Fourier inverse de 7;.
Compte tenu du fait que la limite, lorsque t tend vers zéro, de
r £,(s(Q - e"))(n;) (s)ds
est égale a (21)'72¢;(0)»;(0), ¥(t) est continue méme en t = 0.
Nous considérons & la fin la fonction e*/2¥(t), lorsque t — -co, elle décroit
13



77

72 Examinons son comportement quand t tend vers

+co, Un changement de variables méne & ;
e 2U(t) = e (1 - e )7 [wr df (@xp(sX)exp(yY))exp(lys(l - e")"')dsdy,

rapidement grace au facteur e

et a ‘
Pet72y(t) | < e2(1 - ") ' [ | ¢, (exp(sX)exp(yY)) | dsdy,
ce qui prouve que ' %¥(t) est a décroissance rapide, t tendant vers +oo,
T1 en découle que la formule d’ inversion de Fourier peut nous amener & la not-
re formule de Plancherel concréte pour la représentation monomlale t = ind§ 1¢:
2072k (<xWai(w),a(2) >+ <x(Baz(a),a:(a) > da
= (207w du"(exp(y¥)) el ¥=dsdy = dé."(e).
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