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北海道大学工学部 本間 利久 (Toshihisa Honma)
北海道大学工学部 五十嵐 一 (Hajime Igarashi)
東京大学工学部 槌本 昌則 (Masanori Tsuchimoto)
附属原子力工学研究施設

1. はじめに

理工学の分野において生じる様々な物理現象を定量的かつ定性的に把握するた
めには、 解析対象となる現象と考察空間を数学的にモデル化し、 現象の支配方程
式を決定し、 さらにそれらを適当な境界条件または初期条件のもとで解かなけれ
ばならない.

特に上記支配方程式の代表的な微分演算子の一つに、 未知関数にラプラシアン

と変数 $1/r^{2}$ および定数 $k$ が作用する軸対称ヘルムホルツ型微分演算子がある.
このヘルムホルツ型演算子は、 特に波動現象や拡散現象を解析する際に頻繁に現
れるため、 この演算子に基づく方程式を精度よく解析することは、 物理現象の解
明に大きな役割を果たすものと考えられる.
たとえば、 工学分野においてはトカマク型核融合炉や共振器等のように、 ヘ

ルムホルツ型方程式によって支配される現象が現れる、 軸対称性を有する多くの
装置がある. これらの装置における波動現象や電磁界問題を解析する有効な手法
の一つに境界要素法がある.
本研究は、 上記の軸対称ヘルムホルツ型方程式を境界要素法によって解析する

際の基礎となる種々の基本解の関係を、物理および応用数学的側面から調べるこ
とを目的とする. そのためにまず、軸対称 3次元ヘルムホルツ型方程式の基本解
の表示式を、 3次元の基本解からリング状のソースを用いた物理的な考察を通じ
て一般的に定義する. また基本解のもうひとつの表示式として、 ヘルムホルツ型

方程式のフーリエ変換. ハンケル変換を用いて数学的に導出する さらに、 物理

的考察から定義された基本解表示式とヘルムホルッ型方程式の積分変換から求め
た基本解表示式が同等であることを示す.

2. ヘルムホルツ型方程式

ヘルムホルッ型方程式は、 軸対称の物理的現象を解析する際に様々な表現形式
をとって現れる. ヘルムホルツ型に分類される具体的な方程式を Table 1に示す.
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ただしこの表において、 方程式はすべて円筒座標系 $(r, \Theta, z)$ で記述されてお
り、 また軸対称性 $\partial/\partial\Theta=0$ が考慮されている. さらに $k$ は定数であり、 $\Phi$ およ

び $\Psi$ はスカラー関数を表している. ただし $\Psi$ はベク トル量と関連した関数であ
り、 任意のベクトル A の $\Theta$ 成分と $r$ との積 $rA_{9}$ を表している. また Table 1にお

いて演算子 $L$ は

$L=r \frac{\partial}{\partial r}(\frac{1}{r}\frac{\partial}{\partial r})+\frac{\theta}{\ ^{2}}$ , (1)

と定義されている. この $L$ はシャフラノブ演算子として知られており、核融合
プラズマの電磁流体的 (MHD)平衡を解析する際によく現れる. また、 軸対称形
におけるラプラシアン� 2 と $L$ との間には、 スカラー関数 $u$ に対して次のような
関係

$\frac{1}{r}Lu=(\nabla^{2}-\frac{1}{r^{2}})\frac{u}{r}$ ,

ただし (2)

$\nabla^{2}=\frac{1}{r}\frac{\partial}{\#}(r\frac{\partial}{\alpha})+$ $a_{e^{2}}^{\partial^{2}}$ ,

が成り立っている.
次に、 Table 1のケース A から $G$ までの方程式によって表される具体的な物理

現象について説明する. A はポテンシャル場を記述するラプラス方程式であ
り、 イオンビーム解析等の静電界問題や熱伝導問題 Ill を解析する際の基礎とな
る. $B$ はプラズマの軸対称MHD平衡問題 121を解析する際に重要な支配方程式と
なるグラード. シャフラノブ方程式である. $C$ は超音波等のスカラー波動の支配
方程式である. $D$ は導波管や共振器内の電磁波動 $13I$ を支配する方程式となる. $E$

は核融合装置内でのプラズマシース領域の解析に適用される線型化ボアソンーボ
ルツマン方程式 $[4, 5]$ である. $F$ は超電導物質への磁束の侵入現象を記述するロ
ンドン方程式 [6] となる. $G$ はプラズマ表面波をモード解析 [7] する際に現れる
方程式である.

3. 基本解の物理的考察

上で述べたように、物理現象を境界要素法を用いて数値的に解析するために
は、 各々の現象を支配する方程式に対応した基本解を求めなければならない. 本

節では、 A から $G$ までの方程式の基本解を 3次元の基本解から物理的な考察を通
して定義する.
軸対称系での基本解は、 Fig. 1に示すようなリング状のソースにとして定義す

ることができる [8]. すなわち軸対称ヘルムホルッ型方程式の奉本解の場合、 3
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次元の基本解 tescp $(kR)/R$ をリングソース上で積分すればよい (ただし $t$ は $\Theta$ 方
向の単位ベクトル、 $R$ はソース点とブイールド点の距離である). これより軸対
称形におけるヘルムホルツ型方程式の各々の基本解は Table 2に示された表現形
式となることがわかる.

Table 2において、 $(a, b)$ はソース点の $(r,z)$ 座標、 6はデイラックのデルタ関
数、 $n$ は $0$ 以上の整数であり、 ソース点とフィールド点との距離 $R$ は以下のよう
に定義されている.

$R^{2}=r^{2}+a^{2}-2arcos9+(z-b)^{2}$ . (3)

Table 2より、 基本解が満たすべき方程式を一般化して表記すると

$\frac{1}{r}(L-k^{2}-\frac{n^{2}-1}{r^{2}})0^{*}=-6(r-a)6(z-b)$ , (4)

となることがわかる. 一方 ‘ 上記定義による基本解の一般形は Table 2より

$0^{*}= \frac{ar}{4n}\int_{9=0}^{2n}\frac{\alpha p(-kR)}{R}\omega\epsilon(n9)d9_{*}$ $t5$ )

と表すことができる. ここで、 $k$ は複素数を含む任意の定数である.

4. 方程式の積分変換による基本解の導出

基本解が満たす方程式の一般形 (4) に積分変換を施すことにより数学的に基本解
の一般形が導出できる [9].以下にその手順を説明するために、基本解の導出で用
いる積分変換を以下のように定義する.

フーリエ変換 ; $F( \omega)=\int_{-\infty}^{\infty}f(z)e^{-j\omega z}\$ . $t6$)

フーリエ逆変換 ; $f(z)= \frac{l}{2n}\int_{-\infty}^{\infty}F(co)e^{i\infty z}d\omega$, (7)

ハンケル変換 ; $H_{n}[h(r), \xi]=\int_{0}^{\infty}h(r)rJ_{n}(rQdr,$(8)

ハンケル逆変換 ; $h(r)= \int_{0}^{\infty}H_{n}[h(r), \xi]\xi J_{n}(rtJd\xi.$ (9)

ここで、 $J_{n}$ は $n$次の第一種ベッセル関数であり、 ハンケル変換において次のよ

うな関係式

$S$
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$H_{n}[\beta_{n}h(r),\xi]=-\xi^{2}H_{n}[h(r),\xi],$ $\beta_{n}\equiv\frac{\partial^{2}}{\#^{2}}+\frac{1}{r}\frac{\partial}{\partial r}-\frac{n^{2}}{r^{2}}$ , (10)

がある. (4)式の左辺 (LHS)は $n\geqq 0$ なる条件のもとで

$LHS=( \beta_{n}+\frac{\partial^{2}}{\partial z^{2}}-k^{2})\frac{o^{*}}{r}$ . (11)

ように変形されるので、 (4)式の両辺に $r$方向に関してはハンケル変換、 2方向に
関してはフーリエ変換を施すと

$\int_{-\infty}^{\infty}\int_{0}^{\infty}\{(\beta_{n}+\frac{\partial^{2}}{\partial z^{2}}-k^{2})\frac{o^{*}}{r}rJ_{n}(r\xi)e^{-jo)z}\}drdz$

$=- \int_{-\infty}^{\infty}1^{\infty}0I_{6(r-a)6(z-b)rJ_{n}(r\epsilon)e^{-j\omega z}\}drdz}$. (12)

となる. さらに (12)式の左辺 $(LHS)$ は (10)式より次のように変形される.

$LHS= \int_{-\infty}^{\infty}\int_{0}^{\infty}\{(\frac{\partial^{2}}{\ ^{2}}-k^{2}) \frac{o^{*}}{r}rJ_{n}(r\xi je^{-j\omega z}\}drdz+\int_{-\infty}^{\infty}\int_{0^{\infty}}\{\beta_{n}\frac{o^{*}}{r}rJ_{n}(r\zeta Je^{-j\omega z}\}drdz$

$= \int_{-\infty}^{\infty}\{(\frac{\partial^{2}}{\partial z^{2}}-k^{2})e^{-j\omega z}H_{n}[\frac{o^{*}}{r},\zeta]-\xi^{2}H_{n}[\frac{o^{*}}{r},\xi]e^{-j\omega z}\}\$

$= I_{-\infty}^{\infty}(-\omega^{2}-k^{2}-\xi^{2})e^{-j\omega z}H_{n}[\frac{o^{*}}{r},Qdz$

$=-( \omega^{2}+k^{2}+\xi^{2})\int_{-\infty}^{\infty}e^{-j\omega z}H_{n}[\frac{o^{*}}{r},\xi]dz$ . (13)

一方 ‘ (12)式の右辺 $(RHS)$ は次のように変形される.

$RHS=- \int_{0}^{\infty}6(r-a)rJ_{n}(r\mathfrak{R}^{-j\omega b}\{\int_{-\infty}^{\infty}6(z-b)e^{-j\omega 1z}" b)dz\}dr$

$=-e^{-j\omega b\int_{0}^{\infty}}6(r-a)rJ_{n}(r8)dr=-e^{-j\omega b}aJ_{n}(a\epsilon)$ . (14)

(13)、 (14)式から次のような式が導出される.

$\int_{-\infty}^{\infty}e^{-j\omega z}H_{n}[\frac{o^{*}}{r},Qdz=\frac{aJ_{n}(a\xi)e^{-j\omega b}}{\omega^{2}+k^{2}+\xi^{2}}$ . (15)
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さらに (15)式にフーリエ逆変換を施すと次の式が得られる.

$H_{n}[ \frac{O^{*}}{r},\xi I=\frac{l}{2n}\int_{-\infty}^{\infty}\frac{aJ_{n}(aQ}{\omega^{2}+k^{2}+\xi^{2}}e^{i\omega 1z-b)}d\omega$ . (16)

またこの式にハンケル逆変換を行うと次の式が得られる.

$0^{*}= \frac{ar}{2n}\int_{0}^{\infty}\int_{-\infty}^{\infty}\frac{\xi J_{n}(a\epsilon JJ_{n}(r\epsilon)}{\omega^{2}+k^{2}+\xi^{2}}e^{i\omega(z-b)}d\omega d\xi$ . (17)

さらに、 (17)式の $\omega$ についての積分はコーシーの留数定理より実行することがで
きるから、

(18)$0^{*}= \frac{ar}{2}\int_{\zeta=0}^{\infty}\frac{\xi J_{n}(r\xi)J_{n}\langle a\xi)\alpha p^{\sqrt{\xi^{2}+k^{2}}}(-|z-b|)}{\sqrt{\xi^{2}+k^{2}}}d\xi$ ,

と表現でき、 $\zeta$ のみの積分表示となる. 以上の結果から、 それぞれの方程式に対

応した基本解は Table 3に示すようになることがわかる.

5. 基本解表示式の同等性

3節の物理的考察から定義された基本解の表示式 (5) 式、 あるいは 4節の微分方
程式の積分変換から直接得られた基本解の表示式 (18)式を境界要素法解析において
使用するためには、上記 2つの基本解表示式が同一のものであり、 どちらを使用
してもさしつかえないことを示す必要がある. 以下 (5) 式と (18)式の同等性を示
す.

(5)式において $R^{2}=p^{2}+\zeta^{2}$ とおく. ただし

$t_{\zeta=|z-b|^{2^{1/2}}}^{p=(r^{2}+a-2arcos9)}$ (19)

である. さらに (5)式の被積分関数 [を次のように定義する.

$f tp,9,\zeta)\equiv\frac{\alpha p(-kR)}{R}cos(n9)$ . (20)

(20) 式で定義した関数 $f(p, \Theta, \zeta)$ を $p$ についてのフーリエ. ベッセル変換を用い

て、 次のように表示する.

[$( p,9,\zeta)=\int_{\zeta=0}^{\infty}\xi\{\int_{\lambda=0}^{\infty}ft\lambda,9,\zeta)J_{0}t\lambda\xi)J_{0}(p\zeta)\lambda d\lambda\}d\zeta$ . (21)
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このとき (20)式より

$\frac{\alpha p(-kR)}{R}cos(n9)=\int_{\epsilon=0}^{\infty}\{\xi J_{0}t_{P}\epsilon)\omega s(ne)\int_{A=0^{\frac{\lambda}{\sqrt{\lambda^{2}+\zeta^{2}}}\alpha p^{\sqrt{\lambda^{2}+\zeta^{2}})j_{0}(\lambda Qd\lambda\}d\xi}}}^{\infty}(-k$ . (22)

(22)式の A についての積分は実行することができて

$\int_{A=0}^{\infty}\frac{\lambda}{\sqrt{\lambda^{2}+\zeta^{2}}}\alpha p(-k\sqrt{\lambda^{2}+\zeta^{2}})J_{0}(\lambda Qd\lambda=\frac{\alpha pt-\zeta^{\sqrt{\xi^{2}+k^{2}})}}{\sqrt{\xi^{2}+k^{2}}}$
(23)

となる. さらにフーリエ変換 (6) と、 (22), (23)式より次の関係が成立すること

がわかる.

$\int_{0=0}^{2\mathfrak{n}}\frac{\alpha p(-kR)}{R}eos(ne)d9$

$= \int_{\zeta=0}^{\Phi}\{\frac{\xi\alpha pt-\zeta^{\sqrt{\zeta^{2}+k^{2}})}}{\sqrt{\xi^{2}+k^{2}}}\int_{0=0}^{2n}J_{0}(\sqrt{(rQ^{2}+(aQ^{2}-2(\iota Q(aQ\infty se})\infty s(n9)de\}d\xi$ . (24)

(24) 式の\mbox{\boldmath $\theta$} に関する積分は、 ベッセル関数の加法定理を用いて次のように実行で
きる.

$=j_{0}(r QJ_{0}ta9\int_{0=0^{\infty s(n}}^{h}.r$

(25)

$=z_{nJ_{n}(r0J_{n}taQ}$

(24), (25)式より結局、 基本解 (5) は

$\frac{ar}{4n}\int_{9^{\prod_{=}}0}^{2}\frac{\alpha p(-kR)}{R}cos(n9)d9=\frac{ar}{2}\int_{\epsilon=0}^{\infty}\frac{\Psi_{n}tt)J_{n}(a\zeta)\alpha(-}{\sqrt{\zeta^{2}+k^{2}}}d\xi$,
(26)

となり、 基本解 (18)式と一致することがわかる. 以上により、 2種類の基本解が

同一のものであることが証明できた.

6. まとめ

本報告では、 3次元の基本解を用いた物理的考察から定義されたへルムホルツ
型方程式の基本解と、 ヘルムホルツ型方程式をフーリエ変換および’ $o$ ンケル変換

することによって得られる基本解が同等であることを示した.
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Table 1 Variation ofthe Helmholtz-type equation

Fig. 1 Cylindrical coordinates and a ring source
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Table 2 Fundamental solution from the physical aspect

Table 3 Fundamental solution from the mathematical aspect
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