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同時に複数の割当が可能な

Sequential Stochastic Assignment Problem について

神戸大学教養部 中井 達

姫路工業大学理学部 寺岡 義伸

\S 1. Introduction

sequential stochastic assignment problem と言われる多段決定問題は 1972年に

Derman, Lieberman and Ross らによって提示されて以来いろいろな条件のもとで

の問題が解決されて来ている。 この問題は、具体的に述べれば次のように表す事

が出来る。 すなわち $n$期の決定問題で、逐次に job が $n$個 decision-maker の所へ出

現する。一方 decision-maker は $n$ 人の人間を雇用し、各 job に $n$ 人の内の 1人のみ

を割り当てる事が出来る。 また、 これらの $n$ 人の能力は、 それぞれ異なりあらか

じめ既知であると考える。最初に考えられた問題では、各 job が独立かつ同一の確

率分布に従うあらかじめ既知の確率変数の実現値としで考えられ、逐次に job が出

現する度にその実現値を観測し、 その観測値をもとに決定を行うものであった。

また decision-maker の持つ $n$ 人の雇用者の能力はそれぞれ数値化されており正定

数 $P_{1},\ldots.,P_{m}$ であるとし、 $P_{1},\ldots.,P_{m}$ はあらかじめ与えられ、 $p_{1}\geqq\ldots.\geqq p_{m}(p_{i}\geqq$

$0,$ $i=1,\ldots..,$ $m$) と一般性を失う事なく仮定する。 このとき decision-maker は ability

$a$ の人間が大きさ $x$ の job に assign されたとき reward $u(a, x)=a\cdot x$ を得られると

き total expected reward を最大にするにはどの様にすれば良いかという事が問題と

なる。
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この問題に対する基本的な解の構造は decision-maker が $n$ 人の人間を assign し

なければならないとき、 $n-1$ {固の threshold value ( $\llcorner$ きい値)
$a_{n,1},$ $a_{n,2},$ $\ldots..$ ,

$a_{n,n-1}$ が存在して、 観測値の大きさ $x$ が $a_{n,i-1}\leqq- x<a_{n}$ . であれば、 $i$ 番目の大

きさの ability $p_{i}$ を持つ人間を割り当てる事が最適である事が知られている。

(Derman, Lieberman and Ross (1972)) ; $\sigma$) ; 5 $\gamma_{X}$ sequential stochastic

assignment problem については、 いろいろな場合についての研究がなされてきて

いる。 (Albright $(1974)$ 、 Nakai $(1980)$ 、 $(1982)$ 、 $(1985)$ 、 $(1986)$ 、 etc)

一方この問題は、次のような良く知られている不等式 (Hardy, Littlewood and

P\’olya (1934)) の確率的な一般化とも考える事が出来る。すなわち

$\max_{\sigma}\epsilon s_{n}\sum_{i=1}^{n}x_{i}y_{\sigma ti)}=\sum_{i=1}^{n}x_{i}y_{i}$

という不等式である。 (但し、上式で $S_{n}$ は {1, $\ldots,$
$n\}$ の上の $n$次の対称群である。 )

ここでもし $n$個の job が一度に出現すれば、 そのときの最適解はこの不等式によっ

て求める事が出来る。

ここでは、 さきに述べた Derman, Lieberman and Ross (1972) をはじめとする一

連の sequential stochastic assignment problem において一度に 1個ずつ job が出現

する場合ではなく、 一度に複数個の job が出現する場合に、 同様の sequential

stochastic assignment problem を考察し、 その最適政策及び最適政策のもとで最適

に振る舞ったときの総期待利得を求めることを目的として解析を進めて行く。 ま

ずその前に、 Nakai (1986) において考察を行った同時に複数の値を観測すること

が出来る場合の optimal stopping problem について、 いくつかの性質を第 2節にお
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いて説明する。次に同時に複数の値を観測することが出来る場合の sequential

stochastic assignment problem については、 第 3節で解析を行う。

\S 2. 同時に複数の値を観測することが出来る場合の Optimal Stopping Problem

まず始めに sequential stochastic assignment problem を考える前に、 期待値を最

大にするような optimal stopping problem で stop できる回数が複数回許されている

問題について考える。

この問題は $N$期間の問題であり、 この $N$期間の間に $m$ 個の job が逐次に出現す

るものとする。 この $m$個の job は $N$期間のどの期に出現しても良く、 各 job は互い

に独立でかつ一様に出現するものとする。 すなわち $i$番目の job が $k$ 番目の期に出

現する確率は $1/N$であると考える。 $(1\leqq k\leqq N)$ 一方 decision-maker はこの $N$ 期

間の問に出現する $m$ 個の job の内かち $k$ 個を選択し、 その総期待利得を最大にす

る事を目的とする。 このとき、各期に出現する job の値を観測して後全ての job を

選択する事も許され、 また全く選択しない事も許されるものとする。 また、 各 job

の大きさは各々独立かつ同一の確率分布 $F(x)$ に従う確率変数 $X$ の実現値として

表せるものとする 。

$-$ またここで、 各 jobがどの期に出現するかは一様であると仮定

したが、 一般にそのような仮定を設けなくとも同様の解析を行う事が出来る。

現在残りの決定期間が $N$ で、 残り合計 $m$ 個の job が出現するとき $m$ 個のうちゐ

個を選択できるという状態を $(N, k, m)$ で表し、 この問題を $P_{N}(k;m)$ とする。 ま

たこの問題における最適政策のもとでの総期待利得をこの問題の値といい

$v_{N}(k;m)$ で表す。 このとき以下の事が成立する。

まず始めに状態 $(N, k, m)$ において $n$個の job $(0\leqq n\leqq m)$ が最初の期に出現す

る確率 $p_{N,m}(n)$ は
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$(N-1)^{m-n}$

$p_{N,m}(n)=_{m}C_{n\overline{N^{m}}}$ $(0\leqq n\leqq m, p_{1,m}(m)=1)$

である。

次に、 $P_{N}(k;m)$ に於て最初の期に出現する job の数が $n$ であるとき、 それら $n$

個の job の大きさが $X_{1},\ldots..,X_{n}$ であるものが出現したとき $X_{1},\ldots..,X_{n}$ を大きさの順

に並べ替えたものこれらの確率変数の順序統計量を $X_{11)},\ldots\ldots,X_{tn)}$ で表し、 簡単化

するため、 それらを $Y_{1},\ldots..,$ $Y_{n}$ と表す。 このと き 、 これら Y. の密度関数 $g_{n,i}(y_{i})$

は次のように表される。 (但し、 ここでは、確率変数の分布は密度関数 $f(y)$ を持つ

ものと考える。 またその分布関数を $F(y)$ とする。 )

$g_{n,i}(y_{i})= \frac{n!}{(i-1)!(n-\iota)!}(F(y_{i}))^{n-i}(1-F(y_{i}))^{i-1}f(y_{i})$

このとき problem $P_{N}$ $( k;m)$ において最適に振る舞ったときに得られる総期待利

得 $v_{N}(k;m)$ は、 次の DP方程式を満足する。

$v_{N}(k;m)= \sum_{n=0}^{m}v_{N}(k;m|n)p_{N,m}(n)$

$v_{N}(k;m|n)=E[v_{N}(k;m|X_{11)},\ldots.,X_{tn)} ; n)]$

$v_{N}(k;m|x_{t1)}, \ldots, x_{tn)};n)=\max\{\sum_{j=1}^{i}x_{(i)}+v_{N-1}(k-i;m-n)\}$

ただし $v_{0}(k, m)=0$ とし $y_{0}=0$ と仮定する。

まず始めに、 減少する数の列 $\{a_{i}\}(i=0,1,\ldots.., a_{0}=\infty)$ に対して

$U_{m}(a_{i}, a_{i-1}|j,y)$ を次のような関数とする。

4
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$U_{m}(a_{i}, a_{i-1}1k,y)= \int_{0^{i}}^{a\wedge y}a_{i}h_{m,k}(y_{k})f(y_{k})dy_{k}$

$+ \int_{ay}^{a_{i^{i-1^{\wedge \mathcal{Y}}}}}y_{k}h_{m,k}(y_{k})f(y_{k})dy_{k}+\int_{a}^{y_{i-1^{\wedge y}}}U_{m}$( $a_{i-1},$ $a_{i-2}$ I $k+1,y_{k}$ ) $f(y_{k})dy_{k}$

ただし

$h_{m,k}(y_{k})= \frac{n!}{(n-k)!}(F(y_{k}))^{n-k}$

次に、 この notation を用いて次のような非負な数の列 $\{a_{N,m}(i)\}$ を構成す

る。

$a_{N,m}(i)= \sum_{n=0}^{m}a_{N,m}$ ( $i$ I $n$ )$p_{N,m}(n)$

$a_{N,m}(i|n)=U_{n}(a_{N-};_{m-n}(i), a_{N-1,m-n}(i-1)|1,\infty)$

$a_{N,m}(i|0)=a_{N-1,m}(i)$ ,

但し、 $a_{N,m}(0)=a_{N,m}(O|n)=\infty,$ $a_{0,0}(i)=0(i\geqq 1)$ である。 $(N, m\geqq 0)$ この

時次の性質が成り立つ。

このときこれら二つの non-negative number の列 $\{a_{N,m}(i)1_{i=0,1,2},$
$\ldots$

及び

$\{a_{N,m}(i|n)\}_{i=0,1,2},\ldots$. で次の性質を持つ。すなわち、 全ての $N,$ $m$ 及び $n$ に対し

て $a_{N,m}(i)$ は $i$ に関して減少する関数である。 また、 $a_{N,m}(i|n)$ についても同様

となる。 (これらの二つの列の求め方及びその詳しい性質については Nakai (1986)

を参照)

この二つの正数列を用いて、 問題 $P_{N}(k;m)$ の最適政策及びその政策のもとで

の総期待利得は次のように表す事が出来る。

5
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Theorem 1.

複数の値を同時に観測することの出来る最適停止問題 $P_{N}(k;m)$ において最適

政策は、 次のように表される。即ち、 $n$ 個の job が出現しそれらの実現値の

ordered value が $y_{1},\ldots.,y_{n}$であるとき、 次のような job を選択することである。 い

ま $j$ を不等式ろ $\geqq a_{N-1,m-n}(karrow+1)$ を満足するもっとも大きい数 $j$ とすると

き、 $n$個の jobのうち大きい値を持つ $i$個の job を選ぶことである。

Theorem 2.

最適選択問題 $P_{N}(k;m)$ の最適政策のもとでの値 $v_{N}(k;m)$ および

$v_{N}(k;m|n)$ は次のように表される。

$v_{N}(k;m)= \sum_{i1}^{\text{ゐ}}a_{N,m}(i)$

$v_{N}(k;m1n)= \sum_{i=1}^{k}a_{N,m}(i1n)$

また、 さきに与えた二つの non-negative number の列 $\{a_{N,m}(i)\}_{i=0,1,2},\ldots$及び

$\{a_{N,m}(i|n)\}_{i=0,.1,2},\ldots$ . は次のようにして求める事が出来る。

Proposition 1.

数列 $\{a_{N,m}(i)\}_{n=1,2}\ldots(i, m\geqq 0)$ の値は次のように帰納的に求めることが出

来る。

$a_{N,m}(i1n)= \sum_{j=1}^{m\wedge i}\int_{a^{n-1,m-n^{\{i-j)}}}^{a}$

$n-1,m-n^{(i-j+1)}y_{j}g_{M,j}(y_{j})dy_{j}$
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$+ \sum_{j=0}^{n\wedge 1i-1)}a_{n-1,m-nn}(i-j)C_{j}(1-F(a_{n-1,m-n}(i-j)))^{j}(F(a_{n-1,m-n}(i-j)))^{m-j}$

$a_{N,m}(i)= \sum_{m=0}^{m}a_{N,m}(i1n)p_{N,m}(n)$

\S 3 Sequemtial Stochastic Assignment Problem

第 2節において考えた複数個の jobが一度に出現することを許すような optimal

stoppingproblem において考えたものと同様の situation を考える。 すなわちここ

では、 残りの期間が $N$ であり、 その期間の間に $m$個の job が出現するが、 各 job が

そのうちのどの期に出現するかは各々独立に出現し、 その出現する確率は一様で

あるものとする $0$ 一方 $decisionmaker$ は $m$ 人の人間を雇っており、 それぞれの

ability は $p_{1},\ldots.,p_{m}$ であると考える。 $(p_{i}\geqq 0, i=1,\ldots.., m,p_{1}\geqq .... \geqq p_{m})$ このとき

各期において出現する job の実現値を観測し、 それぞれの job を誰に assign するか

を考える。 このとき、一度に複数の jobが出現する場合には、 その出現した job の

数に合わせて assignするものとする。 また、 いったん assign された人は、 二度と

assign される事はないものとする。 ここでは、 出現する job の数 $m$ と、 assign さ

れる人数 $k$ がともに等しいと考えるが、 一般にこのような条件とは異なった場合

においても同様の解析を行う事が出来る。すなわち、 $k<m$ であるならば、 不足

分の $m-k$個の $p$ に対して $p_{k+1}=\ldots.=p_{m}=0$ と考えれば一般性を失うことなく

議論することが出来る。 また $k>m$ であるならば、値の小さい方から $k-m$個の $p$

を除けばよい。

今、 この問題の状態を $(N;p_{1},\ldots.,p_{m})$ と表し、 この状態における sequential

stochasic assignment problem において最適に振る舞ったときに得られる総期待利
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得を $V_{N}(p_{1},\ldots.,p_{m})$ とする。 次に、 第一期において $n$個の job が出現したときのこ

の問題の状態を ( $N;p_{1},\ldots.,p_{m}$ : n) と表し、 この状態において最適に振る舞ったと

きに得られる総期待利得を $V_{N}(p_{1},\ldots.,p_{marrow};n)$ とする。次に、 $n$個の job が出現し、

それらの観測値が $x_{1},$ $\ldots..,$ $x_{n}$ であるとき、 これら観測値を大きさの順に並べ替えた

ものを
$y_{1}$ ’...., $y_{n}$ とする。 このときこの問題の状態を $(N;p_{1},\ldots.,p_{m} : n1y_{1}, \ldots.,y_{n})$

と表し、 この状態において最適に振る舞ったときに得られる総期待利得を

$V_{N}(p_{1},\ldots.,p_{m} ; n1y_{1}, \ldots.,y_{n})$ とする。 このとき、 状態 $(N;p_{1},\ldots.,p_{m})$ における同時

に複数の値を観測することの出来る sequential stochastic assignment problem の最

適方程式は次のように表すことが出来る。

$V_{N}(p_{1},\ldots,p_{m})=\sum_{i=1}^{m}p_{N,m}(n)V_{N}$ ( $p_{1},\ldots,p_{m}$ ; n)

$V_{N}(p_{1}, \ldots,p_{m} ; n)=\int_{D}V_{N}(p_{1},\ldots, p_{m} ; n|y_{1},\ldots,y_{n})dG_{n}(y_{1}, \ldots,y_{n})$

$V_{N}(p_{1},\ldots, p_{m} ; n|y_{1},\ldots,y_{n})$

$= \max$ $\max$
$1\leq k\leq n$

$\{\langle pi,\ldots.P_{k})1\{p_{1},\ldots..p_{k}\}\subseteq\{p_{1},\ldots.,p_{m}\}.p_{1}\geq\ldots.\geq p_{k}\}$

$\{p_{1}y_{1}+\cdots+p_{k}y_{n}+V_{N-1}(p:, \ldots.,p_{k})\}$

$V_{1}(p_{1},\ldots,p_{m})=E[p_{1}Y_{1}+\cdots+p_{m}Y_{m}]$
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但し $(p_{1}^{l}, \ldots.,p_{k}^{l})=(p_{1}, \ldots.,p_{m})-(p:, \ldots.,p_{k})$である。

またここで、 $G_{n}(y_{1}, \ldots,y_{n})$ は $Y_{1},$
$\ldots.,$

$Y_{n}$ の同時分布の分布関数である。 また、 こ

の最適方程式において、 出現した $n$個の job のうち $k$個の job を選択する場合には.

出現した $n$個の job のうち、 値の大きいものから大きさの順に $k$ 個の job を選択す

る、 すなわち $y_{1},$ $\ldots,y$ゐの値を持つ job を選択することが最適であることは、 第 1節

において述べた Hardy の Lemma より明らかである。従って上記のような最適方

程式を求めることが出来る。 この最適方程式より、 同時に複数の値を観測するこ

との出来る sequemtial stochastic assignment problem の最適政策及び、 その最適政

策のもとで最適に振る舞ったときの総期待利得は、次に述べる二つ定理に述べら

れている様に表せる。

以下に述べる同時に複数の値を観測することの出来る sequemtial stochastic

assignment problem の最適政策及び、 その最適政策のもとで最適に振る舞ったと

きの総期待利得に関する性質を求めるために、 第 2節で求めた二つの non-

negative number の sequence $\{a_{N,m}(i)\}_{i=0,1,2},\ldots$ 及び $\{a_{N,m}(i|n)\}_{i=0.1,2}\ldots$ . を

用いる。

Theorem 3.

同時に複数の値を観測することの出来る sequential stochastic assignment

problem の状態が $(N;p_{1},\ldots.,p_{m})$ であるとき $n$ 個の job が出現し、 それぞれの

jobの実現値を大きさの順に並べたものを $y_{1},$ $\ldots.,y_{n}\cdot(y_{1}\geqq\ldots.\geqq y_{n})$ とする。 この

とき、 最適政策は次のよ 1うに表す事が出来る。

’
$\{y_{1}, \ldots.,y_{n}\}$ 及び $\{a_{N,m}(1|n), a_{N,m}(2|n), a_{N,m}(m-n|n)\}$ を併せ

て、 改めて大きさの順に並べ替えたものを $\{c_{1}$ , ...., $c_{m}\}$ とする。 このとき、 各

$i(1\leqq i\leqq n)$ に対して、 $c_{i}=y_{j}(1\leqq j\leqq n)$ であれば i- th $P_{i}$
を

$y_{j}$
に assign
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し、 $c_{j}=a_{N,m}(k|n)(1\leqq k\leqq m-n)$ であれば i- th $p_{i}$ はこの期において

assign しな $Aa$ ’

Theorem4.

同時に複数の値を観測することの出来る sequential stochastic assignment

problem の状態が $(N;p_{1},\ldots.,p_{m})$ であるとき、 Theorem 3において述べた最適政

策を用いたときの総期待利得を $V_{N}(p_{1},\ldots.,p_{m})$ とするとき、 この値は次のよう

にして求める事が出来る。

$V_{N}(p_{1}, \ldots..,p_{m})=\sum_{i=1}^{m}a_{N,m}(i)p_{i}$

これらの二つの定理は、第 1節において述べた Hardy の Lemma を用いて、 残

りの計画期間の長さ $N$に関する帰納法により同時に証明することが出来る。 $N=$

1の場合は複数個の値を観測した場合は、 Hardy の Lemma を用いることの出来、

明らかに成立する。 また、 一般の $N$の場合には、最適方程式において、 出現した

$n$個の job のうち $k$個の job を選択する場合には出現した $n$個の job のうち値の大き

:いものから大きさの順に $k$個の job を選択することが最適であるから、 帰納法の仮

.定により $N-1$ の場合に Theorem 2を用いて

.,
$V_{N-1}(p_{1}^{l}, \ldots.,p_{k})$

を展開すれば、 Hardy の Lemma を用いることが出来る。その結果、 求める最適

政策及び、 その最適政策のもとで最適に振る舞ったときの総期待利得に関する性

質が得られる。
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また、 これらの二つの定理の証明を見ればわかるように、 $a_{N,m}(i)$ は、 問題の
4

状態が $(N;p_{1},\ldots.,p_{m})$ と表されているとき、大きい方から $i$番目の大きさの ability

$p_{i}$ を持つものによって得ることの出来る値の期待値を表している。即ち、

Proposition 1において表されたように、 $n$個の job が出現し、 それら出現した $n$ 個

の job の値を観測したとき、 出現した job の中で $j$番目 $(1 \leqq j\leqq n)$ に大きい job の

値が $a_{N-1,m-n}(i-j)$ より小さくかつ $a_{N-1,m-n}(i-j+1)$ より大きいときのみ、 こ

の出現した job に大きい方から $i$番目の大きさの $p_{i}$ を assign し、 それ以外のとき

は、 それぞれの大きさに対応する $p$ の値を持つものを assign するか、 または、 そ

の jobを見過ごすことになる。それぞれの場合に対応して、次の期における $p_{i}$ の相

対的な位置が変化し、個々の場合に応じて得ることの出来る値の期待値をもとに

して、 $p_{i}_{arrow}$ よって得ることの出来る値の期待値を帰納的に計算することが出来

る。 従って、 Proposition 1において求めた $a_{N,m}(i)$ を用いて、複数個の job が一度

に出現することを許すような sequential stochastic assignment problem の最適政策

および、 その最適政策の下で得られる期待利得は Theorem 3および Theorem 4に

おいて述べたように表すことが出来る $\dot{o}$
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