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二変数超幾何関数の偏微分方程式系の変換と数式処理

山梨大 (工) 河西和明 (Kazuaki Kasai)
栗原光信 (Mitsunobu Kurihara)

1. はじめに
2変数の超幾何関数等が満たす, 次の偏微分方程式を考える.

$\phi r=A_{1}s+B_{1}p+C_{1}q+D_{1}z$ (1.1)

$\psi t=A_{2}s+B_{2}p+C_{2}q+D_{2}z$ (1.2)

ただし, $\phi,$ $\psi,$ $A:,$ $B_{i}$ , Ci, $D_{i}(i=1,2)$ は $x$ と $y$ の有理式とし,

$r= \frac{\partial^{2_{Z}}}{\partial x^{2}}$, $s= \frac{\partial^{2_{Z}}}{\partial x\partial y}$ , $t= \frac{\partial^{2_{Z}}}{\partial y^{2}}$, $p= \frac{\partial z}{\partial x}$ , $q= \frac{\partial z}{\partial y}$ (1.3)

であるとする.

小野寺 [1]は, (1.1), (1.2) から完全積分可能条件を満足する全微分方程式系を導き,
さらに, この全微分方程式系を 1変数を定数とした断面における常微分方程式に変換
するアルゴリズムを研究した ([2]参考). 変換に際して, いくつかの場合分けを行い,

REDUCE を用いてアルゴリズムを実現しているが, 完成していない場合や, アルゴリ

ズムは出来ていても, ハード的制約から, ある毬の方程式については求められていない

ものがある (後述).

本稿では, 未完成な部分を補い, 求められていない方程式についても変換出来るよう,

MACSYMA を用いて実験した様子について述べる.

2. 変換について
(1.1) を $y$ で偏微分し, (1.2) を $x$ で偏微分して得られる方程式を次のようにおく.

$\phi\frac{\partial r}{\partial y}-A_{1}\frac{\partial s}{\partial y}=(\frac{\partial A_{1}}{\partial y}+B_{1})s+C_{1}t-\frac{\partial\phi}{\partial y}r+\frac{\partial B_{1}}{\partial_{2}y}p+(\frac{\partial C_{1}}{\partial y}+D_{1})q+\frac{\partial D_{1}}{\partial y}z(2.1)$

$\psi\frac{\partial t}{\partial x}-A_{2}\frac{\partial s}{\partial x}=(\frac{\partial A_{2}}{\partial x}+C_{2})s-\frac{\partial\psi}{\partial x}t+\theta_{2}r+(\frac{\partial B_{2}}{\partial x}+D_{2})p+\frac{\partial C_{2}}{\partial x}q+\frac{\partial D_{2}}{\partial x}z(2.2)$

これらの式の左辺鱈 $\frac{\partial s}{\partial x}$ と $\frac{\partial s}{\partial y}$ の線形形式になっていることに注意する. この線形形

式の係数の行列式は,

$\Delta=\phi\psi-A_{1}A_{2}$ (2.3)

となる. ここで, $\Delta=0$( Case 1 ), $\Delta\neq 0$( Case 2) のように場合分けする. Case 2
では次の 4通りにさらに場合分けする.

$A_{1}\neq 0$ , $A_{2}\neq 0$ (Case 2-1)
$A_{1}=0$ , $A_{2}\neq 0$ (Case 2-2)
$A_{1}\neq 0$ , $A_{2}=0$ (Case $\ovalbox{\tt\small REJECT}- 3$)
$A_{1}=0$ , $A_{2}=0$ (Case Z-4)
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2.1. Case 1

Case 1はよく知られている ([3]) . $\Delta-=0$ であるから, (2.1), (2.3) から $\frac{\partial s}{\partial x}$ と $\frac{\partial s}{\partial y}$

を消去でき, この式と (1.1), (1.2) から

$(\begin{array}{l}fst\end{array})=(\begin{array}{lll}\alpha_{l} \alpha_{2} \alpha_{3}\beta_{1} h \beta_{3}\eta_{l} ?2 \eta_{3}\end{array})(\begin{array}{l}pqz\end{array})$ (2.1.1)

のように解ける. したぷって, 全徽分方程式は直ちに

(2.1.2)$d(\begin{array}{l}zpq\end{array})=$ . . $\beta_{3}^{3}\alpha^{0}$ $\alpha^{1}\ ^{1}$ $\beta_{2}^{0_{2}}\alpha)dx+$ . $?^{0_{3}}\beta_{3}$ $?^{0_{1}}\beta_{1}$ $\beta_{2}^{1_{2}}?)dy\}(\begin{array}{l}zpq\end{array})$

となる. ことで, (2.1.2) が完全積分可能条件を満足すれば y $dy=0$ (または $dx=0$ )

として, SECTION \kappa おける常微分方程式が求められる.

2.2. Case 2の全微分方程式系

.Case 2では, 次の形の全微分方程式系を導く.

$dz_{i}= \sum^{4}\omega_{ik}z_{k}$ $(i=1,2,3,4)$ (2.2.1)
$k=1$

ただし,

$\omega_{ik}=f_{ik}(x,y)dx+g;\iota(x,y)dy$ (2.2.2)

である.

Case 2-1では\sim $z;(i=1,2,3,4)$ を次のようにおく.

$\{\begin{array}{l}z_{l}=zz_{2}=\phi p+\phi_{l}zz_{3}=\psi q+\psi_{l}zz_{4}=\Delta s+\xi p+\zeta q+\eta z\end{array}$ (2.2.3)

$\phi_{1},\psi_{1},$ $\xi,$ $\zeta,$
$\eta$ は未定係数であるが, これらは以下のように決定する.

$dz_{2}=pd\phi+\phi dp+zd\phi_{1}+\phi_{1}dz$ (2.2.4)

のうち, $\phi dp+\phi_{1}dz$ の部分について, (1.1), (2.2.3) を用いて $r,$ $s,$ $p$ を消去し

$\phi dp+\phi_{1}dz=\frac{1}{\Delta}(A_{1}dx+\phi dy)z_{4}+[(C_{1}.-\frac{A_{1}}{\underline{}^{\Delta}}\zeta)q_{\downarrow)}$

$+ \{(D_{1}-\frac{A_{1}}{\Delta}\eta)-\frac{\phi_{1}}{\phi}(B_{1}-\frac{A_{1}}{\Delta}\xi+\phi_{1})\}z_{1}$

$+ \frac{1}{\phi}(B_{1}-\frac{A_{1}}{\Delta}\xi+\phi_{1})z_{2}]dx$

$+ \{\underline{(\phi_{1}-\frac{\phi}{\Delta}\zeta)q}_{2)3)}+(\frac{\xi}{\Delta}\phi_{1}-\frac{\phi}{\underline{}^{\Delta}}\eta)z_{1}-\frac{\xi}{\Delta}z_{2}\}dy$ (2.2.5)
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のように計算する. 同様に

$dz_{3}=qd\psi+\check{\psi}dq+zd\psi_{1}+\psi_{1}dz$ (2.2.6)

の $\psi dq+\psi_{1}dz$ について, (1.2), (2.2.3) を用いて $t,$ $s,$ $q$ を消去すると

$\psi dq+\psi_{1}dz=\frac{1}{\Delta}(A_{2}dy+\psi dx)z_{4}+[(B_{2}-\frac{A_{2}}{\underline{}^{\Delta}}\xi)p4)$

$+ \{(D_{2}-\frac{A_{2}}{\Delta}\eta)-\frac{\psi_{1}}{\psi}(C_{2}-\frac{A_{2}}{\Delta}\zeta+\psi_{1})\}z_{1}$

$+ \frac{1}{\psi}(C_{2}-\frac{A_{2}}{\Delta}\zeta+\psi_{1})z_{3}]dy$

$+ \{(\psi_{1}-\frac{\psi}{\Delta}\xi)p+(\frac{\zeta}{\Delta}\psi_{1}-\frac{\psi}{\underline{}^{\Delta}}\eta)z_{1}\neg S)6)^{-\frac{\zeta}{\Delta}z_{3}\}d_{X}}$ (2.2.7)

ここで, (2.2.5), (2.2.7) の下線部を $0$ とおいて, 未定係数を決定する. すなわち, 下

線部 (1) より $\zeta$ を定め, (2) より $\phi_{1}$ を定める. また, 下線部 (4) より $\xi$ を定め, (5) よ
り $\psi_{1}$ を定める. このとき, (3) と (6) は同じ関係式になり, これから $\eta$ が定まる. こ

うして求められた $\phi_{1},\psi_{1},$ $\xi,$ $\zeta,$
$\eta$ を (2.2.3) に代入して微分すると (2.2.1) の形の全微

分方程式系が導かれる.
Case $\ovalbox{\tt\small REJECT}- 2C$は,

$\{\begin{array}{l}z_{1}=zz_{2}=\phi p+\phi_{l}z+\phi_{2}qz_{3}=\psi q+\psi_{l}zz_{4}=\Delta s+\xi p+\zeta q+\eta z\end{array}$ (2.2.8)

のようにおく. $\phi_{1},$ $\phi_{2},\psi_{1},$ $\xi,$ $\zeta,$
$\eta$ は未定係数である.

$dz_{3}=qd\psi+\psi dq+zd\psi_{1}+\psi_{1}dz$ (2.2.9)

のうち $\psi dq+\psi_{1}dz$ について, (1.1), (1.2), (2.2.8) を用いて $r,$ $t,$ $s$ , q.を消去し, $pdy$

の係凱 $pdx,$ $zdx$ の係数を $0$ とおく.

$dz_{2}=pd\phi+\phi dp+zd\phi_{1}+\phi_{1}dz+qd\phi_{2}+\phi_{2}dq$ (2.2.10)

のうち, $\phi dp+\phi_{1}dz+\phi_{2}dq$ について, (1.1), (1.2), (2.2.8) を用いて $r,$ $t,$ $s,$ $p$ を消去
し, $qdx$ の係数を $0,$ $\zeta qdy,$ $qdy$ の係数を $0$ とおく. 以上から得られる方程式を連立
させて, 未定係数を決定する. 後は, (2.2.3) に代入して微分する.

Case 2-S では,

$\{\begin{array}{l}z_{l}=zz_{2}=\phi p+\phi_{l}zz_{3}=\psi q+\psi_{1}z+\psi_{2}z_{4}=\Delta s+\xi p+(q+\eta z\end{array}$ (2.2.11)

とおく. $\phi_{1},$ $\psi_{1},$ $\psi_{2},$ $\xi,$ $\zeta,$
$\eta$ は未定係数である.
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$dz_{2}=pd\phi+\phi dp+zd\phi_{1}+\phi_{1}dz$ (2.2.12)

のうち, $\phi dp+\phi_{1}dz$ について, (1.1), (1.2), (2.2.11) を用いて $r,$ $t,$ $s,$ $p$ を消去し,
$qdx,$ $qdy,$ $zdy$ の係数を $0$ とおく.

$dz_{3}=qd\psi+\psi dq+zd\psi_{1}+\psi_{1}dz+pd\psi_{2}+\psi_{2}dp$ (2.2.13)

のうち $\psi dq+\psi_{1}dz+\psi_{2}dp$ について, (1.1), (1.2), (2.2.11) を用いて $r,$ $t,$ $s,$ $q$ を消去
し, $pdy$ の係数を $0,$ $\xi pdx,$ $pdx$ の係数を $0$ とおく. 以上から得られる方程式を連立
させて, 未定係数を決定し, (2.2.3) に代入して微分する.

Case 2-4では,

$\{\begin{array}{l}z_{1}=z_{2}=z_{3}=z_{4}=\end{array}$ $\psi qz\Delta s\phi p$ (2.2.14)

とおけばよい.

2.3. $-C_{t}ase2$ の各 SECTION $K$おける方程式

2.2. で述べたように, 全微分方程式系 (2.2.1), (2.2.2) が求められたとする. この

とき, (2.2.1) において $dy=0$ として得られる右辺の係数行列は Case 2-4を除いて

$f=(\begin{array}{llll}* * 0 0* * 0 ** * * ** * * *\end{array})$ (2.3.1)

なる形をしている ( $*$ は $0$ になるとは限らない部分). また, Case 2-4の揚合には, 要
素を適当に並べかえることにより, (2,3.1) のようにできる. したがって? $f1_{2},$ $f_{24},$ $f_{43}$

が $0$ でなければ, $x$ について 4階の常微分方程式が得られることになる.
同様に, (2.2.1) において $dx=0$ として得られる右辺の係数行列は Case 2-4を除

いて

$g=(\begin{array}{llll}* 0 * 0* * * ** 0 * ** * * *\end{array})$ (2.3.2)

なる形をしている. Cue 2-4の場合には, 要素を適当に並べかえることにより, やはり

(2.3.2) のようにできる. したがって, $g_{13},$ $g_{34},$ $g_{42}$ が $0$ でなければ, $y$ について 4階
の常微分方程式が得られることになる.

3. 実験
実験は y $Sun3/60$(Sun OS 3.5, メモリ: $8MB$) 上の MACSYMA によって行った.

実験の対象は, Horn’s list([4]) に載-っている方程式である. 小野寺の行った方程式は,
$F_{1}\sim F_{4’},G_{1},$ $G_{2},$ $\Phi_{1}\sim\Phi_{3},$ $\Psi_{1},----,\Gamma_{1},$ $\Gamma_{2}$ , H4, Hs,Hs, $H_{9},H_{l1}$ である. このうち,
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盈, $G_{1}$ , Hs については, SECTION における方程式が求められていなかった. 今回実験
を行ったのは, 上記以外に $\Psi_{2}$ と $H_{1}\sim H_{l1}$ のうち, 取り上げられなかったものである.
実験の結果は, 表 1にまとめた. 表の一番左の欄に記入されているのが, 2変数の

超幾何関数の名前である. この超幾何関数が満たす (1.1), (1.2) の形の偏微分方程式に
ついて, (2.3) を計算し, $\Delta$ が $0$ となる場合には, $\Delta$ の欄に $0$ が入っている. そうで

ない揚合には, Al, A2の欄に, $A_{1},$ $A_{2}$ が $0$ になる場合に $0$ が入っている. Tota の欄
には MACSYMA で変換したときの CPU Total Time(sec) が, GC の欄には Garbage
conection(単位 $\sec$) にかかった時間が記入されている. ただし, $F_{4}$ については, $dy=0$

における常微分方程式に変換する部分までに要した時間が記入されている (変換全体に

かかる時間が膨大であることと, $x,$ $y$ に関して馬が対称であることから, $dx=0$ の

場合を省略したため). 最高階係数の欄には, 各 SECTION における常微分方程式の最
高階の係数がそれぞれ記入されている. ただし, Case 2-P の場合には $dy=0$ における

SECTION, Case 2-S の場合には $dx=0$ における SECTION を求めていない (斜線

部). 右端の欄は, SECTION における常微分方程式の係数に分母がある場合に, o が

記入されている. これは, 常微分方程式の最高階の係数が分母を払った形になるように
係数を書いているので, 最高階以外の係数には分数が現れる揚合がある.
発表の時点 (11/26) では, H2, $H_{3},$ $H_{7}$ が完全積分可能条件を満足しないと述べた

が, 偏微分方程式をチェックしなおしたところ, [4] に誤植が見つかった. 正しいと思わ

れる方程式で計算しなおすと, 完全積分可能条件を満足したので, この結果を表 1に付
け足してある. また, [4] で $\alpha,$

$\beta,$ $?,$ $5$ と書かれているのをそれぞれ $a,$ $b,$ $c_{1}d$ と書き直
してある. 同様に, $\alpha’,$ $\beta’,$ $\gamma’$ 等も, $a’,$ $b’,$ $c’$ のように書き直している.
具体的な例として, $F_{4}$ の結果を示してある. Coeff of $F$ として, (2.2.2) の $f$ の要素

が, Coeff of $G$ として, (2.2.2) の $g$ の要素炉, それぞれ書かれており, Case of $dy=0$

の $u_{0},$ $u_{1}$ , ..., $u_{4}$ は, SECTION における常微分方程式の $0$ 階微分, 1階微分, ... , 4
階微分の係数をそれぞれ表している.
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表 1.

$\#\downarrow=(\lambda\backslash (\iota b’x\star 2- bx-b+a\prec t)_{8^{+}}(b’-a\prec|)\prime x-br_{2-}a\cdot t|\}\star Q$

$i\dagger_{1}=\prime x\{(2b’\alpha+0_{-}\text{ト_{}J}\prime x\star b-\sigma\star^{\mathfrak{i})^{(\lambda^{-}(1^{4}t-b’\prec}}b’-\infty-1l\alpha\star\dagger)*\alpha$

$-\zeta-$
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F4

Coeff of $F$

$f_{1,1}=(c’-b-a-1)/(2x)$

$\oint_{1,2}=-1/(x(y+x-1))$

$j_{1,3}=0$

$\oint_{1,4}=0$

$f_{2,1}=((c^{\prime 2}+(2c-2b-2a-4)c’+(-2b-2a-2)c+b^{2}+(2a+4)b$

$+a^{2}+4a+3)y-c^{l2}+(-2c+2b+2a+4)c’+(2b+2a+2)c-b^{2}+(-2a$

$-4)b-a^{2}-4a-3)/(4x)+(c^{t2}-2c’-b^{2}+2ab-a^{2}+1)/4$

$f_{2,2}=1/(y+x-1)-(c’+2c-b-a-3)/(2x)$

$j_{2,3}=0$

$f_{2,4}=2/(y^{2}+(-2x-2)y+x^{2}-2x+1)$

$\oint_{3,1}=0$

$j_{3,2}=0$

$f_{3,3}=1/(y+x-1)+(c’-b-a-1)/(2x)$

$f_{3,4}=-(y+x-1)/(x(y^{2}+(-2x-2)y+x^{2}-2x+1))$

$f_{4,1}=(((-c+b+a+1)c’+(b+a+1)c-b^{2}-2b-a^{2}-2a-1)x^{2}+((c-b$

$-a-1)c’+(-b-a-1)c+b^{2}+2b+a^{2}+2a+1)x)/(y+x-1)+((c-b-a-1)c’$

$+(-b-a-1)c+b^{2}+2b+a^{2}+2a+1)y/2+((-c+b+a+1)c’+(b+a+1)c-b^{2}$

$-2b-a^{2}-2a-1)y+((c-b-a-1)c’+(-b-a-1)c+b^{2}+2b+a^{2}+2a+1)x$

$f_{4,2}=(((-c+b+a+1)c’+(b+a+1)c-b^{2}-2b-a^{2}-2a-1)x+(c-b$

$-a-1)c’+(-b-a-1)c+b^{2}+2b+a^{2}+2a+1)/(y+x-1)-((2c-2b-2a-2)c’$

$+c^{2}+(-2b-2a-4)c+b^{2}+(2a+4)b+a^{2}+.4a+3)/2+(c-b-a-1)c’$

$+(-b-a-1)c+b^{2}+2b+a^{2}+2a+1$

$f_{4,3}=((c^{\prime 2}+(2c-2b-2a-4)c^{t}+(-2b-2a-2)c+b^{2}+(2a+4)b$

$+a^{2}+4a+3)y-c^{l2}+(-2c+2b+2a+4)c’+(2b+2a+2)c,-b^{2}+(-2a$

$-4)b-a^{2}-4a-3)/(4x)+(c^{t2}-2c’-b^{2}+2ab-a^{2}+1)/4$

$f_{4,4}=((-2c’-2c+2b+2a+3)y+(2c’+2c-2b-2a-3)x-2c’-2c$

$+2b+2a+3)/(y^{2}+(-2x-2)y+x^{2}-2x+1)+1/(y+x-1)-(c’+2c-b-a-3)/(2x)$
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Coeff of $G$

$g_{1,1}=(c-b-a-1)/(2y)$

$g_{1,2}=0$

$g_{1,3}=1/((x-1)(y+x-1))-1/((x-1)y)$

$g_{1,4}=0$

$g_{2,1}=0$

$g_{2,2}=1/(y+x-1)+(c-b-a-1)/(2y)$

$g_{2,3}=0$

$g_{2.4}=(y-3x-1)/((x-1)(y^{2}, +(-2x-2)y+x^{2}-2x+1))-1/((x-1)y)$

$g_{3,1}=(((2c-2b-2a-2)c’+c^{2}+(-2b-2a-4)c+b^{2}+(2a+4)b$

$+a^{2}+4a+3)x+(-2c+2b+2a+2)c’-c^{2}+(2b+2a+4)c-b^{2}+(-2a-4)b$

$-a^{2}-4a-3)/(4y)+(c^{2}-2c-b^{2}+2ab-a^{2}+1)/4$

$g_{3,2}=0$

$g_{3,3}=1/(y+x-1)-(2c’+c-b-a-3)/(2y)$

$g_{3,4}=2/(y^{2}+(-2x-2)y+x^{2}-2x+1)$

$g_{4,1}=(((2c-2b-2a-2)c’+(-2b-2a-2)c+2b^{2}+4b+2a^{2}+4a$

$+2)y+((-c+b+a+1)c’+(b+a+1).c-b^{2}-2b-a^{2}-2a-1)x)/2+(((-c+b+a$

$+1)c’+(b+a+1)c-b^{2}-2b-a^{2}-2a-1)x^{2}+((c-b-a-1)c’+(-b^{\backslash }-a-1)c$

$+b^{2}+2b+a^{2}+2a+1)x)/(y+x-1)+((-c+b+a+1)c’+(b+a+1)c-b^{2}-2b$

$-a^{2}-2a-1)y+((c-b-a-1)c’+(-b-a-1)c+b^{2}+2b+a^{2}+2a+1)x$

$g_{4,2}=(((2c-2t-2a-2)c’+c^{2}+(-2b-2a-4)c+b^{2}+(2a+4)b$

$+a^{2}+4a+3)x+(-2c+2b+2a+2)c’-c^{2}+(2b+2a+4)c-b^{2}+(-2a-4)b$

$-a^{2}-4a-3)/(4y)+(c^{2}-2c-b^{2}+2ab-a^{2}+1)/4$

$g_{4,3}=((c-b-a-1)c’+(-b-a-1)c+b^{2}+2b+a^{2}+2a+1)x/(y+x-1)$

$-$ ($c^{\prime 2}-2c’-b^{2}+2$ a $b-a^{2}+1$ )$/2+(-c+b+a+1)c’+(b+a+1)c-b^{2}-2b-a^{2}$

$-2a-1$

$g_{4,4}=((2c’+2c-2b-2a-3)y+(-2d-2c+2b+2a+3)x-2c’-2c$
$+2b+2a+3)/(y^{2}+(-2x-2)y+x^{2}-.2x+1)+1/(y+x-1)-(2c’+c-b-a-3)/(2y)$

$-8-$
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Case of $dy=0$

$u_{4}=-2x^{2}(y+x-1)(y(y-2x-2)+(x-1)^{2})$

$u_{3}=-4x(y+x-1)(y(y((c+1)(c’-b-a-1)(c’+2c-b-a-3)y+(c’(c’(c’$

$+2c-3(b+a)-9)-c(2(c+b+a)+11)+b(3b+6a+19)+3a^{2}+19a+24)$

$+c(2(b+a+1)c+(4a+9)b+9a+9)-b(b(b+3a+10)+3a^{2}+18a+25)$

$-(a+1)(a^{2}+9a+16))x-3(c+1)c’(c’+2c-2(b+a)-4)+3(b+a$

$+1)c(2c-b-a-1)-3b(b+2a+4)-3(a+1)(a+3))-x((c’((3c$
$-2(b+a)-2)c^{\iota}-(4(b+a)+13)c+b(4(b+a)+15)+(a+1)(4a+11))$

$+(b(b+6a+11)+(a+1)(a+10))c-b(b(2(b+a)+13)+2(a^{2}+4a+10))$

$-(a+1)^{2}(2a+9))x+(2c+1)(c’-2)c’-2(b-a-1)(b-a+1)c-(b-a)^{2}$

$+1)+3(c+1)d(d+2c-2(b+a)-4)-3(b+a+1)c(2c-b-a-1)+3b(b$
$+2a+4)+3(a+1)(a+3))-x(x((c’-b-a-4)(c’-b+a-1)(c’+b-a-1)x$
$-c’(c’(2c’+c-4(b+a)-15)-(4(b+a)+9)c+b(2b+8a+19)+2a^{2}$

$+19a+31)-(b(3b+2a+11)+(a+1)(3a+8))c+2(a+1)b(2(b+a)+11)$

$+2(a+1)(2a+9))+c’(c’(c’-3(b+a)-10)-c(2(c+b+a)+7)+b(3b$
$+6a+19)+(a+2)(3a+13))+c(2(b+a+1)c+(b+1)(2b+7)+a(2a+9))$
$-b(b(b+3a+9)+(a+5)(3a+5))-(a+1)(a^{2}+8a+17))-(c+1)c^{/}(c’$

$+2c-2(b+a)-4)+(b+a+1)c(2c-b-a-1)-b(b+2a+4)-(a+1)(a+3))$
$/(c^{i2}y+2cc’y-2bc’y-2$ a $c’y-4c’y-2bcy-2acy-2cy$
$+b^{2}y+2$ a $by+4by+a^{2}y+4ay+3y+c^{t2}x-2c’x-b^{2}x+2abx$

$-a^{2}x+x-c^{l2}-2cd+2bd+2$ a $d+4d+2bc+2$ a $c+2c-b^{2}-2$ a $b$

$-4b-a^{2}-4a-3)$

$-9-$
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$u_{2}=-2(y+x-1)(c^{2}d^{2}y^{3}+cc^{l2}y^{3}+2c^{3}dy^{3}-2bc^{2}c’y^{3}$

$-2ac^{2}dy^{3}-2c^{2}dy^{3}-2bcdy^{3}-2acdy^{3}-4cc’y^{3}$

$-2bc^{3}y^{3}-2ac^{3}y^{3}-2c^{3}y^{3}+b^{2}c^{2}y^{3}+2abc^{2}y^{3}$

$+2bc^{2}y^{3}+a^{2}c^{2}y^{3}+2ac^{2}y^{3}+c^{2}y^{3}+b^{2}cy^{3}+2$ ab $cy^{3}$

$+4bcy^{3}+a^{2}cy^{3}+4acy^{3}+3cy^{3}+2cc^{\prime 3}xy^{2}+bd^{3}xy^{2}$

$+ac^{\prime 3}xy^{2}+3d^{3}xy^{2}+5c^{2}c^{t2}xy^{2}-4bcc^{\prime 2}xy^{2}$

$-4acc^{l2}xy^{2}-9cd^{2}xy^{2}-3b^{2}c^{\Omega}xy^{2}-4abc^{l2}xy^{2}$

$-15bd^{2}xy^{2}-3a^{2}c^{t2}xy^{2}-15ad^{2}xy^{2}-22c^{t2}xy^{2}$

$-8bc^{2}c’xy^{2}-8ac^{2}dxy^{2}-20c^{2}c’xy^{2}+2b^{2}cc’xy^{2}$

$+8ab$ cc’ $xy^{2}+12bccxy^{2}+2a^{2}cdxy^{2}+12acdxy^{2}$

$+10cdxy^{2}+3b^{3}dxy^{2}+5ab^{2}dxy^{2}+21b^{2}dxy^{2}$

$+5a^{2}bdxy^{2}+32$ a $bc’xy^{2}+53bc’xy^{2}+3a^{3}dxy^{2}$

$+21a^{2}dxy^{2}+53$ a $dxy^{2}+47dxy^{2}+3b^{2}c^{2}xy^{2}$

$+10$ ab $c^{2}xy^{2}+18bc^{2}xy^{2}+3a^{2}c^{2}xy^{2}+18ac^{2}xy^{2}$

$+15c^{2}xy^{2}-4ab^{2}cxy^{2}-3b^{2}cxy^{2}-4a^{2}bcxy^{2}$

$-14abcxy^{2}-6bcxy^{2}-3a^{2}cxy^{2}-6$ a $cxy^{2}-3cxy^{2}$

$-b^{4}xy^{2}-2ab^{3}xy^{2}-9b^{3}xy^{2}-2a^{2}b^{2}xy^{2}-17ab^{2}xy^{2}$

$-31b^{2}xy^{2}-2a^{3}bxy^{2}-17a^{2}bxy^{2}-54$ abxy2–51 $bxy^{2}$

$-a^{4}xy^{2}-9a^{3}xy^{2}-31a^{2}xy^{2}-51axy^{2}-28xy^{2}-3c^{2}c^{l2}y^{2}$

$-3cd^{2}y^{2}-6c^{3}dy^{2}+6bc^{2}dy^{2}+6ac^{2}dy^{2}+6c^{2}dy^{2}$

$+6bcc’y^{2}+6acc’y^{2}+12cdy^{2}+6bc^{3}y^{2}+6ac^{3}y^{2}$

$+6c^{3}y^{2}-3b^{2}c^{2}y^{2}-6abc^{2}y^{2}-6bc^{2}y^{2}-3a^{2}c^{2}y^{2}$

$-6ac^{2}y^{2}-3c^{2}y^{2}-3b^{2}cy^{2}-6abcy^{2}-12bcy^{2}-3a^{2}cy^{2}$

$-12acy^{2}-9cy^{2}+d^{4}x^{2}y+4cc^{\prime 3}x^{2}y-4bd^{3}x^{2}y$

$-4ad^{3}x^{2}$ y-ll $d^{3}x^{2}y-10bcd^{2}x^{2}y-10$ $a$ $cc^{t2}x^{2}y$

$-30cc^{t2}x^{2}y+7b^{2}c^{i2}x^{2}y+18abc^{!2}x^{2}y+40bc^{\iota 2}x^{2}y$

$+7a^{2}c^{l2}x^{2}y+40$ a $c^{\Omega}x^{2}y+49d^{2}x^{2}y+6b^{2}cdx^{2}y$

$+24$ ab $cc’x^{2}y+50bcc’x^{2}y+6a^{2}cdx^{2}y+50$ a $cdx^{2}y$

$+68cdx^{2}y-6b^{3}c’x^{2}y-18ab^{2}dx^{2}y-47b^{2}dx^{2}y$

$-18a^{2}bdx^{2}y-96$ ab $c’x^{2}y-118bc’x^{2}y-6a^{3}dx^{2}y$

$-47a^{2}c’x^{2}y-118adx^{2}y-89dx^{2}y-12ab^{2}cx^{2}y$

$-18b^{2}cx^{2}y-12a^{2}bcx^{2}y-60abcx^{2}y-60bcx^{2}y$

$-10-$
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$-18a^{2}cx^{2}y-60acx^{2}y-42cx^{2}y+2b^{4}x^{2}y+4ab^{3}x^{2}y$

$+18b^{3}x^{2}y+12a^{2}b^{2}\mathscr{S}y+48$a $b^{2}x^{2}y+68b^{2}x^{2}y$

$+4a^{3}bx^{2}y+48a^{2}bx^{2}y+122abx^{2}y+102bx^{2}y+2a^{4}x^{2}y$

$+18a^{3}x^{2}y+68a^{2}x^{2}y+102ax^{2}y+50x^{2}y-d^{4}xy-2cd^{3}xy$

$+2bc^{6}xy+2$ a $c^{i3}xy+7c^{13}xy-2c^{2}c^{t2}xy+2bcc^{\prime 2}xy$

$+2acc^{\theta}xy+8cc^{t2}xy-4abc^{\prime 2}xy-9bc^{t2}xy$

$-9$ a $c^{\prime 2}xy-15c^{l2}xy+4c^{2}c’xy+2b^{2}cdxy-4$ ab $cdxy$

$-4bcc’xy+2a^{2}cdxy-4acc^{\iota}xy-10cdxy-2b^{3}dxy$

$+2ab^{2}dxy-3b^{2}c’xy+2a^{2}bdxy+14$ ab $dxy$

$+12bc’xy-2a^{3}c’xy-3a^{2}dxy+12$ a $c’xy+13c’xy$

$+2b^{2}c^{2}xy-4abc^{2}xy+2u^{2}c^{2}xy-2c^{2}xy-2b^{3}cxy$

$+2ab^{2}cxy-4b^{2}cxy+2a^{2}bcxy+8abcxy+2bcxy$

$-2a^{3}cxy-4a^{2}cxy+2$ a $cxy+4cxy+\cdot b^{4’}xy+5b^{3}xy$

$-2a^{2}b^{2}xy-5ab^{2}xy+3b^{2}xy-5a^{2}bxy-10abxy-5bxy$

$+a^{4}xy+5a^{3}xy+3a^{2}xy-5axy-4xy+3c^{2}d^{2}y+3cc^{t2}y$

$+6c^{3}c’y-6bc^{2}c’y-6$ a $c^{2}c’y-6c^{2}c’y-6bcdy$

$-6$ a $cdy-12cc’y-6bc^{3}y-6ac^{3}y-6c^{3}y+3b^{2}c^{2}y$

$+6abc^{2}y+6bc^{2}y+3a^{2}c^{2}y+6ac^{2}y+3c^{2}y+3b^{2}cy$

$+6abcy+12bcy+3a^{2}cy+12acy+9cy+d^{4}x^{3}-3bc^{l3}x^{3}$

$-3ac^{t3}x^{3}-10c^{t3}x^{3}+6abc^{\Omega}x^{3}+15bc^{\uparrow 2}x^{3}+15$ a $c^{\rho}x^{3}$

$+31d^{2}x^{3}+3b^{3}dx^{3}-3ab^{2}c’x^{3}+6b^{2}dx^{3}-3a^{2}bdx^{3}$

$-24$ ab $c’x^{3}-21bc’x^{3}+3a^{3}dx^{3}+6a^{2}c’x^{3}-21adx^{3}$

$-36c’x^{3}-b^{4}x^{3}-2$ a $b^{3}x^{3}-9b^{3}x^{3}+6a^{2}6^{2}x^{3}+9ab^{2}x^{3}$

$-13b^{2}x^{3}-2a^{3}bx^{3}+9a^{2}bx^{3}+32abx^{3}+9bx^{3}-a^{4}x^{3}$

$-9a^{3}i^{3}-13a^{2}x^{3}+9$ a $x^{3}+14x^{3}-2d^{4}x^{2}+6bd^{3}x^{2}$

$+6\iota c^{i3}x^{2}+20c^{6}x^{2}+6bcc^{i2}x^{2}+6acc^{\prime 2}x^{2}+12cc^{\prime 2}x^{2}$

$-7b^{2}c^{\iota 2}x^{2}-22$ a $bc^{\prime 2}x^{2}-51bc^{\prime 2}x^{2}-7a^{2}c^{t2}x^{2}$

$-51$ a $c^{t2}x^{2}-76c^{\prime 2}x^{2}-10b^{2}cc’x^{2}-16$ a $bcc’x^{2}-42bcc’t^{2}$

$-10a^{2}$ cc’ $x^{2}-42a$ cc’ $x^{2}-44cc’x^{2}+4b^{3}dx^{2}+20ab^{2}dx^{2}$

$+42b^{2}c’x^{2}+20a^{2}bc^{1}x^{2}+114abcx^{2}+134bc’x^{2}$

$+4a^{3}c’x^{2}+42a^{2}c’x^{2}+1uac’x^{l}+120c’x^{2}+4b^{3}cx^{2}$

$+8ab^{2}cx^{2}+\mathfrak{B}b^{2}cl+\S u^{2}bcx^{2}+40$ ab $cx^{l}+56bcx^{2}$

-11-
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$+4a^{3}cx^{2}+28a^{2}cx^{2}+56$ a $cx^{2}+32cx^{2}-b^{4}x^{2}-4$ a $b^{3}x^{2}$

$-11b^{3}x^{2}-14a^{2}b^{2}x^{2}-55$ a $b^{2}x^{2}-57b^{2}x^{2}-4a^{3}bx^{2}$

$-55a^{2}tx^{2}-148$ ab $x^{2}-109bx^{2}-a^{4}x^{2}-11a^{3}x^{2}-57a^{2}x^{2}$

$-109ax^{2}-62x^{2}+c^{\prime 4}x-3bc^{i3}x-3ad^{3}x-10d^{3}x-3c^{2}d^{2}x$

$+2bcd^{2}x+2acc^{\prime 2}x+cc^{t2}x+3b^{2}d^{2}x+8abc^{t2}x$

$+24bc^{n}x+3a^{2}d^{2}x+24$ a $c^{t2}x+37c^{t2}x+8bc^{2}dx$

$+8ac^{2}dx+16c^{2}c’x-4b^{2}cdx-4$ ab $cc’x-8bcdx$

$-4a^{2}cdx-8acdx-b^{3}c’x-7ab^{2}$ c’ $x-18b^{2}$ c’ $x-7a^{2}bdx$

.一 46 $abdx-65bc’x-a^{3}c^{\iota}x-18a^{2}c’x-65$ a $dx-60c’x$

$-5b^{2}c^{2}x-6abc^{2}x-18bc^{2}x-5a^{2}c^{2}x-18$ a $c^{2}x-13c^{2}x$

$+2b^{3}cx+2ab^{2}cx+7b^{2}cx+2a^{2}tcx+6abcx+4bcx$

$+2a^{3}cx+7a^{2}cx+4acx-cx+2ab^{3}x+4b^{3}x+4a^{2}b^{2}x$

$+22ab^{2}x+28b^{2}x+2a^{3}bx+22a^{2}bx+64$ a $bx+56bx+4a^{3}x$

$+28a^{2}x+56ax+32x-c(c+1)(d-t-a-1)(d+2c-b-a-3))$
$/(c^{\prime 2}y+2cc’y-2bc’y-2ady-4dy-2bcy-2acy-2cy+b^{2}y$

$+2aby+4by+a^{2}y+4ay+3y+c^{l2}x-2c’x-b^{2}x+2abx-a^{2}x$

$+x-c^{\rho}-2cd+2bd+2$ $ac’+4$ c’ $+2bc+2ac+2c-b_{-}^{2}-2ab-4b$

$-a^{2}-4a-3)$

$u_{1}=-2(y+x-1)(bcd^{3}y^{2}+acd^{3}y^{2}+cc^{\prime 3}y^{2}+2bc^{2}c^{\prime 2}y^{2}$

$+2ac^{2}c^{\prime 2}y^{2}+2,c^{2}c^{l2}y^{2}-3b^{2}cc^{l2}y^{2}-4abcc^{\prime 2}y^{2}$

$-9bcd^{2}y^{2}-3a^{2}cc^{l2}y^{2}-9acd^{2}y^{2}-6cc^{l2}y^{2}$

$-4b^{2}c^{2}$ c’ $y^{2}-4abc^{2}c’y^{2}-10bc^{2}dy^{2}-4a^{2}c^{2}$ c’ $y^{2}$

$-10$ a $c^{2}dy^{2}-6c^{2}c’y^{2}+\theta\dot{b}^{3}cdy^{2}+5ab^{2}cdy^{2}$

$+15b^{2}cc’y^{2}+5a^{2}bcc’y^{2}+20$ abcc’ $y^{2}+23bcc’y^{2}$

$+3a^{3}cc^{l}y^{2}+15a^{2}cc’y^{2}+23acc’y^{2}+11cc’y^{2}+2b^{3}c^{2}y^{2}$

$+2at^{2}c^{2}y^{2}+8b^{2}c^{2}y^{2}+2a^{2}bc^{2}y^{2}+8abc^{2}y^{2}$

$+10bc^{2}y^{2}+2a^{3}c^{2}y^{2}+8a^{2}c^{2}y^{2}+10ac^{2}y^{2}+4c^{2}y^{2}$

$-b^{4}cy^{2}-2$ a $b^{3}cy^{2}-7b^{3}cy^{2}-2a^{2}b^{2}cy^{2}-11ab^{2}cy^{2_{-}}$

$-17b^{2}cy^{2}-2a^{3}bcy^{2}-11a^{2}bcy^{2}-22abcy^{2}-17bcy^{2}$

$-a^{4}cy^{2}-7a^{3}cy^{2}-17a^{2}cy^{2}-17acy^{2}-6cy^{2}+bc^{\prime 4}xy$ ,

$+ac^{i4}xy+d^{4}xy+3bcd^{3}xy+3acd^{3}xy+3cd^{3}xy$

$-3b^{2}c^{\prime 3}xy-8abc^{\prime 3}xy-13bc^{\prime 3}xy-3a^{2}c^{\prime 3}xy$

$-13$ a $d^{3}xy-10c^{l3}xy-5b^{2}cc^{l2}xy-12$a $bcd^{2}xy$

$-12-$
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$-21bcc^{\prime 2}xy-5a^{2}cc^{t2}xy-21acc^{t2}xy-16cc^{\prime 2}xy$

$+3b^{3}c^{l2}xy+15ab^{2}d^{2}xy+25b^{2}c^{\prime 2}xy+15a^{2}bc^{t2}xy$

$+62abc^{\prime 2}xy+55bc^{\prime 2}xy+3a^{3}c^{l2_{\Lambda}}xy+25a^{2}c^{\prime 2}xy$

$+55$ a $c^{\prime 2}xy+\dot{3}3d^{2}xy+b^{3}cdxy+15ab^{2}cdxy+21b^{2}cc’xy$

$+15a^{2}bcdxy+56$ abcc’ $xy+47bcdxy+a^{3}cc’xy$

$+21a^{2}cc’xy+47acc’xy+27cd$ xy-b4 c’ $xy-10ab^{3}dxy$

$-15b^{3}dxy-18a^{2}b^{2}dxy-73ab^{2}c’xy-63b^{2}dxy$

$-10a^{3}bdxy-73a^{2}bdxy-152abdxy-93bc’$ xy-a4 $c’xy$

$-15a^{3}$ c’ $xy-63a^{2}dxy-93ac’xy-44dxy+b^{4}cxy$

$-6ab^{3}cxy-3b^{3}$ cxy–6 $a^{2}b^{2}$ cxy–31 a $b^{2}$ cxy–23 $b^{2}cxy$

$-6a^{3}$ bcxy–31 $a^{2}$ bcxy–58abcxy-33 $bcxy+a^{4}cxy$

$-3a^{3}$ cxy–23 $a^{2}$ cxy-33acxy–14 $cxy+2ab^{4}xy+2b^{4}xy$

$+6a^{2}b^{3}xy+24ab^{3}xy+18b^{3}xy+6a^{3}b^{2}xy+40a^{2}b^{2}xy$

$+84ab^{2}xy+50b^{2}xy+2a^{4}bxy+24a^{3}bxy+84a^{2}bxy$

$+116abxy+54bxy+2a^{4}xy+18a^{3}xy+50a^{2}xy+\underline{\wedge}54axy+20xy$

$-cd^{4}y-2c^{2}d^{3}y+2bcd^{3}y+2acd^{3}y+7cd^{3}y$

$+2bc^{2}c^{\prime 2}y+2ac^{2}c^{l2}y+8c^{2}c^{\prime 2}y-4abcc^{\prime 2}y-9bcc^{t2}y$

$-9acc^{t2}y-17cc^{i2}y+2b^{2}c^{2}dy-4abc^{2}c’y$

$-4bc^{2}dy+2a^{2}c^{2}dy-4ac^{2}dy-10c^{2}dy-2b^{3}cdy$

$+2ab^{2}cdy-3b^{2}cdy+2a^{2}bcdy+14$ ab $cc’y+12bcc’y$

$-2a^{3}cdy-3a^{2}cdy+12acdy+17cc’y-2b^{3}c^{2}y$

$+2ab^{2}c^{2}y-4b^{2}c^{2}y+2a^{2}bc^{2}y+8abc^{2}y+2bc^{2}y$

$-2a^{3}c^{2}y-4a^{2}c^{2}y+2$ a $c^{2}y+4c^{2}y+b^{4}cy+5b^{3}cy$

$-2a^{2}b^{2}cy-5$ a $b^{2}cy+5b^{2}cy-5a^{2}bcy-14abcy-5bcy$

$+a^{4}cy+5a^{3}cy+5a^{2}cy-5acy-6cy+bc^{\prime 4}x^{2}+ac^{r4}x^{2}$

$+c^{\prime 4}x^{2}-b^{2}d^{3}x^{2}-4abc^{\prime 3}x^{2}-7bd^{3}x^{2}-a^{2}d^{3}x^{2}$

$-7ac^{\prime 3}x^{2}-6c^{\hslash}x^{2}-b^{3}c^{t2}x^{2}+3ab^{2}c^{\prime 2}x^{2}+3b^{2}c^{\prime 2}x^{2}$

$+3a^{2}bd^{2}x^{2}+18abd^{2}x^{2}+17bc^{\prime 2}x^{2}-a^{3}d^{2}x^{2}$

$+3a^{2}c^{n}x^{2}+17ad^{2}x^{2}+13d^{2}x^{2}+b^{4}dx^{2}+2$ a $b^{3}dx^{2}$

$+5b^{3}dx^{2}-6a^{2}b^{2}c’x^{2}-9$ a $b^{2}dx^{2}-b^{2}c’x^{2}+2a^{3}bdx^{2}$

$-9a^{2}bdx^{2}-2Sabdx^{2}-17bc’x^{2}+a^{4}dx^{2}+5a^{3}dx^{2}$

$-a^{2}dx^{2}-17adx^{2}-12dx^{2}-2ab^{4}x^{2}-2b^{4}x^{2}+2a^{2}b^{3}x^{2}$

$-13-$
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$-4ab^{3}oe^{2}-6b^{3}x^{l}+2a^{3}b^{2}x^{2}+12a^{2}b^{2}x^{2}+8ab^{2}x^{2}$

$-2b^{2}x^{2}-2a^{4}bx^{2}-4a^{3}bx^{2}+8a^{2}bx^{2}+16abx^{2}+6bx^{2}$

$-2a^{4}x^{2}-6a^{3}x^{2}-2a^{2}x^{2}+6ax^{2}+4x^{2}-cc^{\prime 4}$ x-bd4 $x$

$-ad^{4}x-d^{4}x-bcc^{13}x-acd^{3}x+2cd^{3}x+3b^{2}d^{3}x$

$+8abc^{\prime 3}x+13bc^{\prime 3}x+3a^{2}d^{3}x+13$ a $c^{\prime 3}x+10d^{3}x$

$+5b^{2}cc^{\prime 2}x+8abcd^{2}x+14bcc^{l2}x+5a^{2}cc^{l2}x+14acc^{\prime 2}x$

$+7cd^{2}x-3b^{3}c^{i2}x-15ab^{2}c^{t2}x-25b^{2}d^{2}x-15a^{2}bc^{i2}x$

$-62abd^{2}x-55bc^{l2}x-3a^{3}c^{\ell 2}x-25a^{2}d^{2}x-55$ a $d^{2}x$

$-33d^{2}x-3b^{3}cc’x-13ab^{2}cdx-22b^{2}cdx-13a^{2}bcc’x$

$-46$ ab $cdx-39bcc’x-3a^{3}cdx-22a^{2}cdx-39$ a $cdx$

$-20cc’x+b^{4}c’x+10ab^{3}c’x+15b^{3}dx+18a^{2}b^{2}dx$

$+73ab^{2}$ c’ $x+63b^{2}dx+10a^{3}bc’x+73a^{2}bc’x+152$ $a$
$bc’x\lrcorner$

$+93tdx+a^{4}dx+15a^{3}c’x+63a^{2}c’x+93adx+44dx$

$+6ab^{3}cx+6b^{3}cx+4a^{2}b^{2}cx+28ab^{2}cx+24b^{2}cx+6a^{3}bcx$

$+28a^{2}bcx+52$ab $cx+30bcx+6a^{3}cx+24a^{2}cx+30$ a $cx$

$+12cx-2ab^{4}x-2b^{4}x-6a^{2}b^{3}x-24ab^{3}x-18b^{3}x-6a^{3}b^{2}x$

$-40a^{2}b^{2}x-84ab^{2}x-50b^{2}x-2a^{4}bx-24a^{3}bx-84a^{2}bx$

$-116$ abx–54 $bx-2a^{4}x-18a^{3}x-50a^{2}x-54ax-20x+c(d-b-a$

$-2)(d+2c-b-a-3)(c^{l}(c’-t-a-3)+2(a+1)b+2a+2))$
$/(d^{2}y+2cdy-2bc’y-2a$ c’ $y-4c’y-2bcy-2acy-2cy$
$+b^{2}y+2aby+4by+a^{2}y+4ay+3y+c^{\rho}x-2cx-b^{2}x+2abx$

$-a^{2}x+x-c^{t2}-2cc’+2bd+2ad+4d+2bc+2ac+2c-b^{2}-2ab$

$-4b-a^{2}-4a-3)$

$u_{0}=-2ab(d-a-1)(d-b-1)(y+x-1)((d-b-a-3)(d+2c-b-a-3)y$
$+(d-b+a-1)(d+b-a-1)x$ –c’ $(d+2c-2(b+a)-6)+2(b+a+3)c-b(b$
$+2a+6)-(a+3)^{2})/(c^{\theta}y+2cc’y-2bdy-2ady-4dy-2bcy$

$-2acy-2cy+b^{2}y+2aby+4by+a^{2}y+4ay+3y+d^{2}x-2$ c’ $x$

$-b^{2}x+2abx-a^{2}x+x-c^{\prime 2}-2$ cc’ $+2bd+2ad+4c’+2bc+2ac$

$+2c-b^{2}-2ab-4b-a^{2}-4a-3)$

Totaltime$=4501166$ msec. GCtime$=3003350$ msec.

$-14-$


