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1. はじめに

論理型言語である Prologではホーン節で述語を定義することを基本にしており、すべ
ての 1階述語を扱えるわけではない。ホーン節に含まれない式を扱うために拡張された
機能もあるが、それは論理の枠を超えたものである。一方では、単一化可能を表す述語
=を基本述語とする公理系に関する研究が進み、限量子除去法によって、与えられた任
意の式を選言標準形に変形するアルゴリズムが発表されている。 また、 その公理系にユ
-\Psi 定義述語を加えた系における、述語の展開に関する研究でも次項で説明するような
結果が得られている。
本稿ではこれらの結果をもとに、完備化されたユーザ定義述語のもとで、 自由変数を

含む任意の式に対して「逐次漸近標準形」と呼ぶ式が計算できることを示し、 それを実
際に実現した例を紹介する。 この変形は、計算量の問題はあるもののホーン節に限定さ
れない任意の 1階述語言語のインタプリタと考えることもできる。

2. 準備

本稿では特に指示のない限り、 $x$、 $y$、
$z$
、

$u$
、 vは変数を、 $f$

、 gは関数名を、 $a$
、

$b$
、

$e$

は式を、 $p$、 $q$は論理式を表すことにする。 これらに添字が付いたものも同じ型と考える。
本稿では $=$は後で述べるように単一化可能を意味する述語を示すために使用し、通常の
意味の等しいことを表すためには\equiv を使用する。文字をボールド体にしたものはその文

字の型のデータの「並び」を表すことにする \’O すなわち、 aは $a_{1},a_{2},\ldots,a_{n}$のことであり、
$a=b$は要素の数が等しくないときは偽であり、等しいときは $a_{1}=b_{1}\wedge$ $’\wedge a_{m}=b_{m}$ であ

ることを表すものとする。並びは文脈によっては集合として考えることもあり、そのと
きには通常のローマン体の文字は 1要素からなる集合と考える。並びの連結は「a,b」」
のようにカンマで区切ることで示す。
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式に含まれている自由変数を明示的に示すために、 $ar\lfloor x]$

、 $a[x,..]$、 a[x^] という記法を
使用する。 この意味は、式 $a$中に含まれる明示的な自由変数の集合を $V_{f}(a)$ としたときに、

それぞれ$x\equiv V_{f}(a)$、 $x\subset V_{f}(a)$、 x\cap Vf(a)\equiv \emptyset である。
$\Sigma$を関数記号の集合としたときに単一化可能を表わす述語 $=$に関する公理系 $E(\Sigma)$を考

える [1]:

$E(\Sigma)\equiv\{f(a)=f(b)arrow a=b, \neg f(a)=g(b), \neg x=e[x,\ldots] | f,g\in\Sigma , f\not\equiv g\}$

$\Sigma$中の関数記号と $=$から作られる自由変数を含む一階述語論理式の全体を $F(\Sigma,=)$ とす

ると、 $|\Sigma|=\infty$のときには $F(\Sigma,=)$中の任意の式はそれと同値な選言標準形 DNF と呼ば
れる式に変換できることが知られている $[2][3][6]$。 ( $|\Sigma|<\infty$のときにも $\Sigma$ にある制約を加
えれば上のことが言える。) 元の式中の自由変数を xとしたときに DNFは以下に示す形

をしている:

DNF $\equiv\Psi_{1}\vee\Psi_{2}\vee$ ... V $\Psi_{m}$ , $(m\geq 0)$

$\Psi_{i}\equiv\alpha_{i0}\wedge\neg\alpha_{i1}\wedge$ $...\wedge\neg\alpha:n:$ $(n_{i}\geq 0)$

$\alpha_{\text{リ}}\equiv\exists y_{1j}.x_{ij}=e_{ij}[y_{1j}],$ $(x\cap y\equiv\emptyset)$

以下では咳のことを連言式、 \alpha ,のことを \sim ,に関する)基礎式と呼ぶことにする。 また
$F(\Sigma,=)$中の式$p$の選言標準形のことを $DNF(p)$ と書くことにする。 なお Y DNF 中の各連
言式は Prolog における 1組の解に相当しており (Prolog の場合には連言式は 1つの基
礎式だけからなっている $(n_{i}\equiv 0)_{\circ})$

、 $DNF(p)$は $p$のすべての解の集合と考えることがで
きる。

一方、ユーザ定義述語が加えられた場合については次のことが知られている。完備化
した述語定義を $p*$と書き、 $\models_{3}$を 3値論理における論理的帰結関係 [4] とすると、 $=$

、
$\Sigma$

、

P*から構成される、 自由変数を含まない任意の論理式 Gについて、ある整数 nが存在し
て次の 2つの式が同値になる [4]。

(2.1) $E(\Sigma),P^{*}\models_{3}G$

(22) $E(\Sigma)\models_{3}G^{(n)}\{U;U\}$

なお上の式で $G^{(n)}$は以下のように定義される。

$G^{(0)}\equiv G$ ,
G(n+l)\equiv G(n)中のすべての=以外の述語を 1回だけ unfoldした式

また $G^{(n)}\{e_{+};e_{-}\}$は $G^{(n)}$中の =以外の述語のうちトップレベルから見たときに肯定で現れ
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るものには $e_{+}$を、否定で現れるものには $e_{-}$を代入した式であり、 $U$は 3値のう,ち未定値
を表わす記号である。 さらに $\models_{2}$を通常の 2値論理における論理的帰結関係としたとき,

(2.2)式と

(23) $E(\Sigma)\models_{2}G^{(n)}\{F;T\}$

とが同値であることが示されており [51, (2.1)式は結局 2値論理での問題に還元される.
(2.1)式は 3値論理についての言明であるが、 2値論理との関係は次のようになる。

すなわち、述語の定義と $G$が以下で説明するような厳密な場合には 3値で考えた場合と
2値で考えた場合が同値である [4]. 言い換えれば、 P*が厳密であり、 $G$が ground リテラ
ル $G$であるときには (2.1) と

(24) $E(\Sigma),P^{*}\models 2G$

は同値である。 ここで述語定義が厳密であるとは, ある述語から他の述語を呼ぶときに

常に肯定あるいは常に否定で呼んでいるような定義である. なお, この呼び出しには間接
的なものも含まれている.
結局、P*が厳密で $G$が ground リテラルのときには

(2.5) $E(\Sigma),P^{*}\models_{2}G\Leftrightarrow\exists n.E(\Sigma)\models_{2}G^{(n)}\{F;T\}$

であり、それ以外の場合にも

(2.5) $E(\Sigma),P^{*}\models_{3}G\Leftrightarrow\exists n.E(\Sigma)\models_{2}G^{(n)}\{F;T\}$

は言える。

3. 逐次漸近標準形

ユーザ定義述語 P*のもとで、 自由変数 xを含む任意の式 $G$を考える。xの値によって $G$

の値が定まるので $G(x)$ と書くことにする。 (2.5’)より、任意の定数 aに対して次の 2つ
の式は同値である。

(31) $E(\sum_{\prime}),P^{*}\models_{3}G(a)$

(32) $\exists n.E(\Sigma)\models_{2}G(a)^{(n)}\{F;T\}$

ここで
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$G_{n}(x)\equiv G(x)^{(n)}\{F;T\}$

と定義すると、任意の aについて (3.1) と

$\exists n.(E(\Sigma)\models G(a))$

は同値である。 このとき $G_{n}(x)$ という式は $\Sigma$ と $=$だけからなる式であるので前節で述べ

たように選言標準形にすることができる。そこで

Anorm$(G(x),n)\equiv DNF(G_{n}(x))$

と定義し、 これを ( $n$次の)漸近標準形と呼ぶことにする。漸近と呼ぶのは Anorm$(G(x),n)$

が以下の性質を持つからであ
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$

る。

$E(\Sigma)\models_{2}Anorm(G(x),n)arrow Anorm(G(x),n+1)$

$E(\Sigma),P^{*}\models_{2}Anorm(G(x),n)arrow G(x)$

$\forall a.(E(\Sigma),P^{*}\models_{3}G(a))arrow(\exists n.E(\Sigma)\models_{2}Anorm(G(a),n))$

$\lambda$

すなわち、各 nについて Anorm(G(x),n)を満たす xは Anorm(G(x),n+l)および G(x)を満
たし、 3値論理で$G(x)$を満たす xは、十分大きな $n$をとれば Anorm$(G(x),n)$を満たしてい
る。 (なお、最後の式は述語定義と $G$が「厳密」な場合には 2値でも成り立つ。)
上記の漸近標準形は nを与えて始めて計算できる式であり、 nを増加させながら逐次

的に「答え」を求めるわけではない。逐次的に求めるには次のようにする。すなわち、

. $R_{0}(x)\equiv G(x)$

$R_{n+1}(x)\equiv\neg H_{n}(x)\wedge R_{n}^{(1)}(x)$

$H_{n}(x)\equiv R_{n}(x)\{T;F\}$

と定義すると、次の関係が成り立つ:

$G^{(n)}(x)rightarrow H_{0}(x)\vee$ ... V $H_{n-1}(x)\vee R_{n}(x)$

これより、

$G_{n}(x)rightarrow H_{0}(x)\vee$ ... V $H_{n}(x)$

となるので ‘ $DNF(H_{i}(x))$を次々に求めれば「解」が逐次的に求まる。 この

$H_{0}(x)\vee$ $\vee H_{n}(x)$ を逐次漸近標準形と呼ぶ。
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4. 逐次漸近標準変形の実現

漸近標準形への変形はまず、 $H_{n}(x)$ を求めて次にこれを選言標準形 DNFに変形する

ことにする。最初の変形は普通の展開であり、特に述べることもないので、ここでは
DNFへの変形について述べる。
方針は、式の内側から順番に DNFへの変形を行なって、最後に全体に DNF化が終了

するようにする。そこで、 $=$の式を DNFに変形する演算と各論理結合子に対応する DNF
どうしの演算を用意すればよいことになる。

$=$の式から求まる DNFはそれが偽でないときには、 1つの連言式からなり、 しかもそ

の連言式は否定を含まない 1つの基礎式から成っている。 =の両辺のどちらかが変数の
場合には、 $\neg x=e[x,\ldots]$によって偽になるか、 あるいは基礎式になる。偽にならない場合
の式を $x=e[z]$ とする。 このときの $x,z$に関する基礎式は

$\exists y.(x,z=e[z]\{y/z\},y)$

となる。 この式で、 $a,b$という表記は、並び$b$に $a$を連結した並びを示している。 また $y$は

2に対応した新たな変数である。両辺のどちらも変数ではないときには、 $\neg f(a)=g(b)$ に

よって偽になるか、 $f(a)=f(b)arrow a=b$ によって分解され、 その式に変形手続きを適用す
ることになる。

各論理結合子に対応する DNFの演算では、連言式、基礎式についての演算を使用す
るのでまずそれを述べる。
基礎式についての演算では、まず式の自由変数の集合を同じものにする。すなわち、

2つの基礎式を $\exists y_{1}.x_{1}=e_{1}$ と $\exists y_{2}.x_{2}=e_{2}$ であるとすると、 $X\equiv X_{1}\cup X_{2}$ として、 それぞれを

$\exists yi\cdot x=e:$
、

$\exists y_{2’}.x=e_{2’}$と変形する。以下ではこの処理が暗黙に行なわれているものとす
る。基礎式の否定は単純で、 $\exists yx=e$は $\neg\exists y.x=e$に、 $\neg\exists y.x=e$は $\exists y.x=e$にするだけで

ある。 $\exists y_{1}.x=e_{1}\wedge\exists y_{2}.x=e_{2}$の演算は、 $e_{1}$ と $e_{2}$の最小汎化式 (most general expression)eを

求めて、 \exists yluy2x=eという式から冗長な変数を消去して簡単化したものを結果とする。
$\exists y_{1}.x=e_{1}\wedge\neg\exists y_{2}.x=e_{2}$のときは、 $e_{1}$を右辺の式の xに代入して簡単化を行ない、偽に

なれば結果は偽であり、そうでないときには 2つの式の論理積にする。
$\neg\exists y_{l}x=e_{l}\wedge\neg\exists y_{2}x=e_{2}$のときは、次に示すような基礎式間の半順序関係<,を調べ

る述語を使用する。 ここで $<_{g}$とは、左辺の式が右辺の式の特殊化になっているという関
係、すなわち、右辺への代入で左辺に等しくなるものがあるかどうかという関係である。
これは単一化よりは簡単に調べることができる。一般に、 $e_{1}<_{g}e_{2}$のときには、 $\neg$

$\exists y_{1}.x=e_{1}\wedge\neg\exists y_{2}.x=e_{2}\Leftrightarrow\neg\exists y_{2}.x=e_{2}$ という関係があるのでこれを利用すると、元の
式の両辺のどちらかが不要になることがある。基礎式についての演算のうち最初のもの
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以外は冗長なものの消去であり、必須のものではないが式を見易くするための簡単化で
ある。

連言式については基礎式についての演算を利用して同様に処理するが、簡単化は、偽
になる式の認識と冗長な式の消去だけを行なっており、「最も簡単な」式を求めている
わけではない。連言式の場合にも、基礎式の場合と同様に $\Psi_{1}<_{g}\Psi_{2}$という半順序関係を、
基礎式に対する半順序関係から定義して、それを利用している。

DNFについては、基礎式、連言式についての上の演算を利用して各論理結合子につ
いての演算を実現している。
限量子の消去については、 [6]の方法を使用した。 [6]では任意の連言式\Psi について

\exists y.\Psi を DNFにする方法が示されているが、 以下の関係を用いればこれで十分である。

$\exists y.(p\vee q)\Leftrightarrow(\exists y.p)\vee(\exists y.q)$

$\forall y.p\Leftrightarrow\neg\exists y.\neg p$

まず連言式中の各基礎式における自由変数を上記を同様にして揃えた上で次のように
変形する:

$\Psi\equiv\exists z_{0}.x=e_{0}[z_{0}]\wedge\neg\exists z_{1}.x=e_{1}[z_{1}]\wedge$ $\wedge\neg\exists z_{n}.x=e_{n}[z_{n}]$

$rightarrow\exists z_{0}.(x=e_{0}[z_{0}]\wedge\neg\exists z_{1}.e_{0}[z_{0}]=e_{1}[z_{1}]\wedge\ldots\wedge\neg\exists z_{n}.e_{0}[z_{0}]=e_{n}[z_{n}])$

$rightarrow\exists z_{0}.(x=e_{0}[z_{0}]\wedge\neg\exists z_{1}.z_{0}=e:[z_{1}]\wedge \bigwedge_{j}\neg\exists z_{n}.z_{0}=e_{n}’[z_{n}])$

ここで xを $y,x’$ とし、 それに対応して $e_{0}[z_{0}]$を $a[u_{0},v_{0}],e_{0’}[u_{0}]$ と書くと $(v_{0}\equiv z_{0}-u_{0})$
、

$\exists y.\Psirightarrow\exists y.(\exists u_{0},v_{0}.(y,x’=a[u_{0},v_{0}],e_{0’}[u_{0}]\wedge\neg\exists u_{1},v_{1}.u_{0},v_{0}=b_{1}[u_{1}],c_{1}[u_{1},v_{1}]\wedge$

$...\wedge\neg\exists u_{n},v_{n}.u_{0},v_{0}=b_{n}[u_{n}],c_{n}[u_{n},v_{n}]))$

$rightarrow\exists u_{0}.(x’=e_{0’}[u_{0}]\wedge\exists v_{0}.(\neg\exists u_{1},v_{1}.u_{0},v_{0}=b_{1}[u_{1}],c_{1}[u_{1},v_{1}]\wedge$

$...\wedge\neg\exists u_{n},v_{n}.u_{0},v_{0}=b_{n}[u_{n}],c_{n}[u_{n},v_{n}]))$

この式で$c_{k}[u_{k},v_{k}]\equiv v_{k}$の項については

$\exists u_{k},v_{k}.u_{0},v_{0}=b_{k}[u_{k}],v_{k}rightarrow\exists u_{k}.u_{0}=b_{k}[u_{k}]\wedge\exists v_{k}.v_{0}=v_{k}rightarrow\exists u_{k}.u_{0}=b_{k}[u_{k}]$

となるので

$\exists y.\Psirightarrow\exists u_{0}.(x’=e_{0’}[u_{0}]\wedge\neg\exists u_{1}.u_{0}=b_{1}[u_{1}]\wedge\ldots\wedge\neg\exists u_{m}.u_{0}=b_{m}[u_{m}]\wedge$

$\exists v_{0}.(\neg\exists u_{m+1},v_{m+1}.u_{0},v_{0}=b_{m+1}[u_{m+1}],c_{m+1}[u_{m+1},v_{m+1}]\wedge$

$...\wedge\neg\exists u_{n},v_{n}.u_{0},v_{0}=b_{n}[u_{n}],c_{n}[u_{n},v_{n}]))$

また、 $c_{k}[u_{k},v_{k}]$が vk とは異なる部分では\exists V0...を満たす$v_{0}$ が存在するので [6]
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$\exists y.\Psirightarrow\exists u_{0}.(x’=e_{0’}[u_{0}]\wedge\neg\exists u_{1}.u_{0}=b_{1}[u_{1}]\wedge\ldots\wedge\neg\exists u_{n}.u_{0}=b_{m}[u_{m}])$

$rightarrow\exists u_{0}.(x’=e_{0’}[u_{0}]\wedge\neg\exists u_{1}.e_{0’}[u_{0}]=e_{0’}[u_{0}]\{u_{0}:b_{1}[u_{1}]\}$

$\wedge\ldots\wedge\neg\exists u_{m}.e_{0’}[u_{0}]=e_{0’}[u_{0}]\{u_{0}:b_{1}[u_{m}]\})$

$rightarrow\exists u_{0}.x’=e_{0’}[u_{0}]\wedge\neg\exists u_{1}.x’=e_{0’}[u_{0}]\{u_{0}:b_{1}[u_{1}]\}\wedge\ldots\wedge\neg\exists u_{m}.x’=e_{0’}[u_{0}]\{u_{0}:b_{1}[u_{m}]\})$

となって標準形になる。

5. 例

Lispで作成した上記の漸近標準変形を以下に示す。述語定義は (define $(<name\succ$

$<args\succ)$ <body>)で、 それ以外の式には逐次漸近標準形を $\ulcorner_{;\lrcorner}$ が入力されるたびに次数
を上げて求める。 まず Y evenを定義し、 これから逐次標準形を 3次まで求めたものを示
す。 (なおこの evenの定義は「厳密」ではない。)

$=\succ$ (define (even x)

(or $(=x$ (0)$)$

(some (y) (and $(=x(sy))$ (not (even $y)))$ )))

even
$=\succ$ (even a)

HO: (false);

Hl:( $=$ a (0));

H2: (and (some $(?0)$ $(=$ a $(s?0))$ )

(not $(=$ a $(s$ (0) $))$ )

(not . (some $(?0)(=$ a $(s(s?0)))$ )));

H3:( $=$ a $(s(s$ (0) $))$ )

ここでは、 $0$を示す (0)や 2を示す $(s (s$ (0)$))$が解に含まれている。
次の例は素数を求めるものである。まず、加算と除算を

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$

、次に素数を定義しているが、
ここでの素数の定義は、 「 $2$以上で、かつ、約数があればそれは 1か自分自身である自然
数」 という数学本来のものである。

$=\succ$ (define (add $xyz$ )

(or (and $(=x$ (0) $)(=yz)$ )

(some $(pq)$ (and $(=x(sp))(=z(sq))$ (add $pyq))$ )))

$=\succ$ (define $(divda)$
(and (some (x) $(=d(sx))$ )
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(or ( $=$ a (0))

(some (u) (and (add $dua$) $(divdu))$ ))))

$=\succ$ (define (prime a)

(and (some (x) $(=$ a $(s(sx)))$ )

(any (d) (imply $(divda)$ (or $(=d(s$ (0) $))(=da)))$ )))

$=\succ$ (prime x)

HO: (false);

Hl: (false);

H2: (false);

H3: (false);

H4: (false);

H5: (and (some $(?0)(=x(s(s?0)))$ )

(not (some $(?0)(=x(s(s(s?0))))$ )))

この実行では、primeの引数が「自然数」以外のものを
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$

否定していないので、 自然数に
限定してみる。

$=\succ$ (define (number a)

(or ( $=$ a (0))

(some (x) (and $(=$ a $(sx)$ ) (number $x))$ )))

$=\succ$ (and (prime x) (number $x)$ )

HO: (false);

Hl: (false);

H2: (false);

H3: (false);

H4: (false);

H5: $(=x(s(s$ (0)$)))$ ;

H6: $(=x(s(s(s$ (0)$))))$ :
H7: (false);

H8: $(=x(s(s(s(s(s$ (0)$))))))$ ;

H9: (false);

H10: $(=x(s(s(s(s(s(s(s$ (0)$))))))))$

10次までの逐次漸近標準形を求めると $2$
、

$3$
、

$5$
、 7.が素数として求まっている。以上の素

数の定義は「厳密」なものであるので、次数を上げていけば素数を数え上げることがで
きる。
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6. 考察

E(\Sigma )にユーザ定義述語を加えたシステムにおいて、 自由変数を含む任意の論理式か
ら逐次漸近標準形と呼ぶことのできる形に変形すること、およびその実現例を示した。
逐次漸近標準形の各連言式は Prologにおける解を拡張した形をしており、逐次漸近標準
変形は、ホーン節に限らない一般の一階述語言語のインタプリタと考えることができる。
ただし、 このままではある次数ですべての解が求まったとしても、そのことを知る手

段がない。 これに関しては R.(X)を部分評価して $F$になれば、それ以上の解がないことが

わかるので、現在実現を試みている。
本稿では任意の一階述語論理の式から解を求めることが可能であることを示したが、

逐次漸近標準変形を汎用の一階述語言語と考えるには計算量の上で問題があり、 これを

直接プログラミング言語として使用するにはこのままでは無理があると思われる。
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