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Hyperelliptic surfaces 上の有理点の分布について

東北大学理学部 森田康夫 (Yasuo Morita)

東北大学理学部 佐藤 篤 (Atsushi Sato)

1. $k$ を有限次代数体とし, $V$ を $k$ 上定義された非特異な射影代数多様体とす
る. このとき, $V$ 上のゐ-有理点, すなわち体んに座標をもっような点全体のなす
集合 $V(k)$ を求めることは, 現代的な不定方程式論として, 数論における重要な問
題のひとつである.
集合 $V(k)$ の構造を調べる方法のひとっとして, height function を使って多様体

$V$ 上の k-有理点の分布を調べるものがある. それは次のような方法である.
$\mathcal{L}$ を $V$ 上の ample な invertible sheaf とし, $h_{\mathcal{L}}$ を $\mathcal{L}$ に関する (logarithmic)

height とする. 定数 $M$ に対し, $V$ 上の $k$ 釘理点で, height が $M$ を超えないよう

なものの個数を凡 $(V(k); M)$ と書くことにする :

$N_{\mathcal{L}}(V(k);M)=\#\{P\in V(k) ; h_{L}(P)\leq\lambda f\}$ .

(各定数 $M$ に対して, $N_{\mathcal{L}}(V($ん$);M)$ は有限な値になる.) このとき, 函数 $M\mapsto$

$N_{L}(V(k);M)$ の性質, 特に $Marrow\infty$ としたときの漸近的な挙動を調べることに
よって, 集合 $V(k)$ の構造に関する情報を得ることができる. 標題に掲げた「有理
点の分布」とは, この函数の漸近的な挙動のことを指す.

$A$ を体 $k$ 上定義されたアーベル多様体とする. このとき, 集合 $A(k)$ は群多様体
$A$ の群演算に関して有限生成アーベル群の構造をもっ (Mordell-Weil の定理). $r$

をアーベル群 $A(k)$ の rank とする. このとき, $r=0$ ならば $A(k)$ は有限アーベル
群であるから, 当然ながら $N_{\mathcal{L}}(A(k);M)$ は有界な函数である. N\’eron[7] は 1965年
に, アーベル多様体上の height function に関する研究の応用として, $r>0$ ならば,
$Marrow\infty$ のとき,

$N_{\mathcal{L}}(A(k);M)=cM^{\tau/2}+O(M^{(\tau-1)/2})$

が成り立っことを示した ( $O$ は Landau の記号である). ここで, $c$ は invertible
sheaf $\mathcal{L}$ の algebrmlcally equivalent class のみによって定まる正の実数である.
ところで, 最も簡単な射影多様体である $n$ 次元射影空間 $P^{n}$ に対しては, $\mathcal{L}=$
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$\mathcal{O}_{P^{n}}(1)$ として, $Marrow\infty$ のとき,

$N_{\mathcal{L}}(P^{n}(k);M)=ce^{(n+1)M}+\{\begin{array}{l}O(Me^{M})O(e^{(n+1-1/d)M})\end{array}$
$ifn=l,$
$d=1otherwise$

が成り立っことを Schanue1[9] が 1979年に示している. ここで, $d$ は代数体ゐの次
数で, $c$ は $k$ の類数や Dedekind のゼータ函数の特殊値等を使って具体的に書ける
正の実数である.
このことは射影空間上の有理点の個数はアーベル多様体上のそれに比べてはるか

に多いということを示している. また, これら 2 っの例より, ー般の多様体 $V$ と $V$

上の ample な invertible sheaf $\mathcal{L}$ に対して, 函数 $N_{\mathcal{L}}(V(k);M)$ の漸近的な挙動を
調べることは数論として意味があるということが推測される.

この報告では, 多様体 $V$ として超楕円曲面をとった場合における, 有理点の分布
を調べることを目標とする. $S$ を体 $k$ 上定義された超楕円曲面とする. このとき,

2次元アーベル多様体 $A$ と, $A$ の自己同型群の有限部分群 $G$ が存在して, $S$ は商

多様体 $A/G$ と同型になることが知られている. 従って, アーベル多様体上の有理
点に関する理論を基にして, S 上の有理点を調べることができるであろうというこ
とが期待される. しかし, アーベル多様体 $A$ , 部分群 $G$ および $A$ から $S$ への自
然な写像は, 元々考えていた体た上定義されているとは限らない (上のようなこと

が自由にできるのは代数閉体上で考えた場合である). よって, アーベル多様体に
関する理論を自由に使うためには, $S$ や $A$ に合わせて体んを改めて大きくとり直
さなければならない (体んを大きくとり直しても, $S$ が $k$ 上定義されているという
状況はもちろん変わらない). このように環境を整備すると, アーベル多様体 $A$ に

関する言葉を使って, $S$ 上の有理点を記述することができる (定理 3.8). そうし

て得られた結果に, アーベル多様体上の height function の理論を適用することによ
り, 有理点の分布に関する次の定理を得ることができる. これは, 超楕円曲面上の
有理点の分布は, アーベル多様体上のそれと, 質的にはほぼ同じであるということ
をいっている.

定理. $k$ を有限次代数体, $S$ を $k$ 上定義された超楕円曲面とする. このとき, $k$

の有限次拡大体 $k’$ で, 次の性質をもっものが存在する :
$K$ をん’ $\subset K$ であるような有限次代数体とするとき, $S$ の $K$ 釘理点の全体 $S(K)$

が有限集合でない限り, $S$ 上の任意の ample な invertible sheaf $\mathcal{L}$ に対して, $Marrow\infty$

のとき,

N乙 $(S(K);M)=cM^{r/2}+O(M^{(r-1)/2})$

が成り立っ. ここで, $r$ は $\mathcal{L}$ にはよらずに $K$ のみによって定まる正の整数で, $c$ は

$K$ および $\mathcal{L}$ の $4gebraicdly$ equivalent class によって定まる正の実数である.
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上の定理において, 超楕円曲面 $S$ は体 $k’$ 上でも定義されていることに注意する
と, $k’$ として $k$ 自身がとれることもあるということがわかる. そのようなときに, $k$

は「十分大きい」と呼ぶことにすると, この定理は次のように述べることができる.

定理*. $k$ を有限次代数体, $S$ を $k$ 上定義された超楕円曲面とし, さらに, $k$ は

「十分大きい」 とする. このとき, $S$ の $k$ 釘理点の全体 $S(k)$ が有限集合でない限
り, $S$ 上の任意の ample な invertible sheaf $\mathcal{L}$ に対して, $Marrow\infty$ のとき,

$N_{\mathcal{L}}(S(k);M)=cM^{\tau/2}+O(M^{(r-1)/2})$

が成り立っ. ここで, $r$ は $\mathcal{L}$ にはよらない正の整数で, $c$ は $\mathcal{L}$ の algebraically
equivalent class のみによって定まる正の実数である.

以下, 上に述べた定理の証明の概略を与え, 最後に定理の系を述べる. 詳しくは
[8] を参照されたい.
全体を通して, 多様体といったときには全て体 $\overline{Q}$ 上定義された (絶対既約な) 代

数多様体を意味するものとし, morphism, sheaf等は体 $\overline{Q}$ 上定義されているものだ
けを考える. また, 以下の記号は断りなしに用いる.

$\bullet$ $A$ をアーベル多様体とするとき, $Aut(A)$ で $A$ の代数多様体としての自己同型
群を表し, $Aut(A, O)$ で $A$ のアーベル多様体としての自己同型群を表す. また, $A$

が体 $k$ 上定義されているとき, $Aut_{k}(A)$ で体 $k$ 上定義されているような $Aut(A)$

の元全体のなす部分群を表す. $Aut_{k}(A, O)$ についても同様である.. アーベル群 $\mathcal{A}$ に対し, 位数が有限であるような $A$ の元全体のなす部分群を
$A_{tor}$ と書く.. $\mathcal{G}$ を群, $g,g’\in \mathcal{G}$ とするとき, $g$ が生成する $\mathcal{G}$ の部分群を $<g>$ で表す. ま

た, $\{g,g’\}$ が生成する $\mathcal{G}$ の部分群を $<g,$ $g’>$ で表す.

2. $S$ を非特異かっ完備な代数曲面で, 第 1種例外曲線を含まないものとする.
$S$ の小平次元が $0$ で, 2次元ベッチ数が 2であるとき, $S$ は超楕円曲面 (hyperelliptic
surface) と呼ばれる.
超楕円曲面は 2 っの楕円曲線の直積と isogenous であるような 2次元アーベル多

様体 $A$ の, (代数多様体としての) 自己同型群の有限部分群 $G$ による商多様体 $A/G$

として表される. この事実は既に [3] の中に述べられているが, 次の形は [2] による.

定理 2.1. 任意の超楕円曲面 $S$ は楕円曲線 $E_{1},$ $E_{\sim^{)}}^{i,}$ および $Aut(E_{1})xAut(E_{2})$

の有限部分群 $G$ によって,
$S\cong(E_{1}xE_{2})/G$
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と表される. 楕円曲線 $E_{1},$ $E_{2}$ および部分群 $G$ は以下で与えられる.

(2a) $E_{1},$ $E_{2}$ 任意, $G=<g>$ ,
$g;(P_{1}, P_{2})(P_{1}+T_{1}, -P_{2})$ , $T_{1}\in E_{1}(\overline{Q})$ , order $T_{1}=2$ .

(2b) $E_{1},$ $E_{2}$ 任意, $G=<g,$ $g’>$ ,

9 $:\cdot(P_{1}, P_{2})-(P_{1}+T_{1}, -P_{2})$ , $g’$ : $(P_{1}, P_{2})(P_{1}+T_{1}’, P_{2}+T_{2})$ ,
$T_{1},$ $T_{1}’\in E_{1}(\overline{Q})$ , order $T_{1}=orderT_{1}’=2$ , $<T_{1}>\cap<T_{1}’>=\{O\}$ ,
$T_{2}\in E_{2}(\overline{Q})$ , order $T_{2}=2$ .

(3a) $E_{1}$ 任意, $j(E_{2})=0$ , $G=<g>$ ,
$g$ : $(P_{1}, P_{2})(P_{1}+T_{1}, [\rho]^{2}P_{2})$ , $T_{1}\in E_{1}(\overline{Q})$ , order $T_{1}=3$ .

(3b) $E_{1}$ 任意, $j(E_{2})=0$ , $G=<g,$ $g’>$ ,
$g$ : $(P_{1}, P_{2})(P_{1}+T_{1}, [\rho]^{2}P_{2})$, $g’$ : $(P_{1}, P_{2})(P_{1}+T_{1}’,P_{2}+T_{2})$,
$T_{1},$ $T_{1}’\in E_{1}(\overline{Q})$ , order $T_{1}=orderT_{1}’=3$ , $<T_{1}>\cap<T_{1}’>=\{O\}$ ,
$T_{2}\in E_{2}(\overline{Q})$ , order $T_{2}=3$ , $[\rho]^{2}T_{2}=T_{2}$ .

(4a) $E_{1}$ 任意, $j(E_{2})=1728$ , $G=<g>$ ,
$g$ : $(P_{1}, P_{2})(P_{1}+T_{1}, [i]P_{2})$ , $T_{1}\in E_{1}(\overline{Q})$ , order $T_{1}=4$ .

(4b) $E_{1}$ 任意, $j(E_{2})=1728$ , $G=<g,$ $g’>,$ .

$g:(P_{1}, P_{2})-(P_{1}+T_{1}, [i]P_{2})$ , $g’:(P_{1}, P_{2})-(P_{1}+T_{1}’, P_{2}+T_{2})$,
$T_{1},$ $T_{1}’\in E_{1}(\overline{Q})$ , order $T_{1}=4$ , order $T_{1}’=2$ , $<T_{1}>\cap<T_{1}’>=\{O\}$ ,
$T_{2}\in E_{2}(\overline{Q})$ , order $T_{2}=2$ , $[i]T_{2}=T_{2}$ .

(6a) $E_{1}$ 任意, $j(E_{2})=0$ , $G=<g>$ ,
$g:(P_{1}, P_{2})(P_{1}+T_{1}, [\rho]P_{2})$ , $T_{1}\in E_{1}(\overline{Q})$ , order $T_{1}=6$ .

ここで, $j(E_{2})$ は楕円曲線 $E_{2}$ の j-invariant である. また, $[\rho]$ は $Aut(B_{\sim}, O)$ の

位数 6の元, $[i]$ は $Aut(E_{2}, O)$ の位数 4の元である.

$A=E_{1}xE_{2}$ とし, $\pi$ : $Aarrow S$ を自然な写像とする. このとき, $A$ は 2次元アー
ベル多様体で, $\pi$ は finite morphism になる. また, $G$ は $Aut(A)$ の部分群ともみ
なせる.

注意 2.2. 自然な projection

$Garrow Aut(E_{1})$ , $Garrow Aut(E_{2})$

は共に群の単射準同型になることが容易に確かめられる. これら 2 っの写像の image
をそれぞれ $G_{1},$ $G_{2}$ と書くことにする. また, $pr_{1}$ : $Aarrow E_{1}$ を projection とし,
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アーベル多様体 $A$ の単位元 $O=(O_{1}, O_{2})$ の G-軌道の $E_{1}$ への projection $pr_{1}(O^{G})$

を $\Gamma$ と書く. このとき, $\Gamma$ は $T_{1}$ , または $T_{1}$ と $T_{1}’$ で生成される $E_{1}(\overline{Q})$ の有限部
分群になり, 群 $G_{1}$ は $\Gamma$ の点による translation の全体より成る.

$P=(P_{1}, P_{2})\in A(\overline{Q}),$ $f=(f1, f_{2})\in G$ に対し,

$pr_{1}(f(P))=f_{1}(P_{1})=P_{1}+f_{1}(O_{1})=P_{1}+pr_{1}(f(O))$

が成り立ち, 従って,
$pr_{1}(\mathscr{J})=P_{1}^{G_{1}}=P_{1}+\Gamma$

が成り立っ. また, 写像

$Garrow\Gamma$ , $f pr_{1}(f(O))$

は群の同型である.

$\Gamma\subset E_{1}(\overline{Q})$ はもちろん有限部分群であるから, 楕円曲線 $E$ および isogeny $\phi$ :
$E_{1}arrow E$ で $Ker\phi=\Gamma$ となるものが (同型の差を除いて一意的に) 存在する. この

$E$ は楕円曲線 $E_{1}$ の, 部分群 $G_{1}\subset Aut(E_{1})$ による商多様体 $E_{1}/G_{1}$ に他ならない.
従って, 次のような図式が得られたことになる.

$\pi\downarrow AS\underline{\simeq=}E_{1}xE_{2}A/G$

$arrow^{pr_{1}}$

$\phi_{E^{1}}^{E}\downarrow\cong E_{1}/G_{1}$

3. $k$ を有限次代数体, $S$ を $k$ 上定義された超楕円曲面とする. このとき, 定
理 2.1により, $S$ は体 $\overline{Q}$ 上定義された楕円曲線 $E_{1},$ $E_{2}$ および 2次元アーベル多様
体 $A=E_{1}xE_{2}$ の自己同型群の有限部分群 $G\subset Aut(A)$ によって, $\overline{Q}$ 上 $S\cong A/G$

と表される. そこで, 以下本節を通し, このようなことが体 $k$ 上でなされているも

のとする. すなわち, 次を仮定する.

$1^{o}$ $E_{1},$ $E_{2}$ は共に $k$ 上定義されている;
$2^{o}$ $E_{1}(k)\neq\emptyset,$ $E_{2}(k)\neq\emptyset$ ;
$3^{o}$ 全ての $f\in G$ は $k$ 上定義されている;
$4^{o}$ 自然な写像 $\pi$ は $k$ 上定義されている.

あとで示すように, 1節で述べた定理における, $k$ の拡大体 $k’$ としては, 上の仮定
$1^{o}-4^{o}$をみたすようなものをとればよい (仮定 $1^{o}\triangleleft\circ$をみたすような, $k$ の有限次拡
大体が存在することは明らかであろう). この仮定は次のことを含んでいる、
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$5^{o}$ $A=E_{1}xE_{2}$ は $k$ 上定義された 2次元アーベル多様体;
$6^{o}$ $T_{1},$ $T_{1}’\in E_{1}(k)$ , $T_{2}\in E_{2}(k)$ ;
$7^{o}$ (3a), (3b), (6) においては $\rho=\frac{1+\sqrt{-3}}{2}\in k$ , $[\rho]\in A[be] t_{\dot{\kappa}}(E_{2}, O)$ ;
$8^{o}$ (4a), (4b) においては $i=\sqrt{-1}\in k$ , $[i]\in Aut_{k}(E_{2}, O)$ .

$3^{o},$ $4^{o}$ は, 任意の $P\in A(\overline{Q})$ および $\sigma\in Ga1(\overline{Q}/k)$ に対して,

$(f(P))^{\sigma}=f(P^{\sigma})$ , $(\pi(P))^{\sigma}=\pi(P^{\sigma})$

が成り立っということをいっている. これらを使うと, $P\in A(\overline{Q})$ に対し, $\pi(P)\in$

$S(k)$ となるためには $P$ の G-軌道 $P^{G}$ が集合として体 $k$ 上定義される (i.e.

$G4(\overline{Q}/k)$ の作用の下に不変になる) ことが必要かっ十分であることが示される.
これより特に $\pi(A(k))\subset S(k)$ となることがわかる.

$S$ 上のん有理点全体のなす集合 $S(k)$ を決定することは, その $\pi$ による逆像
$l$

$\pi^{-1}(S(k))$ を決定することと同等である. そこで, 以下本節の残りの部分では, 集
合 $\pi^{-1}(S(k))$ の具体的な表示を求めることを考える.
注意 22で述べたように, 群 $G$ のアーベル多様体 $A=E_{1}xE_{2}$ への作用は, 楕
円曲線 $E_{1}$ に関しては $\Gamma$ による translation になっている (部分群 $\Gamma\subset E_{1}(\overline{Q})$ は自
然に $E_{1}$ (臆) に作用する). このことを手がかりにして, まず楕円曲線 $E_{1}$ (および

群 $\Gamma$ の $E_{1}(\overline{Q})$ への作用) に注目することにする.
$6^{o}$により, $\Gamma\subset E_{1}(k)$ は体 $k$ 上定義された有限部分群である. 従って, 前節で述

べた楕円曲線 $E$ および isogeny $\phi$ : $E_{1}arrow E$ として, 共に $k$ 上定義されているよう
なものがとれる (しかも, これらは k-同型の差を除いて一意的である). このとき,
$k$ 上 $E\cong E_{1}/G_{1}$ であって, 図式

$pr_{1}$

$A=E_{1}xE_{2}$ $arrow$ $E_{1}$

$\pi\downarrow$ $\phi\downarrow$

$S\cong A/G$ $E\cong E_{1}/G_{1}$

において, 多様体および写像は全て $k$ 上定義されている.

写像 $\phi$ が体 $k$ 上定義されていることより,

$E_{1}(k)\subset\phi^{-1}(E(k))$ , $\phi(E_{1}(k))\subset E(k)$

となることがわかる. また, $E_{1}$ と $E$ は k-isogenous であるから,

rank $E_{1}(k)=rank\phi(E_{1}(k))=rankE(k)=rank\phi^{-1}(E(k))$
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となり, 剰余群
$\phi^{-1}(E(k))/E_{1}(k)$ , $E(k)/\phi(E_{1}(k))$

は共に有限になる. また, これら 2 っの有限群は $\phi$ から induce される写像により
同型になる.

次の補題は, 集合 $\pi^{-1}(S(k))$ を調べるためには, まず群 $\phi^{-1}(E(k))$ に注目する
べきであるということをいっている.

補題 3.1. $P=(P_{1},P_{2})\in A(\overline{Q})$ に対し,

$P\in\pi^{-1}(S(k))\Rightarrow P_{1}\in\phi^{-1}(E(k))$ .

$P=(P_{1}, P_{2})\in\pi^{-1}(S(k))$ に対し, 点 $P$ の座標を $k$ につけ加えて得られる体を
$k(P)$ と書く. このとき, $k(P)$ は一般には, $k$ とは一致しない. そこで, 体の拡大
$k(P)/k$ を調べることが必要になってくる. あとで示すように, $k(P)$ は $k$ に $P_{1}$ の

座標だけをっけ加えた体 $k(P_{1})$ に一致する. よって, 上の補題に基づき, $\phi^{-1}(E(k))$

に属する点の座標を $k$ につけ加えて得られる体を調べることにする.
$Q\in\phi^{-1}(E(k))$ に対し, 点 $Q$ の座標をんにつけ加えて得られる体を $k(Q)$ と書

く. このとき, 体の拡大 $k(Q)/k$ に関して次が成り立っ.

補題 3.2. (i) $Q\in\phi^{-1}(E(k))$ に対し, $k(Q)/k$ は (有限次) ガロア拡大で,
写像

$Ga1(k(Q)/k)arrow\Gamma$ , $\sigma Q^{\sigma}-Q$

は群の単射準同型である. 従って $k(Q)/k$ はアーベル拡大で, $m$ を群 $\Gamma$ の巾指数と
するとき,

$\sigma^{m}=id$ , $\forall\sigma\in Ga1(k(Q)/k)$

が成り立っ.
(ii) $Q,$ $Q’\in\phi^{-1}(E(k))$ に対して,

$Q\equiv Q’$ $(mod. E_{1}(k))\Rightarrow k(Q)=k(Q’)$ .

注意 3.3. $v$ を体 $k$ の有限素点で, 群 $\Gamma$ の巾指数 $m$ と素であるようなものと
する. このとき, 楕円曲線 $E_{1}$ が $v$ で good reduction をもっならば拡大 $k(Q)/k$ に

おいそ $v$ は不分岐であることが示される.

次に, 楕円曲線 $E_{2}$ の方に目を向けることにする.
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$Q\in E_{1}$ (臆) とする. このとき, 補題 3.1で述べたように, 易 (Q) の点 $R$ が存在
して $\pi((Q, R))\in S(k)$ となるためには, $Q\in\phi^{-1}(E(k))$ となることが必要である.

そこで, このような点 $R$ 全体のなす集合を $E_{2}\{Q\}$ とおく :

$E_{2}\{Q\}=\{R\in E_{2}(\overline{Q}) ; (Q,R)\in\pi^{-1}(S(k))\}$ .

以下しばらく, 集合 $E_{2}\{Q\}$ の構造を求めることを考える.
$Q\in\phi^{-1}(E(k))$ に対し, 注意 22や補題 3.2で述べた写像

$Ga1(k(Q)/k)arrow\Gammaarrow Garrow Aut_{k}(E_{2})$

を合成して, 群の単射準同型

$\xi:Ga1(k(Q)/k)arrow Aut_{k}(E_{2})$, $\sigma\xi_{\sigma}$

が得られる. この写像 $\xi$ を使って, 集合 $E_{2}\{Q\}$ |-ま次のように表すことができる.

補題 3.4. (i) $Q\in\phi^{-1}(E(k))$ とするとき,

$E_{2}.\{Q\}=\{R\in E_{2}(k(Q));R^{\sigma}=\xi_{\sigma}(R);\forall\sigma\in Ga1(k(Q)/k)\}$ .

(ii) $Q,$ $Q’\in\phi^{-1}(E(k))$ に対して,

$Q\equiv Q’$ $(mod. E_{1}(k))\Rightarrow E_{2}\{Q\}=E_{2}\{Q’\}$ .

注意 3.5. 準同型写像 $\xi$ は l-cocycle を定める. これに対応して体 $k$ 上定義され
た曲線 $C$ と体 $k(Q)$ 上定義された同型写像 $\theta$ : $Carrow E_{2}$ で,

$\xi_{\sigma}=\theta^{\sigma}0\theta^{-1}$ , $\forall\sigma\in Ga1(k(Q)/k)$

となるものが存在する. (すなわち $C$ は l-cocycle $\xi$ による楕円曲線 $E_{2}$ の twist で
ある.) このとき, $\theta$ によって $C(k)$ の点と $E_{2}\{Q\}$ の点との間に 1対 1の対応がっ
けられる. すなわち, $R\in E_{2}(\overline{Q})$ とするとき,

$R\in E_{2}\{Q\}\Leftrightarrow\theta^{-1}(R)\in C(k)$

が成り立っ.

上の注意からもわかるように, 砺 $\{Q\}$ は空集合になることもある. また, $E_{2}\{Q\}\neq$

$\emptyset$ の場合でも, $E_{2}\{Q\}$ は群 $E_{2}(k(Q))$ の部分集合ではあるが, 必ずしも部分群とはな
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らない. しかしながら, $E_{2}\{Q\}$ がひとっでも点をもっならば, $E_{2}\{Q\}$ は $E_{2}(k(Q))$

のある部分群に関するひとっの剰余類に一致する. すなわち, 次が成り立っ.

補題 3.6. $Q\in\phi^{-1}(E(k))$ に対し, $E_{2}\{Q\}\neq\emptyset$ ならば, $E_{2}(k(Q))$ の部分群
$E_{2}^{*}\{Q\}$ で,

$E_{2}\{Q\}=R+E_{2}^{*}\{Q\}$ , $\forall R\in E_{\sim^{)}}’\{Q\}$

となるものが唯ひとっ存在する. 特に, $O\in E_{2}\{Q\}$ のとき, $E_{2}\{Q\}$ は $E_{2}(k(Q))$

の部分群になる.

補題 $3.4,(i)$ より, $P=(P_{1}, P_{2})\in\pi^{-1}(S(k))$ に対して $k(P)=k(P_{1})$ が成り立っ
ことがわかり, 次の命題が得られる. これは, 超楕円曲面 $S$ 上の全ての k$\sqrt{}\sqrt{}$理点
を得るためには, アーベル多様体 $A$ 上の点のうち, $k$ の有限個の有限次拡大体上定
義されているようなものだけを考えれば十分であるということをいっている.

命題 3.7. 集合 $\pi^{-1}(S(k))$ の点の座標をっけ加えて得られるような, $k$ の拡大
体の全体

$\{k(P) ; P\in\pi^{-1}(S(k))\}$

は有限集合である.

以上の準備によって, 集合 $\pi^{-1}(S(k))$ の次のような表示を得ることができる.

定理 3.8. $k$ を有限次代数体, $S$ を $k$ 上定義された超楕円曲面とする. $A,$ $\pi$ 等
の記号は上の通りとし, 仮定 $1^{o}\triangleleft\circ$が成り立っているものとする. このとき, 集合
$\pi^{-1}(S(k))$ は

$\pi^{-1}(S(k))=Q\in\phi^{-1}(B(k))/_{\emptyset}B_{1}(k)\prod_{B_{2}\{Q\}\neq}((Q, R)+E_{1}(k)xE_{2}^{*}\{Q\})$

と, $A(k(Q))$ の部分群 $E_{1}(k)xE_{2}^{*}\{Q\}$ に関する剰余類の finite disjoint union に表
される. ここで, $R$ は集合 $E_{2}\{Q\}$ の任意の点である.

注意 3.9. $Q^{(1)},$ $Q^{(.2)},$
$\cdots,$

$Q^{(t)}\in\phi^{-1}(E(k))$ を集合

$\{Q\in\phi^{-1}(E(k))/E_{1}(k) ; E_{2}\{Q\}\neq\emptyset\}$

の代表系とする. このとき, 注意 3.5で述べたように, 各 $Q^{(l)}$ に対応して体 $k$ 上定
義された楕円曲線 $C^{(l)}$ と体 $k(Q^{(l)})$ 上定義された同型写像 $\theta^{(1)}$ : $C^{(t)}arrow E_{2}$ が存在
して,

$E_{2}\{Q^{(l)}\}=\theta^{(l)}(C^{(l)}(k))$
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が成り立っ. よって上の式は

$\pi^{-1}(S(k))=\text{垣^{}\ovalbox{\tt\small REJECT}}(Q^{(l)}+E_{l}(k))x\theta^{(1)}(C^{(l)}(k))$

$1=1$

とも書くことができる.

4. 1節で述べた定理の正確な形は次の通りである :

定理 4.1. $k$ を有限次代数体, $S$ を $k$ 上定義された超楕円曲面とし, 3節の仮
定 $1^{o}-4^{o}$が成り立っているものとする. このとき, $S(k)$ が有限集合でない限り, $S$

上の任意の ample な invertible sheaf $\mathcal{L}$ に対して, $Marrow\infty$ のとき,

$N_{\mathcal{L}}(S(k);M)=cM^{\tau/2}+O(M^{(r-1)/2})$

が成り立っ. ここで,

$r= rankE_{1}(k)+Q\in\phi^{-1}(B(k))/B_{1}(k)\max_{B_{2}\{Q\}\neq\emptyset}$
rank $E_{2}^{*}\{Q\}$

であって, $c$ は $\mathcal{L}$ の algebraically equivalent class のみによって定まる正の実数で
ある.

注意 4.2. 注意 3.9の記号を使うと, 上の定理における整数 $r$ は

$r= rankE_{1}(k)+1\max_{\leq\iota\leq e}$ rank $C^{(1)}(k)$

と表すことができる. っまり, $r$ は体 $k$ 上定義された $t+1$ 個の楕円曲線

$E_{1},$ $C^{(1)},$ $C^{(2)},$
$\cdots,$

$C^{(t)}$

のた-有理点のなす群の rank によって決まる定数である. 従って, 楕円曲線に関す
る Birch-Swinnerton-Dyer の予想を仮定すると, 整数 $r$ は上の $t+1$ 個の楕円曲線
のひ函数の $s=1$ における挙動によって統制されることがわかる.

定理 3.8から定理 4.1を導くためには, height function の理論, 特にアーベル多
様体上の N\’eron-Tate height の理論を用いればよい. その結果を簡単にまとめると
次のようになる :

定理 4.3. $K$ を有限次代数体, $A$ を $K$ 上定義されたアーベル多様体とする. $\mathcal{L}$

を $A$ 上の ample な invertible sheaf とし, $h_{\mathcal{L}}$ を $\mathcal{L}$ に関する height function とす
る. このとき,
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(i) 2次形式 $q_{L}$ : $A(\overline{Q})arrow R$ と線型写像 $l_{\mathcal{L}}$ : $A(\overline{Q})arrow R$ がそれぞれ唯ひとっ
存在し, 集合 $A(\overline{Q})$ 上

$h_{\mathcal{L}}=q_{\mathcal{L}}+l_{\mathcal{L}}+O(1)$

が成り立っ. (集合 A(臆) 上の D醪攻 $q_{\mathcal{L}}+l_{\mathcal{L}}$ は invertible sheaf $\mathcal{L}$ に関する Neron-Tate
height と呼ばれる.)

(ii) $qc$ から導かれる実ベクトル空間 $A(K)\otimes Z^{R}$上の 2次形式は非退化かっ正
定値である. また, $\mathcal{M}$ を $\mathcal{L}$ と algebraically equivalent な $A$ 上の invertible sheaf
とするとき, $q_{\lambda\Lambda}$ は $q_{L}$ と一致する.

(iii) 任意の $Q\in A(K)$ および任意の部分群 $B\subset A(K)(\# B=\infty)$ に対して,
$Marrow\infty$ のとき,

$\#\{P\in Q+B ; h_{L}(P)\leq M\}=cM^{r/2}+O(M^{(r-1)/2})$

が成り立っ. ここで,

$r=rankB$ , $c=\# B_{tor}x\frac{v_{o1(\{x\in B\otimes Z^{R;q_{L}(x)\leq 1\})}}}{v_{o1((B\otimes z^{R)/(B/B_{tor}))}}}$

とする.

アーベル多様体上の有理点の分布に関する N\’eron の結果は, 上の定理から直ちに
導かれる.

体 $k$ が必ずしも仮定 $1^{o}-4^{o}$をみたしていなくとも, その適当な有限次拡大 $k’$ は

仮定 $1^{o}-4^{o}$をみたし, そのとき当然ながら,

$\{P\in S(k) ; h_{L}(P)\leq M\}\subset\{P\in S(k’) ; h_{L}(P)\leq M\}$

となっている. また, 定理 4.1における整数 $r$ はもちろん $\mathcal{L}$ のとり方にはよってい
ない. これより次が得られる.

系 4.4. $k$ を有限次代数体, $S$ を $k$ 上定義された超楕円曲面とする. このとき,
定数 $r\in R\geq 0$ が存在して, $S$ 上の任意の ample な invertible sheaf $\mathcal{L}$ に対して,
$Marrow\infty$ のとき,

$N_{\mathcal{L}}(S(k);M)=O(M^{f})$

が成り立っ.

-#x’\iota に, 有限次代数体 $k$ 上定義された非特異な射影多様体 $V$ および $V$上の ample
な invertible sheaf $\mathcal{L}$ に対し,

$Z_{\mathcal{L}}(s)= \sum_{P\in V(k)}H_{\mathcal{L}}(P)^{-}$
$(s\in C)$
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なるディリクレ級数の性質が [1] や [4] の中で研究されている. ここで $H_{\mathcal{L}}=\exp oh_{L}$

は exponential height である. このとき, 上の系より次が得られる.

系 4.5. $k$ を有限次代数体, $S$ を $k$ 上定義された超楕円曲面とする. このとき,
$S$ 上の任意の ample な invertible sheaf $\mathcal{L}$ に対して, ディリクレ級数

$Z_{\mathcal{L}}(s)= \sum_{P\epsilon s(k)}H_{L}(P)^{-s}$
$(s\in C)$

は ${\rm Re} s>0$ であるような任意の $s$ に対して (絶対かっ局所一様に) 収束する.
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