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合流型超幾何微分方程式の Resurgent 方程式と Stokes 係数

お茶の水女子大学理学部数学科 真島秀行 (Hideyuki Majima)

1. 5
2階合流型超幾何微分方程式の不確定特異点の状況を調べるのに Laplace-

Borel-Ecalle の方法を使うと見通しよ \langle Stokes 係数を計算できることを説

明したい. 無限遠点での形式解の Borel 変換が Gauss の超幾何関数で表

され Ecalle の resurgent 方程式が超幾何関数の接続公式を用いて書き表せ

る. それを Laplace 変換することにより形式解に漸近展開される解がえら

れ Stokes 係数が明示的に計算できる. この方法は古典的に知られていると

もいえるが (cf. [7,8,12]) resurgent 方程式を明示的に用いると非常に見通

しよく計算ができることを強調したい. なお, (一般に) 形式解の Borel 変

換が限りなくどこまでも鰍斤接続できる, すなわち, resurgent 関数である

ことをことを初めて主張し, それを詳しく解析するための手段, resurgent

calculus を発見したのは Ecalle である. 同様の方法で, 2変数の合流型超

幾何微分方程式の stokes 係数を求めることができる.

2. 超幾何微分方程式について

超幾河級数

$F(a, b, ; c; \xi)=\sum_{k=0}^{\infty}\frac{\Gamma(a+k)\Gamma(b+k)\Gamma(c)}{\Gamma(a)\Gamma(b)\Gamma(c+k)k!}\xi^{k}$
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は複素平面の原点を中心とする半径 1の円板で収束し, 解析関数を表すが、

それは超幾何微分方程式

$(1- \xi)\xi\frac{d^{2}}{d\xi^{2}}F+(c-(a+b+1)\xi)\frac{d}{d\xi}F-abF=0$

を満たす. もし $c$ が整数でなければ

$F_{0}=(F(a, b;c;\xi),$ $\xi^{1-c}F(a-c+1, b-c+1;2-c;\xi))$

および,

$F_{1}=(F(a, b;1+a+b-c;1-\xi),$ $(1-\xi)^{c-a-b}F(c-a, c-b;1+c-a-b;1-\xi))$

がそれぞれ原点と点 1における超幾何微分方程式の解の基本系を成す. そ

れらの間には次のような線型関係がある, すなわち, 可逆行列 $P$ があって

$F_{0}$ と $F_{1}$ は (cf. [7,8,12]):

$F_{0}=F_{1}P$ ,

という関係式を満たす, $rightarrow$ て$\backslash$

$P=( \frac{}{\Gamma(a)\Gamma(b)}\frac{\Gamma(c)\Gamma(c-a-b)}{rr\}_{c)\Gamma(a+b-c}^{c-a)\Gamma(c-b}\{}\frac{\frac{\Gamma(2-c)\Gamma(c-a-b)}{\Gamma(2-c)\Gamma(a+b-c)\Gamma(1-a)\Gamma(1-b)}}{\Gamma(a-c+1)\Gamma(b-c+1)})$ ,

で, その逆行列は次のように与えられる,

$P^{-1}=($ $\frac{\Gamma(1-c)\Gamma(1-c+a+b)}{\frac{\Gamma\Gamma\}_{c-1)\Gamma(1-C+a+b}^{a-C+1)\Gamma(b-C+1}\{}{\Gamma(a)\Gamma(b)}}$ $\frac{\Gamma(1-c)\Gamma(1-a-b+c)}{\frac{\Gamma(c-1)\Gamma(1-a-b+c)\Gamma(1-a)\Gamma(1-b)}{\Gamma(c-a)\Gamma(c-b)}}$ ) .

3. 2階の一般合流型超幾何微分方程式

3.1. 一般合流型超幾何微分方程式の形式解とその Borel 変換
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次の型の微分方程式

$\frac{d^{2}}{dz^{2}}w+(A_{0}+\frac{A_{1}}{z})\frac{d}{dz}w+(B_{0}+\frac{B_{1}}{z}+\frac{B_{2}}{z^{2}})w=0$ .

を考えよう. これは 2階の一般合流型超幾何微分方程式とよばれ, Rie-

mann 球面の原点を確定特異点とし, 無限遠点を 1級の不確定特異点とする

最も一般な微分方程式である. ここで, 2次方程式

$\rho^{2}+A_{0}\rho+B_{0}=0$

が 2つの相異なる解をもつとし, それらを $\rho_{1}$ と $\rho_{2}$ で表すと

$\rho_{1}+\rho_{2}=-A_{0},$ $\rho_{1}\rho_{2}=B_{0}$

が成り立つ. このとき上の微分方程式は,

$\exp(\rho z)\phi(\rho;z),$ $\phi(\rho;z)=z^{-\kappa}\sum_{k=0}^{\infty}c_{k}(\rho)z^{-k}$ ,

という形の形式解をもつ. ここで, $\rho=\rho j(j=1,2)$ に対して

$\kappa=\frac{A_{1}\rho+B_{1}}{2\rho+A_{0}}$ ,

$c_{k+1}( \rho)=\frac{(\kappa+k)(\kappa+k+1)-A_{1}(\kappa+k)+B_{2}}{(2\rho+A_{0})(\kappa+k+1)-(A_{1}\rho+B_{1})}c_{k}(\rho)$ .

さらに, 次の方程式

$t^{2}-(3-A_{1})t+(2-A_{1}+B_{2})=0$ ,

の解を, $\alpha$ と $\beta$ で表し, $\gamma=2-\kappa$ とおけば,

$c_{k+1}( \rho)=\frac{(\alpha-\gamma+k+1)(\beta-\gamma+k+1)}{(2\rho+A_{0})(k+1)}c_{k}(\rho)(k=0,1,2, \ldots)$ ,



131

すなわち,

$c_{k}(\rho)=\ovalbox{\tt\small REJECT}\Gamma(\alpha-\gamma+1)\Gamma(\beta-\gamma+1)(2\rho+A)^{k}k!^{c_{0}(\rho)}\Gamma(\alpha-\gamma+k+1)\Gamma(\beta-\gamma+k+_{0}1)(k=0,1,2, \ldots)$ ,

であることがわ $\emptyset$ る. 従って, $\kappa$ が整数でなければ $\phi(\rho;z)$ の Borel 変換

$\Phi(\rho;\zeta)=\sum_{k=0}^{\infty}\frac{c_{k}(\rho)}{\Gamma(k+\kappa)}\zeta^{k+\kappa-1}$ ,

は

$\frac{(2\rho+A_{0})^{\kappa-1}}{\Gamma(\kappa)}c_{0}(\rho)(\frac{\zeta}{(2\rho+A_{0})})^{1-\gamma}F(\alpha-\gamma+1, \beta-\gamma+1;2-\gamma;\frac{\zeta}{2\rho+A_{0}})$ ,

に等しく, これはパラメタが $(\alpha, \beta;\gamma)$ で変数が $\xi=\frac{\zeta}{2\rho+A_{0}}$ の超幾何微分

方程式の原点の近傍の解に他ならない.

3.2. 2階の一般合流型超幾何微分方程式に対する Resurgent 方程式

さて, ここで

$\rho_{1}-\rho_{2}=2\rho_{1}+A_{0}$ , $\rho_{2}-\rho_{1}=2\rho_{2}+A_{0}$ ,

$1- \frac{\zeta}{\rho_{1}-\rho_{2}}=\frac{\zeta-(\rho_{1}-\rho_{2})}{\rho_{2}-\rho_{1}}$ ,

$1- \frac{\zeta}{\rho_{2}-\rho_{1}}=\frac{\zeta-(\rho_{2}-\rho_{1})}{\rho_{1}-\rho_{2}}$ ,

$\gamma_{1}-\alpha-\beta=1-\gamma_{2},$ $\gamma_{1}-\alpha=\beta-\gamma_{2}+1,$ $\gamma_{1}-\beta=\alpha-\gamma_{2}+1$ ,

であることに注意し接続公式を使うと

$( \frac{(2\rho_{1}+A_{0})^{\prime_{1}^{\wedge.-1}}\backslash }{\Gamma(\kappa_{1})}c_{0}(\rho_{1}))^{-1}\Phi(\rho_{1}; \zeta)$

$=a_{11}F( \alpha_{1},\beta_{1}; 1+\alpha_{1}+\beta_{1}-\gamma_{1}; 1-\frac{\zeta}{\rho_{1}-\rho_{2}})$
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$+a_{12}(1- \frac{\zeta}{\rho_{1}-\rho_{2}})^{\gamma_{1}-\alpha_{1}-\beta_{1}}F(\gamma_{1}-\alpha_{1},\gamma_{1}-\beta_{1};1+\gamma_{1}-\alpha_{1}-\beta_{1};1-\frac{\zeta}{\rho_{1}-\rho_{\underline{9}}})$ ,

すなわち,

$( \frac{(2\rho_{1}+A_{0})^{\kappa_{1}-1}}{\Gamma(\kappa_{1})}c_{0}(\rho_{1}))^{-1}\Phi(\rho_{1};\zeta)$

$=a_{11}F( \alpha_{2},\beta_{2};\gamma_{2};1+\frac{\zeta}{\rho_{2}-\rho_{1}})$

$+a_{12}( \frac{(\rho_{2}-\rho_{1})^{\kappa_{2}-1}}{\Gamma(\kappa_{2})}c_{0}(\rho_{2}))^{-1}\Phi(\rho_{2};\zeta-(\rho_{1}-\rho_{2}))$ ,

がわかる. ここで,

$\alpha_{1}=\alpha,$ $\beta_{1}=\beta,$ $\alpha_{2}=\beta,$ $\beta_{2}=\alpha$ ,

$a_{11}= \frac{\Gamma(2-\gamma_{1})\Gamma(\gamma_{1}-\alpha-\beta)}{\Gamma(1-\alpha)\Gamma(1-\beta)}$ ,

$a_{12}= \frac{\Gamma(2-\gamma_{1})\Gamma(\alpha+\beta-\gamma_{1})}{\Gamma(\alpha-\gamma_{1}+1)\Gamma(\beta-\gamma_{1}+1)}$ ,

とおいた. よって, 次の関係式 (R-1):

$\Phi(\rho_{1};\zeta\exp(2i\pi))-\Phi(\rho_{1};\zeta)$

$=(\exp(2i\pi\kappa_{1})-1)\Phi(\rho_{1};\zeta)$

$=(\exp(2i\pi\kappa_{1})-1)ca_{12}\Phi(\rho_{2};\zeta-(\rho_{1}-\rho_{2}))$

$+( \exp(2i\pi\kappa_{1})-1)\frac{(\rho_{1}-\rho_{2})^{\kappa_{1}-1}\prime}{\Gamma(\kappa_{1})}c_{0}(\rho_{1})a_{11}F(\alpha_{2},\beta_{2};\gamma_{2};1+\frac{(}{\rho_{2}-\rho_{1}})$ ,

を得る. ここで

$c= \frac{(\rho_{1}-\rho_{2})^{\kappa_{1}-1}\Gamma(\kappa_{2})c_{0}(\rho_{1})}{(\rho_{2}-\rho_{1})^{\kappa_{2}-1}\Gamma(\kappa_{1})c_{0}(\rho_{2})}$,

とおいた. 同様にして, 関係式 (R-2):

$\Phi(\rho_{2)}\cdot\zeta\exp(2i\pi))-\Phi(\rho_{2};\zeta)$
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$=(\exp(2i\pi\kappa_{2})-1)\Phi(\rho_{2};\zeta)$

$=(\exp(2i\pi\kappa_{2})-1)c^{-1}a_{21}\Phi(\rho_{1};\zeta-(\rho_{2}-\rho_{1}))$

$+( \exp(2i\pi\kappa_{2})-1)\frac{(\rho_{2}-\rho_{1})^{\kappa_{2}-1}}{\Gamma(\kappa_{2})}c_{0}(\rho_{2})a_{1}’$ . $F( \alpha_{1},\beta_{1};\gamma_{1}; 1+\frac{\zeta}{\rho_{1}-\rho_{\sim}})$ ,

を得る. ここで,

$a_{11^{/}}= \frac{\Gamma(2-\gamma_{2})\Gamma(\gamma_{2}-\alpha-\beta)}{\Gamma(1-\alpha)\Gamma(1-\beta)}$

$a_{21}= \frac{\Gamma(2-\gamma_{2})\Gamma(\alpha+\beta-\gamma_{2})}{\Gamma(\alpha-\gamma_{2}+1)\Gamma(\beta-\gamma_{2}+1)}$

とおいた. これらの関係式は 2階の一般合流型超幾何微分方程式に対する

Eca11e[6] の Resurgent 方程式に他ならない.

さて, $\Phi(\rho j;\zeta)$ の一般 Laplace 変換

$\mathcal{L}(C;\Phi(\rho_{j};\zeta);z)=\int_{C}\exp(-z\zeta)\Phi(\rho_{j};\zeta)d\zeta,$ $(j=1,2)$ ,

を考える. ここで $C$ は次の積分路のうちの 1つとする ;

$\bullet$ $C(\rho_{1}-\rho_{2}; \theta)$ :無限遠点から $\arg(\zeta-(\rho_{1}-\rho_{2}))$ が $\theta$ の方向から点 $\rho_{1}-\rho_{2}$

に近づき一周して $\theta+2\pi$ の方向で無限遠点へ遠ざかる積分路,

$\bullet$ $C(O;\theta)$ . 無限遠点から $\arg(\zeta)$ が $\theta$ の方向から原点に近づき一周して

$\theta+2\pi$ の方向で無限遠点へ遠ざかる積分路,

$\bullet$ $C(\rho_{2}-\rho_{1}; \theta)$ :無限遠点から $\arg(\zeta-(\rho_{2}-\rho_{1}))$ が $\theta$ の方向から点 $\rho_{2}-\rho_{1}$

に近づき一周して $\theta+2\pi$ の方向で無限遠点へ遠ざかる積分路.
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このとき $j=1$ に対しては

$\arg(\rho_{1}-\rho_{2})-2\pi<\theta<\arg(\rho_{1}-\rho_{2})$ ,

であれば, $\zeta$ が無限遠点に近づくとき $\exp(-z\zeta)$ が $0$ に近づくので,

$(\exp(2i\pi\kappa_{1})-1)^{-1}\exp(\rho_{1}z)\mathcal{L}(C(0;\theta);\Phi(\rho_{1}\rangle\zeta);z)$

は角領域

$\frac{\pi}{2}<\arg(-\zeta z)<\overline{2}$

$3\pi$

すなわち,

$- \frac{\pi}{2}-\theta<\arg z<\frac{\pi}{2}-\theta$ ,

で解析的で, 形式解 $\exp(\rho_{1}z)\phi$ ( $\rho_{1}$ ; z) に漸近展開される解となる. その解析

接続を考えることにより, 角領域

$- \frac{\pi}{2}-\arg(\rho_{1}-\rho_{2})<\arg z<\frac{5\pi}{2}-\arg(\rho_{1}-\rho_{2})$ ,

で解析的で, 形式解 $\exp(\rho_{1}z)\phi$ ( $\rho_{1}$ ; z) に漸近展開される解

$(\exp(2i\pi\kappa_{1})-1)^{-1}\exp(\rho_{1}z)\overline{\Phi}(\rho_{1};z)$

を得る. 同様に $j=2$ に対して,

$\arg(\rho_{2}-\rho_{1})-2\pi=\arg(\rho_{1}-\rho_{2})-\pi<\theta<\arg(\rho_{1}-\rho_{2})+\pi=\arg(\rho_{2}-\rho_{1})$ ,

であれば, $\zeta$ が無限遠点に近づくとき $\exp(-z\zeta)$ が $0$ に近づくので,

$(\exp(2i\pi\kappa_{2})-1)^{-1}\exp(\rho_{2}z)\mathcal{L}(C(0;\theta);\Phi(\rho_{2};\zeta);z)$
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は

$\frac{\pi}{2}<\arg(-(z)<\frac{3\pi}{2}$

すなわち,

$- \frac{\pi}{2}-\theta<\arg z<\frac{\pi}{2}-\theta$ ,

で解析的で, 形式解 $\exp(\rho_{2}z)\phi$ ( $\rho_{2}$ ; z) に漸近展開される解となる. その解析

接続を考えることにより, 角領域

$- \frac{\pi}{2}-\arg(\rho_{2}-\rho_{1})=$

$- \frac{3\pi}{2}-\arg(\rho_{1}-\rho_{2})<\arg z<\frac{3\pi}{2}-\arg(\rho_{1}-\rho_{2})$

$= \frac{5\pi}{2}-\arg(\rho_{2}-\rho_{1})$ ,

で解析的で, 形式解 $\exp(\rho_{2}z)\phi$ ( $\rho_{2}$ ; z) に漸近展開される解

$(\exp(2i\pi\kappa_{2})-1)^{-1}\exp(\rho_{2}z)\overline{\Phi}(\rho_{2};z)$

を得る. このとき, 関係式 (R-1) と (R-2) でそれぞれ, 次の図

$C(\rho_{1}-\rho_{2};\arg(\rho_{1}-\rho_{2}))$ : $0$ . $\rho_{1}-\rho_{2}$

と

$C((\rho_{1}-\rho_{2})\exp(i\pi);\arg(\rho_{1}-\rho_{2})+\pi)$ :

の積分路による Laplace 変換をとり, 積分路を次の図
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のように変形させることにより, 関係式 (S-1)

$-\exp(\rho_{1}z)\overline{\Phi}(\rho_{1};z\exp(2i\pi))\exp(-2i\pi\gamma_{1})+\exp(\rho_{1}z)\overline{\Phi}(\rho_{1};z)$

$=c(\exp(2i\pi\kappa_{1})-1)a_{12}\exp(\rho_{2}z)\overline{\Phi}(\rho_{2};z)$ ,

が角領域

$- \frac{\pi}{2}-\arg(\rho_{1}-\rho_{2})<\arg z<\frac{\pi}{2}-\arg(\rho_{1}-\rho_{2})$ ,

で成り立ち, 関係式 (S-2)

$-\exp(\rho_{2}z)\overline{\Phi}(\rho_{2};z\exp(2i\pi))\exp(-2i\pi\gamma_{2})+\exp(\rho_{2}z)\overline{\Phi}(\rho_{2};z)$

$=c^{-1}(\exp(2i\pi\kappa_{2})-1)a_{21}\exp(\rho_{1}z)\overline{\Phi}(\rho_{1};z\exp(2i\pi))$ ,

が角領域

$- \frac{3\pi}{2}-\arg(\rho_{1}-\rho_{2})<\arg z<-\frac{\pi}{2}-\arg(\rho_{1}-\rho_{2})$ ,

でそれぞれ成立する.
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3.3. 2階の一般合流型超幾何微分方程式の不変量

以下では, 定数 $(A_{0}, A_{1}, B_{0}, B_{1})$ , すなわち, $(\rho_{1}, \rho_{2}, \kappa_{1}, \kappa_{2})$ を一組固定し

$B_{2}$ をパラメタと考える. 2階の一般合流型超幾何微分方程式 $th1$ 階の線

型系

$\frac{d}{dz}(\begin{array}{l}w\frac{d}{dz}w\end{array})=(\begin{array}{lll} 01 -(B_{0}+ \frac{B_{1}}{z}+\frac{B_{2}}{z^{2}})-(A_{0}+ \frac{A_{l}}{z})\end{array}) (\begin{array}{l}w\frac{d}{dz}w\end{array})$ ,

のように書きなおせる. 形式解があるということは, 無限遠点における形式

変換

$(\begin{array}{l}w\frac{d}{dz}w\end{array})$

$=( \frac{d}{dz}(\emptyset(\rho_{1)z^{1})e^{\rho_{1}z})z^{\kappa_{1}}e^{-\rho_{1}z}}^{\phi(\rho;z)z^{\kappa_{1}}}\frac{d}{dz}(\emptyset(\rho_{2;z^{2})e^{\rho_{2}})^{\kappa}z^{2}e^{-\rho_{2}z}}^{\phi(\rho;z)_{z}z}\kappa_{2})(\begin{array}{l}v_{l}v_{\underline{9}}\end{array})$,

により, 上の線型系が

$\frac{d}{dz}(\begin{array}{l}v_{1}v_{2}\end{array})=(\rho_{1}-\frac{\kappa_{1}}{z}0\rho_{2}-\frac{\kappa_{2}}{z}0)(\begin{array}{l}v_{1}v_{2}\end{array})$ ,

に変換されることを意味する. この系を $E(\rho_{1}, \rho_{2}, \kappa_{1}, \kappa_{2})$ で表し標準形とい

うことにする. さて, 無限遠点で有理型の関数行列 $A=(a_{ij}(z))_{i,j=1,2}$ を係

数とする線型常微分方程式系

$E_{A}$ : $\frac{d}{dz}(\begin{array}{l}w_{1}w_{2}\end{array})=(\begin{array}{ll}a_{1l}(z) a_{12}(z)a_{21}(z) a_{22}(z)\end{array}) (\begin{array}{l}w_{1}w_{2}\end{array})$ ,

を考える. 上のような線型常微分方程式系で形式変換により標準形

$E(\rho_{1},\rho_{2}, \kappa_{1}, \kappa_{2})$
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に形式変換で変換されるようなものの全体の集合を

$\mathcal{E}(\rho_{1},\rho_{2)}\kappa_{1}, \kappa_{2})$

で表そう. 2つの線型常微分方程式系 $E_{A}$ と $E_{B}$ が解析的に同値であると

は, $E_{A}$ が無限遠点で解析的な変換で $E_{B}$ に変換されることであると定義す

る. このとき, $E_{A}\sim E_{B}$ , と書くことにする. Sibuya[ll], Malgrange[10]

と Babbitt-Varadarajan[1] による線型常微分方程式系の不確定特異点にお

ける分類理論によれば

$\mathcal{E}(\rho_{1},\rho_{2}, \kappa_{1}, \kappa_{2})/\sim\simeq$ $H^{1}(S^{1}, \Lambda)/\sim H$ ,

という集合の同型対応がある. ここで, A は無限遠点に向かう方向の集合

$S^{1}$ の上の, 微分方程式

$\frac{d}{dz}P=(\rho_{1}-\frac{\kappa_{1}}{z}0\rho_{2}-\frac{\kappa_{2}}{z}0)P-P(\rho_{1}-\frac{\kappa_{1}}{z}0\rho_{2}-\frac{\kappa_{2}}{z}0)$ ,

の解で単位行列に漸近展開される行列値関数 $P$ の芽の層で, 2つのコホモ

ロジークラス $(P_{j})$ と $(Q_{ij})$ が同値であるとは, 定数行列

$G=(\begin{array}{ll}\iota\nearrow 00 \mu\end{array})$

で

$G(P_{ij})G^{-1}=(Q_{ij})$ ,

となるものが存在することと定め,

$(P_{ij})\sim H(Q_{ij})$ ,
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と表すことにした. $S^{1}$ の開被覆 $\{U_{1}, U_{2}\}$ を

$U_{1}= \{\exp(i(\arg z)) : -\frac{\pi}{2}-\arg(\rho_{1}-\rho_{2})<\arg z<\frac{3\pi}{2}-\arg(\rho_{1}-\rho_{2})\}$ ,

$U_{2}= \{\exp(i(\arg z)) : \frac{\pi}{2}-\arg(\rho_{1}-\rho_{2})<\arg z<\frac{5\pi}{2}-\arg(\rho_{1}-\rho_{2})\}$ ,

ととると, $H^{1}(S^{1},\Lambda)$ は

$\{(\begin{array}{ll}l c_{l2}0 1\end{array}), (\begin{array}{ll}1 0c_{2l} 1\end{array})\}$

と同型だから,

$H^{1}(S^{1},\Lambda)/\sim H$

は

$\{c_{12}c_{21}\}$ ,

と同一視される. 一般合流型超幾何微分方程式の形式解

$(\exp(\rho_{1})\phi(\rho_{1};z),\exp(\rho_{2})\phi(\rho_{2};z))$ ,

に漸近展開される解の基本系として, $U_{1}$ 上で

$(e_{1}\exp(\rho_{1}z)\overline{\Phi}(\rho_{1};z), e_{2}\exp(\rho_{2}z)\overline{\Phi}(\rho_{2};z))$ ,

をとり, ので

$(e_{1}\exp(\rho_{1}z)\overline{\Phi}(\rho_{1};z), e_{2}\exp(\rho_{2}z)\overline{\Phi}(\rho_{2};z\exp(-2i\pi))\exp(2i\pi\gamma_{2}))$,

をとることにしよう. ここで,

$e_{1}=(\exp(2i\pi\kappa_{1})-1)^{-1}$ , $e_{2}=(\exp(2i\pi\kappa_{2})-1)^{-1}$ ,
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とおいた. このとき, $z$ が

$\frac{\pi}{2}-\arg(\rho_{1}-\rho_{2})<\arg z<\frac{3\pi}{2}-\arg(\rho_{1}-\rho_{2})$ ,

であるとき, 関係式 (S-2) により

$(e_{1}\exp(\rho_{1}z)\overline{\Phi}(\rho_{1};z),e_{2}\exp(\rho_{2}z)\overline{\Phi}(\rho_{2};z\exp(-2i\pi))\exp(2i\pi\gamma_{2}))$

$=(e_{1}\exp(\rho_{1}z)\overline{\Phi}(\rho_{1};z), e_{2}\exp(\rho_{2}z)\overline{\Phi}(\rho_{2};z))(\begin{array}{ll}1 c_{12}0 1\end{array})$ ,

が成り立つ. また, 関係式 (S-1) より, $z$ が

$\frac{3\pi}{2}-\arg(\rho_{1}-\rho_{2})<\arg z<\frac{5\pi}{2}-\arg(\rho_{1}-\rho_{2})$ ,

であるとき

$(e_{1}\exp(\rho_{1}z)\overline{\Phi}(\rho_{1};z\exp(-2i\pi)),e_{2}\exp(\rho_{2}z)\overline{\Phi}(\rho_{2};z\exp(-2i\pi)))$

$=(e_{1}\exp(\rho_{1}z)\overline{\Phi}(\rho_{1};z), e_{2}\exp(\rho_{2}z)\overline{\Phi}(\rho_{2};z\exp(-2i\pi))\exp(2i\pi\gamma_{2}))$

$\cross(\begin{array}{ll}1 0c_{21} 1\end{array})(\begin{array}{ll}exp(-2i\pi\gamma_{l}) 00 exp(-2i\pi\gamma_{2})\end{array})$

が成立することがわかる. ここで,

$c_{12}=c^{-1}e_{1}^{-1}e_{2}(\exp(2i\pi\kappa_{2})-1)a_{21}\exp(2i\pi\gamma_{2})$ ,

$c_{21}=ce_{1}e_{2}^{-1}(\exp(2i\pi\kappa_{1})-1)a_{12}\exp(2i\pi(\gamma_{1}-\gamma_{2}))$

([4] も参照のこと.) 従って, 分類の不変量が

$c_{12}c_{21}=a_{12}a_{21}(\exp(2i\pi\kappa_{2})-1)(\exp(2i\pi\kappa_{1})-1)\exp(2i\pi\gamma_{1})$ .
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と計算される. $\Gamma$ 関数の公式と $\rho j$ , $\kappa_{j}(j=1,2),$ , の定義式から,

$c_{12}c_{21}=-2\exp(i\pi(\kappa_{2}-\kappa_{1}))(\cos(\kappa_{1}-\kappa_{2})\pi+\cos(\beta-\alpha)\pi)$ ,

であることがわかる.

$(\beta-\alpha)^{2}=(A_{1}-1)^{2}-4B_{2}$ ,

であるからパラメタが $B_{2}$ と瑳の 2つの一般合流型超幾何微分方程式が解

析的に同値であるのは

$((A_{1}-1)^{2}-4B_{2})^{\frac{1}{2}}=\pm((A_{1}-1)^{2}-4B_{2}’)^{\frac{1}{2}}+2n$ ,

すなわち,

$(B_{2}’-B_{2}+n^{2})^{2}=n^{2}((A_{1}-1)^{2}-4B_{2})$ ,

が或る整数 $n$ に対して成立するとき, しかも, そのときのみであることが

わかる.

4. 特殊な場合 :Bessel, Kummer, Whittaker, Weber と Airy.

4.1. Bessel 方程式

$A_{0}=0,$ $A_{1}=1,$ $B_{0}=1,$ $B_{1}=0,$ $B_{2}=-\iota\nearrow^{2}$

$\rho_{1}=i,$ $\kappa_{1}=\frac{1}{2},$ $\gamma_{1}=\frac{3}{2}$ ,

$\rho_{2}=-i,$ $\kappa_{2}=\frac{1}{2},$ $\gamma_{2}=\frac{3}{2}$ ,

$\alpha=1-\nu,$ $\beta=1+\nu$ ,

$a_{12}=a_{21}=-\cos(\pi U)$ ,
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$c_{12}c_{21}=-4\cos^{2}(\pi\nu)$ .

$B_{2}=-\nu^{2}$ だから, パラメタが $I/$ と $l/’$ の 2つの Bessel 方程式が解析的に

同値であるのは, $l/’=\pm\nu+n$ が或る整数 $n$ に対して成り立つとき, そし

て, そのときに限る. ([2] も参照のこと.)

4.2. Kummer 方程式

$A_{0}=-1,$ $A_{1}=c,$ $B_{0}=0,$ $B_{1}=-a,$ $B_{2}=0$ ,

$\rho_{1}=0,$ $\kappa_{1}=a,$ $\gamma_{1}=2-a$ ,

$\rho_{2}=1,$ $\kappa_{2}=c-a,$ $\gamma_{2}=2-c+a$ ,

$\alpha=2-c,$ $\beta=1$ ,

$a_{12}=a_{21}=1$ ,

$c_{12}c_{21}=-2\exp(i\pi(c-2a))(\cos((2a-c)\pi)-\cos(c\pi))$ .

4.3. Whittaker 方程式

$A_{0}=0,$ $A_{1}=0,$ $B_{0}=- \frac{1}{4},$ $B_{1}=k,$ $B_{2}= \frac{1}{4}-m^{2}$ ,

$\rho_{1}=\frac{1}{2},$ $\kappa_{1}=k,$ $\gamma_{1}=2-k,$ ,

$\rho_{2}=-\frac{1}{2},$ $\kappa_{2}=-k,$ $\gamma_{2}=2+k,$ ,

$\alpha=\frac{3}{2}+m,$ $\beta=\frac{3}{2}-m$ ,

$a_{12}= \frac{\Gamma(k)\Gamma(1+k)}{\Gamma(\frac{1}{2}+m+k)\Gamma(\frac{1}{2}-m+k)}$ $a_{21}= \frac{\Gamma(-k)\Gamma(1-k)}{\Gamma(\frac{1}{2}+m-k)\Gamma(\frac{1}{2}-m-k)}$
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$c_{12}c_{21}=-2(\cos 2k\pi+\cos 2m\pi)\exp(-2ki\pi)$ .

4.4. Weber 方程式

Weber 方程式とは Kummer 方程式でパラメタを $(a, c)=(- \frac{\iota/}{2}, \frac{1}{2})$ とし

たものに変数変換,

$v(z)= \exp(-\frac{z^{2}}{2})w(z^{2})$ ,

をしてえられる方程式

$\frac{d^{2}v}{dz^{2}}+(2\iota\nearrow+1-z^{2})v=0$ ,

のことで,

$\rho_{1}=\frac{1}{2},$ $\kappa_{1}=-\frac{t/}{2},$
$,$

$\gamma_{1}=2+\frac{\nu}{2}$ ,

$\rho_{2}=-\frac{1}{2},$ $\kappa_{2}=\frac{1+\nu}{2},$
$,$

$\gamma_{2}=2-\frac{1+\nu}{2}$ ,

$\alpha=\frac{3}{2},$ $\beta=1$ ,

$a_{12}=a_{21}=1$

$c_{12}c_{21}=\exp(2i\pi\nu)-1$ .

4.5. Airy 方程式

Airy 方程式とは

$\frac{d^{2}v}{dz^{2}}-zv=0$ ,

のことで, Bessel 方程式においてパラメタを $\nu=\frac{1}{3}$ とし, 変数変換

$v(z)=(z^{\frac{3}{2}})^{\frac{1}{3}}w( \frac{2}{3}iz^{\frac{3}{2}})$ ,
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をしたものになっている.

$\rho_{1}=i,$ $\kappa_{1}=\frac{1}{6},$ $\gamma_{1}=\frac{11}{6}$ ,

$\rho_{2}=-i,$ $\kappa_{2}=\frac{1}{6}$ $\gamma_{2}=\frac{11}{6}$

$\alpha=\frac{5}{3}$ $\beta=1$ ,

$a_{12}=a_{21}=1$ ,

$c_{12}c_{21}=-1$ .
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