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補外法と特異不動点問題

長崎総合科学大 長田直樹 (Naoki Osada)

1. はじめに
$E=R^{N}$または $C^{N}$ とし, $G$ : $Earrow E$とする. $N=1$ の場合の $G$ の不動点を求める

Aitken-Steffensen 公式は, $N>1$ の場合に以下のようにして拡張できる:たを自然数とし,
$T$ : $E^{k+1}arrow E$とする. 初期値 $y^{0}\in E$を選ぶ. 各 $n=0,1,$ $\ldots$ , に対し, $s^{0}=y^{n}$ , $s^{i+1}=$

$G(s^{i})$ $(i=0, \ldots, k-1)$ とし, $y^{n+1}=T(s^{0}, \ldots, s^{k})$ とおく. ベク トル列 $(y^{n})$ を, $T$に関
する Steffensen 型反復列と呼ぶ. $T$として, 連立方程式に対する Steffensen 変換 (Henrici[6,
p.116]) , ベク トル $\epsilon$算法 (Brezinski[l], Gekeler[5]) および最小多項式補外 (Skelboe[16]) など
が取り上げられている. $G$ が不動点 $x^{*}$ の近傍で Fr\’echet 微分可能で $G’$が Lipschitz 条件を満
たし, $I-G’(x^{*})$ が正則, 初期値 $y^{0}$が $x^{*}$ に十分近く, 各 $n$ に対し, $T(s^{n}, \ldots, s^{n+k})$ が定義
出来れば, Steffensen 型反復列 $(y^{n})$ は, $||y^{n+1}-x^{*}||=O(||y^{n}-x^{*}||^{2})$ を満たす $([8][9][17])$ .

$I-G’(x^{*})$ が特異なとき, $x=G(x)$ を特異不動点問題と呼ぶ. $N=1$ の場合, すなわち
$G’(x^{*})=1$ のときは, 3 っの方法が考えられている:

(i) $x^{n+1}=G(x^{n})$ によって生成される数列 $(x^{n})$ は, $G$ がある種の条件を満たすときには,
$x^{n}-x^{*}$ は漸近列 $\{(\log n)^{\alpha}/n^{\beta}\}$ に関する漸近展開で表せる. そこで, $(x^{n})$ に修正 $\epsilon$算法, 修正
Aitken $\delta^{2}$法, $\theta$算法や Lubkin の $W$変換などを適用する (Sablonni\‘ere[13,14], Sedogbo[15]).

(ii) Aitken-Steffensen 反復列は線型収束するので, もう一度 Aitken-Steffensen 反復を行
う. (Ostrowski[12], 伊理 [7])

(iii) 修正 Aitken $\delta^{2}$法を用いて Steffensen 型反復列を作る. (Sablonni\‘ere[14])
本論文では, $N\geq 1$ の場合の特異不動点問題の反復列の漸近的性質と, 補外法の適用につ

いて述べ, 数値例による比較を行う.

2. 反復列の漸近的性質
2.1. $E=R$ のとき

Sablonni\‘ere は de Bruijn[3]の結果を用いて, 次の定理を与えた [13].$\cdot$

定理 $G(x)$ は

$G(x) \sim x+\sum_{i=2}^{\infty}c_{j}(x-x^{*})^{j}$

を満たし, 数列 $(x^{n})$ が $x^{n+1}=G(x^{n})$ によって生成されるとき, 以下が成立する.
(i) $c_{2}<0,$ $c_{3}=c_{2}^{2}$ のとき

$x^{n}-x^{*}=- \frac{1}{c_{2}n}+O(\frac{1}{n^{2}})$ .

(ii) $c_{2}<0,$ $c_{3}\neq c_{2}^{2}$ の とき

$x^{n}-x^{*}=- \frac{1}{c_{2}n}+\frac{1}{c_{2}}(1-\frac{c_{3}}{c_{2}^{2}})\frac{\log n}{n^{2}}+O(\frac{1}{n^{2}})$.

(iii) $c_{2}=0,$ $c_{3}<0$ のとき

$x^{n}-x^{*}= \sqrt{-\frac{1}{2c_{3}}}\frac{1}{\sqrt{n}}+\frac{c_{4}}{2c_{3}^{2}}\frac{1}{n}+\frac{a_{3}\log n}{n\sqrt{n}}+O(\frac{1}{n\sqrt{n}})$ ,
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ここで,

$a_{3}=- \frac{1}{4}(\frac{3}{2}+\frac{c_{4}^{2}}{c_{3}^{3}}-\frac{c_{5}}{c_{3}^{2}})\sqrt{-\frac{1}{2c_{3}}}$.

(iv) $c_{2}=\cdots=c_{p}=0,$ $c_{p+1}<0$ のとき

$x^{n}-x^{*}=O(n^{-1/p})$ .

22. $E=R^{N}(N>1)$ のとき
自然数 $i(1\leq i\leq N)$ が存在して, $x^{*}$ に十分近い $x$ に対し,

$||G(x)-x^{*}||_{\infty}=|(G(x)-x^{*})_{i}|$

で $(G(x)-x^{*})_{i}$が定符号かっ

$(G(x)-x^{*})_{i} \sim(x-x^{*})_{i}+\sum_{i=2}^{\infty}c_{j}(x;-x_{i}^{*})^{j}$

が満たされているときは, 反復列 $x^{n+1}=G(x^{n})$ に対し, Sablonni\‘ere の定理が適用できる.
ここで, $x\in E$ に対し, $x_{i}$ は $x$ の第 $i$ 成分を表す.

2.3. $E=C^{N}(N>1)$ のとき
$x\in E$に対し,

$||x||_{\infty}= \max_{\leq 1i\leq N}\{|{\rm Re} x_{i}|, |{\rm Im} x_{i}|\}$ ( $R^{2N}$の最大値ノルム)

と定義する. 自然数 $i(1\leq i\leq N)$ が存在して, $x^{*}$ に十分近い $x$ に対し,

$||G(x)-x^{*}||_{\infty}=|{\rm Re}(G(x)-x^{*})_{i}|$ $[|{\rm Im}(G(x)-x^{*})_{i}|]$

かっ ${\rm Re}(G(x)-x^{*})_{i}$ [ ${\rm Im}(G(x)-x^{*});$ , resp.]が定符号で

${\rm Re}(G(x)-x^{*})_{i} \sim{\rm Re}(x-x^{*})_{i}+\sum_{j=2}^{\infty}c_{j}({\rm Re}(x;-x_{i}^{*}))^{j}$

[ ${\rm Im}(G(x)-x^{*})_{i} \sim{\rm Im}(x-x^{*})_{i}+\sum_{j=2}^{\infty}c_{j}({\rm Im}(x_{i}-x_{\dot{9}}^{*}))^{j}$ , resp.]

を満たすときにも Sablonni\‘ere の定理が適用できる.

3. 特異非線型方程式に対する簡易 Newton 法
特異不動点問題の重要な例として, 特異非線型方程式に簡易 Newton 法を適用して得られ
る反復がある.
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$F$ : $R^{N}arrow R^{N}$ は, 零点 $x^{*}$の近傍で Fr\’echet 微分可能とし, $\det F’(x^{*})=0$ と仮定する.
$x^{*}$に十分近い出発値 $x^{0}$ ( $F’(x^{0})$ は正則) をとり, 簡易 Newton 法

$x^{n+1}=x^{n}-F’(x^{0})^{-1}F(x^{n})$

による反復を考える.
$G(x)=x-F’(x^{0})^{-1}F(x)$

と置くと
$G’(x)=I-F’(x^{0})^{-1}F’(x)$

より, $I-G’(x^{*})$ は特異になる. このとき, $G’(x^{0})=0$ が成立している.
逆に, 特異不動点問題 $x=G(x)$ が, $G’(x^{0})=0$ を満たすとき,

$F(x)=x-G(x)$

と置くと, 簡易 Newton 法は,

$x^{n+1}=x^{n}-F(x^{n})=G(x^{n})$

となる.
$(x^{n})$ の誤差評価については, [4]を見よ.

4. 特異不動点問題に対する補外法
$E=R^{N}$ または $C^{N}$ とし, $G:Earrow E,$ $T_{n}$ : $E^{n+1}arrow E$ とする. $k$ は $G$ と $x^{0}$ と $(x^{n})$ によっ

て定まる自然数とし, $T=T_{k}$ とおく. $G$ が不動点 $x^{*}$ の近傍で Fr\’echet 微分可能で, $I-G’(x^{*})$

が特異と仮定する. $N=1$ の場合の自然な拡張として, $G$ の不動点 $x^{*}=G(x^{*})$ を求める 3
っの算法を考える.
算法 I. $x^{n+1}=G(x^{n})$ によって生成されるベク トル列 $(x^{n})$ を, $T_{n}$ により加速する.

$n$ $:=0$ ;
{read $x^{0}$ };
$y^{0}$ $:=x^{0}$ ;
repeat

$n$ $:=n+1$ ;
$x^{n}$ $:=G(x^{n-1})$ ;
$y^{n}$ $:=T_{n}(x^{0}, \ldots, x^{n})$ ;

until $|y^{n}-y^{n-1}|<\epsilon$ ;

算法 Il. $T$に関する Steffensen 型反復を 2重に適用する.
$n$ $:=0$ ;
{read $y^{0}$ };
repeat

$n$ $:=n+1$ ;
$t^{0}$ $:=y^{n-1}$ ;
for $i$ $:=1$ to $k$ do
begin

$s^{0}$ $:=t^{i-1}$ ;
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for $j$ $:=1$ to $k$ do $s^{j}$ $:=G(s^{j-1})$ ;
$t^{i}$ $:=T(s^{0}, \ldots, s^{k})$ ;

end
$unti1|y^{n}-y^{n-1}|<\epsilon;y^{n}:=T(t^{0},\ldots,t^{k})$

;

算法 III. Steffensen 型反復列 $(y^{n})$ を $T_{n}$ により加速する.
$n$ $:=0$ ;
{read $y^{0}$ };
$z^{0}$ $:=y^{0}$ ;
repeat

$n$ $:=n+1$ ;
$s^{0}$ $:=y^{n-1}$ ;
for $i$ $:=1$ to $k$ do $s^{i}$ $:=G(s^{i-1})$ ;
$y^{n}$ $:=T(s^{0}, \ldots, s^{k})$ ;
$z^{n}$ $:=T_{n}(y^{0}, )y^{n})$ ;

until $|z^{n}-z^{n-1}|<\epsilon$ ;
$T$として, 算法 I では, ある種の対数収束列に対し有効に働く加速法をとり, 算法 II と

III では, Steffensen 型反復列が線型収束し, かっ線型収束列に有効に作用する補外法を用い
る. $N=1$ の場合, 前者の加速法としては, Levin $u,$ $v$変換, Lubkin の $W$変換, $\theta$算法, $\rho$

算法, 一般化\mbox{\boldmath $\rho$}算法, 修正 $\epsilon$算法, 修正 Aitken $\delta^{2}$法などが該当する. 後者の加速法としては,
Aitken $\delta^{2}$法, \epsilon 算法, Levin $t$ 変換などが該当する. $N>1$ の場合は, 上記の加速法をベク
トル列に拡張した加速法が該当する. これらの補外法のうち, 一般化\mbox{\boldmath $\rho$}算法, 修正\epsilon 算法, 修
正 Aitken $\delta^{2}$法は, 反復列の漸近展開についての情報を必要とするので, 本論文では取り上
げない.

5. 数値例
反復列の漸近的性質が決定 (あるいは推定) できる特異不動点問題を用いて, 前節で述べ

た 3 っの算法の比較を行う. 適用する補外法は, 算法 I(\mbox{\boldmath $\rho$}算法, $W$変換, Levin $v$変換), 算
法 II(\epsilon 算法) および算法 III(\epsilon 算法) である. 算法 II,III の $k$は次のように決める. $N=1$ の

ときは, た $=2$ とし, 例 2,5,6のときは $k=4$ , 例 3については算法 II は $k=4$ , 算法 III は
た $=2$ とする. $N>1$ の場合の\mbox{\boldmath $\rho$}算法, $W$変換, Levin $v$変換, \epsilon 算法はそれぞれ, ベク トル

$\rho$算法 (VRA)[101, ベク トル $W$変換 (VWT)[10], ベク トル Levin $v$変換 (VLV)[11], 位相的
\epsilon 算法 (TEA) [2]である.

例 1. $E=R$ の特異不動点問題

$G(x)=x- \frac{1}{2}(x-1)^{2}+\frac{1}{4}(x-1)^{3}$ , $x_{0}=2$

を考える. Sablonni\‘ere の定理より,

$x_{n}=1+ \frac{2}{n}+O(\frac{1}{n^{2}})$ .
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例 2. $E=R^{2}$ の特異不動点問題

$G (\begin{array}{l}Xy\end{array})=(-\frac{1}{8}x^{2}+^{3}\frac{13-}{20}x+^{2}y^{3}-\frac{7}{2}y+\frac{1}{4}x\frac{5}{4}x+2x+_{2}\frac{3}{2}y\frac{-21}{5}-\frac{3}{y2}\frac{49}{40})$ , $(\begin{array}{l}x_{0}y_{0}\end{array})=(\begin{array}{l}1.51.25\end{array})$ ,

を考える. $x_{n}-1=2(y_{n}-1)$ だから, 22より,

$(\begin{array}{l}x_{n}y_{n}\end{array})=(\begin{array}{l}11\end{array})+\frac{1}{n}(\begin{array}{l}21\end{array})+O[\frac{1}{n^{2}}]$ ,

となる. ここで, $a_{n}\in R(a_{n}arrow 0)$ に対し, $O[a_{n}]$ は, $||O[a_{n}]||=O(a_{n})$ を満たす $E$の元を

表す.

例 3. $E=C^{2}$ の特異不動点問題

$G (\begin{array}{l}xy\end{array})=(^{x-2y-2-\frac{i}{2})^{2_{2}}+\frac{1}{4(}(-1-i)_{3^{3}}}y-\frac{1(}{4}(x-1-i)+y^{X}-2-\frac{i}{2}))$ $(\begin{array}{l}x_{0}y_{0}\end{array})=(\begin{array}{l}2+2i2.5+i\end{array})$ ,

を考える. $x_{n}-1-i=2(y_{n}-2- \frac{i}{2})$ で $|{\rm Re}(x_{n}-1)|>|{\rm Im}(x_{n}-i)|$ だから, 2.3より,

$(\begin{array}{ll}Re x_{n}Re y_{n}\end{array})=(\begin{array}{l}11\end{array})+\frac{1}{n}(\begin{array}{l}21\end{array})+O[\frac{1}{n^{2}}]$ ,

となる.

例 4. ([7]) $E=R$ の特異不動点問題 $G(x)=2\sqrt{x-1}$, $x_{0}=4$ を考える.

$G(x)=x- \frac{1}{4}(x-2)^{2}+\frac{1}{8}(x-2)^{3}+O((x-2)^{4})$

だから, Sablonni\‘ere の定理より,

$x_{n}=2+ \frac{4}{n}+\frac{4\log n}{n^{2}}+O(\frac{1}{n^{2}})$ .

例 5. $E=R^{2}$ の特異不動点問題

$G(\begin{array}{l}xy\end{array})=(_{\frac{2}{5}-\frac{1}{2}y+-\frac{1}{10}}^{-\frac{1}{X4}x^{2}+\frac{3}{24}x+_{\frac{6}{5}}\frac{3}{y^{2}}y-1})$ , $(\begin{array}{l}x_{0}y_{0}\end{array})=(\begin{array}{l}1.51.25\end{array})$ ,

を考える. $x_{n}-1=2(y_{n}-1)$ だから, 22より,

$(\begin{array}{l}x_{n}y_{n}\end{array})=(\begin{array}{l}11\end{array})+\frac{1}{n}(\begin{array}{l}42\end{array})+\frac{\log n}{n^{2}}(\begin{array}{l}-4-2\end{array})+O[\frac{1}{n^{2}}]$ ,

となる.
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例 6. 特異連立非線型方程式を簡易 Newton 法で解く.

初期値を $(x0, y0, z_{0})^{T}=(1.1,1.5,2.0)^{T}$ とすると, 反復は

$G (\begin{array}{l}xyz\end{array})=(\begin{array}{l}xyz\end{array})-\frac{1}{348}(\begin{array}{l}150x-600x+180xy+330y-840y+780-110_{2}x^{2}+440x+100xy-10y_{2}^{2}-80y-340-55x^{2}-46x50xy+5y^{2}+40y+174z^{2}-348z+170\end{array})$

により与えられる. Decker and Kelley[4]の結果より

$|z_{n}-1|=O(|y_{n}-1|)$ , $|x_{n}-1|=O(|z_{n}-1|^{2})$

となる. さらに, 数値実験より

$||(x_{n}, y_{n}, z_{n})^{T}||_{\infty}=z_{n}-1$

$z_{n}=1+ \frac{a_{1}}{n}+\frac{a_{2}\log n}{n^{2}}+O(\frac{1}{n^{2}})$

が予想される.

例 7. $E=R$ の特異不動点問題

$G(x)=x- \frac{1}{2}(x-1)^{3}$ , $x_{0}=2$

を考える. Sablonniere の定理より,

$x_{n}=1+ \frac{1}{\sqrt{n}}-\frac{3}{8}\frac{\log n}{n\sqrt{n}}+O(\frac{1}{n\sqrt{n}})$ .

計算は, 桁落ちと丸め誤差の影響を少なくするため 4倍精度 (10進約 33桁) で行った.
$G(x)$ の計算回数 $n$ と有効桁数

$-\log_{10}||x^{n}-x^{*}||_{\infty}$

を表 $1\sim 7$ に与える. 比較のため, 表 1-1\sim 表 7-1に倍精度 (10進約 16桁) による計算結果
も与える.
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表 1. 例 1の有効桁数 (4倍精度)

表 1-1. 例 1の有効桁数 (倍精度)
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表 2. 例 2の有効桁数 (4倍精度)

表 2-1. 例 2の有効桁数 (倍精度)



169

表 3. 例 3の有効桁数 (4倍精度)

表 3-1. 例 3の有効桁数 (倍精度)
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表 4. 例 4の有効桁数 (4倍精度)

表 4-1. 例 4の有効桁数 (倍精度)
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表 5. 例 5の有効桁数 (4倍精度)

表 5-1. 例 5の有効桁数 (倍精度)
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表 6. 例 6の有効桁数 (4倍精度)

表 6-1. 例 6の有効桁数 (倍精度)
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表 7. 例 7の有効桁数 (4倍精度)

表 7-1. 例 7の有効桁数 (倍精度)
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6. 結論
Sablonni\‘ere の定理の条件 (i) を満たす問題に対しては, $\rho$算法の族を用いた算法 I と \epsilon 算法

の族を用いた算法 III が著効. 条件 (ii) (iii) (iv) を満たす問題に対しては, \epsilon 算法の族を用い

た算法 III が最良である. 算法 II は補外効果はあるが, 桁落ちの影響が大きい. 算法 III で
は例 6を除いて, 4倍精度で計算すると倍精度で計算した際の 2倍またはそれ以上の有効桁
数が得られる.

$N$次元の特異反復列の漸近挙動にっいての定理, 算法 $I\sim III$ の丸め誤差解析, 算法 II,III
の収束定理は今後の課題である.
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