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Inertial Manifold とその応用

二宮 広和 (京都大学理学部)

1 Introduction

近年、非線型発展方程式の時間大域的な挙動にっいての研究が数多く報告さ

れている。 Navier-Stokes 方程式のような方程式はア トラクターをもっだけ

でなく、 その次元が (Hausdorff の意味で) 有限であることも知られるよう

になった。そこで「アトラクター、あるいは、 それを含む集合の上での解の

挙動は、常微分方程式で記述できるか ? 」 という問いが自然に考えられる。

それに答えたのが Foias, Sell, Temam [17] である。彼らは、 inertial manifold

という概念を導入した。 Inertial manifold とは、

有限次元リプシッツ多様体である、

flow に沿って (正の向きに) 不変である、

あらゆる解を指数的にひきっける、

アトラクターを含んでいる

ものを指す。第 3の条件より、もとの方程式の解の挙動の本質的な部分は、こ

の多様体の上に制限した常微分方程式–inertial form–に受け継がれている $0$

この概念より前に不安定多様体や中心多様体と呼ばれる不変多様体が考

えられていた (参照 [20])。不安定多様体や中心多様体はひとっの解、例え

ば、定常解の近傍で (局所的に) 作られた。 これに対し、 inertial manifold は

アトラクターを含むように大域的に作られる点で大きく異なる。

ここでは今までの inertial manifold の理論の概要と最近の結果について
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報告する。

2 存在定理

ヒルベルト空間 $H$上の発展方程式を考える。

(2-1) $u_{t}+Au=R(u)$ .

ここで $A$ は正の自己共役作用素で、 $A^{-1}$はコンパク トと仮定する。 また、非

線型項 $R(u)$ は

(2-2) $\{\begin{array}{l}\sup_{u\in D(A^{\alpha})}|R(u)||R(u)-R(v)|R(u)\end{array}$ $=\leq\leq 0^{\iota_{2}^{\nearrow}}(|A^{\alpha}u|\geq r))I^{r|A^{\alpha}(u-v)|}A_{1}$

を満たしているものとする。今は大域的挙動に興味があるから、非線型項は

アトラクターのある近傍の外では $0$ になるように修正している $\circ$ このとき、

$A$ の仮定より、 $A$ の固有値 $\lambda_{j}$ と固有ベク トル $w_{j}$がとれて、

$Aw_{j}=\lambda_{j}w_{\dot{J}},$ $(w_{j}, w_{k})=\delta_{j,k)}$

$0<\lambda_{1}\leq\lambda_{2}\leq\cdots\leq\lambda_{N}\leq\lambda_{N+1}\leq\cdots$

を満たす。 ここで $(_{)}\cdot)$ は $H$の内積を、 $|\cdot|$ は $H$のノルムを表すものとする。

この形の方程式には、反応拡散方程式や Kuramoto-Sivashinsky 方程式な

どが含まれている。

次の spectral gap condition

(2-3) $\lambda_{N+1}-\lambda_{N}\geq CI\iota_{2}^{\nearrow}(\lambda_{N+1}^{\alpha}+\lambda_{N}^{\alpha})$

を仮定すると、 inertial manifold の存在に関する次の定理が得られる。
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定理 2.1. Specrtal gap condition (2-3) の仮定の下、 inertial manifold $M$ が

存在する :

$M$ は $PD(A^{\alpha})$ から $QD(A^{\alpha})$ への $C^{1}$ -写像 $\Phi$ のグラフとして表現される。

ここで、 $P$ は $\{w_{1)}w_{N}\}$ の張る空間への正射影、 $Q=I-P_{o}$

任意の解 $u(t)$ に対して、 $M$ 上の解 $v(t)$ が存在して

(2-4) $|A^{\alpha}(u(t)-v(t))|\leq Ce^{-\gamma t}$

が成り立つ。 ここで $C,$ $\gamma$ は正の定数で、 $C$ は $u(O)$ に依存する $0$

$M$上に制限した方程式 (これを inertial form と呼ぶ) は、

(2-5) $\frac{dp}{dt}+Ap=PR(p+\Phi(p))$

で与えられる $0$

証明: ここでは Hadamard のグラフ変換法と言われる方法に従って証明し

よう。 この方法は名前にあるように $PD(A^{\alpha})$ という超平面を $S(t)$ で変換し

て、 その極限として inertial manifold を得ようというものである。っまり、

$M_{t}=S(t)PD(A^{\alpha})$

とおくと

$M_{t}=$ graph $\Phi_{t}$

となる $PD(A^{\alpha})$ から $(I-P)D(A^{\alpha})$ への写像 $\Phi_{t}(p)$ が存在して

$\Phi_{t}(p)arrow\Phi(p)$ $(tarrow\infty)$

となることを示そう $0$ そのために次の概念と補題を用意する $o$ II, $C$ を次のよ

うに定める。
$\Pi$ $=\{(X, Y)\in R^{2}; 0\leq X, 0\leq Y\}$ ,
$C$ $=\{(X, Y)\in R^{2}; 0\leq X\leq Y\}$ .



44

定義 2.1 $C$ と $\Pi$ 上の曲線族

{ $\Gamma_{\sigma};\Gamma_{\sigma}=\{(X_{\sigma}(t),$ $Y_{\sigma}(t)\}_{t_{1}\leq t\leq t_{2}}$ は II 上の軌道, $\sigma\in\Sigma$}

が Cone Property をもっとは

(i) $(X(t_{0}), Y(t_{0}))\in C(t_{1}\leq t_{0}\leq t_{2})$ なら、 $(X(t))Y(t))\in C(t_{1}\leq t\leq t_{0}\leq$

$t_{2})$ で

$Y(t)\leq Y(s)e^{-\gamma(t-s)}$ $(t_{1}\leq s\leq t\leq t_{0}\leq t_{2})$

が成り立っ。

(ii) $(X(t_{0}))Y(t_{0}))\not\in C(t_{1}\leq t_{0}\leq t_{2})$ なら、 $(X(t))Y(t))\not\in C(t_{1}\leq t\leq t_{0}\leq$

$t_{2})_{0}$

$Y$

$C$

$\Pi\backslash C$

$X$

Figure 1: Cone Property

注意 2.1 (ii) は $\Pi\backslash C$ が正の向きに不変であることを意味している。
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補題 2.1 2 っの解 $u_{1}(t),$ $u_{2}(t)$ としたとき、

$X(t)=|A^{\alpha}P(u_{1}(t)-u_{2}(t))|)Y(t)=|A^{\alpha}Q(u_{1}(t)-u_{2}(t))|$

とおくと、 Cone Proprty を満たす o

この補題の証明は省略する (詳しくは [36][38] などを参照) 。 この証明におい

て、我々は spectral gap condition を用いる $0$ ここで正定数 $\gamma$ は $\lambda_{N+1},$ $\lambda_{N},$ $I\iota_{2}^{\nearrow}$

に依存する。

まず $M_{t}$ がグラフに書けることを示す。写像

PS$(t)$ : $PD(A^{\alpha})arrow PD(A^{\alpha})$

が 1対 1であることを見よう。 $p+q_{1},$ $p+q_{2}\in M_{s}$ とすると、 ある $p_{1},$ $p_{2}$ 欧

$PD(A^{\alpha})$ が存在して、

$S(s)p_{1}=p+q_{1}$ ,

$S(s)p_{2}=p+q_{2}$ ,

を満たす。

$u_{1}(t)=S(t)p_{1)}$ $u_{2}(t)=S(t)p_{2}$ ,

$X(t)=|A^{\alpha}P(u_{1}(t)-u_{2}(t))|$ , $Y(t)=|A^{\alpha}Q(u_{1}(t)-u_{2}(t))|$ ,

として上の補題を用いる。

$Y(0)=|A^{\alpha}(p_{1}-p_{2}(0))|=0$

だから、

(X (0), $Y(0)$ ) $\in\Pi\backslash C$ .
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故に

$|A^{\alpha}Q(u_{1}(t)-u_{2}(t))|\leq|A^{\alpha}P(u_{1}(t)-u_{2}(t))|=|A^{\alpha}(p-p)|=0$

となり、 PS $(t)$ は単射。

次に PS$(t)$ が全射であることを示そう $0$

$E(t)=S(t)\{p\in PD(A^{\alpha});|A^{\alpha}p|\geq r\}$

とおく。

$R(u)=0$ $(|A^{\alpha}u|\geq r)$

に注意すると、上の集合は $t\geq 0$ にっいて単調増加であることがわかる。従っ

て、有限次元空間 $PD(A^{\alpha})$ 上の写像

$p(\in PD(A^{\alpha}))arrow PS(t)p(\in PD(A^{\alpha}))$

は単射・連続のみならず、proper であることがわかる。領域不変性定理を使

うと全射であることも従う $0$ 以上より、 $M_{t}$ が $PD(A^{\alpha})$ からのグラフ $\Phi_{t}$ で

書けることがわかった。次に $\Phi_{t}$ が $tarrow\infty$ のとき収束することを示そう。

$t\geq s\geq 0$ のとき) $p\in E(s)$ に対して

$\Phi_{t}(p)=\Phi_{s}(p)$

となっている。一方、 $p\in PD(A^{\alpha})\backslash E(s)$ に対しては

(2-6) $|A^{\alpha}(\Phi_{t}(p)-\Phi_{s}(p))|\leq re^{-\gamma s}$

が成り立っことを示そう $0$ 実際、 $\Phi_{t}$ の定義から $p\in PD(A^{\alpha})\backslash E(s)$ に対して

$p=\Phi_{t}(p_{t})=\Phi_{s}(p_{s})$
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となる $p_{t)}p_{s}\in PD(A^{\alpha})$ がとれる。 Cone Property より

$|A^{\alpha}(\Phi_{t}(p)-\Phi_{s}(p))|\leq$ $|A^{\alpha}Q(S(t)p_{t}-S(s)p_{s})|$

$\leq$ $|A^{\alpha}QS(t-s)p_{t}|$

となる。 $p$ が $E(s)$ に入っている場合も、入ってない場合も、いずれにしても

$|A^{\alpha}QS(t-s)p_{t}|\leq r$

となることがわかる。 こうして (2-6) が従う。っまり、

$\Phi(p)=\lim_{tarrow\infty}\Phi_{t}(p)$

が存在して、

$M=$ graph $\Phi$

が inertial manifold になることがわかる $0$
$\triangleleft$

ここで取り上げた方法の他にも証明方法はいくっかある。大きく 3つに

分けられる :

. Lyapunov-Perron の方法 ([4] [16] [17] [31] [34] [36] [38]),

. Hadamard の グラフ変換法 ([6] [7] [27]),

Elliptic regularization 法 ([9] [13] [18] [26]) 。

いろいろな方法で証明を行うということは、 inertial manifold の近似理論を

つくろうとする立場から好ましいと思われる。これにっいては後で言及する。

これらの方法にはそれぞれ長所・短所がある。いま考えているような簡

単な方程式ではほとんど同じであるが、 $A$ が Banach 空間での自己共役作用

素でない場合などは、 1番目の方法が有力である。またあとで挙げる小さな
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非線型境界条件を持つ反応拡散方程式系の場合、 2番目の方が適切であると

思われる。 また Lyapunov-Perron 法の中でもさらにいくっかの方法がある。

詳しい解説は割愛するが、 [31] では Fourier 変換を用いて条件の改良をして

いるとだけ付け加えておく。

$\Phi$ の満たす方程式は

(2-7) $\frac{\partial}{\partial p}\Phi(p)(-Ap+PR(p))+A\Phi(p)=QR(p+\Phi(p))$

である。 これを特性曲線法的に解いている 1, 2番目の方法に対し、 3番目

の方法は、 $p$ を空間方向と考えた特異楕円型方程式

$\{\begin{array}{l}-\epsilon\triangle_{p}\Phi(p)+\frac{\partial}{\partial p}\Phi(p)(-Ap+PR(p))+A\Phi(p)=QR(p+\Phi(p)))\Phi(p)=0(|A^{a}p|>r)\end{array}$

の解の $\epsilonarrow 0$ での極限として与えられる。

この節の最後に、 ここに挙げた一般的な inertial manifold の存在定理の

他に知られている諸結果について紹介しておこう。 Inertial manifold の滑ら

かさ (連続的微分可能性) については [5][11][36] で取り扱われている。 [36]

においては非自励系およびその摂動についても言及されており、その際 Cone

Property を少し変形したものを使う点が特徴的である。 Inertial manifold の

次元を Cone Property に依って決めると大きくなるばかりでなく、その存在

もわからなくなるときがある。ある特殊な方程式 (空間 1次元のスカラー反

応拡散方程式) にっいて [2][21] では、 アトラクターと同じ次元で inertial

manifold を構成している。

また Navier-Stokes 方程式そのままでは Cone Property は満たさないが、

新しい変数を導入することによって反応拡散方程式に埋め込んで、Navier-

Stokes 方程式に対する inertial manifold の存在を示した [24] は注目に値

する。
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3 近似理論

ここでは inertial manifold の近似理論を紹介しようと思う。結論から言うと、

まだ満足できる近似理論はなく、 これからの分野と思われる。 まず数値解析

の立場からは [10] [12] が挙げられる。彼らは時間について差分化した方程式

についての inertial manifold の存在を議論している。

Inertial manifold の近似理論はそもそも $\Phi$ の形がわからないので解の大

域的挙動についての情報が得られないという現状からつくられたものだと思

われる。 この視点から [15] [25] [37] は近似理論を作っている $0$

まず考えられるのが Galerkin 近似である。数値計算でしばしば用いられ

るものであるが、 これは $\Phi(p)$ を $0$ で近似したもので inertial form の第 $0$ 次

近似と思うことができる。次元大きくすれば $\Phi(p)$ は $0$ に近づいていくので、

その意味では近似になっている。

次に 1次近似とも呼べるものを考えよう $0\Phi$ の満たす方程式は

(3-1) $q_{t}+Aq=QR(p+q)$

だったので、 アトラクターの上では $|A^{\alpha}q_{t}|$ と $|A^{\alpha}q|$ は $|Aq|$ に比べて小さい

と考えられるので

(3-2) $Aq+QR(p)=0$

で近似される。 これより

$\Phi^{1}(p)=(AQ)^{-1}QR(p))$

となる。 この近似は $\lambda_{N+1}^{-1}$ のオーダーで見ると先の $0$ 近似より良くなって

いる。
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[29][28] においては inertial manifold を近似列で近似しようと試みてい

る。 そこでは、 $q_{t}$ も近似することによって近似列を作っている $\circ$ ただ残念な

事にこの近似列は収束するとは言えない。 [35] では反例が与えられている。

こうした中、 コンピューターで数値計算しているものがある。彼らは、

inertial manifold の近似だけでなく、 inertial form の近似も行っている ([23]

においては、近似した inertial form が dissipative になることを示してい

る) 。 数値計算は inertial manifold の次元をたいへん小さくとり $(N=3)$ 、

Kuromoto-Sivashinsky 方程式にっいての大域的分岐図の計算をしている $\circ$

$N=3$ にもかかわらず良い結果が得られている ([1] [14] [22]) 。

4 応用

Inertial manifold からもとの方程式の挙動についての情報を得た結果はまだ

あまりない ([32][33])。その最初は [8] であろう $0$ そこでは Neumann 境界

条件を持っ反応拡散方程式

(4-1) $\{\begin{array}{l}u_{t}=D\triangle u+F(u)\frac{\partial u}{\partial\nu}=0\end{array}$
$(x(x\in\partial\Omega, t>0)\in\Omega,t>0),$

を扱っている。 ここで $u$ は $m-$ベク トル, $D=$ di-ag $(d_{1}, \cdots, d_{m})(d_{j}>0))$

$\Omega\subset R^{n}$ で $\partial\Omega$ は滑らかとする $0$ このとき 一 $D\triangle$ に比べて $F$ のリプシュッツ

定数が小さいとき inertial manifold が存在して inertial form は

$v_{t}=F(v)$

となる。 っまり、空間一様な解に指数的に近づく ことを意味している。
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この節では $(\not\subset 1)$ の境界条件を非線型にした次の方程式を考える:

(4-2) $\{\begin{array}{l}u_{t}=D\triangle u-u+F(u)(x\in\Omega)t>0)\frac{\partial u}{\partial\nu}=\epsilon G(u)(x\in\partial\Omega,t>0))u(0,x)=u_{0}(x)(x\in\Omega)\end{array}$

(森田 (竜谷大) 、 柳田 (東工大) との共同研究) 。 ここで先の仮定に加えて

$\epsilon$ は非負のパラメーターとする。 この場合は、解が定数変化法で表せないの

で、方法としては Lyapunov-Perron の方法よりグラフ変換法の方が良いと思

われる $0$ このとき Neumann 境界条件をもった Laplacian の固有値と非線型

項 $F$に対する spectral gap condition を仮定すると、 $\epsilon$ が十分小さければ、方

程式 (4-2) に対して inertial manifold $M_{\epsilon}=$ graph $\Phi_{\epsilon}$ の存在がわかる。ただ

この場合の証明は非線型境界条件のため、 Cone Property は $H^{2}(\Omega)R^{m})$ で

示さなくてはならない。また多様体の微分可能性や収束性 $(\Phi_{\epsilon}arrow\Phi)$ は 2

節で挙げた方程式に比べるとたいへん扱い難い。

一般には inertial manifold の形がどうなるかわからないので inertial form

からも解の大域的挙動についての情報を期待できない。非線型境界条件が解

の大域的挙動に大きな影響を与える次のような例をあげよう。反応拡散方程

式系

(4-3) $\{\begin{array}{l}u_{t}=d_{1}\triangle u+F(u))v_{t}=d_{2}\triangle v\end{array}$

と境界条件

(4-4) $\{\begin{array}{l}\frac{\partial u}{\partial\nu}=-\epsilon v\frac{\partial v}{\partial\nu}=\epsilon G(u)v)\end{array}$

を考える。 ここで関数 $F,$ $G$ は例えば $F(u)=u-u^{3}/3,$ $G(u, v)=u$ で与え

られるようなものとする (Fig. 2) 。
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このシステムは、境界においてだけ関係を持ち、 $\epsilon=0$ のとき互いに無

関係なので、 あらゆる解は定常解に近づく。 $N=2$ に対して spectral gap

condition を仮定すると 、 inertial lnanifold が (4-3) に対して存在し、 $\overline{u}$ , v-を

その空間平均とすると incrtial $r_{or\ln}$ は次で与えられることがわかる。

(4-5) $\{\begin{array}{l}\overline{u}_{t}=\Gamma(\overline{u})-c\overline{v}+O(\epsilon)\overline{v}_{t}=\epsilon cd_{2}G(\overline{u},\overline{v})+O(\epsilon^{2})\text{ここで}d_{l}=1/\epsilon,c=|\partial\Omega|/|\Omega|\end{array}$

この方程式は $Vc7,n$ der Pol 型であり、 $\iota\iota- v$ 平面での $l10\iota v$ を考察することによ

り、 上の方程式には安定な relaxcd periOdic orbit の存在がわかる (Fig. 2,3

参照) 。

Figurc 2: $F,$ $G$ の形と流れの向き

Figure 3: 周期解の存在
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