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Multiplicative genus associated with the formal group
$(x+y-2axy)/(1-(a^{2}+b^{2})xy)$

九州大学 教養部 鎌田正良 (Masayoshi Kamata)

1. 準備

$R$ を単位をもつ可換環とする. $R$ に係数を持つ二変数の形式的べき級数 $F(x,y)$ が次の

性質を持つとき, この級数を形式群という.

(1) $F(x, O)=x,$ $F(0\}x)=x$

(2) $F(x, y)=F(y, x)$

(3) $F(F(x,y),$ $z$ ) $=F(x, F(y, z))$

$MU_{*}$ で弱概複素閉多様体をコボルダント関係で類別して得られる類集合に

$[M]+[N]=$ [$M$ 鴎 $N$], $[M]\cross[N]=[M\cross N]$

, によって, 環構造を定める複素コボルディズム環を表す. 良く知られているように

定理 1 (Milnor [6], Novikov)

(1) $MU_{*}\cong Z[y_{1}, y_{2}, \cdots, y_{n}, \cdots]$

(2) $MU_{*}\otimes Q\cong Q[p_{1},p_{2}, \cdots,p_{n}, \cdots],$ $p_{n}=[CP^{n}]$

ただし, $CP^{n}$ は $n$次元複素射影空間を表す.

ここで, $MU_{*}$ から単位元を持つ環 $R$ への環準同型 $\varphi$ : $MU_{*}arrow R$ を $R$ に対する乗法

的種数という (cf. [2], [5], [8]). 形式群と乗法的種数との関係は次の定理によって結び付け

られている.
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定理 2 (Lazard, Quillen [9]) $MU_{*}$ 上には, 普遍的形式群

$F_{MU}(x, y)= \sum a_{i,j}^{MU}x^{i}y^{j}$ , $a_{i,j}^{MU}\in MU_{*}$

が存在する. すなわち, $R$ 上の任意の形式群 $F(x, y)$ に対して次の式を満たす環準同型 (乗

法的種数) $\varphi$ : $MU_{*}arrow R$ が一意に存在する.

$F(x, y)= \sum\varphi(a_{i}^{M_{j}U})x^{i}y^{j}$

この定理によって与えられる環準同型 $\varphi$ を形式群 $F(x, y)$ に付随する乗法的種数と

呼ぶ. $MU_{*}$ の生成元の種数を計算する方法をまとめる. 形式群 $F(x, y)$ の logarithm

$l(x)\in R\otimes Q[[x||$ を次の式を満たす形式的べき級数と定義する.

(1) l(x)=x+higherterms

(2) $l(F(x,y))=l(x)+l(y)$

定理 3 (Mischenko [7])(1) 普遍的形式群 $F_{MU}(x, y)$ の logarithm は

$\log_{MU}(x)=\sum\frac{[CP^{n}]}{n+1}x^{n+1}$

である.

(2) 任意の形式群 $F(x, y)$ の logarithm を $l(x),$ $F(x,y)$ に対する乗法的種数を $\varphi$ とす

ると, 次の式が成り立っ.

$l(x)= \sum\frac{\varphi([CP^{n}])}{n+1}x^{n+1}$

この定理によって, 形式群 $F(x, y)$ に付随する乗法的種数 $\varphi$ の複素射影空間の値は,

$F(x, y)$ の logarithm $l(x)$ を求めれば決定されるが, $l(x)$ は次の式で $F(x, y)$ と関係づけ
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られている.

$l(x)= \int_{0}^{x}\frac{1}{\frac{\partial F}{\partial y}(x,0)}dx$

一方, 形式的べき級数 $l(x)=x+higher$ terms $\in Q[[x]]$ が与えられると, 形式群

$F(x,y)=l^{-1}(l(x)+l(y))$

に付随する乗法的種数が得られる. 例えば, Ochanine [8] が与えた乗法的種数は,

$l(x)= \int_{0}^{x}\frac{1}{\sqrt{1-2\delta x^{2}+\epsilon x^{4}}}dx$

にたいして与えられた乗法的種数である.

ここで, $CP^{m}\cross CP^{n}$ の部分多様体として定義される Milnor manifold $H_{m,n}$ を思い起

こそう.

$H_{m,n}=\{([z_{0}, \cdots, z_{n}], [w_{0}, \cdots,w_{n}])|z_{0}w_{0}+\cdots z_{m}w_{m}=0\},$ $m\leq n$

コボルディズム類 $[CP^{n}],$ $[H_{m,n}]$ は $MU_{*}$ を生成する. 従って, これらの乗法的種数を知

ることは極めて重要である. $[H_{m,n}]$ の乗法的種数は次の定理によって計算可能となる.

定理 4 (Buchstaber [1]) (1) $H(x, y)=\Sigma[H_{i,j}|x^{i}y^{j}$ とおくと,

$H(x,y)= \frac{d\log_{MU}(x)}{dx}\frac{d\log_{MU}(y)}{dy}F_{MU}(x,y)$

が成り立っ.

(2) 形式群 $F(x, y)$ に付随する乗法的種数を $\varphi$ とし, $F(x, y)$ の logarithm を $l(x)$ と

する. $h(x,y)=\Sigma\varphi([H_{i,j}|)x^{i}y^{j}$ とおくと,

$h(x,y)=l’(x)l’(y)F(x,y)$
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が成り立っ.

2. 形式群 $F(x, y)=(x+y-2axy)/(1-(a^{2}+b^{2})xy)$ に付随する乗法的種数

形式群 $F(x, y)=(x+y-2\dot{a}xy)/(1-(a^{2}+b^{2})xy)$ , $a,$ $b\in Q$ $(or\in R)$ に付随する乗

法的種数を $\varphi_{a,b}$ : $MU_{*}arrow Q$ (or $R$) と表すことにしよう. この形式群の logarithm は

$l(x)= \int_{0}^{x}\frac{1}{1-2ax+(a^{2}+b^{2})x^{2}}dx$

である. 第 1節の定理 4を用いると次の結果を得る. 証明については Kamata [3] を参照

されたい.

定理 5 $\alpha=a+b\sqrt{-1}$, \beta =a--b $\sqrt{}$\sim 乙とおくと,

$\varphi_{a,b}([H_{i,j}])=\frac{\alpha^{i+1}-\beta^{i+1}\alpha^{j}-\beta^{j}}{\alpha-\beta\alpha-\beta}$, $\dot{\iota}\leq j$

この定理で $b=0$ の場合は,

$\varphi_{a,0}([H_{i,j}])=(i+1)ja^{i+j-1}$

$\varphi_{1,0}([CP^{n}])=n+1$

となり $\varphi_{1,0}$ はオイラー数に対応している. また, 定理 5の証明を見ると分かることである

が, $a,$
$b$ を有理数, 実数に限らないで考えることもでき, 例えば

$\varphi_{\frac{a}{2}\frac{a\sqrt{-1}}{2}}([H_{i,j}])=a^{i+j-1}$
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である. とくに,
$\varphi_{\frac{1}{2}\frac{\sqrt{-1}}{2}}$

は Todd 種数であることがわかる. さらに, $F(x, y)$ の logarithm

をみると $\varphi_{0,b}$ は Ochanine の乗法的種数で $S=b^{2}$ , $\epsilon=b^{4}$ とした物に対応している.

ここで,

$\varphi_{\delta}=\varphi_{\triangle,1^{\delta}}$ , $\delta\in Q$

とおくと, これは $Q$ への乗法的種数

$\varphi_{\delta}$ : $MU_{*}arrow Q$

である. この種数については, 定理 5などを用いて, 次の結果を得る.
$c$

$\varphi_{\delta}([H_{2,j}])=0$ , $j\geq 2$

$\varphi_{\delta}([CP^{3n}])=(-1)^{n}\delta^{3n}$

$\varphi_{\delta}([CP^{3n+1}])=(-1)^{n}\delta^{3n+1}$

$\varphi_{\delta}([CP^{3n+2}])=0$

この結果から, 次のような幾何学的考察をすることができる.

定理 6 任意の有理数 $\delta$ に対して, $\varphi_{\delta}(\alpha)=0$ を満たす $MU_{*}\otimes Q$ の元 $\alpha$ からなるイデ

アル $\theta$ は $CP^{2}$ 上のファイバーバンドルのコボルディズム類によって生成される.

証明 $MU_{*}\otimes Q$ は $\{[CP^{1}], [CP^{2}], [H_{2,j}]|j\geq 2\}$ で生成される $Q$ 上の多項式環であ

る. 任意の $\alpha$ は次のように表される.

$\alpha=\sum c_{j}[CP^{1}]^{j}+D$

ただし, $D$ は $\{[CP^{2}], [H_{2,j}]|j\geq 2\}$ で生成されるイデアルの元である. 任意の有理数 $\delta$
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に対して $\varphi_{\delta}(\alpha)=0$ であると仮定すると,

$\sum c_{j}\delta^{j}=0$

となり, $c_{j}=0$ を得る. ゆえに, このとき $\alpha$ は $\{[CP^{2}], [H_{2,j}]|j\geq 2\}$ で生成されるイデァ

ルに属することになる.

$CP^{2}$ 上の標準的直線束を $\xi$ で表し, a 回テンソル積 $\xi^{a}$ と $b$ 回テンソル積 $\xi^{b}$ の Whitney

sum $\xi^{a}\oplus\xi^{b}$ に付随する複素射影空間束を $P(a, b)$ と表すと, 特性数を調べることにより次

の関係式を得る.

$[P(a, b)]=- \frac{(a-b)^{2}}{3}[H_{2,2}]+\frac{(a-b)^{2}+3}{3}[CP^{1}][CP^{2}]$

一方, $j>2$ ならば $H_{2,i}$ は $CP^{2}$ 上のファイバーバンドルである. このようにして, $\alpha\in\theta$

ならば $\alpha$ は $CP^{2}$ 上のファイバーバンドルのコボルディズム類によって生成されるイデア

ルに属する.

3. $MU^{*}($ $)\otimes Q$ の分解と乗法的種数

形式的べき級数

$\hat{f}(x)=1+v_{1}x+v_{2}x^{2}+\cdots$ , $v_{j}\in MU^{-2j}\cong MU_{2j}$ ,

$f(x)=x\hat{f}(x)$

を考える. $n$ 個の不定元 $t_{1},$ $t_{2},$ $\cdots,$
$t_{n}$ の $i$ 次基本対称式を $\sigma_{i}$ で表し,

$P_{f}(\sigma_{1}, \sigma_{2}, \cdots, \sigma_{n})=\hat{f}(t_{1})\hat{f}(t_{2})\cdots\hat{f}(t_{n})$
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とおく. 空間 $X$ 上の $n$ 次元複素ベクトル束 $\xi$ の $i$ 次元複素コボルディズム Chern 類を

$c_{i}^{MU}(\xi)$ と表し,

$P_{f}(\xi)=P_{f}(c_{1}^{MU}(\xi), c_{2}^{MU}(\xi),$ $\cdots,c_{n}^{MU}(\xi))$

とおく. $f(x)$ に関わる複素コボルディズムコホモロジーの積保存作用素 $\epsilon_{f}$ を次のように

定義する.

$\epsilon_{f}$ : $MU^{*}(X)arrow MU^{*}(X)$

$\alpha=\{h\}\in MU^{*}(X)$ , $h:S^{2n-k}X^{+}arrow^{(}MU(n)=T(\gamma^{n})$

$\epsilon_{f}(\alpha)=\sigma^{k-2n}f^{*}\Phi_{\gamma^{n}}(P_{f}(\gamma^{n}))$

ここで, $\sigma^{k-2n}$ は k-2n 回懸垂同型, $\Phi_{\gamma^{n}}$ は普遍複素ベクトル束 $\gamma^{n}arrow BU(n)$ に対する

Thom 同型を表す. この複素コボルディズムコホモロジー作用素 $\epsilon_{f}$ は次の性質を持つ (cf.

[4], [7], [10]).

(1) $\epsilon_{f}(g^{*}(\alpha))=g^{*}(\epsilon_{f}(\alpha))$ , $g:Yarrow X$

(2) $\epsilon_{f}(\alpha\beta)=\epsilon_{f}(\alpha)\epsilon_{f}(\beta)$

(3) $\epsilon_{f}(c_{1}^{MU}(\gamma^{1})=f(c_{1}^{MU}(\gamma^{1}))$

形式的べき級数

$g(x)=x+ \frac{b_{1}}{2}x^{2}+\frac{b_{2}}{3}x^{3}+\cdots+\frac{b_{n}}{n+1}x^{n+1}+\cdots$ , $b_{n}\in MU^{-2n}\otimes Q$

が射影的であるとは, $\psi_{g}([CP^{n}])=b_{n}$ によって与えられる環準同型

$\psi_{g}$ : $MU^{*}\otimes Qarrow MU^{*}\otimes Q$

が射影的となることであると定義する. すなわち, $\psi_{g}\psi_{g}=\psi_{g}$ .
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定理 7 (cf. [3]) 形式的べき級数 $g(x)$ を射影的とする.

$f(x)=g^{-1}(\log(x))$

とおくと, この形式的べき級数に関わる複素コボルディズムコホモロジー

$\epsilon_{f}$ : $MU^{*}(X)\otimes Qarrow MU^{*}(X)\otimes Q$

は次の性質を持つ.

(1) $\epsilon_{f}$ は積保存自然作用素である.

(2) $\epsilon_{f}\epsilon_{f}=\epsilon_{f}$

(3) $\epsilon_{f}(MU^{*}(-)\otimes Q)$ は一般コホモロジーである.

これまで知られている乗法的種数は, 次のように一般コホモロジーと関係づけることが

できる.

例 1 射影的形式的べき級数

$g(x)= \int_{0}^{x}\frac{1}{\sqrt{1-2[CP^{2}]x^{2}+(3[CP^{2}]^{2}-2[CP^{4}])x^{4}}}dx$

から得られる積保存作用素

$\epsilon_{f}$ : $MU^{*}\otimes Qarrow\epsilon_{f}(MU^{*})\otimes Q$ , $f(x)=g^{-1}(\log(x))$

$\epsilon_{f}(MU^{*})=Q[[CP^{2}], [CP^{4}]]$

と環準同型

$\psi:Q[[CP^{2}], [CP^{4}]]$ $arrow Q[S,\epsilon]$ ,
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$\psi([CP^{2}])=\delta$ , $\psi([CP^{4}])=\frac{3S^{2}-\epsilon}{2}$

の合成として, Ochanine の乗法的種数は解釈できる.

例 2 射影的形式的べき級数

$g(x)= \int_{0}^{x}\frac{1}{1-[CP^{1}]x+([CP^{1}]^{2}-[CP^{2}])x^{2}}dx$

から得られる積保存作用素

$\epsilon_{f}$ : $MU^{*}\otimes Qarrow\epsilon_{f}(MU^{*})\otimes Q$ , $f(x)=g^{-1}(\log(x))$

$\epsilon_{f}(MU^{*})=Q[[CP^{1}], [CP^{2}]]$

と環準同型

$\psi$ : $Q[[CP^{1}], [CP^{2}]]$ $arrow Q$ ,

$\psi([CP^{1}])=2a$ , $\psi([CP^{2}])=3a^{2}-b^{2}$

の合成として, 乗法的種数 $\varphi_{a,b}$ は解釈できる.
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