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Fusion 代数と 3次元多様体の位相不変量

河野俊丈 (東大数理)

1. はじめに

このノートの目的は, }$/Vitten$ によって提唱された, 3次元多様体の位
相不変量に関して, その組合せ論的側面を解説することである., 周知のよ
うに, $1\lambda^{l}ir- t$ ) の定義は $Cl\iota ern$-Simons gauge 理論に基づ \langle intrinsic なも
のであるが, この幾何学的な定義については現在でも十分にくみつくさ
れているとはいえない. Witten の発見の後になされたいくつかの定義は,
概して代数的なものである. ([RT], $[I_{C}^{\nearrow}M],$ $[I\langle 0]$ など). Witten のアイデ
アが素直に実現されるような幾何学的基礎はまだ構築されてはいないが,
これらの定義がなされる過程においていくつかの点があきらかにされて
きた. すなわち, 共形場理論における非可換 tensor category の構造, 組
ひも群およびリーマン面の写像類群の conformal block の空間への作用,
fusion algebra と量子群の 1のべ $*$根における表現, Verlinde identity と

の関係などである. また, モジュラー群のアフィンリー環の指標への作
用が, 位相不変性の証明の重要なキーであることも認識されてきた. こ

こでは, $sl(\uparrow’, C)$ に付随した不変量を扱う. $n=2$ の場合は, [KM] など
に詳しく述べられているが, 一般の $?t$ については, 計算のアルゴリズム
にふれた文献は少なく, また応用面の研究も十分とはいえない. ここで

は, 特に $\uparrow?=3$ の場合に重点をおいて, 技術的な側面もふくめて不変量
を計算するメカニズムを解説する.

2 . Fusion 代数と Verlinde 等式

ルート系の記号など

A 型リー環 $sl(??,, C)$ について, ルート系などに関連した基本的な記号
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を整理しておこう. ここで用いるのは, ごく標準的な内容だけであるが,
詳細は, [FH],[H] などの教科書を参照されたい. $sl(n, C)$ は, $n$ 次複素正
方行列でトレースが $0$ になるもの全体のなすリー環である. $sl(n, C)$ の

Cartan subalgebra $h$ を対角行列全体として固定する. 一般に $n$ 次の対
角行列に対して, その $i$ 番目の成分を対応させる写像を $\epsilon_{i}$ であらわす.

$sl(n, C)$ のルート全体の集合は

$\triangle=\{\epsilon_{i}-\epsilon_{j} ; 1\leq i\neq j\leq n\}$

で与えられる.
$\triangle_{+}=\{\epsilon_{i}-\epsilon_{j} ; 1\leq i<j\leq n\}$

の元は, 正のルートとよばれる.

$(1^{\prime=\epsilon_{i}-\epsilon_{i+1}}$ $i=1,2,$ $\cdots,$ $n-1$

は, ベクトル空間 $h^{*}$ の基底となる. これらは, ルートの基本系とよば
れる.

$Q=Z\alpha_{1}\oplus\cdots\oplus Z\alpha_{n-1}$

を root lattice とよぶ. リー環の Cartan-Killing form から自然に導かれ
るように

$\langle\epsilon_{i}, \epsilon_{j}\rangle=\delta_{ij}$

によって, 内積をいれると

$\langle\alpha_{i}, \alpha_{i}\rangle=2$ , $\langle\alpha_{i}, \alpha_{i+1}\rangle=-1$ , $\langle\alpha_{i}, \alpha_{j}\rangle=0$ , $|i-j|>1$

が成立している.

$\Lambda_{j}=(\epsilon_{1}+_{-}\cdot\cdot+\epsilon_{i})-\frac{i}{n}\sum_{i=1}^{n}\epsilon_{i}$

とおくと, これらは, $\langle\Lambda_{i}, \alpha_{j}\rangle=\delta_{ii}$ を満たしている.

$P=Z\Lambda_{1}\oplus\cdots\oplus Z\Lambda_{n-1}$

とおき, これを $wc^{\Delta}ig1\iota t$ lattice とよぶ.

-S。$(/\backslash )=/\backslash -\{\alpha,$ $\lambda\rangle$ $\alpha$ , $\alpha\in\triangle$ , $\lambda\in P$

により, 鏡映変換が $P$ に作用する. 鏡映変換 $s_{\alpha_{i}},$ $1\leq i\leq n-1$ はワイ
ル群 $Tt^{\gamma}$ を生成し, これは, $n$ 次対称群と同型である.

$P_{+}(" \iota)=\{\sum_{i=1}^{n-1}a_{i}\Lambda_{i}$ ; $c\iota_{i}\in Z$ , $a_{i}\geq 0\}$
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とおく. $P_{+}(\uparrow\iota)$ の元は, dominant integral weight とよばれる. $\lambda\in P+(n)$

は
$\langle/\backslash , \alpha_{j}\rangle\in Z$ , $\{\lambda,$ $\alpha_{i}\rangle$ $\geq 0$ , $1\leq i\leq n-1$

という性質によって特徴づけられる.
正のルートの和の半分を $\rho$ とおく. すなわち

$\rho=\frac{1}{2}\sum_{\alpha\in\Delta+}\alpha$ .

これは

$\rho=\Lambda_{1}+\Lambda_{2}+\cdots\Lambda_{n-1}$

とも表される.
上に説明した記号を $sl(3, C)$ の場合に図示したのが図 2.1である.

Littlewood-Richardson rule

$sl(n, C)$ の表現のテンソル積の分解則である Littlewood-Richardson
rule について, 復習しておく. $sl(n, C)$ の有限次元既約表現全体の集合
は, dominant integral weight の集合 $P+(n)$ と 1対 1に対応する. 具体的
には, この対応は表現の最高ウェイトによって得られるのであった. ヤン
グ図形による表示について説明する. 図 22のような型 $(d_{1}, d_{2}, \cdots , d_{k})$ ,
$d_{1}\geq cl_{2}\geq\cdot\cdot$ $\geq d_{k}\geq 0,$ $k\leq n$ のヤング図形を考える. ここで, $d=$

$d_{1}+d_{2}+\cdots+cl_{1_{\backslash }}$. とおく. このヤング図形に $P_{+}(n)$ の元

$1^{-}’\iota_{1}\Lambda_{1}+?1x_{2}\Lambda_{2}+\cdots+\uparrow n_{n-1}\Lambda_{n-1}$

を

’)伯 $=d_{1}-d_{2},$ $\cdots,$ $\uparrow?x_{k-1}=d_{k-1}-d_{k}.$ , $7n_{k}$. $=d_{k}$
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とおくことにより対応させる. ただし, $k=n$ のときは $m_{k}=0$ とする.
実際には, この最高ウェイトをもつ表現は, $n$ 次元の自然な表現 $V$ の $d$

個のテンソル積の部分表現として, ヤング対称子を用いて構成される. こ

の表現を $[d_{1}, \cdots, d_{k}]$ と表すことにする.

$d_{t}$ /|幻

Figure 2.2

Littlervoocl-Riclrardson rule は, $sl(n, C)$ の表現のテンソ)積

$[d_{1}, \cdots, d_{k}]\otimes[d_{1}’, \cdots, d_{m}’]$

の既約表現への分解則を与えるもので, 次のように述べられる.
まず, 型 $[cl_{1}, \cdots, cl_{k}.],$ $[d_{\iota}’, \cdots, d_{\eta_{l}}’]$ のヤング図形をそれぞれ描き, 図 2.3

のようように 2番目のヤング図形の第 $i$ 行の箱に数 $i$ を書き込む. 1番目
のヤング図形に 2番目のヤング図形の箱を, まず 1が書き込まれたもの,
次に 2が書き込まれたものというように, 順に付け加えて新しいヤング
図形を作る. その際, 各ステップで以下の規則が満たされているように
付け加えてゆく.

(1) 得られる図形は, 行が $?$? 以下のヤング図形であること.
(2) 同一の列には同じ数字配列されないこと.
(3) 付け加えられた数字をまず第 1行について右から順に読み, 次に

第 2行について右から順に読んで, 以下同様にして数字の列を作ると, こ

れが latticc $1$ ) $c1^{\cdot}111\mathfrak{U}C_{\dot{C}})_{-}tion$ であること.

ここで, lattice $1^{3elm\iota\iota tation}$ とは, 任意の自然数 $N,$ $i$ に対して, 初
めの $N$項に含まれる $i$ の個数が, $i+1$ の個数以上であるような数列をい
う. 例えば {1, 1, 1, 2, 3} の lattice permutation は

11123, 11213, 11231 12113, 12131, 12311

の 6通りである.
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Figure 2.3

Little $Y1^{\cdot}G((!-R^{i}arrow c!\backslash .c^{3}\cdot:\zeta d_{-}\backslash \wedge O1$} $:\cdot\iota\iota\downarrow 1_{G}$ }こよると, このようにして得られるヤン
グ図形とテンソル積に含まれる既約成分が 1対 1に対応している. 具体
例をいくつか見よう.

$sl(3, C)$ の場合の例

$[0,1]\otimes[1,0]=[1,1]\oplus[0,0]$

$[0,1]\otimes[0,1]=[0,2]\oplus[1,0]$

$B\otimes O$ $\overline{\sim}$ 印 $\oplus\ovalbox{\tt\small REJECT}$ 日 $\Phi$ 日 $rightarrow$-田 $\oplus$
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$sl(4, C)$ の場合の例

$[1, 0.1]\otimes[1,0,1]=[2,0,2]\oplus[2,1,0]\oplus[0,1,2]\oplus[0,2,0]$

$\oplus 2[1,0,1]\oplus[0,0,0]$

解

表現環と fusion algebra

最高ウェイトが $/\backslash \in P_{+}(\uparrow x)$ で与えられる $sl(n, C)$ の既約表現を紘と
表すことにする. 上で述べた Littlewood-Richardson rule に従い表現の
テンソル積は,

$l^{\gamma_{\lambda}}\otimes V_{\mu}=\oplus_{\nu}n_{\lambda\mu}^{\nu}V_{\nu}$
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ここで, $n_{\lambda\mu}^{\nu}$ は表現 $V_{\nu}$ の重複度を示す. $P_{+}(n)$ の元で生成される自由 $Z$

加群に対して, 積構造を

$\lambda\cdot\mu=\sum_{\nu}n_{\lambda\mu}^{\nu}\nu$

によって導入したものが $sl(\uparrow x, C)$ の表現環で, これを $R_{n}$ と記す. 多項
式環との同型

$R_{n}=Z[\Lambda_{1}, \cdot .., \Lambda_{n-1}]$

が知られている.
Fusion $\dot{\zeta}$) $1gc1_{21\dot{c}1}$ は, [BPZ] などで共形場理論における vertex operator

の概念を用いて導入された. Fusion algebra の構造定数は, 無限次元りー
環の表現空間のある種の intertwiner の空間の次元として定式化される.
([TK] など参照.) A 型の場合には, 表現環を truncate したものとして,
次のように代数的に述べることができるので, ここでは, 組合せ的な記
述のみを説明しよう. まず, レベルとよばれる正の整数 $K$ を固定する.

$P_{+}( \cdot’\iota, K)=\{\sum_{i=1}^{n-1}a_{i}\Lambda_{i}.;c\iota_{i}\in Z$ , $a_{i}\geq 0$ $\sum_{i=1}^{n-1}a_{i}\leq K\}$

とおく. これは, アフィンリー環 $sl(\overline{n,}C)$ のレベル $K$ dominant integral
weight の集合と 1対 1に対応する. 自然な包含写像 $P_{+}(n, K)\subset P_{+}(n,$ $K+$

1) を考え
$\partial F_{+}(’)^{-}\iota,$ $K$ ) $=p_{+}(n, K+1)\backslash P_{+}(n, K)$

とおく. 表現環 $R_{7}$ , のイデアルで\partial P+(n, $K$ ) で生成されるものを $I_{n,K}$ と

かく. このとき, fusion algebra $R_{n,It’}$

.
を

$R_{n,K}=R_{n}/I_{n,K}$

により定義する. これは, $\backslash \in P_{+}(n, K)$ を基底とする自由 $Z$ 加群とな
る. 積構造を

$/ \backslash \cdot\mu=\sum_{\nu}N_{\lambda\mu}^{\nu}\nu$

であらわすと, 構造定数 $N_{\lambda^{l/}\mu}$ は, 非負整数となることが知られている.
([GW] など参照.)

リー環 $sl(2, C)$ の場合, 表現の分解則はよく知られた Clebsch-Gordan
rule にほかならない. 最高ウェイトが $\uparrow n\Lambda_{1},$ $\uparrow n\in Z,$ $m\geq 0$ の表現 $V_{m\Lambda_{1}}$
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を半整数を用いて巧, $j=m/2$ で表すことにする. $V_{1/2}$ のテンソル積は
次のように分解する.

$V_{1/2}^{\otimes 2}=V_{1}\oplus V_{0}$

$V_{1/2}^{\otimes 3}=V_{3/2}\oplus 2V_{1/2}$

$V_{1/2}^{\otimes 4}=V_{2}\oplus 3V_{1}\oplus 2V_{0}$

これらを用いて, 表現環では $m+1$ 次元表現に対応した $m\Lambda_{1}$ を $\Lambda_{1}$ の

多項式として

$P_{\eta 1}= \sum_{i=0}^{\sim}[71l/](-1)^{i}(\begin{array}{ll}m -i i\end{array}) \Lambda_{1}^{m-2i}$ (2.4)

と表すことができる. Fusion algebra $R_{2,K}$ は一変数多項式環をイデアル
でわった

$Z[\Lambda_{1}]/(P_{Ii’+1})$

と同型になる. ここで, 巧, $j=0,1/2,1,$ $\cdot$ . . , $I\acute{\backslash }’/2$ に対応した fusion al-
gebra の基底を $v_{j}$ とかくと積構造

$v_{i}$ .
$v_{j}= \sum_{k}N_{ij}^{k}v_{k}$

を定める構造定数 $N_{ij}^{karrow}$ は, 以下の条件を満たすときに 1でその他の場合
は $0$ となる.

$|i-j|\leq k\leq i+j$

$i+j+k\in Z$ , $i+j+k\leq K$

$sl(3, C)$ の場合は, fusion algebra の基底は, 図 2.5に例を示したグラ
フの頂点と 1対 1に対応する. (図は $K=4$ のときである.) グラフの辺
につけられた矢印は, 矢印の始点の表現にベクトル表現 $V_{\Lambda_{1}}$ をテンソル
積すると, その成分に矢印の終点に対応する表現が現れることを示す.

Figure 2.5
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$P_{+}(\uparrow x, \Lambda^{:})$ には
$/\backslash *=-w(\lambda)$

で定義される involution が存在する. ここで, $w$ はワイル群の最長元を
表す. $\lambda^{*}$ は表現紘の双対表現に対応している. $sl(3)$ の場合この作用は,

図 25の点線に関する対称移動である. $N_{\lambda\mu\nu}=N_{\lambda^{\nu}\mu}$ とお \langle . この記号を
用いて, $\wedge T_{\lambda_{l^{l}}}^{\mu}$ の主な性質をまとめておく.

Proposition 2.6

(1) $\uparrow\iota_{\lambda_{1^{l}}}^{l/}\geq\wedge^{/V_{\lambda_{1^{l}}^{\nu}}}$

(2) $\wedge T_{\lambda_{1^{l}}’}^{L}$ は $/\backslash ,$

$l^{l,l/}$ について対称.

(3) $N$広 $=\delta_{\lambda\iota/}$

(4) $\lambda_{\lambda’}^{\tau_{\ell}}/:_{l^{*}}=\lambda_{\lambda\mu}^{\prime^{\tau}t/}$

Verlinde identity

Verlinde $i(lcntity$ は, モジュラー変換の $S$ 行列が fusion algebra を対
角化するという主張として [V] にはじめてあらわれた. まず, アフィン
リー環の指標へのモジュラー群の作用について整理しておこう. 詳細は,

[K] などを参照されたい. $P_{+}(n, K)$ の要素 $\lambda$ に対して, integrable highest
weight module とよばれる $sl(\overline{n,}C)$ の既約表現 $\mathcal{H}_{\lambda}$ が構成される. $\mathcal{H}_{\lambda}$ の

指標を $\chi_{\lambda}$ とかく. $\mathcal{H}_{\lambda}$ には Sugawara construction により Virasoro Lie
環が作用するが, 指標は $L_{0}$ を用いて

$\chi_{\lambda}(\tau)=Tr_{\mathcal{H}_{\lambda},\prime}q^{L_{0}-c/24}$

と定義される. ここで, $q=\exp\pi\sqrt{-1}\tau$ とおく. また, $c$ は Virasoro Lie
環の central $c1_{1\urcorner_{1}1}\zeta ge$ で

$c= \frac{f\backslash ^{\nearrow}di_{l}nsl(n,C)}{I\iota’+n\prime}$ (2.7)

であたえられる.
指標については, ここでは詳しくはふれられないが, およそ次のよう

なものである. 最高ウェイト $\lambda$ の $sl(n, C)$ の表現仏に対して, $sl(\overline{n,}C)$
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の negative part を形式的に作用させて得られるものが Verma 加群 $\mathcal{M}_{\lambda}$

である. ここで, center は $K$ 倍で作用する. $\mathcal{M}_{\lambda}$ は既約でなく, その null
vector の生成する部分加群でわって既約な $\mathcal{H}_{\lambda}$ が構成される . $sl(\overline{n,}C)$ の

作用の $\deg_{lCC^{3}}$ により, $\mathcal{H}_{\lambda}$ は

$\mathcal{H}_{\lambda}=\oplus_{d\geq 0}\mathcal{H}_{\lambda,d}$

と分解する. 指標は, この次元のある種の母関数で

$T \uparrow \mathcal{H}_{\lambda}1^{L_{0}}=\sum_{d=0}^{\infty}q^{d}\dim \mathcal{H}_{\lambda,d}$

で与えられる.
指標は, テータ関数を用いて表すことができて, $n=2,$ $\lambda=2j+1$ の

場合の具体形は,

$\chi_{\lambda}=\eta(\tau)^{-3}\sum_{\prime\{1=-\infty}^{\infty}[2??z(K+2)+(2j+1)]e^{\pi\sqrt{-1}\tau[2m(K+2)+(2j+1)]^{2}/2(K+2)}$

となる. ここで $\uparrow’$) は, Dedekind eta function

$\eta(q)=q^{1/24}\prod_{n=1}^{\infty}(1-q^{n})$

である.

$\triangle_{\lambda}=\frac{\langle\lambda,\lambda+2\rho\rangle}{2(I\acute{\backslash }’+n)}$

とおき, $CC$) $11\{\mathfrak{c}$) $1^{\cdot}m_{C}\sqrt{}$ weight とよぶ. これは, $L_{0}$ の $\uparrow/^{r_{\lambda}}$ における固有値で
ある. $n=2,$ $/\backslash =2j+1$ のときの値は,

$\triangle_{j}=\frac{j(j+1)}{I\backslash ^{\nearrow}+2}$

となる.
$I\langle ac- Peterson[I\backslash \nearrow P]$ により, モジュラー群 $SL(2, Z)$ が指標 $\{\chi_{\lambda}\}_{\lambda\in P+(n,K)}$

に次のように線形に作用することが知られている.

$\chi_{\lambda}(-1/\tau)=,\sum_{\mu\in P+(n,K)}S_{\lambda\mu}\chi_{\mu}(\tau)$
,

$’ \backslash \lambda(\tau+1)=\exp 2\pi\sqrt{-1}(\triangle_{\lambda}-\frac{c}{24})\chi_{\lambda}(\tau)$
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となる. ここで,

$S_{\lambda\mu}= \frac{(\sqrt{-1})^{n(n-1)/2}}{\sqrt{\uparrow x(I_{C}^{\nearrow}+?x)^{n-1}}}\sum_{\tau v\in W}\det w\exp(\frac{2\pi\sqrt{-1}}{I_{1^{J’}}+n}\langle w(\lambda+\rho),$ $\mu+\rho$ } $)$

である.
$T_{\lambda\mu}= \delta_{\lambda\mu}\exp 2\pi\sqrt{-1}(\triangle_{\lambda}-\frac{c}{24})$

とおく. $sl(2, C)$ のときは,

$S_{ij}= \ulcorner\frac{2}{\Lambda’+2}\sin\frac{\pi(2i+1)(2j+1)}{I\iota’\prime+2}$

で与えられられる.
上の行列 $S,$ $T$ は, ともにユニタリ対称行列である. 次の基本関係式

が成立する.
$(ST)^{3}=S^{2}=(\delta_{\lambda\mu}\cdot)_{\lambda\mu}$ (2.8)

双対表現に対応した involution * について

$S_{\lambda\mu}\cdot=\overline{S_{\lambda\mu}}$

$\triangle_{\lambda^{*}}=\triangle_{\lambda}$

が確かめられる.
$S_{0\lambda}$ は実数で

$S_{0\lambda}= \frac{1}{\sqrt{n(\Lambda’+n)^{n-1}}}\prod_{+\alpha\in\triangle}2$ sinn $\frac{\pi\{\lambda+\rho,\alpha\rangle}{I\backslash ’\prime+n}$ (2.9)

とも表される. また,

$\frac{S_{0\lambda}}{S_{00}}=\frac{\Pi_{\alpha\in\Delta+}\sin\frac{\pi\langle\lambda+\rho,\alpha\rangle}{K+n}}{\Pi_{\alpha\in\triangle}+\sin\frac{\pi\langle\rho,\alpha\rangle}{I\mathfrak{i}’+n}}$

は, $Karrow\infty$ において, 最高ウェイト $\lambda$ の表現の次元を与えるいわゆる
ワイルの次元公式となっていることに注意しよう.

Proposition 2.10 (Verlinde identity)

$\wedge T_{\lambda\mu}^{\nu}=\sum_{\alpha\in P_{+}(n,Ii’)}\frac{S_{\lambda\alpha}S_{\mu\alpha}S_{\nu\alpha}}{S_{0}\alpha}$
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Verlinde のはじめの主張は, 次のように述べることができる. Fusion
algebra $R_{\iota,I\backslash ’}$ の基底を変換して

$w_{\lambda}=S_{0\lambda} \sum_{\lambda}S_{\lambda\mu}\mu$

とおくと, 上の Proposition と $S$ のユニタリ性から, $w_{\lambda}$ が idempotent
となることが従う. つまり

$w_{\lambda}\cdot w_{\mu}=\delta_{\lambda\mu}w_{\lambda}$

が成立する. 言い替えると, fusion algebra が, 行列 $S$ により対角化さ
れた.

3. $sl(\uparrow\tau, C)$ 型の 3次元多様体の位相不変量

framed link の不変量

Witten による 3次元多様体の不変量を組み合せ的に構成する際に基礎
になるのは, 前節で述べた指標へのモジュラー群の作用と, colored framed
link の不変量である. Link の不変量について説明しよう.

$L$ を 3次元球面 $S^{3}$ 内の向きのついた framed link とする. $L$ の成分を

$L=L_{1}\cup L_{2}\cup\cdots\cup L_{k}$

とする. さらに, 写像

$/\backslash :\{1,2, \cdots k\}arrow P_{+}(n, K)$

によって各成分に $sl(\uparrow x, C)$ の表現を対応させたものを colored framed
link とよぶ. この状況で, 不変量 $J(L, \lambda)$ が構成される. 具体的には, link
diagram を図 3.1のような elememtary tangle に分解して, $U_{q}(sl(n))$ 加群
としての homomorphism をそれぞれに対応させてい \langle $[RT]$ などで用い
られている標準的な方法を用いる. このような定義にしたがって直接計算
するのは, あまり得策ではない. このノートでは、具体的な計算方法の解
説を目標にしているので、定義を述べるよりも, 計算に必要な不変量の性
質について解説することにする.
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Figure 3.1

最も基本的なのは, link diagram を局所的に変形した際に現れる変化
を記述する次の一連の等式である.

Prosposition 3.2

$J= \frac{S_{0\lambda}}{S_{00}}J)0^{\lambda})$

$J_{\circ/_{\backslash }}\lambda=\exp 2\pi\sqrt{-1}\triangle_{\lambda}J(\lambda$ ,

$Jl. \mu=\frac{S_{\lambda\mu}}{S_{0\lambda}}J\star^{\lambda}(\lambda\cdot$

2番目の式は, framing の変化が conformal weight を用いて記述され
ることを示している. また, $S$ は前節で説明したモジュラー変換の $S$ 行列
である. $J(L.,$ $/\backslash )$ は lillk の向きに依存した不変量である. ある成分の向き
を反対にして得られる不変量は, その成分に対応した表現 $\lambda(i)$ を $\lambda(i)^{*}$

でおきかえることにより計算されることに注意しよう.

$J$ ( $c^{\lambda\Phi}$)$o^{\mu}’)\overline{\sim}\sum_{\vee}N_{\lambda}^{\nu}\mu J(c_{\cup}^{\subseteq^{\nu})})$

Figure 3.3

図 33のように, link の成分を平行にふやして各成分に表現\mbox{\boldmath $\lambda$}, $\mu$ を対
応させると, これはもとの link に表現のテンソル積 $\lambda\otimes\mu$ を対応させたも
のと同じと考えられて, 得られる不変量は fusion rule にしたがって表さ
れる. このことから, $k$個の成分をもつ link では, 各成分に fusion algebra
の元を対応させることにより, multi-linear map

$J(L, \cdot)$ : $R_{n,I\backslash ’}^{\otimes k}arrow C$
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が得られる. Fusion algebra における積を上のように link の平行化に対
応させると, この写像は fusion algebra の積構造と compatible である. 不
変量の基本的な計算方法はこの規則を用いて各成分にベクトル表現が与
えれれた場合の不変量の計算に帰着することである. パラメータ $q$ が 1

のべ*根でないときは, 上の multi-linear map は表現環のレベルで

$R_{n}^{\otimes k}arrow C$

として定義される. $q= \exp(\frac{2\pi\sqrt{-1}}{l\backslash ’+n})$ とするとイデアル $I_{n,K}$ に対応する
部分の寄与が消えるわけである. したがって, 実際の計算においてはま
ず $q$ を変数とみなして表現環の積構造によって計算してから得られた結
果に $q= \exp(\frac{2\pi\sqrt{-1}}{l\backslash ’+?1})$ を代入しても差し支えない. 次にベクトル表現の
場合を詳しくみるこ と にしよう.

スケイン関係式

Orientcd frame link $L$ ですべての成分にベクトル表現すなわち最高
ウェイト $\Lambda_{1}$ が与えられた場合を考えよう. この不変量を $J_{L}$ と表すこ
とにする. 不変量を構成する際に最も重要な役割をはたすのが図 3.1の

$elemental\cdot y1_{\overline{J}1}\cdot aic1$ に対応する $R$ 行列である. 表現の分解

$1^{\gamma_{\Lambda_{1}}}\otimes\uparrow r_{\Lambda_{1}}=V_{2\Lambda_{1}}\oplus V_{\Lambda_{2}}$

から $R$ 行列は 2つの固有値をもつことがわかる.

$q= \exp(\frac{2\pi\sqrt{-1}}{\Lambda’+n})$ , $t= \exp(\frac{\pi\sqrt{-1}}{n(I\acute{\backslash }’+n)})$

とおく. 固有値は次のように求められる. (図 3.4参照. )

$\exp\pi\sqrt{-1}(\triangle_{2\Lambda_{1}}-2\triangle_{\Lambda_{1}})=q^{-1/2}t^{-1}$

$-\exp\pi\sqrt{-1}(\triangle_{\Lambda_{2}}-2\triangle_{\Lambda_{I}})=-q^{\iota/2}t^{-1}$

2 $\bigwedge_{1}$

Figure 3.4



26

したがって $R$ 行列は, 次の 2次関係式を満たす.

$(R-q^{-1/2}t^{-1})(R+q^{1/2}t^{-1})=I$

このことから $J_{L}$ はスケイン関係式

$tJ_{L+}-t^{-1}J_{L-}=q^{1/2}-q^{-1/2}J_{Lo}$ (3.5)

を満たすことがわかる. (図 3.6参照. )

$(/_{\backslash })_{\backslash }^{\vee\sim}(/\}\backslash \simarrow\backslash$

$L$ 十 $L-$ $L_{6}$

Figure 3.6

$JO$
$= \frac{q^{n/2}-q^{-n/2}}{c_{1^{1/2}}-c1^{-1/2}}$ (3.7)

とあわせるとスケイン関係式によって不変量を特徴づけることができる.
Framing の変化に関しては

$J_{\subseteq\nearrow_{\backslash }}=\exp 2\pi\sqrt{-1}\triangle_{\Lambda_{1}}J($

であった. ここで
$\exp 2\pi\sqrt{-1}\triangle_{\Lambda_{1}}=q^{n/2}t^{-1}$

となる. Link cliagra.nl の正の交差の数から負の交差の数を引いたものを
$w(L)$ とかき

$J_{L}=(\exp 2\pi\sqrt{-1}\triangle_{\Lambda_{1}})^{w(L)}P_{L}$

とおくと $P(L\cdot)$ は $f_{1}$.aming にはよらない 向きのついた link の不変量と
なり, さらに

$q^{n/2}P_{L_{+}}-q^{-n/2}P_{L_{-}}=q^{1/2}-q^{-1/2}P_{L_{0}}$ (3.8)

が満たされる. したがって, $P(L)$ は skein polynomial (2 variable Jones
polynomial) の特殊値として計算される.
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Dehn surgery formula

次に 3次元多様体の不変量の構成について説明しよう. $M$ を境界のな
い向きづけられたコンパクト 3次元多様体とする. $M$ が $S^{3}$ 内の framed
link $L$ に関する Dehn surgery で得られているとする. これは, $L$ の各成
分 $L_{1}$ , , $L_{/:}\backslash$ の tubular lleig}市 ourhood を取り去ってから, $k$個のソリッ
ドトーラスを図 3.9のように link の framing にしたがって挿入する操作
である.

Figure 3.9

$n,$ $K$ は固定する. また $L$ に適当な向きを与えておく.

$/\backslash :\{1,2, \cdots k\}arrow P_{+}(n, K)$

を定めるごとに, 不変量 $J(L, \lambda)$ が得られるのであった. これを用いて
3次元多様体 $1\uparrow/$[ の位相不変量が構成される.

$Z(]|/I; \uparrow\tau, K)=C^{sign(L)}\sum_{\lambda}S_{0\lambda(1)}\cdots S_{0\lambda(k)}J(L, \lambda)$ (3.10)

ここで $C$ は (2.7) の central charge $c$ を用いて

$C=( \exp 2\pi\sqrt{-1}\frac{c}{24})^{-3}$

で与えらえれる. また, sign $(L)$ は $L$ の linkng matrixの正の固有値の個数
から負の固有値の個数を引いたものを示す. 和はすべての\mbox{\boldmath $\lambda$} : $\{1, 2, \cdots k\}arrow$

$P_{+}(n, K)$ についてとる. このように和をとると, involution* 作用から,
得られた式は $L$ の向きによらないこともわかる. 位相不変性は, 3次元
多様体 $\Lambda l$ の Dehn surgery による記述によらないことを証明することに
よって保証される. これは, いわゆる Kirby move に関する不変性に帰着
されるが, これを示すキーとなるのは, $J(L, \lambda)$ についての Proposition
32と行列 $S,$ $T$ の基本関係式 (2.8) である.
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対称性

ここで構成された位相不変量についていくつかの対称性が存在する.
まず, アフィンリー環の Dynkin diagram automorphism に由来する対称性
をとりあげよう. 詳しくは, [KT] を見られたい. ウェイトの集合 $P_{+}(n, K)$

は, $sl(\uparrow t, C)-$ の level $I\backslash \nearrow$ dominant integral weight の集合

$P_{+} \overline{(n,}K)=\{\sum_{i=0}^{n-1}a_{i}\hat{\Lambda}_{i}$ ; $a_{i}\in Z$ , $a_{i}\geq 0$ $\sum_{i=0}^{n-1}a_{i}=K\}$

と同一視できるのであった. $P_{+}\overline{(n,}K$ ) には, 巡回群 $Z_{n}$ が

$\sigma(\hat{\Lambda}_{i})=\hat{\Lambda}_{i+1}$

を生成元として作用する. $P_{+}(n, K)$ に対する作用は,

$\sigma(/\backslash )=C\lambda+K\Lambda_{1}$ , $\lambda\in P_{+}(n, K)$

と表される. ここで, $C$ は Coxeter 変換で

$C=s_{\alpha_{1}}\cdots s_{\alpha_{n-1}}$

である.
$sl(2, C)$ のとき, この作用は

$\sigma(j)=K/2-j$

で表される反転である. また, $sl(3, C)$ のときは, 図 25の三角形の重心
に関する $2\pi/3$ 回転が $\sigma$ である. 表現の双対を表す $*$ とあわせると, 2
面体群 $D_{3}$ の作用が得られる.
ウェイト $/\backslash \in P_{+}(\uparrow\tau, K)$ について対応するヤング図形の箱の個数を $|\lambda|$

で表す. Conformal weight, 行列 $S$ への $\sigma$ の作用は, 次の式で与えられる.

$\triangle_{\sigma(\lambda)}-\triangle_{\lambda}=\frac{1}{n}(\frac{(n-1)It’}{2}-|\lambda|)$ (3.11)

$S_{\sigma(\lambda)\mu}= \exp(\frac{2\pi\sqrt{-1}|\mu|}{n})S_{\lambda\mu}$ (3.12)

これを用いると, $J(L, \lambda)$ においてある成分に与えられた表現を $\sigma$ の

作用でずらしたときの変化を記述することができる. リンク $L$ にもう一



29

つの成分 $\wedge T$ を付け加えて, 新しい成分に対応する表現をかえる状況を考
える.

Proposition 3.13 (symmetry principle)

$\frac{J(L\cup N,\mu\cup\sigma(\lambda))}{J(L\cup N,\mu\cup\lambda)}$

$= \exp(\frac{\pi\sqrt{-1}}{?l}(((n-1)K-2|\lambda|)N\cdot N-2\sum_{j=1}^{k}|\mu(j)|L_{j}\cdot N))$

これを用いると, 式 3.10の計算は, 2面体群の作用に関する軌道に分
解することにより和の個数を節約することができて, 実際の計算には有
効である.
また, 3次元多様体の不変量 $Z(M;n, K)$ は $n,$ $K$ に関して level-rank

duality とよばれる対称性をもつことも知られている.

計算のアルゴリズム

$sl(2, C)$ の場合

すでに見たように,

$P_{+}(\uparrow x, K)=\{0,1/2,1, \cdots, K/2\}$

とみなすことができる. リンク $L$ の各成分に 1/2を対応させて得られる
不変量 $J_{L}$ は, Jones 多項式の特殊値を用いて計算することができる. さ
らに, 一般の color については, 前節で説明したように fusion rule にし
たがって parallel version の Jones 多項式の計算より求められる. 3次元
多様体の不変量 $Z(\Lambda’I;2, K)$ に必要なその他の量は,

$S_{0j}= \ulcorner\frac{2}{I’+2}\sin\frac{\pi(2j+1)}{I\iota’\prime+2}$

$c= \frac{3\Lambda^{\nearrow}}{f\zeta+2}$

で与えられている. 式 3.10にあてはめると, [RT], [KM] などで詳しく調
べられている 3次元多様体の不変量の cabling fonnula が得られる.
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$sl(3, C)$ の場合

表現環 $R_{3}$ は, 基本ウェイト $\Lambda_{1},$ $\Lambda_{2}$ で生成される多項式環 $Z[\Lambda_{1}, \Lambda_{2}]$

と同型であった. 最高ウェイト $m_{1}A_{1}+m_{2}A_{2},$ $m_{1},$ $m_{2}\in Z,$ $m_{1},$ $m_{2}\geq 0$

の表現を, 表現環において, 基本ウェイト $x=\Lambda_{1},$ $y=\Lambda_{2}$ の多項式で表
し, これを $P_{7?11},m_{2}(x, y)$ とかく. $P_{m_{1},m_{2}}$ は, Littlewood-Richardson rule
を用いて, 次の式から帰納的に計算することができる.

$P_{1,0}=x$ , $P_{0,1}=y$ , $P_{1,1}=xy-1$ ,

$xP_{m,0}=P_{m-1,1}+P_{m+1,0}$ ,

$xP_{?1\iota_{1},\cdot n\iota_{\vee}}.\urcorner=P_{\uparrow?\iota_{1},n\iota_{2}-1}+P_{m_{1}-1,m_{2}+1}+P_{m_{1}+1,m_{2}}$ , $m_{1},$ $m_{2}>0$

$P_{??\iota_{1},n\iota_{2}}(x, y)=P_{m_{2},m_{1}}(y, x)$ .

はじめのいくつかについて計算すると以下のようになる.

$P_{2,0}=x^{2}-y$

$P_{3,0}=x^{3}-2xy+1$

$P_{2,1}=x^{2}y-y^{2}-x$

$P_{4,0}=x^{4}-3x^{2}y+y^{2}+2x$

$P_{3,1}=\lambda^{3}y-2xy^{2}-x^{2}+2y$

$P_{2,2}=\lambda^{2}y^{2}-x^{3}-y^{3}$

次に, リンクの不変量との関係を調べよう. $S^{3}$ 内の向きのついた framed
link $L=L_{1}\cup L_{2}\cup\cdots\cup L_{k}$ について各成分に表現環 $R_{3}$ の元を対応さ
せて得られる不変量 $J(L, /\backslash )$ を計算する方法は, 以下の通りである. Fu-
sion rule と上の多項式 $P_{m_{1},m_{2}}$ を用いて, 図 3.3のように計算していくと,
$J(L, \lambda)$ はリンク $L$ の parallel version に対して, 各成分に基本ウェイト
$\Lambda_{1}$ , A2のいずれかを対応させて得られる不変量で表すことができる. こ

こで, すべての成分に $\Lambda_{1}$ を対応させて得られる不変量は, スケイン関係
式 35によって計算される. また, $\Lambda_{1}^{*}=\Lambda_{2}$ に注意すると, $\Lambda_{2}$ が与えれ
れている成分については, リンクの向きを逆にしてあらためて $\Lambda_{1}$ を対応
させれば, やはり同じスケイン関係式による計算に帰着される.
不変量 $Z(1t/[;3, K)$ の計算にはさらに $S_{0\lambda}$ の値が必要になる. $\lambda=$

$m_{1}\Lambda_{1}+??x_{2}\Lambda_{2}$ として, これは

$S_{0\lambda}= \frac{8}{(\Lambda’+3)\sqrt{3}}\sin\frac{\pi(m_{1}+1)}{\Lambda’+3}\sin\frac{\pi(nx_{2}+1)}{\Lambda’+3}\sin\frac{\pi(?n_{1}+m_{2}+1)}{I\backslash ’+3}$
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Figure 3.14

一般の $sl(\uparrow x, C)$ については, 簡便な計算方法は期待できない. 不変
量 $J(L, /\backslash )$ の計算は原理的には次のようになされる. まず, $L$ を組ひも
$b\in B_{n}$ の両端を閉じたものとして実現しておく. $j$ 番目のひもに対応す
ウェイトを $/\backslash _{j}$ とする. 組ひもの作用

$\rho(b)$ : $V_{\lambda_{1}}\otimes\cdots V_{\lambda_{n}}arrow V_{\lambda_{1}}\otimes\cdots V_{\lambda_{n}}$

に対して, 既約成分 $V_{\mu}$ 上のトレースを籏 $(b)$ とかくと,

$J(L, \lambda)=\sum_{\mu}\frac{S_{0\mu}}{S_{00}}\tau_{\mu}(b)$ (3.15)

と表される. したがって, トレース $\tau_{\mu}(b)$ の計算に帰着されるわけであ
るが, これはリンクの parallel version をとり岩堀-ヘッケ代数の表現のト
レースを用いて, 計算することができる. リンクの parallel version によ
る不変量の表現論的な側面については, [M] を見られたい.
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