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本報告では、次のベクトル最適化問題を考える。

$($P $)$ minimize $f(x)$

subject to $g(x)\leq 0$

where $f=(fi, \ldots, f_{p})$ and $g=(g_{1}, \ldots,g_{m})$ ,
$f_{k}(1\leq k\leq p),g_{i}(1\leq i\leq m)$ : $R^{n}arrow R$ ,
$g(x)\leq 0$ means that $g_{i}(x)\leq 0$ for each $i=1,$ $\ldots,$

$m$ .

許容集合勧 $\in R^{n}|g(x)\leq 0\}$ を $K$ とおく。 このような問題について Loridan[2] は、 正数 $\epsilon$ で近似さ
れた最適解を与え、次のような結果を示した。

Deflnition. [2] $f_{k}(x)\leq f_{k}(\overline{x})-\epsilon$ , for any $k=1,$ $\ldots,p$ with at least one strict inequality. &なるよう
な $x\in K$が存在しないとき、 この $\overline{x}\in K$ を $\epsilon$ -approximate solution for (P) という。

Proposition. [2] $f_{k}(1\leq k\leq p)$ が下に有界で $K\neq\emptyset$ ならば $\epsilon$ -appro垣mate solution for (P) が存在
する。

ここで、 勿論 $\epsilon=0$であれば上記の解はよく知られた Pareto solution となり、 $p=1$ であればスカラー

値問題に対する $\epsilon$ -solution $( i.e. \inf_{x\in K}f(x)+\epsilon\geq f(\overline{x}))$ となる。
最近、 Tanaka [4] で Loridan の定義と異なる新しい近似解が提案され、いくつかの結果が示された。

Deflnition. [4] $f_{k}(x)\leq f_{k}(\overline{x})$ , for any $k=1,$ $\ldots,p$ with at least one strict inequality. となるような
$f(x)\in\{f(x)|x\in K, \Vert f(x)-f(\overline{x})\Vert>\epsilon\}$ が存在しないとき、 この $\overline{x}\in K$ を $\epsilon$ -approximal solution for
(P) という。

Proposition. [4] $f_{k}(1\leq k\leq p)$ が下に有界で $K\neq\emptyset$ ならば $\epsilon$ -approximal solution for (P) が存在
する。

Proposition. [4] $\overline{x}\in K$ が $\epsilon$ -approximal solution for (P) であれば$\epsilon$ -approximate solution for (P) と

なる。

上記の Proposition は $\epsilon$ -approximal solution for (P) が $\epsilon$ -approximate solution for (P) よりも強い近

似解の概念であることを表している。 また $\epsilon$ -approximate solution と同様に次の性質を持つ。

Proposition. $p=1$ のとき、 $\epsilon$ -approximal solution はスカラー値問題に対する $\epsilon$ -solution (i.e.

inf旋 $Kf(x)+\epsilon\geq f(\overline{x}))$ となる。

Proof. $\overline{x}$ を e-approximal solution とする。 このとき $\{x|f(\overline{x})-\epsilon>f(x)\}\cap K\neq\emptyset$ と仮定する
と、 $x\in K$ が存在して $f(\overline{x})-\epsilon>f(x)$ となる。 故に、 $|f(x)-f(\overline{x})|>\epsilon$ and $f(\overline{x})>f(x)$ for
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some $x\in K$ が成立する。 これは、 $\overline{x}$ が $\epsilon$ -approximal solution であることに矛盾する。故に for any
$x\in K,$ $f(\overline{x})-\epsilon,t>f(x)$

逆に $\overline{x}$ を $\epsilon$ -solution とする。 このとき、 $\overline{x}$が $\epsilon$ -approximal solution でないと仮定すると、 $x\in K$ が存

在して、 $|f(x)-f(\overline{x})|>\epsilon$ and $f(\overline{x})>f(x)$ . 故に、 $f(\overline{x})>f(x)+\epsilon$ . 矛盾。 口

ここで、 $=$つの近似解を得るための十分条件を以下の条件のもとで示す。

Assumption. $f_{k}$ :convex, bounded ffom below for each $k=1,$ $\ldots,p$ .
$g_{i}$ : convex for each $i=1,$ $\ldots,m$ .
$K\neq\emptyset$

Proposition. $\overline{x}\in K$ が次の条件を満たすならば $\overline{x}\in K$ は $\epsilon$ -approximate solution for (P) となる。

$\theta\in\partial_{\epsilon_{k}^{k}}f_{k}(\overline{x})+\sum_{j\neq k}\partial_{\epsilon_{j}^{k}}\mu_{j}^{k}f_{j}(\overline{x})+\sum_{i=1}^{m}\partial_{\epsilon_{i}^{k}}\lambda_{i}^{k}g_{i}(\dot{\overline{x}})$

$\sum_{j=1}^{p}\epsilon_{j}^{k}+\sum_{i=1}^{m}\epsilon_{i}^{k}-\epsilon\leq\sum_{i=1}^{m}\lambda_{i}^{m}g_{i}(\overline{x})+\sum_{J\neq k}\mu_{j}^{k}\epsilon\leq 0$ for each $k=1,$ $\ldots,p$

となる $\epsilon_{j}^{k}\geq 0\epsilon_{i}^{k}\geq 0\mu_{j}^{k}\geq 0$ , $\lambda_{i}^{k}\geq 0(k,j=1, \ldots pi=1, \ldots m)$ , が存在する。

Proof (略証) $\overline{x}$ が $\epsilon$ -approximate solution であることと $\overline{x}$ が $\epsilon$ -soluition for the scalar problem $(P_{k})$

for any $k=1,$ $\ldots,p$ であることは同値』
$(P_{k})$ minimize $f_{k}(x)s.t$ . $g_{i}(x)\leq 0,$ $f_{j}(x)-f_{j}(\overline{x})+\epsilon\leq 0(j\neq k)$ .
[3, Theorem 2.4.] を適用すると命題は証明される。 口

Proposition. x$-$ が次の条件を満たすならば $\overline{x}$ は $\epsilon$ -approximal solution for (P) となる。

$L_{\frac{M}{\epsilon}B^{*}}\subset\sum_{k=1}^{p}\partial_{\eta k}f_{k}(\overline{x})+\sum_{i=1}^{m}\partial\lambda_{i}g_{i}(\overline{x})$ and $\sum_{k=1}^{p}\eta_{k}=\eta$ for any $\eta\geq 0$

但し $M$ は $f$ のあでの locally Lipscitz 定数

となる $\lambda_{i}\geq 0(i=1, \ldots,m),\eta k\geq 0(k=1, \ldots,p)$ が存在する。

Proof. (略証) $\overline{x}$ が、 optimal solution for the problem
minimize $\sum_{k=1}^{p}f_{k}(x)+\delta_{K}(x)-\delta_{G}(x)$ where $G=\{x\in R^{n}|M\Vert x-\overline{x}||\leq\epsilon\}$

ならば、 $\overline{x}$ は $\epsilon$ -approximal solution for (P) となる。 ここで、 $G$ は convex なので上記の問題は DC.
problem となる。 [1, Theorem 4.1] より、 $\overline{x}$ が optimal for the D.C. problem となる十分条件は、

for any $\eta\geq 0,$ $\partial_{\eta}\delta_{G}(\overline{x})\subset\partial_{\eta}(\sum_{k=1}^{p}f_{k}(.)+\delta_{K}(.))(\overline{x})$,
が成立することである。左辺は次のようになる。
$\partial_{\eta}\delta_{G}(\overline{x})=\bigcup_{0\leq\overline{\eta}\leq\eta+(\lambda h)(\overline{x})}\partial_{\overline{\eta}}\lambda h(\overline{x})$where $h(x)=M\Vert x-\overline{x}\Vert-\epsilon$

$= \bigcup_{0\leq\overline{\eta}\leq\eta-\lambda}$

。
$\partial_{\overline{\eta}}\lambda(M\Vert$ . $-\overline{x}\Vert)(\overline{x})$

$\subset\eta MB^{*}/\epsilon$

右辺は次のようになる。
$\partial_{\eta}(\sum_{k=1}^{p}f_{k}(.)+\delta_{K}(.))(\overline{x})=\bigcup_{(\eta\geq 0,\sum_{k=1}^{p+1}\eta=\eta)}\{\sum_{k=1}^{p}kk \partial\eta$論 $(\overline{x})+\partial_{\eta_{P+1}}\delta_{K}(\overline{x})\}$

$\supset\sum_{k=1}^{p}\partial_{\eta k}f_{k}(\overline{x})+\partial_{0}\delta_{K}(\overline{x})$
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$\supset\sum_{k=1}^{p}\partial_{\eta_{k}}f_{k}(\overline{x})+\bigcup_{\lambda\geq 0}\sum_{i=1}^{m}\lambda_{i}\partial g_{i}(\overline{x})$

$\supset\sum_{k=1}^{p}\partial_{\eta k}f_{k}(\overline{x})+\sum_{i=1}^{m}\partial\lambda_{i}g_{i}(\overline{x})$

従って仮定の包含関係が満足されると $\partial_{\eta}\delta_{G}(\overline{x})\subset\partial_{\eta}(\sum_{k=1}^{p}f_{k}(.)+\delta_{K}())(\overline{x})$ が成立するので、命題が
証明された。 口
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