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論文要旨

多次元非線形ナップザック問題の近似解をスマートグリーディ法を用い
て求める方法を提案する。 こ $\zeta\circ$方法において、 はじめに多次元非線形ナッ
プザック問題を代理乗数を用いて代理問題と呼ぶ一次元の問題に書き直す。
次に、代理乗数 $\sigma$)定義域 $\sigma\supset \mathcal{D}$ くる多面体 $\zeta$D重心として与えられた代理乗数
をも $\mathcal{D}$代理問題に対し、モジ $\supset$

- ラアプローチ (MA) を適用し、代理問題を
解くとともに、 多面体 $\sigma$)切断面を得る。 そ $\sigma$)切断面によって多面体を縮小

して代理乗数を更新するという手続きを多面体が空集合となるまで繰返す。
そして、最終的に得られた最適な代理乗数をもつ代理問題に対して、スマー

トグリーディ法を適用する。 こ ($D$ とき得られた解は元 $\sigma$)多次元非線形ナッ

プザック問題の実行可能な近似解で、 この解を $z$マートグリーディ解と呼
ぶ。 計算機実験 $\sigma$)結果によって $\nearrow$ マートグリーディ解 $\sigma\supset$品質が充分に良い
ことを示す。

1. ま $\overline{X}$がき

複数 $\sigma$)制約条件式を持つ離散計画問題は多次元問題といわれ、いく つか
の解法が提案されている (1) $\sim$(4)。これらの解法の中で、与えられた問題 (原

$|_{R}^{\exists}\ovalbox{\tt\small REJECT}^{B}\kappa_{-}\ovalbox{\tt\small REJECT})$ において複数の制約条件式を代理乗数 (Surrogate Multiplier) $\epsilon:ffl$

いて単一 0$\supset$制約条件式に変換して導かれた問題 (代理問題) を解く方法は
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Glover (5) によって初めて導入された。 ま $_{\text{、}}^{arrow}$ Luenburger (6)
$\ovalbox{\tt\small REJECT} s_{i_{/}}\text{原_{}\backslash }\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\mathfrak{o}}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\epsilon\ovalbox{\tt\small REJECT}_{-B\grave{\grave{a}}}}^{B}$

準凸計画問題であるとき、代理乗数が正しく決定されれば代理問題の最適

解は原問題の最適解となることを示した。その後、仲川ら (7) により、代理

乗数を正しく決定するためのアルゴリズムが開発され、その有効性が計算
機実験によって示された。 これら $\sigma\supset$研究から、代理問題を厳密に解くこと
ができれば、原問題の最適解を得ることが可能となるが、原問題において
整数変数が含まれる場合には、代理ギャップ (surrogate gap) が存在する
ことが多く、代理乗数を正しく決定できたとしてもその代理問題の解は原
問題の実行可能解とはならないことが多い。
本論文では、原問題が複数制約条件をもつ非線形ナップザック問題であ
る場合に、品質 $\sigma\supset$よい実行可能解を得るために最適な代理乗数によって生
成された代理問題に $z$マートグリーディ法 (8) を適用する。 こ 0$\supset$方法で得
られた解をスマートグリーディ解と呼ぶ。 $z$マートグリーディ法は整数優
越性や $LP$ 優越性の康理 (9) を用いて一次元離散計画問題に対して品質の
良い解を得ることができることが示されている。そこで、最適な代理乗数
を文献 (7) $\sigma)$方法を用いて求め、そ 0$\supset$最適化過程において生成される代理
問題を厳密に解く方法として $+$ジュラアプローチ (10) を用いる。 この方法

は大規模な.-次元離散計画問題を効率よく解くことができ、得られた解を
厳密解と呼ぶ。そして、最終的に得られた最適な代理乗数をもつ代理問題
に対して、 $z$マートグリーディ法を適用する。 こ (7)とき得られた解は元 $\mathcal{D}$

多次元非線形ナップザック問題 $\mathcal{D}$実行可能な近似解で、この解を $z$マート

グリーディ解と呼ぶ。計算機実験の結果は得られた $z$マートグリーディ解
の品質が充分に良いことを示している。

2. 多次元非線形ナップザック問題の定式化

多次元非線形ナップザック問題は次のように定式化される。

[$K$]: $\max f(X^{\backslash })=\sum$ $f_{n}(x_{n})$ , $($ 1. $a)$

$n\in \mathcal{N}$
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subject to $g_{m}(x)= \sum$
$n\in \mathcal{N}$

$gmn(x_{n})\leq b_{m)}$ $(m=1, \ldots, M)$

$($ 1. $b)$

$x_{n}\in \mathcal{A}_{n)}(n\in \mathcal{N})$

$($ 1. $c)$

ただし、 $\mathcal{N}=\{1,2, \ldots)N\})\mathcal{A}_{n}=\{a_{n1)}a_{n2)}\ldots, a_{nK_{n}}\})\mathcal{A}_{n}$ は、 $n$ 番

目の決定変数 $x_{n}$ において選択の対象となる項目 $a_{nk}$ の集合である。 $f(x)$ ,
$g_{m}(x)$ は目的関数、制約関数で正 $\sigma\supset$値をとる変数分離型 $\sigma\supset$非線形関数であ

る。また、 $b_{m}$ は $m$ 番目の制約の許容量を表す。

3. 多次元非線形ナップザック問題の代理問題への変換

代理乗数

$u\in U^{0},$ $( U^{0}=\{u_{1}, \ldots,u_{M-1}\}:\sum_{m=1}u_{m}\leq 0M1, u_{m}\geq 0, m=1, \ldots,M-1)$

(2)
を用いると、原問題 [K] は次の代理問題 $[S(u)]$ に変換される。

$[S(u)]$ : $\max\{f(x) : \varphi(x, u)\leq\beta(u)\}$ , $($ 3. $a)$

$\varphi(x, u)=\sum_{m=1}^{M-1}u_{m}\{g_{m}(x)-g_{M}(x)\}+g_{M}(x)$ , $($ 3. $b)$

$\beta(u)=\sum_{m=1}^{M-1}u_{m}(b_{m}-b_{M})+b_{M}$ , $($ 3. $c)$

ここで、 $\varphi$
、

$\beta$ をそれぞれ代理制約関数 (surrogate constraint function)、飛
理制約定数 (surrogate constraint constant) と呼ぶ。 このとき、原問題 $[K$

$]$ に等価な代理双対問題 (surrogate dual problem) は次のように表される。

[$SD$]: $\min\{opt[S(u)]:u\in U^{0}\}$ , (4)
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ただし、 opt $[ S ]$ は問題 [S] の最適な目的関数値である。原問題が準凸計
画問題であるとき、正しく決定された代理乗数を $u^{opt}$ とすると、

opt [SD] $=$ opt [K] (5)

が成り立ち、原問題を厳密に解き得る。しかし、原問題が多次元非線形ナッ
プザック問題のように離散値をとる決定変数を含むとき、代理ギャップが
存在することが多く

opt [SD] $>$ opt [K] (6)

となる。 このとき、 opt[SD] は opt[K] に近い値を取るが解は原問題の実行
可能解とはならない。
本論文では、品質の良い実行可能な近似解を得るために、最適な代理問

題 opt[SD] にスマートグリーディ法を適用する。

4. 代理乗数の最適化

最適な代理乗数を得るために、アルゴリズム MA および $COP$ を用いる。

代理乗数の多面体の重心として与えられた代理乗数を持つ代理問題にモジュ
ラアプローチ MA を用いて解を得る。次に得られた解を用いてアルゴリズ
ム $COP$ は多面体を切断縮小する。代理乗数 $\sigma\supset$定義域を初期多面体として
これらの手順を繰り返して代理乗数を再帰的に更新し、多面体が空集合と
なった時に停止する。最終的に得られた代理乗数は代理問題の最適解の目
的関数値を最小にするという意味で最適である。代理乗数の最適化の過程
で用いる MA および $COP$ は以下のようなアルゴリズムである。

4.1 MA

MA は、与えられた離散最適化問題に対して
(1) 深測操作 (fathoming) を適用して解の決定空間を縮小する、

(2) $=$つ 0$)$変数 $\sigma$) $\yen$ジュ-J $\triangleright$を単一 $\sigma$) $\epsilon$ジュ-J $\triangleright$に統合する

という $=$つの操作を繰り返し、最終的にただ 1つの $\yen$ジュ-J$\triangleright$に統合して、
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最適解を与える方法である。 この方法は与えられた問題を厳密に解くので
厳密解法といい、得られた解を厳密解と呼ぶ。代理問題を解く場合、問題
の決定変数を $\yen$ジュールに対応させる。上記の (1) の深測操作では、分枝
限定法と同様に、優越テスト (dominance)、限界値テスト (bounding) 、 $\overline{\not\equiv}$

行可能性テスト (feasibility) の三テストを行う。 (2) において、モジュール
を統合するとは次式の操作を行うことである。

$\mathcal{A}_{NEW}=\mathcal{A}_{i}\cross \mathcal{A}_{j)}$ $(i, j\in \mathcal{N}.)$ (7)

すなわち、 $=\neq\supset$の決定変数の解空間の直積を求め、その直積空間に対応す
る解空間を持っ新しい決定変数を導入し、元の $=$つの決定変数を消去する
ことである。MA において、統合す $\hat\grave\grave$きモジュール選択にはいくつかの政

策が存在する。MA を一次元多重選択ナップザック問題に適用した例では、
計算時間と必要記憶量はモジュールの統合政策に強く依存することと、モ
ジュ-J$\triangleright$の統合政策をうまく選 $\hat\grave\grave$ば実際的な問題に対して MA が有効であ
ることとが報告されている。 (11) 本論文においては、要素数が最大の項目
集合と最小の項目集合との $\epsilon$ジュールを統合する政策を用いた。 MA は代

理問題に対しては最適解を与えるが、 この解は代理ギャップが存在すると
き原問題に対しては実行不可能であることもある。 しかし、最適解に対す
る目的関数の上限値を与えるので問題の規模が大きくて列挙法で最適解を
求めることができないとき得られた近似解の品質を検討するための基準と
して極めて重要である。

4.2 COP (Cut-off Polyhedron)

代理乗数の定義域のつくる多面体 $U^{i}$ の重心として与えられた代理乗数
$u^{\prime i}$ に対する代理問題の厳密解を $x^{i+1}$ とする。 このとき、多面体 $U^{i}$ を切

断して得られる新しい多面体は

$U^{i+1}=U^{i}\cap\{u:\varphi(u, x^{i})\leq\beta(u^{i})\}$ (8)

で与えられる。式 (8) に基づいて、 $COP$ は $U^{i+1}=\phi$ となるまで多面体
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を順次切断縮小して、最適な代理乗数 $u$
opt を求めることができる。

5. スマートグリーディ法

与えられた多次元非線形ナップザック問題に対する実行可能な近似解を
得るために、MA および $COP$ によって最終的に得られた最適な代理乗数
を用いた代理問題に対してスマートグリーディ法を適用する。スマートグ
リーディ法は、整数優越性および $LP$ 優越性の原理を用いて最適解の候補
として不要な項目を各決定変数 (7)項目集合から除外し、隣り合う項目集合

に対する目的関数と制約関数との比 (ゲイン率) が単調減少となるように項
目集合を並 $\hat\grave\grave$変える。そして、縮小され並 $\hat\grave\grave$換えられた項目集合

$\mathcal{A}_{n}=\{a_{n1}, \ldots, a_{nk_{n}}\})$ $(k_{n}\leq K_{n}, n=1, \ldots, N)$ (9)

に対してバラン $jX$係数 $\alpha_{l}(0\leq\alpha_{l}<\infty)$ によって指定されたグリーディ関数

$\psi_{n}(a_{nk}, a_{nk+1})=\triangle f_{n}\cross( \frac{1-O_{l}}{\triangle M}+\frac{\alpha_{l}}{\triangle g_{n}^{S}} )$ , $($ 10. $a)$

$\triangle f_{n}=f_{n}(a_{nk+1})-f_{n}(a_{nk})$ , $($ 10. $b)$

$\triangle g_{n}^{S}=g_{n}^{S}(a_{nk+1})-g_{n}^{S}(a_{nk})$ , $($ 10. $c)$

$g_{n}^{S}(a_{nk})= \sum_{m=1}^{M-1}u_{m}^{opt}\{g_{mn}(a_{nk})-gMn(a_{nk})\}+gMn(a_{nk}))$ $($ 10. $d)$

$\triangle M=\frac{1}{N^{+}}\sum_{n\in N+}\frac{g_{n}^{S}(a_{nk_{n}})-g_{n}^{S}(a_{n1})}{k_{n}-1}$ , $(10.e)$

を最大とする決定変数に対して増分配分を行なうことを繰り返す。ただし、
ここで $a_{nk}$ は暫定解の $n$ 番目の決定変数を構成する要素、 $a_{nk+1}$ はその変
数 $\sigma\supset$増分配分 $\sigma\supset$候補となる要素である。 $\triangle f_{n}$ および $\triangle g_{n}^{S}$ はそれぞれ原問

題の目的関数および最適な代理乗数を持つ代理制約関数の増分を表す。 ま

た、 $\triangle M$ は代理制約関数 $\triangle$頭の項目集合全体についての増分の平均を表
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す。 ここで $N^{+}$ は増分配分が可能な決定変数の添字集合 $\mathcal{N}^{+}$ の要素数を

表す。 さらに、 スマートグリーディ法は複数のバランス係数 $\alpha_{l}(0\leq\alpha_{l}<$

$\infty,$ $l=1,2,$ $\ldots)L)$ を用いて複数 $\mathcal{D}$グリーディ解を生成してそ $\sigma\supset$中から最善

の解を $z$マートグリーディ解とする。 こ $\sigma$)方法は各制約条件について解の
実行可能性のチェックを行なって解が実行不可能になる時増分配分を停止
するので、得られた解は実行可能解となる。

6. 計算機実験

本論文で提案した方法の有効性を確かめるために制約条件数が $M=2$ お

よび $M=3$ の場合について 20のテスト問題について計算機実験を行なっ
た。テスト問題の規模は次のようである。決定変数の数は $N=10,20,30$ ,
項目集合の要素数は $A_{n}=10$ for $n=1,$ $\ldots$ ,亙である。 テスト問題におい

て、 目的関数および制約関数は正の整数値をとるように一様乱数を用いて
生成されている。多面体における代理乗数の初期値は $M=2$ に対しては
$(u_{1}^{0}, u_{2}^{0})=( \frac{1}{2}, \frac{1}{2})$ そして $M=3$ に対しては $(u_{1)}^{0}u_{2}^{0}, u_{3}^{0})=( \frac{1}{3}, \frac{1}{3}, \frac{1}{3})$ とし

た。また、 スマートグリーディ法においてグリーディ関数に用いるバラン
$z$係数は $\alpha$ 1 $=0.3,\alpha_{2}=0.9,$ $\alpha_{3}=0.93,\alpha_{4}=0.95,$ $\alpha_{5}=1.0$ とした。表 1に
おいて、 スマートグリーディ解の厳密解に対する目的関数値 0$\supset$相対誤差の

平均を示す。

$\overline{Er}(f^{HSG})=\frac{1}{I}\sum_{i=1}^{I}\frac{f_{i}^{MA}-f_{i}^{HSG}}{f_{i}^{MA}’}$ , (11)

ただし $f_{i}^{HSG}$ と $f_{i}^{MA}$ はそれぞれ $i$ 番目の問題に対するスマートグリーディ
解と厳密解との目的関数値を表す。 表 1の結果から、スマートグリーディ
法が充分に品質の良い解を生成していることがわかる。
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Table 1. Mean relative errors of objective function to Smart
Greedy solution ( $M$ constraints)

$N$ $10$ $20$ $30$

$M=2$ $0.0173$ $0.0120$ $0.0092$

$M=3$ $0.0125$ $0.0214$ $0.0048$

$(A_{n}=10$ for $n\in \mathcal{N})$

7. むすび

本論文において、多次元非線形ナップザック問題を解くためのスマート
グリーディ法を提案した。その方法は、アルゴリズム MA および $COP$ を

用いて最終的に決定された代理乗数を用いて、与えられた多次元非線形ナッ
プザック問題を一次元の代理問題に変換し、得られた代理問題にスマート
グリーディ法を適用するという方法である。 このとき、最適に代理乗数が
決定されていても代理ギャップの存在のために MA で得られた厳密解は実
行可能解でないことが多い。本論文の方法で得られた $z$マートグリーディ
解は品質の良い、元の多次元非線形ナップザック問題に対する充分に品質
の良い実行可能解であることが計算機実験によって確かめられた。
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