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1 準備

実数値確率変数 X の累積分布関数を $F_{X}$ で表す. $F_{X}^{n1+},$ $n=1,2,$ $\cdots$ を以下の様に再
帰的に定義する:

$F_{X}^{1|+}(x)$ $:=$ $1-F_{X}(x)$ , (1.1)

$F_{X}^{n+1|+}(x)$ $:=$ $\int_{x}^{+\infty}F_{X}^{n1+}(u)du$ , $n=1,2,$ $\cdots$ . (1.2)

また $F_{X}^{n1-},$ $n=1,2,$ $\cdots$ も同様に再帰的に定義する:

$F_{X}^{1|-}(x)$ $:=$ $F_{X}(x)$ , (1.3)

$F_{X}^{n+1|-}(x)$ $:=$ $\int_{-\infty}^{x}F_{X}^{n1-}(u)du$ , $n=1,2,$ $\cdots$ . (1.4)

さらに $F_{X}$ が確率密度関数ゐ X を持つときは,

$F_{X}^{0|+}(x)=F_{X}^{0|-}(x):=f_{X}(x)$ (1.5)

と定義する.

定理 1.1 実数値確率変数 X と $n=2,3,$ $\cdots$ に対して,

$(+)$

$F_{X}^{n1+}(z)<+\infty,$ $\forall z\in \mathcal{R}\Leftrightarrow E[\{(X)^{+}\}^{n-1}]<+\infty$ ; (1.6)

$(-)$

$F_{X}^{n1-}(z)<+\infty,$ $\forall z\in \mathcal{R}\Leftrightarrow E[\{(X)^{-}\}^{n-1}]<+\infty$ , (1.7)

ただし $(X)^{+}$ $:= \max\{0, X\},$ $(X)^{-}$ $:=- \min\{0, X\}$ は, それぞれ $X$ の正, 負の部分を表す
非負値確率変数である. 口

さて,

$\frac{d}{dx}F_{X}^{n+1|+}(x)$ $=$ $-F_{X}^{n1+}(x)$ , (1.8)

$\frac{d}{dx}F_{X}^{n+1|-}(x)$ $=$ $F_{X}^{n1+}(x)$ (1.9)

が成立することに注意する.
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定理 12 実数値確率変数 X と $n=1,2,$ $\cdots$ に対して, 以下が成立する:

$(+)$

$(-1)^{k}F_{X}^{n|+(k)}\geq 0,$ $k=0,1,$ $\cdots,$ $n$ ; (1.10)

$(-)$
$(+1)^{k}F_{X}^{n1-(\ovalbox{\tt\small REJECT})}\geq 0,$ $k=0,1,$ $\cdots,n$ , (1.11)

ただし $F_{X}^{n|+(k)},$ $F_{X}^{n|-(k)}$ は, それぞれ $F_{X}^{n1+},$ $F_{X}^{n1-}$ のた階導関数である. 口

次に $n=1,2,$ $\cdots$ に対して,

$r_{X}^{n1+}(x)$ $;=$

$r_{X}^{n|-}(x)$ $;=$

と定義する. 上式において, $n=1$ のときは

$\frac{F_{X}^{n-1|+}(x)}{F_{X}^{n1+}(x)}$ , (1.12)

$\frac{F_{X}^{n-1|-}(x)}{F_{X}^{n1-}(x)}$ (1.13)

$r_{X}^{1|+}(x)$ $=$ $\frac{f_{X}(x)}{1-F_{X}(x)}$ : ハザード $X’/\backslash 7\delta$数, (1.14)

$r_{X}^{1|-}(x)$ $=$ $\frac{f_{X}(x)}{F_{X}(x)}$ : 逆・ザード $X^{l}J\backslash 7\mathfrak{F}$数 (1.15)

であり, $n=2$ のときは

$r_{X}^{2|+}(x)$ $=$
$\frac{1-F_{X}(x)}{\int_{x}^{+\infty}\{1-F_{X}(x)\}du}=\frac{1}{E[X-x|X>x]}$

, (1.16)

$r_{X}^{2|-}(x)$ $=$
$\frac{F_{X}(x)}{\int_{-\infty}^{x}F_{X}(x)du}=\frac{1}{E[x-X|X\leq x]}$

(1.17)

を表すことに注意する $(E[X-x|X>x]$ は年齢 $x$ における X の平均残余寿命であり,
$E[x-X|X\leq x]$ はその時間軸を反転することに対応する量である $)$ .

2 新しい確率順序の族

次の確率順序の族は良く研究されている.

定義 2.1 実数値確率変数 $X,$ $Y$ と $n=1,2,$ $\cdots$ に対して,

(十) $X\geq n|+Y$ $($あるいは $F_{X}\geq n|+F_{Y})$ が成立するとは, すべての $z$ に対して, 次式が成
立することである:

$F_{X}^{n1+}(z)\geq F_{Y}^{n1+}(z)$ ; (2.1)

$(-)X\geq n|-Y$ $($あるいは $F_{X}\geq n|-F_{Y})$ が成立するとは, すべての $z$ に対して, 次式が成
立することである:

$F_{X}^{n1-}(z)\leq F_{Y}^{n1-}(z)$ . (2.2)

口
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上の定義において

$\bullet$ $\geq 1|+(=\geq 1|-)$ は通常の確率順序,

$\bullet$ $\geq 2|+$ は増加凸順序,

$\bullet$ $\geq 2|-$ は増加凹順序

であり, 一般に以下の定理が良く知られている.

定理 21 実数値確率変数 X, $Y$ と $n=1,2,$ $\cdots$ に対して,

$($十 $)$ $X\geq n|+Y$ が成立するための必要十分条件は, すべての

$f\in \mathcal{F}_{n1+}:=\{f$ : $\mathcal{R}arrow \mathcal{R},$ $(+1)^{k+1}f^{(k)}\geq 0,$ $k=1,$ $\cdots,$ $n\}$ (2.3)

に対して, 次式が成立することである:

$E[f(X)]\geq E[f(Y)]$ ;

$(-)X\geq n|-Y$ が成立するための必要十分条件は, すべての

$f\in \mathcal{F}_{n|-};=\{f$ : $\mathcal{R}arrow \mathcal{R},$ $(-1)^{k+1}f^{(k)}\geq 0,$ $k=1,$ $\cdots,$ $n\}$ $\langle$ 2.4 $)$

に対して, 次式が成立することである:

$E[f(X)]\geq E[f(Y)]$ ,

ただし $f^{(k)}$ は $f$ のた階導関数である. 口

とくに $\geq$咋は $n$ 次の確率優位と呼ばれ, 不確実性の経済学, ファイナンス理論などの
分野において重要である.

定義 22 実数値確率変数 X, $Y$ と $n=0,1,2,$ $\cdots$ に対して,

$($十 $)$ X $\geq n|+Y$ $($あるいは $F_{X}\geq n|+F_{Y})$ が成立するとは, すべての $u,$ $v(-\infty<u\leq v<$

$+\infty)$ に対して, 次式が成立することである:

$F_{Y}^{n1+}(u)$ $F_{Y}^{n1+}(v)$

$\geq 0$ (25)
$F_{X}^{n1+}(u)$ $F_{X}^{n1+}(v)$

$( \Leftrightarrow\frac{F_{X}^{n1+}(z)}{F_{Y}^{n1+}(z)}$ が $z$ に関して増加 $)$ ; (26)

$(-)X\geq n|-Y$ $($あるいは $F_{X}\geq n|-F_{Y})$ が成立するとは, すべての $u,$ $v(-\infty<u\leq v<$

$+\infty)$ に対して, 次式が成立することである:

$F_{Y}^{n1-}(u)$ $F_{Y}^{n1-}(v)$

$>0$ (27)
$F_{X}^{n1-}(u)$ $F_{X}^{n1-}(v)$ $-$

$( \Leftrightarrow\frac{F_{X}^{n1-}(z)}{F_{Y}^{n1-}(z)}$ が $z$ に関して増加 $)$ . (28)

口
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上の定義において

$\bullet$ $\geq 0|+(=\geq 0|-)$ は尤度比順序,

$\bullet$
$\geq 1|+$ はハザード率順序,

$\bullet$
$\geq 1|-$ は逆ハザード率順序

であり, 一般に以下の定理を得る.

定理 22 実数値確率変数 $X,$ $Y$ と $n=1,2,$ $\cdots$ に対して,

$($十 $)$ X $\geq n|+Y$ が成立するための必要十分条件は, すべての $z$ に対して, 次式が成立する
ことである:

$r_{X}^{n|+}(z)\leq r_{Y}^{n1+}(z)$ ; $($ 2.9 $)$

$(-)X\geq n|-Y$ が成立するための必要十分条件は, すべての $z$ に対して, 次式が成立する
ことである:

$r_{X}^{n|-}(z)\geq r_{Y}^{n1-}(z)$ . $($ 2.10 $)$

口

定理 22 $(+)$ において $n=2$ とすれば,

$\bullet$
$\geq 2|+$ は平均残余寿命順序,

$\bullet$
$\geq 2|-$ は平均残余寿命順序における時間軸を反転するという意味で双対な確率順序

である.

3 確率順序間の強弱関係

定理 31 $n=1,2,$ $\cdots$ に対して

(十) X $\geq n|+Y\Rightarrow X\geq n+1|+Y$ ;

$($ – $)$ $X\geq n|-Y\Rightarrow X\geq n+1|-Y$

が成立する. 口

定理 32 $n=0,1,2,$ $\cdots$ に対して

$(+)X\geq n|+Y\Rightarrow X\geq n+1|+Y$;

$(-)X\geq n|-Y\Rightarrow X\geq n+1|-Y$

が成立する. 口

定理 3.3 $n=1,2,$ $\cdots$ に対して

(十) X $\geq n|+Y\Rightarrow X\geq n|+Y$ ;

$($ – $)$ $X\geq n|-Y\Rightarrow X\geq n|-Y$

が成立する. 口
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4 確率順序の 2変数関数による特徴づけ

2変数関数 $g$ : $\mathcal{R}^{2}arrow \mathcal{R}$ に対して

$\triangle g(x, y):=g(x, y)-g(y, x)$ (4.1)

と定義する.

定理 41実数値確率変数 $X,$ $Y$ と $n=1,2,$ $\cdots$ に対して,

(十) $X\geq n|+Y$ が成立するための必要十分条件は, すべての

$g\in \mathcal{G}_{n1+}:=\{g:\mathcal{R}^{2}arrow \mathcal{R},$ $\triangle g(\cdot, y)\in \mathcal{F}_{n1+},$ $\forall y\in \mathcal{R}\}$ (4.2)

に対して, 次式が成立することである:

$E[\triangle g(\hat{X},\hat{Y})]\geq 0$ (4.3)

$(\Leftrightarrow E[g(\hat{X},\hat{Y})]\geq E[g(\hat{Y},\hat{X})])$ ;(4.4)

$(-)X\geq n|-Y$ が成立するための必要十分条件は, すべての

$g\in \mathcal{G}_{n1-:=}\{g:\mathcal{R}^{2}arrow \mathcal{R},$ $\triangle g(\cdot, y)\in \mathcal{F}_{n1-},$ $\forall y\in \mathcal{R}\}$ (4.5)

に対して, 次式が成立することである:

$E[\triangle g(\hat{X},\hat{Y})]\geq 0$ (4.6)

$(\Leftrightarrow E[g(\hat{X},\hat{Y})]\geq E[g(\hat{Y},\hat{X})])$ , (4.7)

ただし $\wedge,\hat{Y}$ は互いに独立で, それぞれ X, $Y$ と同一の分布に従う実数値確率変数である.
口
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