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0.序論

ここで扱う空間はすべて、局所コンパクト可分距離空間とし、 写像は連続とする。空
間 Xが cell-likeあるいは oeであるとは、 X をある ANR の部分空間と思って、 X の任
意の近傍に対して Xはこの近傍の申で可縮になるときにいう。写像 $\mathrm{g}:\mathrm{E}arrow \mathrm{F}$の各ファ

イバーが celHike コンパクトのとき、 gを cell-like写像あるいは oe写像という。 また空

間 Xが $U\mathrm{W}$ であるとは、 X をある ANR の部分空間と思って、 X の任意の近傍 $\mathrm{U}$ に対

してある Xの近傍 Vが存在して、 V\subset Uであって任意の自然数 $\mathrm{k}_{\approx}<\mathrm{n}$ と $\mathrm{k}$ 次元球面 $\mathrm{S}^{\mathrm{k}}$

から Vへの写像は $\langle \mathrm{k}+1\rangle$ 次元球体 $\mathrm{D}^{\mathrm{k}+1}$から $\mathrm{U}$ への写像に拡張できるときにいう。同

様にして $\mathrm{y}$ -v像も定義できる。空間 Xと Yは ANR‘ $\mathrm{f}$ :X\rightarrow Yをホモトピー同値写像

とする。 $\mathrm{f}$ が S加 ple ホモトピー同値写像であるとは、 ANR $\mathrm{Z}$ と CE写像 $\mathrm{g}:\mathrm{Z}arrow \mathrm{X},$ $\mathrm{h}$ :
$\mathrm{Z}arrow \mathrm{Y}$ が存在して $\mathrm{f}\circ \mathrm{g}\sim \mathrm{h}$ を満たすときにいう。 この定義を shape カテゴリ $-$に–般

化して、 shape 同値なコンパクト空間 Xと Y が oeH値であるとは、コンパクト空間
列 $\{\mathrm{E}_{\mathrm{i}}\}_{1\leq}\kappa \mathrm{I}\mathrm{n}^{\text{、}}\{\mathrm{F}_{\mathrm{i}}\}_{0}\leq \mathrm{j}\leq\Phi$ と C珪写像列 $\{\mathrm{f}_{i} : \mathrm{E}_{\mathrm{i}^{arrow \mathrm{F}}}\mathrm{i}- 1\}_{1\leq \mathrm{j}}\leq\iota \mathrm{n}^{\text{、}}\{\mathrm{g}_{\mathrm{i}} :\mathrm{E}_{\mathrm{i}^{arrow \mathrm{F}_{1}}1\leq \mathrm{i}}’\}\leq \mathrm{m}$が得られ、

$\mathrm{F}_{0}=\mathrm{x}_{\text{、}}\mathrm{F}_{\mathrm{m}}=\mathrm{Y}\text{を満たすときにいう}$ 。
$\mathrm{C}$ 写像列の代わりに U珂 -写像列に置き換えたと

き、 Xと Yがひ I-同値であるという。

最初に Fe$W$ [Fe21が $\mathrm{S}^{1}$ と shape 同値なコンパクト空間であって、 $\mathrm{S}^{1}$ と CE- 同値で
ない例をみつけた。 しばらくして Daverman と Venema [D-V1が、任意の整数 $\mathrm{n}\geqq 1$

に対して $\mathrm{S}^{1}$ と $\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{P}\mathrm{e}$ 同値なコンパクト局所 (n-2)-連結空間であって、 $\mathrm{S}^{1}$ と $\mathrm{U}\mathrm{W}^{-1_{-}}$ 同

値でない例をみつけた。 さらに Mrozik [Mr2] は–般に、任意の局所 (n+l)-連結連続体

X に対して、 もし Xの基本群が無限ならば、 X と $\mathrm{U}\mathrm{V}^{\mathrm{n}+1_{-}}$同値でない局所 n-連結連続

体を構成した。そのとき彼は $\mathrm{C}\mathrm{B}$同値と $\mathrm{U}\mathrm{V}^{\mathrm{n}}$ . 同値の判定をするために、 k-次 CE-ホモ

トピ一群 $\not\subset_{\mathrm{k}^{\mathrm{C}\mathfrak{B}}}(\mathrm{X}\rangle$

$\text{、}$ k-次 $\mathrm{U}\mathrm{W}$-ホモトピ–群 $\hslash_{\mathrm{k}^{(\mathrm{n})}}(\mathrm{X})$ を導入した。つまり

定理 0.1 任意の $\mathrm{C}$ 写像 $\mathrm{f}:\mathrm{X}arrow \mathrm{Y}$ に対して、 $\mathrm{f}$ は同型写像 $\mathrm{f}$。: $\pi_{\mathrm{k}}\mathfrak{R}\mathrm{x}$) $arrow\pi_{\mathrm{k}}(\mathrm{c}\mathrm{E}\mathrm{Y})$
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を導く。 さらに、 もし $\mathrm{f}$が U珂-写像ならば、任意の $\mathrm{k}\leqq \mathrm{n}$ に対して $\mathrm{f}$ は同型写像 $\mathrm{f}_{*}$ :
$\hslash_{\mathrm{k}^{(\mathrm{n}\}}}(\mathrm{X})arrow\pi_{\mathrm{k}^{\langle}}\mathrm{n})(\mathrm{Y})$ を導く。 よって、 空間 Xと $\mathrm{Y}$ が $\mathrm{C}\mathrm{B}$ 同値 (U�- 同値)ならば、

$\hslash \mathrm{k}\mathrm{o}\mathrm{e}(\mathrm{X}.)\text{と}\pi \mathrm{k}\mathrm{o}\mathrm{e}\{(\mathrm{Y})$ (任意の $\mathrm{k}\leqq \mathrm{n}$ に対して $\hslash_{\mathrm{k}^{(\mathrm{n}\rangle}}(\mathrm{x})$ と $\hslash_{\mathrm{k}^{(\mathrm{p})}}\mathrm{t}\mathrm{Y}\rangle$
$\rangle$は同型になる。

また $\mathrm{k}$-次ホモトピー群 $\pi_{\mathrm{k}^{\mathrm{C}\mathrm{E}}}(\mathrm{X})$ と k-次 Uい-ホモトピー群 $\hslash_{\mathrm{k}^{(\mathrm{n})}}(\mathrm{X}\rangle$ は k-次ホモト

ピ–群 $\pi_{\mathrm{k}}(\mathrm{X})$ の拡張になっている。 すなわち、

定理 0.2 任意の局所 $\mathrm{n}$-連結空間 $\mathrm{X}_{\text{、}}\mathrm{n},$ $\mathrm{m}\geqq \mathrm{k}$ に対して、 k\leftrightarrow 次ホモトピー群 $\hslash_{\mathrm{k}}(\mathrm{X})$ と

k-次 $\mathrm{r}^{\mathrm{m}}$-ホモトピ一群 $\pi_{\mathrm{k}^{(\mathrm{m})}}$ ( $\mathrm{X}\rangle$ と k-次 C5ホモトピー群 \mbox{\boldmath $\pi$}k’’{X)は同型になる。

実際には自然な準同型写像 $\mathrm{t}^{\mathrm{C}\mathrm{E}}$ : $\pi_{\mathrm{k}}(\mathrm{X})arrow X_{\mathrm{k}}\Re \mathrm{x})_{\text{、}}$ $\mathrm{t}^{\mathrm{n}}$ : $\pi_{\mathrm{k}}\langle \mathrm{x}$) $arrow\pi_{\mathrm{k}^{(\mathrm{p})}}\langle \mathrm{x}$ ) が存在して、

上述の場合にはこの写像が同型になっている。
一般に UW-ホモトピー群と Cトホモトピ–群は計算するのは難しいので、少し計算
できるようにしたい。そのために空間対 (X, A) に対して相対 k-次い-ホモトピー群
$\hslash_{\mathrm{k}^{(0)}}(\mathrm{X}, \mathrm{A})$ と相対 k-次 CE-ホモトピー群 $\pi_{\mathrm{k}}\mathfrak{R}\mathrm{X},$ $\mathrm{A}$) を自然に定義し、 完全系列

$...arrow$ $X_{\mathrm{k}^{(\bm{\mathrm{m}}\rangle}}(\mathrm{A}, \mathrm{x}_{0})arrow X_{\mathrm{k}^{\langle \mathrm{m})}}(\mathrm{x}, \mathrm{x}_{0})arrow\pi_{\mathrm{k}^{(\mathrm{m}\rangle}}\mathrm{t}\mathrm{X},$
$\mathrm{A},$ $\mathrm{x}_{0}\ranglearrow x\mathrm{k}- 1^{(\rangle}(\mathrm{m}\mathrm{A}\mathrm{X}0^{)}arrow\ldots$

$...arrow$ $\pi_{\mathrm{k}}\Re_{\mathrm{A})}\mathrm{X}_{0}arrow\pi_{\mathrm{k}}\Re_{\mathrm{X},\mathrm{x}_{0}})arrow\hslash_{\mathrm{k}\mathrm{o}\mathrm{e}}$( $\mathrm{X}$, A $\mathrm{x}_{0}$ ) $arrow\hslash \mathrm{k}- 1\mathrm{o}\mathrm{e}(\mathrm{A}\mathrm{x}0)arrow\cdots$

得よう。

1.相対 $\mathrm{U}\mathrm{V}^{\mathrm{n}_{-}}$ホモトピ –群と相対 CE-ホモトピー群の定義

まずMrozik が定義した空間 X の k-次い P-ホモトピ–群 $x_{\mathrm{k}^{(\mathrm{m})}}(\mathrm{x}\rangle$と k-次 $\mathrm{C}\mathrm{B}$ホモト

ピー群 $\pi_{\mathrm{k}^{\mathrm{C}\mathrm{E}}}(\mathrm{x})$ を思い出してみよう。 $\mathrm{x}_{0}$ を基点として選んでおく。 任意の自然数 $\mathrm{k}\succeq$

$1$ に対して、 集合 $\mathrm{U}\mathrm{V}^{\mathrm{m}_{\mathrm{k}}}(\mathrm{x}, \mathrm{x}_{0})$ を次のように決める。 今 $\mathrm{C}$ をい\mu コンパクト、 $\mathrm{a}$ を

$(\mathrm{k}$-1 $)$次元球面 $\mathrm{S}^{\mathrm{k}- 1}$ から $\mathrm{C}$への、 $\beta$ を $\mathrm{C}$から Xへの写像とする。 さらに $\beta\circ \mathrm{a}(\mathrm{S}^{\mathrm{k}- 1}.)$

$=\{\mathrm{x}_{0^{\}}}$を満たすとする。 このとき 3つの組 (C, $\alpha,$ $\beta$ )を $\Delta$ と書く。 上述の条件を満たす
$\Delta$ の全体を $\mathrm{U}\mathrm{V}^{\mathrm{m}}(\mathrm{k}0)\mathrm{x},$$\mathrm{X}$ とする。 次に $\mathrm{U}\mathrm{v}^{\mathrm{m}_{\mathrm{k}}}(\mathrm{x}\mathrm{x}_{0}\rangle$ に同値関係 $\equiv$を入れよう。 任意の

$\mathrm{U}\mathrm{V}^{\mathrm{m}_{\mathrm{k}}}(\mathrm{x}, \mathrm{x}_{0})$ の 2つの元 $\Delta=\langle \mathrm{C},$ $\alpha,$ $\beta$ ) と $\Delta^{1}=(\mathrm{C}’$ . $\propto’. \beta’)$ に対して忍 $\geqq\Delta$ であるとは、

写像 $\sqrt[\backslash ]{}:\mathrm{C}^{\mathrm{t}}arrow \mathrm{C}$が存在して $\gamma\circ q’=\mathrm{a}$ と $\beta\circ-\backslash .’=\beta$ ’を満たすことをいう。
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$\mathrm{U}\mathrm{V}^{\mathrm{m}_{\mathrm{k}}}(\mathrm{X}, \searrow)$の元の列 $\Delta_{1}=\Delta,$ $\Delta_{2},$
$\ldots,$

$\Delta_{2+1}=\mathrm{r}$ 虐が存在して、任意の $\mathrm{i}=1,$
$\ldots,$

$\mathrm{r}$ に対して

$\iota_{:}\geq\Delta 2\mathrm{i}\pm\iota$ を満たすとき $\Delta^{1}\equiv\Delta$ と書く。 明らかに $\equiv$は同値関係になっている。

$\hslash_{\mathrm{k}^{\mathrm{l}\mathrm{m}\rangle}}\langle \mathrm{X},\mathrm{x}_{0}$ )を $\mathrm{U}\mathrm{V}^{\mathrm{m}_{\mathrm{k}}}(\mathrm{X},$ $\mathrm{x}_{0^{)/}}\underline{\approx}$ とする。 $\text{ホ_{モ}トピ_{ー群}}\pi \mathrm{k}^{()}\mathrm{X},$$\mathrm{X}_{0}$ の任意の元は、 k\rightarrow 次元球

体 $\mathrm{D}^{\mathrm{k}}$ から Xへの写像 $\beta$ で $\beta(\mathrm{S}^{\mathrm{k}- 1})=\{\aleph\}$を満たすものとすれば、そのホモトピー類 I $\beta$ ]

と表わせる。 $\mathrm{i}$ : Sk-l\rightarrow Dkを包含写像とすれば、 $\pi_{\mathrm{k}}(\mathrm{X},$ $\searrow)$から $\hslash\iota^{\mathrm{t}\mathrm{m})}(\mathrm{X}, \mathrm{X}0)\text{への対応}$
$\mathrm{t}^{\mathrm{m}}$

が考えられる、すなわち tOI (I $\beta]$) $\underline{\sim}[\mathrm{D}^{\mathrm{k}}, \mathrm{i}, \beta]$。ここで $[\mathrm{D}^{\mathrm{k}}, \mathrm{i}, \beta]\text{は}(\mathrm{D}^{\mathrm{k}}, \mathrm{i}, \beta)$ の同値類と
する。 またこの対応は定義可能になっていることに注意する。 このことから

$\pi_{\mathrm{k}^{\mathrm{t}\mathrm{m})}}\mathrm{t}\mathrm{x},$ $\mathrm{x}_{0^{)\text{普}}\mathrm{k}0}\text{は通のホモトピ}-\text{群}\hslash(\mathrm{X}\mathrm{X}\rangle$
$\text{の}\mathrm{k}$-次元球体Dkを oP コンパクトに変え

てつくったものと思うことができる。
次に $\pi_{\mathrm{k}^{\mathrm{t}\bm{\mathrm{n}}\rangle}}(\mathrm{x}_{\mathrm{x}_{0}},)$に演算をいれたい。 しかも $\hslash_{\mathrm{k}0}\langle \mathrm{X},$$\mathrm{x}$ ) $\text{の演算_{の}拡張になるように}\sim$ つ

まり $\mathrm{t}^{\mathrm{m}}$が準同型になるようにしたい。今 $\mathrm{k}\geqq 2$ とする。 写像\mbox{\boldmath $\kappa$} : $\mathrm{S}^{\mathrm{k}- 1}arrow(\mathrm{S}^{\mathrm{k}- 1*},\rangle$

$\langle$

$\mathrm{S}^{\mathrm{x}-1}$, ’)を $n(\mathrm{S}^{\mathrm{k}- 2})=\mathrm{t}^{*}\}$ となる自然な写像とする。また tt :(X, $\bm{\mathrm{x}}_{0}$) $(\mathrm{X}\mathrm{X}_{0})arrow \mathrm{X}_{\text{、}}$
$\mathrm{x}\in$

(X, $\mathrm{x}_{0}$) $\subset \mathrm{t}\mathrm{X},\mathrm{X}_{0})\vee(\mathrm{X},$ $\mathrm{x}_{0^{)}}$を $\mathrm{x}\in \mathrm{X}$ に対応させる自然な写像とする。任意の 2つの元 1 $\Delta_{\mathrm{i}}$ ]

$=[\mathrm{C}_{\mathrm{i}’\dot{\mathrm{f}}}\alpha\beta_{\mathrm{i}}]\in\pi_{\mathrm{k}^{(\mathrm{m}\rangle}}(\mathrm{X}, \mathrm{x}_{0})(\mathrm{i}=1,2)$ に対して $[$ \Delta 111 $\Delta_{2}]$ を次のように決める。

$[\Delta 111\Delta 12=_{1(}\mathrm{c}1’\alpha_{1}(^{*}\rangle)\mathrm{v}(\mathrm{c}_{2}, \alpha_{2}(^{*})\rangle, (\alpha_{1\mathrm{z}}\alpha)_{0}R, \mu \mathrm{o}(\beta_{1}\beta_{2})]$

$\mathrm{f}\Delta_{1}]\mathrm{I}\Delta_{2}1$ は定義可能で、 これは群の演算を与える。上述と同様にしてこの演算はホモ

トピー群の演算を拡張したものになっていることがわかる。 $\mathrm{k}=1$ の場合とくわしいこ
とは [Mr2] を参照してほしい。
この章の最後に (X, $\mathrm{A},$

$\mathrm{x}_{0}\rangle$ の相対 UV -ホモトピー群 $\pi_{\mathrm{k}^{(\mathrm{m})}}$( $\mathrm{X}$,A $\bm{\mathrm{x}}_{0}$) $\text{を定}/\text{義しよう}$
。

$\not\in_{\mathrm{k}^{\mathrm{t}\mathrm{m}\rangle}}\langle \mathrm{X},$
$\mathrm{X}_{0}$) と同様にして、 普通の相対ホモトピー群 $\pi_{\mathrm{k}}$($\mathrm{X}$, A $\mathrm{x}_{0}$) の拡張になるように

したい。 さらに $\pi_{\mathrm{k}^{1}}\mathrm{m}\rangle$ ( $\mathrm{X},$ $\mathrm{t}\mathrm{x}_{0^{\}}\cdot,0^{)}}\chi$ と死 k{m)(X, $\mathrm{x}$ )は同型になるようにもしたい。 任意の

自然数 $\mathrm{k}\geq 1$ に対して、 集合 $\mathrm{U}\mathrm{V}^{\mathrm{m}_{\mathrm{k}}}\langle \mathrm{x}$ , A $\mathrm{x}_{0}$) を次のように決める。今 $\mathrm{q}\text{を_{}\mathrm{U}\mathrm{V}}$ コンパ

クト.、 CAを儀の空集合でない部分空間でい P コンパクトとする。 $\mathrm{a}$ : $(\mathrm{D}^{\mathrm{k}- 1}, \mathrm{s}^{\mathrm{k}}arrow 2)arrow$

( $\mathrm{C}_{\mathrm{X}},$ $\mathrm{C}_{\mathrm{A}}\rangle$ と $\beta$ : $(\mathrm{C}_{\mathrm{X}}, \mathrm{C}_{\mathrm{A}})arrow$ ( $\mathrm{X}$, A)を写像とし $\beta\circ\alpha(\mathrm{D}^{\mathrm{k}}- 1)=\{\mathrm{X}\}0$を満たすとする。 こ

こで $\mathrm{S}^{-1}$ は空集合とする。 4つの組 (C, $\mathrm{C}_{\mathrm{A}},$ $\alpha,$ $\beta$ )を $\Delta$ と書き、 上述の条件を満たす $\Delta$

の全体を $\mathrm{U}\mathrm{V}^{\mathrm{m}_{\mathrm{k}}}$( $\mathrm{X}$, A $\mathrm{x}_{0}$) とする。 $\mathrm{U}\mathrm{V}^{\mathrm{m}_{\mathrm{k}}}(\mathrm{X},\mathrm{x}_{0})$ のとき同様にして UV $\mathrm{k}^{(\mathrm{X}}$

’ A $\mathrm{x}_{\mathrm{t}\ddagger}$) に同

値関係 $\equiv$を入れる。すなわち任意の $\mathrm{U}\mathrm{V}^{\mathrm{m}_{\mathrm{k}}}\mathrm{t}\mathrm{X}$, A $\mathrm{x}_{0}$) の 2つの元 $\Delta=(\mathrm{C}_{\mathrm{X}’ \mathrm{A}}\mathrm{c}, \alpha, \beta)$と盈

$=(\mathrm{c}_{\mathrm{x}^{\mathrm{I}}}, \mathrm{C}_{\mathrm{A}}’, \alpha’, \beta^{1})$ に対して\Delta |\geqq \Deltaであるとは、 写像 $\gamma$ : $(\mathrm{C}_{\mathrm{x}^{1}}, \mathrm{C}_{\mathrm{A}}|)arrow(\mathrm{C}_{\mathrm{X}}, \mathrm{C}_{\mathrm{A}})$が存在
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して $\gamma_{\circ \mathrm{a}}$
$”=_{\mathrm{a}}$ と $\beta_{\theta\gamma}=$ \beta ’を満たすことをいう。 $\mathrm{U}\mathrm{V}^{\mathrm{m}_{\mathrm{k}}}\langle \mathrm{X}$ , AA\searrow )の元の列 $\Delta_{1}=$ 成

4, $\ldots,$
$\mathrm{t}_{\mathrm{r}+_{1}}=\Delta^{1}$ ぶ存在して、 任意の $\mathrm{i}=1,$

$\ldots,$
$\mathrm{r}$ に対して $\ _{\mathrm{i}2\mathrm{i}\pm 1}\geq\Delta$ を満たすとき $\Delta^{1}\underline{\approx}$

$\Delta$ と書く。 $\pi_{\mathrm{k}}(\mathrm{X}$,A $\mathrm{x}_{0}\rangle$ を $\mathrm{U}\mathrm{V}^{\mathrm{m}_{\mathrm{k}}}(\mathrm{X}$, A $\mathrm{x}_{0}\rangle/\equiv$ とする。

今 $\mathrm{k}\geqq 2$ とする。 相対ホモトピー群 $\pi_{\mathrm{k}}$( $\mathrm{X}$, A $\mathrm{x}_{0}$) の任意の元は、 $\beta$ : ( $\mathrm{I}^{\mathrm{k}},$
$\mathrm{I}^{\mathrm{k}}$ -lx $\{0\}$ ,

$\mathrm{J}_{\mathrm{k}}\ranglearrow(\mathrm{X}$, A{$\mathrm{X}_{0^{\})}}$ のホモトピー類 $[\beta]$ と表わせる。 ここで $(\mathrm{I}^{\mathrm{k}}, \mathrm{I}^{\mathrm{k}- 1}\mathrm{X}\{0\}, \mathrm{J}_{\mathrm{k}})=([0,1:^{\mathrm{k}}$ ,

$\mathrm{f}^{0,1}1^{\mathrm{k}- 1}\cross \mathrm{t}0\},$ $\langle \mathrm{I}0,1]^{\mathrm{k}1}arrow\cross\{1\})\cup(\partial[0,1]^{\mathrm{k}\iota}- \mathrm{x}[0,11\rangle)$ とする。 対応 $\mathrm{t}_{\mathrm{k}^{\mathrm{m}}\mathrm{k}}$: $x$ ($\mathrm{x}$,A $\mathrm{x}_{0}$)

$arrow\pi_{\mathrm{k}^{(\mathrm{m})}}(\mathrm{x},$ $\mathrm{A},$
$\mathrm{x}_{0^{)}}$ を $\mathrm{t}_{\mathrm{k}^{\mathrm{m}}}(\iota\beta])=$ [ $\mathrm{I}^{\mathrm{k}},$ $\mathrm{I}^{\mathrm{k}-}1\cross \mathrm{t}0\}$ , incl, $\beta$ ] と決める。 ここで incl: $(\mathrm{D}^{\mathrm{k}- 1}$ ,

$\mathrm{S}^{\mathrm{k}- 2}\rangle=(\mathrm{J}_{\mathrm{k}}, \partial \mathrm{I}^{\mathrm{k}- 1}\cross\{0\})arrow(\mathrm{I}^{\mathrm{k}},$
$\mathrm{I}^{\mathrm{k}- 1}\mathrm{X}\mathrm{t}0$ } $\rangle$ は包含写像とする。すると $\mathrm{t}_{\mathrm{k}^{\mathrm{m}}}$は定義可能

であることがわかる。 同様に $\mathrm{k}=1$ のとき $\mathrm{t}_{1^{\mathrm{m}}}$ を定義したい。 $\pi_{1}\mathrm{t}\mathrm{X},$ $\mathrm{A},\mathrm{x}_{0}$) の任意の元

は、 $\beta$ : (I, $\{0,1\},$ $\{1\}\ranglearrow(\mathrm{X}$ , A{$\mathrm{X}_{0^{\})}}$ (7\supset ホモトピー類 I $\beta$ ] と表わせる。対応 $\mathrm{t}_{1^{\mathrm{m}}}$ :
$X_{1}$ ($\mathrm{X}$, A $\mathrm{x}_{0}$) $arrow X_{1}^{(\mathrm{m}l\langle \mathrm{x}}$ , A $\mathrm{x}_{0}\rangle$ を $\mathrm{t}_{1}^{\mathrm{m}}([\beta]\rangle=[\mathrm{I},$ $\{0\},$ $\mathrm{a}$ , 創と決める。 ここで $\mathrm{a}$ : $\{0\}$

$arrow[0,1]$ は包含写像とする。
次に $\pi_{\mathrm{k}^{(\mathrm{m}\rangle}}\langle \mathrm{x},$ $\mathrm{A},$ $\mathrm{x}$ )

$0$ に演算をいれたい。 しかも $\pi_{\mathrm{k}}\langle \mathrm{X},$
$\mathrm{A}$, x0)の演算の拡張になるよう

に、 つまり $\mathrm{t}^{\mathrm{m}}$ が準同型になるようにしたい。 今 $\mathrm{k}\geqq 3$ とする。 写像\mbox{\boldmath $\kappa$} : $\mathrm{D}^{\mathrm{k}- 1}arrow$

$(\mathrm{D}^{\mathrm{k}- 1},$ $\langle \mathrm{D}^{\mathrm{k}arrow 1*},$ )を $\chi(\mathrm{D}^{\mathrm{k}- 2})=\{*\}$ となる自然な写像とする。任意の 2つの元 $[\Delta_{\mathrm{i}}1$

$=[\mathrm{c}_{\lambda^{\mathrm{i}}},$ $\mathrm{C}_{\mathrm{A}\mathrm{i}},$ $\alpha_{\mathrm{i}},$
$\beta_{\mathrm{i}}1\in\pi_{\mathrm{k}}^{1\bm{\mathrm{m}})}(\mathrm{X},$ $\mathrm{A},$

$\mathrm{x}_{0^{\rangle}}$
$\langle \mathrm{i}=1,2\rangle$ に対して [\Delta 1][\Delta 2] を次のように決め

る。
$[\Delta 1]$ [\Delta 2]=[(へ, 1’ \alpha 1(*))\vee (Cえ 2’ $\alpha_{2^{(^{*}))}’}$

$(\mathrm{C}_{\mathrm{A}1},$ $\alpha_{1^{(^{*}\rangle)\langle \mathrm{c}}}\mathrm{A}2’\alpha_{2^{(^{*}\rangle)}’}$

$(\alpha_{1}\mathrm{V}\alpha_{2})\circ\kappa,$ $\#^{\mathrm{o}(\beta_{1}}\beta_{2}\rangle]$

$\mathrm{I}\Delta_{12}][\Delta]$ は定義可能で、 これは群の演算を与える。 次に $\mathrm{k}=2$ とする。写像\mbox{\boldmath $\chi$} : $\mathrm{D}^{1}=$

ト 1, $1$ ] $arrow(\mathrm{D}^{1\},)\vee$ ( $\mathrm{D}^{1*},\rangle=[- 1,1]$ を’t $\langle \mathrm{t}$) $\overline{\sim}2\mathrm{t}+1(\mathrm{t}\in\iota_{-1},01)_{\text{、}}n(\mathrm{t})=2\mathrm{t}- 1\mathrm{t}\mathrm{t}\in[0,1:\rangle$

と定義する。後は $\mathrm{k}\geqq 3$ のときと同様に [\Delta 1II $\Delta_{2}$] を定義することができ、

$\pi_{2^{(\Phi)}}(\mathrm{x}$, A $\mathrm{x}_{0}\rangle$ に群の演算を与える。 $\mathrm{k}=1$ のときは普通の相対ホモトピー群と同じく

一般に群の演算は入らない。
い P コンパクト C、儀と CAをそれぞれ CE コンパクトに変えれば、 同様にして CB

ホモトピ–群 $\pi_{\mathrm{k}}\Re \mathrm{X},$ $\mathrm{x}_{0}\rangle$ と相対 Cしホモトピー群 $x_{\mathrm{k}}\Re \mathrm{X}$,A $\mathrm{x}_{0}$) が定義できる。

2. $\mathrm{U}\mathrm{V}^{\mathrm{m}}$-ホモトピー群と CE-ホモトピー群の完全系列

この章では UV -ホモトピ一群と Cトホモトピー群の完全系列を構成しよう。 $\pi$ :
$\mathrm{D}^{\mathrm{k}- 1}arrow \mathrm{S}^{\mathrm{k}- 1}$ は $\pi\langle \mathrm{S}^{\mathrm{k}-2}$) $=$ {’} を満たす自然な写像とする。すると任意の写像 $\alpha_{\mathrm{X}}$ : $\mathrm{S}^{\mathrm{k}1}-$

ロ

$arrow \mathrm{C}_{\mathrm{X}}$ に対して、 $\mathrm{a}_{\mathrm{X}^{l}}\pi=\alpha$ を満たす写像 $\alpha$ : ( $\mathrm{D}^{\mathrm{k}_{-}1},$
$\mathrm{S}^{\mathrm{k}\cdot 2}\ranglearrow(\mathrm{C}_{\mathrm{X}}, \mathrm{a}_{\mathrm{X}}(\mathrm{P}))$ が得られる。

(X A) を空間列、 $\mathrm{i}$ : $\mathrm{A}arrow \mathrm{X}$ をその包含写像とする。今 $\mathrm{k}\geqq 2$ とし、 次の 3つの準同型
写像を定義しよう。
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$\mathrm{i}_{*_{\mathrm{k}}}$ : $\pi_{\mathrm{k}^{\langle \bm{\mathrm{m}}\rangle}}(\mathrm{A}, \mathrm{x})0arrow\pi$k�$()$く $\searrow)_{\text{、}}$ $\mathrm{i}_{*_{\mathrm{k}}}\langle \mathrm{I}\mathrm{c}_{\mathrm{A}},$ $\mathrm{a}_{\mathrm{A}},$
$\beta_{\mathrm{A}\mathrm{A}\mathrm{A}}])=[\mathrm{c}, \alpha, \mathrm{i}\circ\beta_{\mathrm{A}}]$

$\mathrm{k}- 1\alpha \mathrm{A}$
$\beta \mathrm{A}$ $i$

$\mathrm{S}$ $arrow$ CA $arrow$ A $arrow$ X

$\sigma_{\mathrm{k}}$ : $\pi_{\mathrm{k}^{(\mathrm{m})}0}\langle \mathrm{X}, \mathrm{x}\ranglearrow\pi_{\mathrm{k}^{(\mathrm{m})}}(\mathrm{x}, \mathrm{A}\mathrm{x}_{0})\text{、}\sigma_{\mathrm{k}}\langle[\mathrm{c}_{\mathrm{X}}, \alpha_{\mathrm{X}}, \beta_{\mathrm{X}}])=\iota \mathrm{c}_{\mathrm{X}’ \mathrm{X}^{(^{*}}}R\rangle,\dot{\alpha},$
$\beta_{\mathrm{X}}]$

$(\theta-,1\mathrm{S}\mathrm{k}- 2)arrow\pi(\mathrm{s}^{\mathrm{k}- 1*},\rangle$ $arrow(\mathrm{c}\mathrm{x}\alpha \mathrm{x},$ a $\mathrm{x}(^{*}\rangle\rangle\beta \mathrm{x}arrow\langle \mathrm{X}, \mathrm{A})$

$\partial_{\mathrm{k}}$ : $\pi_{\mathrm{k}^{\mathrm{t}\mathrm{m})}}\langle \mathrm{x}$, A $\mathrm{x}_{0}$) $arrow\pi_{\mathrm{k}- 1^{\langle}}(\mathrm{m})\mathrm{A}\mathrm{x})0\text{、}$ $\partial_{\mathrm{k}}(1\mathrm{C}_{\mathrm{x}}, \mathrm{c}\mathrm{A}’\alpha, \beta])=_{1\mathrm{C}\mathrm{A}^{*}}$ &\dagger $\mathrm{S}^{\mathrm{k},2},$
$\beta|\mathrm{c}_{\mathrm{A}}1$

k-2 $\alpha$ [ $\beta$ \dagger
$\mathrm{S}$ $arrow$ CA $arrow$ A

とすると、 この準同型写像は次の補題を満たす。

補題 2.1. 任意の整数 $\mathrm{k}\geqq 2$ に対して、 3つの等式 Image$(\sigma_{\mathrm{k}})=\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(\partial_{\mathrm{k}})_{\text{、}}$

$\mathrm{I}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{g}\mathrm{e}(\mathrm{i}*_{\mathrm{k}})=\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(\sigma_{\mathrm{k}}\rangle_{\text{、}}\mathrm{I}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{g}\mathrm{e}(\partial_{\mathrm{k}+1})=\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\langle \mathrm{i}_{*}\mathrm{k})$ が成立する。

$\mathrm{k}=1$ のとき、 同様にして $i*_{1}$ : $\pi_{1^{(\mathrm{m}\rangle}}\cdot\langle \mathrm{A},\mathrm{X}_{0})arrow\pi_{1^{(\mathrm{m})}}(\mathrm{X}, \mathrm{x}_{0}\rangle$ は定義でき. $\sigma_{1}$ :
$\pi_{1^{(\mathrm{m})}}\langle$$\mathrm{X},\mathrm{x}_{0})arrow\pi_{1^{(\bm{\mathrm{m}})}}\mathrm{t}\mathrm{X}$, A $\mathrm{x}_{0}\rangle$ は次のように決める。任意の写像 $\mathrm{a}_{\mathrm{X}}$ : $\mathrm{S}0arrow \mathrm{C}_{\mathrm{X}}$ に対し

て写像 $\mathrm{a}_{\mathrm{X}}^{1}$ : $\mathrm{D}^{0}arrow*$ を $\mathrm{a}_{\mathrm{x}^{\langle \mathrm{D}\rangle}\mathrm{X}}^{\mathrm{t}}0=a(\mathrm{t}1\})$ とすれば、 $\pi_{1^{(\mathrm{m}\rangle}}\langle \mathrm{X},$
$\mathrm{X}_{0}$) の元

$[\mathrm{C}_{\mathrm{X}}, \alpha_{\mathrm{X}}, \beta_{\mathrm{X}}]$ に対して $\sigma_{1}([\mathrm{C}_{\mathrm{x}},$ $\alpha_{\mathrm{X}},$
$\beta_{\mathrm{x}^{])}\mathrm{x}’ \mathrm{X}}=[\mathrm{c}\alpha(- 1), \mathrm{a}_{\mathrm{X}}^{\mathrm{t}}, \beta_{\mathrm{X}}]$ と定義できる。

$\pi(0^{(\mathrm{n})}\mathrm{A}l\mathrm{x})0$ と $\pi_{0^{(\mathrm{m})}}(\mathrm{X}, \mathrm{x}_{0})$ はそれぞれ、 A と X の $\mathrm{U}\mathrm{V}^{\mathrm{m}}$連結成分全体とする (詳し

いことは [Mrllを参照せよ) 。 A の $\mathrm{U}\Psi$連結成分 $\mathrm{C}$ に対して $\mathrm{C}$ を含む X の $\mathrm{U}\mathrm{V}^{\mathrm{m}}$連結

成分に対応させる対応を $\mathrm{i}_{*_{0}}$ : $\pi_{0^{(\mathrm{m}\rangle}0}\langle \mathrm{A}\mathrm{x}\ranglearrow\pi_{0^{(\mathrm{m}\rangle}0}\langle \mathrm{X}, \mathrm{X}\rangle$ とする。 また $\pi_{1^{(\mathrm{m}\rangle}}\langle \mathrm{x},$ $\mathrm{A},$
$\mathrm{x}_{0})$

の元 $[\mathrm{C}_{\mathrm{X}}, \mathrm{C}_{\mathrm{A}}, \mathrm{a}, \beta]$ を $\beta(\mathrm{C}_{\mathrm{A}})$ を含む Xのい\mu連結成分に対応させる対応を $\partial_{1}$ :
$\pi_{1^{(\mathrm{m})}}\langle \mathrm{x},$

$\mathrm{A},$
$\mathrm{x}_{0}$) $arrow\pi_{0^{(\mathrm{m}\rangle}}\langle \mathrm{A},\mathrm{x}_{0}$) とする。 一般に $\pi\langle 0^{\mathrm{t}\mathrm{m}\rangle}\mathrm{A}\mathrm{X}0)\text{、}\pi(0^{\mathrm{t}\mathrm{m}\rangle}\mathrm{x}, \mathrm{X}0\rangle$ と

$\pi_{1^{(\mathrm{m})}}$( $\mathrm{X}$, A $\mathrm{x}_{0}$) は群ではないので、 1を含む Aの小\mu連結成分を $\mathrm{C}_{\text{、}}’ \mathrm{x}_{0}$ を含む X の

Uffl連結成分を $\mathrm{C}$
” として、

$\mathrm{K}e\mathrm{r}\mathrm{l}\mathrm{i}*_{\theta})\underline{-}(\mathrm{i}_{*_{0}}\rangle^{1}-(\mathrm{C}||)_{\text{、}}$

$\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(\partial_{1}\rangle=(\partial_{1})- 1(\mathrm{c}^{1}\rangle$

とすると、

補題 22. Image$(\mathrm{i}_{*}\iota)=\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(\sigma_{1}\rangle_{\text{、}}$ Image$(\sigma 1)=\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{t}\partial)_{\text{、}}1\mathrm{I}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{g}\mathrm{e}\langle\partial_{1}\rangle=\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(\mathrm{i}*_{0})$ 。

が示せる。 補題 21と補題 22とMrozik [Mr21の結果から次の定理が得られる。

定理 23. 空間対 (X, A) に対して、 次の $\mathrm{D}$ -ホモトピー群の完全系列が存在する。

34



$1arrow\pi_{\bm{\mathrm{m}}+1}^{(\mathrm{m}\rangle}(\mathrm{x},$ $\mathrm{A},\mathrm{x}0\rangle$

$arrow\pi_{\infty}((\mathrm{N}\rangle \mathrm{A}, \mathrm{x}_{0})\partial \mathrm{m}+1arrow \mathrm{i}_{*\mathrm{m}}\pi_{\mathrm{m}}^{\mathrm{t}\mathrm{m})}(\mathrm{X}, \mathrm{X}_{0})$

$arrow\cdots$

$\mathrm{i}_{*\mathrm{k}}$

$...arrow\pi_{\mathrm{k}}^{(\bm{\mathrm{m}}\}}(\mathrm{A}, \mathrm{x}_{0})arrow\pi_{\mathrm{k}}^{(\mathrm{m})}(\mathrm{x}, \mathrm{x}_{0})\sigma_{\mathrm{k}}arrow\pi_{\mathrm{k}}^{(\mathrm{m})}(\mathrm{X}$, A $\mathrm{x}_{0}\rangle^{\partial \mathrm{k}}arrow\pi_{\mathrm{k}-}(\mathrm{m}\rangle 1$ (A $\mathrm{x}_{0}$ ) $arrow\cdots$

$...arrow\pi_{1}^{(\mathrm{m}\rangle}(\mathrm{X}$ , x $\rangle_{0}\sigma_{1}arrow$ $\pi_{1}^{\mathrm{t}\mathrm{m}\rangle}\langle \mathrm{X}, \mathrm{A}, \mathrm{X}0\ranglearrow\partial 1\pi_{0}^{(\mathrm{m})}(\mathrm{A}\mathrm{x}\mathrm{o})\mathrm{i}_{*0 ,arrow}\pi_{0^{\mathrm{m}}}^{(\rangle}(\mathrm{x}, \mathrm{X}_{0})$

同様にして CE-ホモトピー群に対しても、

定理 24. 空間対 (X, A) に対して、 次の C5ホモトピー群の完全系列が存在する。

$...arrow$ $\pi_{\mathrm{k}}\Re_{\mathrm{A},\mathrm{x}_{0}})arrow\pi_{\mathrm{k}^{\mathrm{C}\mathrm{E}}}\{\mathrm{X},$
$\mathrm{x}_{0}$ ) $arrow\pi_{\mathrm{k}\mathrm{o}\mathrm{e}}$( $\mathrm{X}$, A $\mathrm{x}_{0}\ranglearrow\pi_{\mathrm{k}- 1}\Re \mathrm{A}\mathrm{x}_{0}$ ) $arrow\cdots$

$...arrow\pi_{1}\Re \mathrm{X},\mathrm{x}_{0}\ranglearrow\pi_{1}\Re \mathrm{X}$ , A $\mathrm{x}_{0}\rangle$ $arrow\pi_{0}\Re \mathrm{A},\mathrm{x}_{0}\rangle$ $arrow\pi_{0\mathrm{o}\mathrm{e}}(\mathrm{X}_{\mathrm{X}_{0}},)$ .

が得られる。

3. 感用

Mrozik は [Mr21の中で $\pi_{\mathrm{k}^{(\mathrm{m}\rangle}’ 0}(\mathrm{x}_{\mathrm{X}})=_{1}$ (k>m)を示した。い P-ホモトピー群の完

全系列からすぐに

命題 3.1. 空間対 (X, $\mathrm{A},$
$\mathrm{x}_{0}\rangle$

$\text{、}$ 自然数 $\mathrm{m},$
$\mathrm{k}$ に対して、 もし k-m $\geqq 2$ を満たすならば、

$\pi_{\mathrm{k}^{(\mathrm{m}\rangle}}\langle \mathrm{x},$ $\mathrm{A},$ $\mathrm{x}_{0^{)}}=_{1}$。

がわかる。 また (X, $\mathrm{A},$
$\mathrm{x}_{0}$) を $\langle$

$\mathrm{D}^{\mathrm{k}},$ $\mathrm{S}^{\mathrm{k}- 1},$
$\mathrm{s}_{0})$ とすれば、 $\pi_{\mathrm{k}^{(\mathrm{k}- 1}})(\mathrm{X}$, A $\mathrm{x}_{0}\rangle$

$\neq 1$ がわかる。

さらに Venema IVel がすべての連続体 X に対して $\pi_{\mathrm{k}^{\langle \mathrm{k}+_{1}}}$
)

$(\mathrm{X}\rangle=\pi_{\mathrm{k}^{\langle}}(\mathrm{k}+2)\mathrm{x})=\cdots=$

$\pi_{\mathrm{k}^{\mathrm{C}\mathrm{E}}}(\mathrm{x})$ を示した。 よって UV -ホモトピー群と $\mathfrak{E}$ ホモトピー群の完全系列を使って、

命題 32 空間対 $(\mathrm{X}, \mathrm{A})_{\text{、}}$ 自然数 $\mathrm{k}$ に対して、

$\pi_{\mathrm{k}^{(\mathrm{k}+1)}}\langle$ $\mathrm{X}$, A $\mathrm{x}_{0})=\pi(\mathrm{k}+_{2)}(\mathrm{k}\mathrm{X}\mathrm{X},$$\mathrm{A},0\rangle$ $=\cdots=\pi_{\mathrm{k}^{\mathrm{C}}}\mathrm{E}$ ( $\mathrm{X}$, A $\mathrm{x}_{0}$)

を得ることができる。また定理 02とホモトピー群とい\mu -ホモトピ--群と�ホモト
ピー群の完全系列より、

命題 33. 任意の局所 $\mathrm{n}$-連結空間対 $(\mathrm{X}, \mathrm{A}, \mathrm{x}_{0})_{\iota}\mathrm{n},$
$\mathrm{m}\geqq \mathrm{k}\geqq 2$ に対して、 $\pi_{\mathrm{k}}$( $\mathrm{X}$, A $\mathrm{x}_{0}$)

と $x_{\mathrm{k}^{(\mathrm{m})}}$( $\mathrm{X}$, A $\mathrm{x}_{0}$) と $\pi_{\mathrm{k}}\Re \mathrm{x},$ $\mathrm{A},$ \searrow )は同型になる。$\mathrm{k}=1$ のときは 3つの集合 $X_{1’ 0}(\mathrm{X},\mathrm{A}_{\mathrm{X}})$

と $\pi_{1^{(\mathrm{m}\rangle}}(\mathrm{X}, \mathrm{A}, \mathrm{X})0$ と $\pi_{1^{\mathrm{C}\mathrm{E}}}(\mathrm{X}$, A $\mathrm{x}_{0}\rangle$は同じものになる。

ある空間 X の k-次 shape 群を徽 (X)l k-次 strong shape 群を $\ ^{1\mathrm{X}\rangle}$ と表わす。連続

体 X の $\mathrm{p}_{\mathrm{f}\mathrm{O}-}X_{1}1\mathrm{x}$) が $p\mathfrak{w}$-加 iteであるとは、 X を cw複体の射影系 { $\mathrm{K}_{\mathrm{i}}$, ai}の射影極
限 $\mathrm{f}\dot{\Omega}(\mathrm{K}_{\mathrm{i}}, q_{\mathrm{i}})$ で表わしたとき、 任意の自然数 $\mathrm{i}$ に対してある自然数 $\mathrm{i}>\mathrm{j}$が存在して、
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$\alpha_{\mathrm{i}+1}.\circ\cdots\circ\alpha \mathrm{j}.(X_{1}\langle \mathrm{K})t)\subset x_{1}\mathrm{t}\mathrm{K}_{\mathrm{i}})$ が有限のときをいう。

[Ch] の中で $\pi_{\mathrm{k}^{\mathrm{t}}}(\mathrm{k}+1)\mathrm{x})$ から &(X) への準同型写像盛 t\mbox{\boldmath $\pi$}k
$\langle$k+l $\rangle$(X)\rightarrow (X) が存

在することがわかり、

定理 3.4. もし連続体 X の $\mathrm{p}\mathrm{r}o-\pi_{1}(\mathrm{x})$ が pro-finile ならば、 任意の整数 $\mathrm{k}\geqq 0$ に対

して轟\sim $x_{\mathrm{k}^{(\mathrm{k}+1)}}\langle \mathrm{X})arrow g(\mathrm{X}\rangle$ は同型写像になる。

同様にして、 $\pi_{\mathrm{k}^{(\mathrm{k})}}(\mathrm{x})$ から &(X$\rangle$ への準同型写像 $\mathrm{g}_{\mathrm{k}}$ : $\pi_{\mathrm{k}^{\mathrm{t}\mathrm{k})}}(\mathrm{x})arrow\ (\mathrm{X})$が定義でき

る。 次の可換図

$R\mathrm{k}^{(\mathrm{k}1\{_{\mathrm{X}}}+\rangle$

$arrow$
$\pi \mathrm{k}^{(\mathrm{k})}(\mathrm{x})$

$4^{\mathrm{k}}\downarrow’\backslash _{x\mathrm{k}(\mathrm{x}}arrow)\backslash \nearrow \mathrm{I}^{\mathrm{s}\mathrm{k}}\sim$

$\not\leqq^{\mathrm{k}(\mathrm{X})}$ pk(X)

をみれば、 $\pi_{\mathrm{k}^{(\mathrm{k}\}}}(\mathrm{X})$ は $\hslash_{\mathrm{k}}(\mathrm{X})$ と亀 (X)l $\pi_{\mathrm{k}^{(\mathrm{k}+1\rangle}}(\mathrm{X})$ は恕 k(X) と垂 (X) の中間的な

群と考えられる。
Chapman と Ferry は [C-F1の中で次の定理を示した。

定理 3.5. $\mathrm{p}$ : $\mathrm{E}arrow \mathrm{B}$ を fibration で $\mathrm{p}$ の各ファイバーはコンパクト ANR とする。 も
し Bが局所連結ならば、 任意の 2つのファイバ一は simple ホモトピー同値になってい
る。

$\mathrm{E}$ と Bはコンパクト ANRとする。 写像 $\mathrm{p}:\mathrm{E}arrow \mathrm{B}$が $\mathrm{a}p$ 爪 ximale $\mathrm{f}\mathrm{i}b\mathrm{f}\epsilon ti\mathrm{o}n$であるとは、

ホモトピ $-\mathrm{f}:\mathrm{Z}\mathrm{x}\mathrm{I}arrow \mathrm{B}$ と $\mathrm{P}\circ \mathrm{F}_{0}=\mathrm{f}|\mathrm{Z}\mathrm{x}\{0\}$を満たす写像 $\mathrm{F}_{0}$ : $\mathrm{Z}arrow \mathrm{E}_{\text{、}}$ さらに $\epsilon>0$ に

対して、 写像 $\mathrm{F}:\mathrm{Z}^{\mathrm{x}}\mathrm{I}arrow \mathrm{E}$ が存在して、 $\mathrm{F}_{0}=\mathrm{F}[\mathrm{Z}\mathrm{X}\{0\}$ と $\mathrm{d}(\mathrm{p}_{\Phi}\mathrm{F}, \mathrm{f})<\epsilon$ をに満たす

ときにいう。 もし Bが弧状連結ならば、 $\mathrm{P}$ の任意の 2つのファイバ一は shaPe ホモトピ
一同値になっている。 よって自然に次の問題が考えられる。

問題 36. 写像 $\mathrm{P}$ : $\mathrm{E}arrow \mathrm{B}$ が approximate fibration で $\mathrm{B}$ が弧状連結したとき、 $\mathrm{P}$ の任

意の 2つのファイバ一は�ホモトピー同値あるいは UV \tilde ホモトピー同値か ?

しかし–般には成立しない。

例 37. $\mathrm{R}=\{(\mathrm{e}^{2\pi \mathrm{i}\mathrm{t}}, \mathrm{e}^{\pi \mathrm{i}/\mathrm{t}})\in \mathrm{S}^{1}\mathrm{x}\mathrm{S}^{1} : \mathrm{t}\geq 1\}_{\text{、}}\mathrm{C}=\mathrm{S}^{1}\mathrm{x}\{1\}$ . $\mathrm{X}\overline{\sim}\mathrm{C}\mathrm{U}\mathrm{R}$ とすると、

[Fell より空間 X は $\mathrm{S}^{1}$ と shaPe ホモトピー同値だが $\mathrm{C}\mathrm{B}$ホモトピ一同値でないことに
注意する。 $\mathrm{S}^{1}\mathrm{x}\mathrm{S}^{1}$ での X のコンパクト近傍列 { $\mathrm{U}_{\mathrm{n}}:\mathrm{n}$は自然数} で次のことを満たす

とする。 任意の自然数 $\mathrm{n}$ に対して、 $\mathrm{U}_{\mathrm{n}}$ と $\mathrm{C}1$($\mathrm{U}_{\mathrm{n}1^{-}}+$ U)n と $\mathrm{C}1(\mathrm{S}^{1}\mathrm{X}\mathrm{S}^{1_{-}}\mathrm{U}_{\mathrm{n}}\rangle$
$\text{は}\mathrm{S}^{1}$ xI と

同相で、 $\mathrm{U}_{\mathrm{n}1}+\subset \mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{t}$ Un’ $\mathrm{X}=\bigcap_{\mathrm{n}\in \mathrm{N}}$ Un。このコンパクト近傍列 { $\mathrm{U}_{\mathrm{n}}:\mathrm{n}$ は自然数}か

ら写像 $\mathrm{p}:\mathrm{S}^{1}\mathrm{X}\mathrm{S}^{1}arrow \mathrm{S}^{1}$ を導くことができる。 このとき $\mathrm{p}^{-1}(\{\iota\}\rangle=\mathrm{X}\mathrm{Y}\mathrm{p}\langle \mathrm{U}_{\mathrm{n}})=\{\mathrm{e}^{\pi}$it:
$- 1/2\mathrm{n}\leqq \mathrm{t}\leqq 1q\mathrm{n}\}_{\text{、}}$

$\mathrm{p}$ { $\mathrm{S}^{1}\mathrm{x}\mathrm{S}^{1_{-}-}\mathrm{P}(1\{1\}\rangle$ : $\mathrm{S}^{1}\mathrm{X}\mathrm{s}^{1_{- \mathrm{p}}1}-(\{\mathrm{z}\}\ranglearrow \mathrm{S}^{1}$ -tl} は $\mathrm{S}^{1}\mathrm{X}(0,1\rangle=$

$\mathrm{S}^{1}\mathrm{X}\mathrm{S}^{1}arrow \mathrm{p}^{-1}(\mathrm{t}1\})$ から $(0,1)=\mathrm{S}^{1}-\{1\}$ への射影写像になっている。 また写像 $\mathrm{P}$ は局所

自明なバンドルの極限になっているので、写像 $\mathrm{P}$ は aPProximate fibration である。
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$\mathrm{S}^{1}\cdot\{1\}$ の点 $\mathrm{x}$ のブァイバーは $\mathrm{S}^{1}$ だから、 $\mathrm{p}^{-1}(\{1\})$ と $\mathrm{p}^{-1}\langle \mathrm{x}$ ) は�ホモトピー同値で
ない。

写像 $\mathrm{p}:\mathrm{E}arrow \mathrm{B}$が approximate fibration で $\mathrm{P}$ の各ファイバーは連結とする。 $\mathrm{b}$ を $\mathrm{B}$

の基点として、 $\mathrm{F}=_{\mathrm{P}^{- 1}}$ ($\mathrm{b}\rangle$ とおく。 $\mathrm{s}:\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{t}\mathrm{F},$
$\mathrm{e}$ ) $arrow \mathrm{a}(\mathrm{F}, \mathrm{e})$ を自然な準同型写像とすれ

ば、 次のことがすぐにわかる。 $\mathrm{s}\circ \mathrm{a}$ : $\pi_{\mathrm{k}^{\mathrm{l}\mathrm{k}+_{1}}}$
)

$(\mathrm{F}, \mathrm{e})arrow\ ^{\mathrm{t})}\mathrm{F},$$\mathrm{e}$ が同型写像であるため
の必要十分条件は、 $\mathrm{P}$ の CBホモトピー完全系列

$arrow\pi_{\mathrm{k}}\Re \mathrm{F},$ $\mathrm{e})arrow\pi_{\mathrm{k}\mathrm{o}\mathrm{e}}\mathrm{t}\mathrm{E},$ $\mathrm{e})arrow\pi_{\mathrm{k}^{\mathrm{C}\mathrm{E}}}(\mathrm{B}, \mathrm{b})arrow\pi_{\mathrm{k}- 1}\Re \mathrm{F},$ $\mathrm{e})arrow\ldots$

$...arrow\pi_{1}\Re \mathrm{F},$ $\mathrm{e})arrow\pi_{1}^{\mathrm{c}\mathrm{E}}(\mathrm{E},$ $\mathrm{e}\ranglearrow\pi_{1^{\mathrm{C}\mathrm{E}}}(\mathrm{B},$ $\mathrm{b}\ranglearrow\pi_{0}\mathfrak{R}\mathrm{F},$ $\mathrm{e}\ranglearrow\pi_{0\mathrm{o}\mathrm{e}}(\mathrm{E},$ $\mathrm{e}\rangle$

が得られることである。 よって例 37で挙げた写像 $\mathrm{P}:\mathrm{E}arrow \mathrm{B}$ の�ホモトピー完全系列
は得られないことになる。上述と問題 36を合わせて考えれば、

問題 38. 写像 $\mathrm{p}:\mathrm{E}arrow \mathrm{B}$が approximale fibration とする。 もし $\mathrm{P}$ の任意の 2つのフ
ァイバーは CE-ホモトピー同値であれば、 $\mathrm{p}:\mathrm{E}arrow \mathrm{B}$ の Cトホモトピー完全系列は得ら
れるか ?

が考えられる。 また

定理 3,9. 連続体 X の $\mathrm{p}\mathrm{f}\mathrm{O}-\pi_{1}(\mathrm{x})$ が pro-finite とする。 連続体 $\mathrm{Y}$ は X と shape 同値
ならば、 任意の自然数 $\mathrm{n}$ に対して、 $\mathrm{Y}$ と X は U珂- 同値。

が知られているので ([Fe3]を参照) $\text{、}$ 問題 38をもう少し簡単にして

問題 3.10. 写像 $\mathrm{p}:\mathrm{E}arrow \mathrm{B}$が approximate fibration で、 $\mathrm{P}$ のファイバー $\mathrm{F}$ は連結と
し、 $\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}- K_{1}1\mathrm{F}$) が $\mathrm{p}\iota 0$-finite とする。 このとき $\mathrm{p}:\mathrm{E}arrow \mathrm{B}$ の CBホモトピー完全系列は

得られるか ?

また lFel】から

定理 3.11. X と $\mathrm{Y}$ はコンパクトとする。X と $\mathrm{Y}$がホモトピー同値ならば、 X と $\mathrm{Y}$

は $\infty$ 同値。

が知られているので、

問題 3.12. 写像 $\mathrm{p}:\mathrm{E}arrow \mathrm{B}$が fibration で、 $\mathrm{E}$ と $\mathrm{B}$ はコンパクトとする。 このとき
$\mathrm{P}$ : $\mathrm{E}arrow \mathrm{B}$ の CBホモトピー完全系列は得られるか ?

も考えることができる。 また蕩 k(k)(X) は $\pi_{\mathrm{k}}$( $\mathrm{X}\rangle$ と $\ (\mathrm{X})_{\iota}x_{\mathrm{k}^{\mathrm{t}\mathrm{k}+}}$ )($1\mathrm{x}\rangle$ は $\pi_{\mathrm{k}}(\mathrm{X})$ と

$\ovalbox{\tt\small REJECT}(\mathrm{X}\rangle$ の中間的な群と考えれば、 この問題は正しいと思われる。 それぞれの問題の部

分解が次のように得られた。

定理 3.13. 写橡 $\mathrm{P}$ : $\mathrm{E}arrow \mathrm{B}$ が shape fibrafion で、 $\mathrm{E}$ と $\mathrm{B}$ はコンパクトとする。 さら
に $\mathrm{p}$ のファイバ– $\mathrm{F}$ は連結とし、 $\mathrm{p}\mathrm{f}\mathrm{Q}-\pi 1(\mathrm{F})$ と $\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}-\hslash_{1}(\mathrm{E}\rangle$ が $\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}$-finite とする。 この
とき $\mathrm{p}:\mathrm{E}arrow \mathrm{B}$ の�ホモトピー完全系列は得られる。
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定理 3.14. 写像 $\mathrm{p}:\mathrm{E}arrow \mathrm{B}$が fibration で、 $\mathrm{E}$ と $\mathrm{B}$ はコンパクトとする。 もし $\mathrm{B}$ 力\leq

ANRならば、 このとき $\mathrm{p}:\mathrm{E}arrow \mathrm{B}$ の CE ホモトピー完全系列は得られる。
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